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OZET

Bu calismada Sonlu Elemanlar Yontemi kullaniimak suretiyle kesit
dénme ataletlerinin hesaba katildigi elastik ince gubuklarin; dénme ataleti ve
kayma sekil degigtirmelerinin hesaba katildigI 4 ve 6 serbestlik dereceli iki
ayri kalin gubuk elemaninin, degisik mesnet sartlarinda titresim analizi ve
statik ve dinamik halde burkulma ytkleri incelenmistir.

Cubuklarin titregim analizi, ankastre-ankastre, ankastre-serbest,
basit-basit mesnet hallerinde boyuna uzama da hesaplara dahil edilerek
incelenmigtir. Bu analizde kesit dénme ataleti ve'kayma deformasyonu
hesaba katiimig ve bunlarin etkileri de incelenmigtir. Boyuna uzama igin
lineer sonlu elemanlar kullamimistir. Yine dénme ataleti etkisinde ankastre-
serbest halde c¢ubudun serbest ucundaki nokta kitle etkisi de
hesaplanmigtir.  Bunun yaninda, ele aldigimiz kalin gubuklardan 4
serbestlikli igin, ankastre-serbest, ankastre-ankastre, basit-basit mesnet
hallerinde serbest titresim frekanslari elde edilmigtir. 6 serbestlikli igin,
sadece basit-basit mesnet halinde serbest titresim frekanslari elde edilmigtir.
Buna ek olarak, ele aldigimiz kalin gubuklardan 4 serbestlikli igin, ankastre-
serbest, ankastre-ankastre, basit-basit mesnet hallerinde burkulma yukleri
elde edilmistir. 6 serbestlikli i¢in, sadece basit-basit mesnet halinde
burkulma ytkleri elde edilmigtir.

Kalin gubuklarin kesit kalinh@: arttikga degisen serbest titregim
frekanslari ve bu frekanslara etki eden dénme ataleti ve kayma etkileri
incelenmigtir.

Kalin gubuklarin ince ve kalin kenarina gbre serbest titregim
frekanslari ile bu frekanslara etki eden dénme ataleti ile kayma etkileri
incelenmigtir.

Teorik caligmalar igin birisi sert plastik digeri gelik olmak Gzere iki
cubuk kullanilmigtir.  Cubuklarin elastik modulleri daha énce yapilan

deneysel olarak elde edilen bir caligmadan alinmigtir.
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Teorik caligmalar sonucu elde edilen gesitli parametrelerin etkileri
tablolarda g&sterilerek sonuglar yorumlanmig ve dizayn agisindan énlemleri
gosterilmisgtir.

Sonugta, dénme atalet etkisi sebebiyle ince gubuklarda serbest
titresim frekanslarinin azaldig incelendi. P eksenel kuvveti etkisi altinda,
kuvvet arttikga frekanslarin azaldigi incelendi. P eksenel kuvveti kritik
burkulma yukine esit oldugunda 1. 6zfrekansin O'a esit oldudu incelendi.
Bunun yaninda, ankastre-serbest halde nokta kitle etkisinde serbest titresim
frekanslarinin azaldidi gézlendi.

Dénme atalet etkisi ve kayma deformasyonlari sebebiyle kalin
cubuklarda serbest titregim frekanslarinda ve burkulma yiklerinde bir
azalma gérulmastir. Bu azalmanin ihmal edilemeyecek derecede blylk
olduu goézlendi. Sadece dénme ataleti etkisi sebebiyle frekanslardaki
azalmanin ihmal edilecek derecede kuglk oldugu elde edildi. Dénme atalet
etkisinin dinamik halde burkulma yUklerinde azalmaya sebep oldugu fakat
statik halde burkulma yuklerine etki etmedigi gértimustur. Bunun yaninda
dinamik halde devir sayisi arttikga burkulma yuklerinin azaldigi ve kritik
devir sayisinda burkulma yukanan 0 oldugu géraida.

Kalin gubuklarda c¢ubuk kitlesi etkilerine dahil edilen kayma
deformasyonunun, c¢ubudun geometrik matrisine etki eden kayma
deformasyonundan ve ayni zamanda dénme atalet etkilerinden fazla oldugu
g6rulmastar.

XV



SUMMARY

VIBRATION FREQUENCIES AND DYNAMIC STABILITY OF THICK BEAMS
BY FINITE ELEMENT METHOD

The vibration frequencies and stability of rectangular cross-section
uniform beams, considering shear deformation and rotatory inertia are
analyzed by the finite element method.

The Finite Element Model approximates a structure in two different
ways. The first approximation made in finite element modelling is to
separate the structure into number of discrete elements. These discrete
elements are called finite elements. For each element, differantial equation
of motion is determined and numerically solved for whole system.

In the analysis of free vibration frequencies and stability, for elastic
thin beam, rotatory inertia is considered. In these analysises, two different
thick beam elements are used. The first 4 degrees of freedom thick beam
element has two nodes, with three degrees of freedom at each node. In the
first thick beam element, w; and w;, are transverse displacements at nodes 1
and 2, and ¢; and ¢, are cross-section rotations at nodes 1 and 2. In the
second beam element, the nodal variables are the transverse displacement
w, the cross-section rotation ¢ and shear deformation y. Axial displacement
of the beam is also considered. For axial displacement of the beam, linear
finite element method. A lumped mass on the beam’s free end is also
considered. In the stability analysis, both static and dynamic stability
calculations are presented. In the free vibration analysis of thick beams, P
axial force effect is examined considering only rotatory inertia.

For this purpose, beam is considered as a rectangular cross-section
beam. The beam has rectangular cross-section area A, width b, thickness h
length L, Shear's Modules G, Young's Modules E, radius of gyration r, mass
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per unit length m, shear coefficient k and cross-sectional area moment of
inerﬁa about the z axis.

For thin beams, transverse bending deflection of beam w(x) and axial
deflection of the beam u(x) are defined by 1% and 3" degree polynomials.

Ci, C,, Cs, C4, Cs, Ce are real constants of the polynomials.
A3 2
W(X) = C4X~ +CaX“ +C3X+Cy (1)
u(x)=Ccgx+Cg (2)

in addition to, for thick beams with four degrees of freedom, cross-

section slope is given by the expression,

0="g TV 3)

Furthermore, for thick beam elements with six degrees of freedom, the
bending displacements at the nodes at each end of the beam can be written
as:

U=Ca (4)

where U is the vector of nodal displacements, [wy, @1, w1, Wz, ¢2, ya]", with

subscripts 1 and 2 referring to ends x=0 and x=L of the element, and

1 000 0 O
010 0 1 0
000 0 1 O
C=l v 1121 0 o )
0 1 21 321 1
000 0 1 1
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In eq(4), o is a vector of coefficients, [ao, a1, @z, a@s, bo, b1]".
The equation of motion of the system by using Hamilton’s principle

can be written as:

t t
8f(T—U)dt+ ISAdt -0 (6)
t, t,

where T is kinetic energy, U is potential energy and 6A is virtual work done
by active forces.

As a result, the equation of motion of the system can be written as:
|1 - Mlo?](s}; = 0 )

where [M] is the mass and [K] is the stiffness matrices.
For a beam undergoing transverse vibration, the potential energy can

be given as:
2
EIJ(%"J dx (8)

For thin beams and thick beams with four degrees of freedom, the
potential energy stored in the element due to stresses created by axial force

P used in the buckling problems is defined as follows:

Vg =

oW 2
!on(gj dx (9)

Nf=

For a beam undergoing axial vibration, the potential energy is as

follows:
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1} au)2
Ve“‘zoE =~ O (10)

For a beam undergoing shear deformation, the potential energy can

be written as:
1 j-kG‘ “IJ dx
ve\y 2 (1 1 )

0

For thick beams with six degrees of freedom, the potential energy
stored in the element due to stresses created by axial force P used in the

buckling problems is defined as follows:
1 } ) o
Vg=—2- dx (pl -P) (12)

For thin beams and thick beams with four degrees of freedom, the
total stiffness matrices is formed as follows:

M1 144 1
e [o]
[ e] [ ] 2*2| (13)
[ e]eu 66

For thick beams with six degrees of freedom, the total stiffness

matrice is also formed as:

-[K e] 1]
[Ke] kd3

[Ke]1*1

kd3
[Kel gy |

e]kd6

[k (14)

8*8
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In order to obtain the mass matrix, the kinetic energy which is equal to

transverse bending deflection,
1 J’(dw)z
Tew = 2pA0 ot dx (15)

For a beam undergoing axial deflection, the kinetic energy ca be

given as follows:

1 du)?
Tey = EPAKE) dx (16)
0

For a beam with rotatory inertia, the kinetic energy can be given as:
1 j‘(d(p)z
Tewd = 2pIO ot dx (17)

The kinetic energy due to the point mass on free end of clamped-free

beam is given below.

1 (dx(L)}?
Toc =3 ) (9

The element matrices given above are combined to form the global

stiffnress and mass matrices according to FEM formulation. Using these

matrices the system equations are formed as:
[[K] - Mlo?] 8}, = 0 (19)

and solved numerically.



The buckling loads of the beam can be calculated as follows:
P=y*— (20)

P.: is called the critical load and when P is equal to P, the first free
vibration frequency becomes zero. In that case, the beam takes a non-zero
but static deflected shape.

In the buckling problem, the critical buckling loads of an elastic
structure are investigated. This corresponds to the calculations of
eigenvalues of the generalized eigenvalue problem.

For thin beams and thick beams with four degrees of freedom, in the
case of a structure subjected to an initial stress field o,, the equatioh (9
must be added to the strain energy of the system.

For thick beams with six degrees of freedom, when a structure
subjected to initial shear stress field t,y, the equation (12) must be added to
strain energy of the system.

Since the geometric stiffness expression has the same form as in the
linear stiffness one, it is obvious that the linear equation of motion are

replaced in the prestressed case by
[MK1g + K1)} + M), =0 (21)

and related to eigen value problem takes the form (in the case of harmonic
motion).

[kl + K18}, - Q2MIs); = 0 (22)

when Q=0, we get an eigenproblem with eigenvalues A; corresponding to the

critical loads.



|11+ alK1 |65} =0 (23)

The eq(23) consists an eigenvalue problem in which we seek to determine
the eigenvalues A, (I1=1,2........ ). The eigenvalue Amn gives the prestress
state in which the system buckles.

For theoretical calculations, two different beams which one is a plastic
beam and the other is a metal beam are used.

As a result of this study, the free vibration frequencies and buckling
loads of elastic thick beams, considering rotatory inertia and shear
deformation are examined by the finite element model. Both buckling and
vibration analysises are implemented for different boundary conditions.
These conditions are simple-simple beam, clamped-free beam and fixed-
fixed beam.

In vibration analysis, the free vibrations of elastic thin beam
considering only rotatory inertia are obtained by numerical calculations.
Because of rotatory inertia, it is observed that the free vibration frequencies
decrease considerably. But this decrease is so small that it can be
neglected.

For an elastic thin beam, considering only rotatory inertia, the beam is
subjected to an axial force P. When the axial force P increases, the free
vibration frequencies of the beam decrease. When the axial force P is equal
to the critical buckling load of beam, the first eigenfrequency becomes zero.
The eigenfrequencies are symmetrically lowered by a compression load and
increased by an axial tensional force. For thick beams, considering rotatory
inertia and shear deformation, the free vibration frequencies are
investigated. in conclusion, the eigenfrequencies decreased substantially.
These decreases aren’t neglected.

Consideration of shear deformations in thick beam are made in two
ways. In the first study, shear deformation regarded only in stiffness matrice
[K]. In the second study, shear deformation regarded both in stiffness

matrice [K] and mass matrice [M]. It is obtained that the shear deformation
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effects due to the terms in mass matrice [M] is higher than the terms in
stiffness matrice [K]. In thick beams, the vibrations are also examined in two
ways. these are flapwise and edgewise vibrations. In conclusion, it is
determined that shear deformation and rotatory inertia in vibrations of
edgewise motion of the beam are higher than flapwise one.

In the buckling analysis, the critical buckling loads of the beams
considering shear deformation and rotatory inertia are obtained by the
numerical analysis. In the dynamic case, the first buckling load is equal to
zero, when the beam is excited by the first eigenfrequency. In the dynamic
case, when the revolution speed increases, the buckling loads are lowered.

In the static analysis, the buckling loads of the beams considering
only rotatory inertia are constant. i.e. rotatory inertia doesn’t affect the
buckling loads of the beam.

In the static and dynamic analysis, the buckling loads of the beams
considering both shear deformation and rotatory inertia are investigated. As
a resulit of this, it has been observed that the buckling loads of the beams
decrease substantially. These decreases aren’t neglected.

In the present work as a comparison, A frequency parameters which
are used in our thesis related to thick beams, a frequency parameters which
are taken from M. IPEK’s research report and associated with thick beams

are also compared and a good agreement has been found.
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BOLUM 1

GIRIS

Mekanikte sonlu ve karmagik cisimlerin her tarl0 mukavemet
sorunlarini sayisal matematik yardimi ile ¢b6zmeye yarayan metodlarin
basinda Sonlu Elemanlar Yontemi gelmektedir. Sonlu elemanlar yénteminin
bugiin muhendislikte yaygin olarak kullaniimasindaki en blylk etken
bilgisayar teknolojisinde meydana gelen hizli gelismedir. Sonlu elemanlar
yontemi temel olarak strekli ortamlarin gok kuglk boblgelere ayrilarak temsil
edilmesi dusuncesine dayanir. Béyle kiglk béigelere sonlu eleman denir.

Sonlu elemanlar yéntemi gubuk, kiris, plaka, kabuk ve bunun gibi
elemanlarin titregim problemlerinin ¢6zllmesinde ve eksenel bir yuk ile
zorlanan kiriglerin burkulma yutklerinin hesaplanmasinda kullaniimaktadir.

Yapilacak ig gubugu elemanlarina ayirmaktir. Bu islem ayni zamanda
sonsuz serbestlik dereceli asil sistemi, sonlu serbestlik dereceli sisteme
dénastirmek demektir. Segilen elemanlarin boyutlari ve sayilar hem sistemi
en iyi sekilde temsil edecek hem de hesaplamalari en aza indirecek gekilde
olmalidir. Dolayisi ile sonlu elemanlar ydnteminin temelini olusturan
denklem sistemleri zorunlu olarak matris hesaplan yardimi ile kurulur.
Sistemin sonuglarinda kesinlik segilen eleman sayisina baglidir. Eleman
sayisi arttikga sonugtaki kesinlik de o derece artar. Bununla birlikte
elemanlarin boyutlari ve sistemin serbestlik derecesi de sonucu etkiler.
Cunklu eleman sayisi arttikga serbestlik derecesi de artacagindan elde
edilecek matris boyutlari da artacaktir. Sonlu elemanlar ydnteminin temelini
olusturan denklem sistemleri matris hesaplamalari yardimi ile kurulur. Sonlu
elemanlar yénteminin bilgisayar akig diyagrami Sekil 1.1’ de gérulmektedir.

Hesaplamalar igin birisi metal digeri plastik dikdértgen kesitli iki gubuk

kullaniimistir. Bu malzemelerin elastiklik modulleri daha énce yapilan egilme



Yapinin geometrisinin, malzeme
ozelliklerinin girilmesi
2
Sistemin Elemanlara
Aynlmasi
P
Elemanlann Rijitlik Ve Kitle
Matrislerinin
olusturulmas
-
Eleman Rijitlik Ve Kiitle Matrislerinin
Sisteme Yerlegtiriimesi

Evet

[ Sinir Sartlannin Belirlenmesi
-

Sistem Denkleminin Bilinmeyenlerinin
Gozilmesi

+
|Istenen Sonuglann Hesaplanmast |

Sekil 1.1. Sonlu Elemanlar Bilgisayar Akig Diyagrami

deneylerinin oldugu ¢aligmadan alinmgtir.

Teorik Hesaplar igin Fortran IV dilinde bir bilgisayar programi
yazilmigtir. Bu program kendi igerisinde iki gekilde duzenlenmistir. Yani, her
iki kalin gubuk icin program igersinde iki ayri kod programi yaziimistir. Bu
program degisik mesnet sartlarinda, kesit dénme ataleti etkisinde elastik
ince cubuklarin, débnme ataleti ve kayma deformasyonu etkilerinde kalin
cubuklarin ézfrekans degerlerini, burkulma yiklerini; burkulma ytklerini ise
statik ve dinamik haldeki etkisi ile beraber ve son olarak da kesit dénme
ataleti etkisi ve  nokta kitlenin serbest titresim frekanslarina etkisi
hesaplanabilmektedir. Mesnet sarti olarak basit-basit, ankastre-ankastre ve

ankastre-serbest mesnetler kullaniimigtir.



BOLUM 2

TEMEL DENKLEMLER

2.1. Enerji Denklemleri

Dikddrtgen kesitli L uzunlugunda, kesit alani A ve yoguniugu p olan
elastik bir cubuk igin, Sekil 2.1° de gérildigu Uzere koordinat sistemi;
cubu@un asal eksenini x ekseni, kalinigint z ekseni ve yuksekligini de y

ekseni gbsterecek sekilde oxyz eksen takimi segilmigtir.

1y, 1¥

| x|

v

/

T ErsGT wuooz | M

Sekil 2.1. L Uzunlugunda Dikdértgen Kesitli Gubuk

2.1.1. Potansiyel Enerji Denklemleri

Enerji denklemlerinin elde edilmesinde titregsimin, ¢ubudun bir
duzleminde olacadi varsayllmistir. Sekil 2.1'de xy diuzlemi gubugun titrestigi
dazlemdir. Herhangi bir ddnme hareketi yapmayan y dogrultusunda w yer
degistirmesi yapan elastik bir gubukta i¢ kuvvetlerden dolayl meydana gelen
potansiyel enerji su sekilde elde edilir.

Herhangi bir noktadaki boyuna yer degistirme u,



Uxy)=-y = 21
ve & birim uzamasi ise,
ou &*w
Ex =% =" 2 (2.2)

olmaktadir. Dolayisiyla ¢ubukta depolanmis olan potansiyel enerji ise

asagidaki gibidir.
Vew = J, oxtxav 23)

ox=E&« ve dV=dAdx esitlikleri ve (2.2) denklemlerinin (2.3) denkleminde

yerlerine yazilmasiyla,

2
Vew = %Elz {i_gj dx (2.4)

denklemi elde edilir. Bu ifade egilmeden dolayi c¢ubukta depolanan
potansiyel enerjiyi ifade eder. Bu ifadede kesit atalet momenti I agsagidaki

gibi hesaplanr.
1=, y2dA (2.5)

Bir cubukta dis kuvvetlerden dolayi, burkulma probleminde oldugu
gibi gerilmelerin bulunmasi durumunda ise potansiyel enerji su sekilde ifade

edilir.

1 w2
Vg = EIVGX(&) o, (2.6)



Cubukta meydana gelen boyuna yéndeki u yer degistirmelerinden

dolay! gubukta depolanan enerji ise,
1
dVg, = Ecx&di (2.7)

denklemiyle elde edilir. Cubugun toplam boyuna yer degistirme potansiyel

enerjisi ise,

1 du
w35 o @s

Cubugun egilmesi esnasinda dénmeden dolayi olugan kayma sekil
degistirmesi sebebiyle cubukta depolanan potansiyel enerji asagidaki gibi
ifade edilir.

Vey = ;jkGszdx (2.9)

2.1.2. Kinetik Enerji Denklemleri

Cubuk ktlesinin atalet kuvvetlerinin yaptiklari ige esit olan kinetik

enerji egilme titregimi halinde,

1 dw)?
Tow = EpAL(—dT) dx (2.10)

Boyuna uzamasi halinde,

1 du)?
Ty = -z—pAfe(Gt—) dx 2.11)



ve son olarak da buyuk yer degistirmeler sirasinda kesit dénmesi

halinde

1 ¢ (do)
Tewd =—2—p1IL(d—‘f) dx (2.12)

ifade edilir.
Bunun yanisira gubuk ucuna bir nokta kutie eklendiginde bu kitleden
dolay1 meydana gelecek kinetik enerjinin de duasundimesi gerekir. Cubuk

serbest ucuna eklenecek kitlenin miktari mg, olmak tizere kinetik enerji,

1 dx(L))?
Tek =§mek( )gt )) (2.13)

ifadesiyle elde edilir.
2.2. Sonlu Elemanlar Yontemi

Onceki bolumde elde ettiimiz enerji ve is denklemlerinin sisteme
etkisini incelemek igin, elastik cisimlere tesmil edilmis Hamilton prensibini

kullanmak gerekir [1]. Hamilton prensibi ise,

t t t
J’ (5L +8A)dt = j‘SLdt + fsAdt -0
t1 t1 t‘l

t t
=adet+anAdt=o (2.14)
ty ty

t t
=5 (T_V)dt+5] Adt=0
ty ty

seklinde ifade edilir. Bu denklemde T kinetik enerjiyi, U potansiyel enerjiyi,

L kinetik potansiyeli, 8A ise virtlel isi ifade etmektedir. Buradan boyuna



yondeki yayili yuk P, , enine ydéndeki yayili yik P, olmak Gzere bu iki durum

icin virttel igler agagidaki gibidir.

SA, = TPxéSudx
0 (2.15)
SAy = TPyﬁwdx
0

Hamilton prensibinden hareketle kinetik ve potansiyel enerji

ifadelerinin yazilmasi ile, serbest titregimler igin;
[M}{8} +[K]{3} =0 (2.16)

bagintisi elde edilir. Bu baginti, aktif kuvvetlerin potansiyel fonksiyonu

mevcut oldudu i¢in bu halde Lagrange denklemleriyle de elde edilebilir.

d(aL) oL
— === k=12345....n 217
otz ) 2o ( ) (2.17)

sistemin o frekansiyla harmonik yer degdisimi yaptigini kabul ederek (2.16)

denklemi,
[ - o?[Mi]{s}; =0 (2.18)

seklinde yazilir.
Bu denklemde i=1,2,3,.....,n adet lineer, homojen bilinmeyen vardir.

{8}, ifadesinin sifir olmamasindan dolay,

def[[K] - o2[M]] = K] - oM = 0 (2.19)



olmalidir. (2.19) denkleminin n adet kék( vardir ve bunlar 6zdegerler olarak
adlandinimaktadir [2]. Sonlu elemanlar yoéntemi, (2.16) denkleminin
¢Ozllebilmesi amaciyla [K] ve [M] matrislerini elde etmek igin yeterli
yaklagimi saglamaktadir.

2.3. Eleman Matrislerinin Elde Edilmesi

Sekil (2.2)de gosterilen gubuk, asal ekseni x- dogrultusunda esit
uzunlukta yeterli sayida elemana bélinmektedir. Uzunlugu | olan sonlu
elemanin x- ekseni dogrultusundaki yer degisimi u, y- ekseni
dogrultusundaki yer degisimi w, eleman uglarindaki dénme miktari ¢ ve
kesme dénmesi y polinom olarak ifade edilirler.

Boyuna yer degistirmesi u, iki d0gim ve x- ekseni dogrultusunda tek
degigken oldugundan bu polinomun derecesi birdir. Ayni sekilde w
polinomunun dugim sayisi iki ve her dugimdeki degigken sayisi egilme ve
dénme olarak belirlendiginden dolay: derecesi Ggtur. Kesme ddénmesi y
polinomunun digum sayisi iki ve her dagumde tek de@isken oldugundan bu
polinomun derecesi birdir.

Bu sekilde sonsuz sayidaki degisken sonlu sayida degiskenle
tanimlanmig olur. u ve w polinomlarinin katsayilarinin elde edilmesi bir
sonraki bélimde ve wy polinomunun katsayisinin elde edilmesi ise 5.

bélimde anlatilacaktir
2.3.1 interpolasyon fonksiyonlari
Ankastre-serbest cubugun iki dedisik modeli Sekil 2.2'de

gosterilmektedir. Sekil 2.2.2° daki tek elemanli model olarak dusunulecek

olursa, bu gubuk elemanin statik uzamasi

200
ax[EA & |0 (2.20)



denklemini [0, ] aralhiginda x’ in her degeri igin saglamalidir.

“]}

-

-]
!

ta - --— o1 fo-0--0--0-¢—

diijiim noktalan

(a) (b)

Sekil 2.2. Ankastre-serbest cubugun iki degisik Modeli.
a-Tek elemanl, iki dagum noktall,
b-Dért elemanli, bes digim noktal:.

Denklem (2.20) integre edildigi zaman cs ve cs reel integral sabitleri olmak

Uzere,
U(x)=cgX+Cg (2.21)

denklemi elde edilir. Elemanin sinir gsartlarindan cs ve cs katsayilan elde

edilerek (2.21) denkleminde yerine yazilirsa,

u(x) = (1 - %Jm +%u2 (2.22)

X

elde edilir [3]. Burada ( —?) ve G) fonksiyonlari gekil fonksiyonlarini

ifade eder ve x=£/ olmasi sartiyla,

u=[N], {8}, (2.23)
NI, =[(1-2)¢] (2.24)
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{8}, = {us(thua(t)} " (2.25)

badintilari elde edilir.

Bircok sonlu ve karmasik sekilli cisimler sadece boyuna titregimlerin
incelenmesiyle modellenmez. Dolayisiyla egilme titresimlerinde gézénine
alinmasi gerekir.  Cubuklarin egilme titresimleri incelenirken, egilme
esnasinda meydana gelen dénmeden dolay! olugan dénme ataleti ve kayma
sekil degistirmesi yani kesme dénmesi de hesaba katiimis ve incelenmigtir.
Bu sekilde elde edilen teoriye Kalin Cubuk Teorisi denir. Sekil 2.3’ te tek

elemanli gubugun dagum noktalarinin egilme,dénme koordinatlari verilimigtir.

W rvtx) S g

2
| EAAGT [ ] uk
X

——

Sekil 2.3. Tek elemanli gubuk modelinin egilme koordinatlari.

Harmonik hareket halinde, strekli sistem denkleminin

2| = PPW(x)
ale_ ax2

J: 0 (2.26)

gubuk boyunca her x igin saglanmasi gerekmekiedir. EI dederi sabit

4
oldugundan T _ o oimalidir. Bu da,
ox
w(x) = c1x3 + c2x2 +C3X+Cy (2.27)

denklemini verir. Yine Sekil 2.3’ te gésterilen modelin sinir sartlari agagidaki
gibidir.
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x=0 igin W0)=wy ve &gix)zm

x=L igin w(L)=w, ve agix)=¢2

Yukaridaki sinir sartlari yardimiyla (2.27) ifadesinin integrasyon sabitleri

elde edilir. Bu durumda (2.27) ifadesi,

[ x2
w(x):l_ 3 X 2k }J L{ 2+2
[

2
X X
=3———2 +
[ 0? Jus L[ez M"

seklinde elde edilir [3]. $Sekil 2.4’ teki ise y kayma sekil degistirmesinin

herhangi bir noktasindaki gésterimi sunulmugtur [4].

(2.28)

Sekil 2.4. Cubuk Gzerindeki herhangi bir noktada y kayma sekil

degigtirmesinin gdsterimi.
x=£¢ esitliginin (2.28) denklemine konulmasiyla,

w=[Nl,, {8}, (2.29)

NI, ={(1-362 + 2 ); g - 262 + £3) (362 - 263 ) €2 + %)} (2.30)
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{8ty = {W1,<P1,W2,<92}T (2.31)

denklemleri elde edilir. {8} ve {3}, cubufun digum noktalarindaki

u
degiskenlerinin vektorleridir. Egilme yer degistirmesi esnasinda dénmeden
olusan kesit dénmesine ait ifade,

o=w'=[N]_ {8}, (2.32)

seklindedir. Ve bu ifadede kesit ddnmesinin gekil fonksiyonu,
N1, ={(-62+622);{1- 4t + 3¢2);(6t~ 622 -2z + 3¢2)} (2.33)

seklinde elde edilmistir. Asagidaki sekil fonksiyonu ise, rijitlik matrisine ait

edilme potansiyel enerjisinin eldesinde kullanilan fonksiyondur.
N, ={(-6+129;¢(-4+68;(6-128)(-2+68)}  (234)
Her eleman igin bu fonksiyonlarla is ve enerji denklemleri yazilr.
Matris formundaki bu de@erler daha dnceki bélumlerde tarimianan is ve

enerji denklemlerinde yerlerine yazilrsa kinetik eneriji,

T= %{S}T[M]i{S} (2.35)

ve potansiyel eneriji ise,
1
U=} [K]; {8} (2.36)

seklini alir. Lineer olmayan terimler varsa, bunlarinda lineer kabulle ifade
edilmesi gerekir. Kutle ve rijitik matrisleri [M]; , [K]i ayn ayri superpoze

edilirler. Egilme igin ew, boyuna uzama i¢in eu alt indislerini; 4 serbestlikii






