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ONSOZ

Insan viicudundaki irili ufakli sistemlerin matematiksel modellerinin elde edilmesi,
gecen ylizyilin ortasindan itibaren bir miihendislik disiplini haline gelen biyomedikal
miithendisliginin ilgilendigi baslica konular arasindadir. Tipki diger alanlarda oldugu
gibi insan viicudundaki sistemlerin modellerini elde etme, o sistemleri anlamamiza
yardimci1 olacak ve o sistemlere ait biiyiikliikleri Olcerken veya o sistemleri
goriintlilerken veya o sistemlerle birlikte ¢alisacak enstrumantasyonu tasarlarken

bizlere yol gosterecektir.

Bu tez ¢alismasi kapsaminda, insan sinir hiicresinin onemli pargalarindan biri olan
aksonun elektromanyetik modeli elde edilmeye calisilmistir. Silindirik bir yap1
olarak disiiniilen sinir aksonuna ait elektromanyetik dalgalarin ifadeleri

cikartilmigtir.

Bu ¢aligmanin gerceklestilmesinde, bir an olsun yardimini esirgemeyen ve her zorlu
asamay! kolayliga doniistiiren degerli damisman hocam sayin Prof. Dr. inci
Akkaya’ya, bu calismaya baslama kararin1 vermemde diisiinceleriyle ve
tavsiyeleriyle 6nemli rol oynayan kiymetli hocam sayin Dog. Dr. Inci Cilesiz’e ve
onemli bir problemin asilmasindaki yardimlarindan dolayr hocam sayin Prof. Dr.

Ercan Topuz’a en i¢ten saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Varliklar1 i¢in anneme ve babama sevgilerimle.

Haziran 2003 Evren BIRON
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AKSON

OZET

Sinir aksonu, elektriksel ozelliklerinden dolayl, elektronik modellerle temsil
edilmeye olduk¢a uygundur. Hodgkin-Huxley ile baslayan bu cahismalar,
elektronik devre elemanlarinin gelisimi ile beraber oldukca ilerleme
kaydetmistir. En yaygin model, aksonu bir kablo gibi diisiiniip dagilms
parametreli devre elemanlari ile elde edilen modeldir. Bu ¢calisma kapsaminda,
akson kablo modeli incelenmistir.

Sinir aksonunun, elektromanyetik olarak modellenmesini ele alan, Plonsey’in
bir calismas1 hari¢, bir calisma bulunamamstir. Bu c¢ahismada, aksonun
elektromanyetik modelinin temelleri olusturulmaya cahsilmistir. Sinir aksonu,
silindirik bir dalga kilavuzu gibi diisiiniilmiistiir. Akson ve onu saran zar
tabaka dalga kilavuzunu olustururken, kas dokusu (dis tabaka) propagasyonun
olmadig1 bir ortamdir. Boylesi bir yapiya ait dalga denklemleri cikartilmis ve
simir kosullarindan elde edilen karakteristik denklem yardimiyla propagasyon
sabiti bulunmustur. Kas dokusundaki dalga genligi-uzakhk grafikleri elde
edilmistir. Kablo modeli ile elektromanyetik model arasindaki benzerlik ifade
edilmistir.



AXON

SUMMARY

Because of its electrical properties, nevre axon is very suitable for modelling
electronically. These studies which were started with Hodgkin-Huxley are
progressed by the help of developments in electronic circuits. The most common
model is the one, in which axon is considered like a cable and being modeled by
distributed circuit parameters. In this thesis, axon calbe model is studied.

Except Plonsey’s study [3], study in which axon is being modeled
electromagnetically couldn’t be found. In this study, fundamentals of
electromagnetic axon model are tried to be achieved. Nevre axon is considered
as cylindirical waveguide. Axon and surrounding membrane layer form a
waveguide and muscle tissue (external layer) is a medium where no propagation
occurs. Wave equations which belong to such a structure are written out and
propgation constant is found by the help of characteristic equation which is
obtained from boundary conditions. Amplitude of wave vs distance graphichs in
muscle tissue are shown. Similarities between cable model and electromagnetic
model are mentioned.



1. GIRIS

1.1. Sinir Hiicresi

1.1.1. Temel Bilesenleri

Sinir hiicresi, néron, yapisina ve islevine gore ii¢ ana boliime ayrilabilir:
i.  Hiicre govdesi (soma)
ii.  Somanin ¢ok sayida kisa uzantisi (dendrit)

ii.  Tek bir uzun sinir lifi (akson)

Endoplazmik retibuhim
Mikleus
Mitldeolus

Synaptils Sonlar

Golgi Avgt Aleson
Wit okoonde cevresindeld
Schwwrann Kabf

Alozon hillols

Ivligrelinn Eahf
Fatrrier DiEimi
Sehwann hilcresi nikdeusu
Kas hiicresi geldrdedi

Sekil 1-1 Noronun Temel Kisimlari [1]

Sinir hiicresinin govdesi diger hiicrelere benzer olup niikleus, mitokondri, ribozom

ve diger organellerden olusur. Hacmi 600 ile 70,000 pm? arasi degisir.



Hiicre govdesinin kisa uzantilari, dendritler, diger hiicrelerden darbe alir ve hiicre

govdesine iletirler.

Uzun sinir lifi, akson, hiicre govdesinden aldig1 isareti diger sinire veya kas
hiicresine iletir. Memeli aksonlarinin caplar1 genellikle 1 ile 20 pm arasindadir.
Akson, Schwann hiicrelerinden olusan miyelin kilif denilen yalitkan bir katmanla
kapli olabilir. Miyelin kilf siireklilik arzetmez; parcalara bdliinmiistiir. Bu parcalar

Ranvier diiglimleri ile diizenli araliklarla ayrilirlar.[1]

Hiicre, kalinligr 7,5-10 nm olan ve cift yag tabakasindan olusan hiicre zari ile
kaplidir. Hiicreye giren ve ¢ikan molekiilleri kontrol eder. Pasif gecisi (diflizyon) ve

aktif gecisi gerceklestirir.[2]

1.1.2. Elektriksel Aktivitesi

Sinir hiicresinin disindaki ve igindeki sivilar arasindaki temel farklilik, hiicre disinda,
sodyum ve klor iyon derisimlerinin hiicre i¢cine gore fazla, potasyum iyon derisiminin
ise az olmasidir. Uyarilabilen bir hiicre olan noéronun zari, potasyum ve klor
iyonlarinin hiicre i¢ine gegisine izin verirken sodyum iyonlarinin gegisine engel olur.

Sodyum iyonlar hiicre i¢ine gegemeyince iki durum ortaya ¢ikacaktir:

1) Hicre i¢indeki sodyum iyonu yogunlugu disaridakinden ¢ok azdir. Sodyum

tyonu pozitif yiiklii oldugundan, hiicre dis1 ,i¢in gore daha pozitif olur.

2) Elektriksel yiik dengesini saglamak amaciyla, pozitif yikli potasyum
iyonlarinin hiicre i¢ine girmesi, hiicre i¢i potasyum derisimini disartya gore
bagil anlamda arttirir. Iyon akis1 dengeye ulasinca, zarin i¢ tarafi disma gore
daha negatif ve degeri iyon derisimi farki ile belirlenen bir gerilim olusur.
Buna, zarin dinlenme potansiyeli denir. Dinlenme potansiyeli, zar uyarilana
kadar sabit kalir. Uyarilmanin olmadig1 kosullarda, yapilan 6l¢iimler, hiicre
hiicre ici ile hiicre dis1 arasindaki, hiicre dis1 pozitif olmak iizere, gerilim

farkinin (zar gerilimi) -60 mv ile -90 mV arasinda degistigini gostermistir.[2]

Noron uyarildiginda, zar gerilimi degisecektir. Uyar1 ya dinlenme potansiyelini

diistiriicii olarak gerceklesir (depolarizasyon) ya da dinlenme potansiyelinde bir artisa



sebeb olur (hiperpolarizasyon). Uyaridan sonra zar gerilimi, dinlenme gerilimine geri

doner.

Uyarmin genligi veya siiresi, zar potansiyelini, bir esik diizeyi iizerine ¢ikartmaya
yetecek giicte degilse, zar aktivasyona ge¢meyecektir; zarin bu tip uyarilara cevabi

pasif olacaktir. Zarin pasif davranis sergiledigi kosullar esik alti kosullar: adin1 alir.

Gelen uyarinin genligi veya siiresi, zar potansiyelini bir esik diizeyi iizerine
cikartmaya yeterse, zar aktivasyona girer. Zarin soydum iyonlarina gegrgenligi artar
ve hiicre i¢ine dogru bir sodyum akimi akar. Ayni esnada, potasyum iyonlar1 da
hiicre disina ¢ikar. Boylece net bir iyon akimi, zardan akar ve bu akim ile hiicre i¢i
disina gore pozitiflesir. Bu olayin sonucunda, olusan zar gerilimine aksiyon
potansiyeli, meydana gelen olaya da depolarizasyon denir. Karali bir durum
saglandiktan sonra, klor iyonu akis1 durur. Zarin iyon segiciligi tekrar devreye girer
ve aktif sodyum pompasi1 adi verilen aktif iyon pompasi ile hiicre dinlenme durumu

kosullarina geri doner. Bu olaya da repolarizasyon denir.[2]

Aksiyon potansiyeli yada norondaki sinir darbesi, esik seviyesini gegen her uyariya
ayn1 cevabi verir (ya hep ya hi¢ kural1); cevabin karakteristik bir bi¢cimi vardir (bkz.
Sekil 2-2). Noron, esik seviyesine gecip aktivasyona baslmasi i¢in gili¢lii ama kisa

yada zayif ama uzun uyariciya ihtiyag¢ duyar.
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6504 potanseli

Exile

Dinlsntnes

potansiyeli

ZalTiarn

Sekil 1-2 Zar potansiyelinin ¢esitli uyarilara verdigi cevap. (2) numarali uyari, esik
alt1 oldugu icin sadece pasif cevap goriinmektedir. (3) numarali uyari, esik diizeyinin
siirinda oldugundan, zar bazen aktive olmakta (3b) diger zamanlarda yerel bir cevap

gorilmektedir. (4) numarali uyari, esik diizeyini olduk¢a astigindan, sinir darbesi
tiretilmektedir. Zar gerilimini arttirict yonde etki eden (1) numarali uyari, sinir
darbesini bastirici bir etki gosterir. [1]



1.1.3. Akson I¢erisinde Sinir Tletimi

Olusan aktivasyon, akson igerisinde zayiflamayan sinir darbesi seklinde ilerler.
Aksonun uyarilmis ve uyarilmamis bolgeleri arasindaki potansiyel farki, adina yerel
devre akimlari denen ve uyarilmamis bolgeyi harekete gecirecek dogrultuda akan

kiiclik akimlar meydana getirir.

Aktivasyon normal olarak somada olusur. Sinir darbesi bigimindeki aktivasyon ise
ilk olarak aksonun kokiinde goriiliir (akson hillok denilen akson baslangi¢ kismi). Bu
noktadan itibaren, darbe akson boyunca ilerler. iletim hizi, akson geometrisine ve
elektriksel ozelliklerine baglidir. Miyelinli aksonda ise sinir darbesi sadece Ranvier
diigiimlerinde iiretildiginden darbe bir diigimden digerine ilerler. Bdylece, iletim

hiz1, miyelinsiz aksonunkinin ¢ok tizerine ¢ikar.

Aldif Balge

Altivasyonun Propagasyonu

Sekil 1-3 Miyelinsiz Aksonda Siirekli Tletim [1]

Akson zarmin onemli bir 6zelligi de aktivasyona bagli sodyum gecirgenligidir.
Sodyum gecirgenligi ne kadar yiiksek olursa sodyum iyon akimi o kadar yiiksek
olacak ve zar geriliminin artma hizt da o kadar yiiksek olacaktir. Sonug olarak,
gerilimdeki degisimin bliylikligl, artan yerel akimlari, artan yerel akimlar daha hizh

uyarilmay1 ve bu da artan iletim hizin1 doguracaktir.

Birim boy basina zar kapasitansi, belli bir potansiyele erismek i¢in gerekli yiik

miktarin belirler. Dolayisiyla, esik gerilimine ulagma siiresine etki eder. Diger tiim



parametreler sabit tutulursa, daha biiyiik kapasite degerleri demek daha yavas iletim

hiz1 demektir. iletim hiz1 ayn1 zamanda, zar disindaki ve icindeki dirence de baghdur.

1.2. Noron Modellerinin Siniflandirilmasi

Canli organizmalarin islevini arastirmanin pratik yolu, organizmanin g¢alismasini
miimkiin oldugunca isabetli olarak yansitan modeller kurmaktir. Modelin, fizyolojik
gozlemlerle ilgili hipotezleri temsil ettigi diislintilebilir. Canli dokularla yapilmasi
miimkiin olmayan deneyleri model ile yapmak miimkiindiir. Ger¢ek fenomen, model

ile deneysel sonuglar karsilastirilarak daha iyi anlasilabilir.

Bir ¢ok farkli disiplinlerden gelme bilim adami, kendi uzmanlik alanlarina gore farkl
néron modelleri gelistirmislerdir. Genel olarak, néron modelleri, degisik Slgiitlere

gore bir¢ok sinifa ayrilabilir [1]:
1) Modelin “yapis: "nin ifade edilisine gore
a. Matematiksel denklemlerle (Hodgkin-Huxley denklemleri)
b.  Fizik kanunlarina gére sanal bir yapiyla (Eccles model)

C.  Oryinal fenomenden fiziksel olarak farkli ama anoloji olarak bagli,

orjinlerinin islevini temsil eden yapilarla.(elektronik ndron modeli)
2) Fenomeni farkli “konsept boyutlar: "ndan agiklamasina gore
a.  Yapi (genellikle mekanik model ile temsil edilir).

b.  Islev (genellikle elektronik veya matematiksel veya bilgisayar modeli

ile temsil edilir)
c. Evrim
d.  Hiyerarsideki konumu

3) Fenomenin “fizyolojik seviye "sine gore



a.  Intrandronal seviye
1) Zar dinlenme agamasinda
i) Diizenek sinir darbesi tiretiyor
iii) Sinir darbesinin, akson igerisindeki yayilmasi
b.  Tek bir néronun uyarilmasi ve cevap fonksiyonu
C. Synaptik iletim
d.  Noronlar ve néron gruplari arasindaki etkilesim
e. Psikofizyolojik seviye

4) “Model parametreleri”’ne gore. Sinir sitemindeki degiskenlerin degisik

zaman sabitleri oldugu disiiniiliirse soyle bir siniflandirma olusturulur:
a.  Dinlenme parametreleri
b.  Uyarilma parametreleri
c.  Kendine gelme parametreleri

d.  Uyumlasma parametreleri

1.3. Akson Modellerinin Tarihgesi

1.3.1. Elektronik Modeller

Modelleme tarihgesi hakkinda konusurken, calismamizin temel aldigt modeller
hakkinda bilgi verecegiz. Bu modeller, orijinal fenomene bir analoji ile bagl olup
fenomenin isleyisini ortaya koymaya calisan modellerdir. Bunlara genel olarak
elektronik ndron modelleri denir. Bu g¢alismalarda, ya aksiyon darbesinin tiretimi
tanimlanmaya calisilmis ya da sinir darbesinin, akson igerisindeki propagasyonu

temsil edilmeye ugragilmistir.



Aksiyon darbesinin iiretiminde etkin rolii hiicre zar1 oynar. Bu konudaki ilk yetkin ve
en genel calisjma Hodgkin ve Huxley’e ait 1952 tarihli {inli caligmadir. Dev
miirekkep baliginin aksonunda yaptiklar1 bu ¢alismadaki amaclarin1 kendi sozleriyle
sOyle tanimlarlar: “Hedefimiz, kabul edilebilir isabetlikteki kondiiktanslari
tanimlayan ve aksiyon potansiyeli ile bekleme periyodu teorik hesabi i¢in yeterince
basit denklemler bulmaktir”. 1963 yilinda, Nobel 6diilii alan bu calisma, tiim
uyarilabilen hiicre modelleri i¢in temel teskil eder. Yaptiklar1 deney sonrasinda
(gerilim kenetleme deneyi) elde edilen sonuglardan hareketle potasyum ve sodyum
iyonik iletkenliklerini, transfer orani katsayilarini ve transmembran akimini

tanimlamislardir.

Hudgkin-Huxley’in modeli tizerine kurulu bir bagka calisma Edwins R. Lewis
tarafindan 1968’de yayimnlanan ve sodyum-potasyum kondiiktanslarini, synaptik
baglantilar1 ve diger model islevlerini ayrik transistorler ve diger bilesenler olarak

veren modeldir. (bkz. Sekil 1-4)

Hiicre ig1
AKGE AKGf
Rilzges Rilzges 7
L gelvt ot ro |
Coklayicn |9 Y Caklayer | e g D
L J
f T (s
I~ 8V I~ Chya Yua -
Ve = V- W Vg =Y Yua N i
8.5V = 5y = T4y
1 '|' T+
Hiicre diz

Sekil 1-4 Lewis Zar Modeli [1]
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30DYUM GEGIRGENLIGE

326 ka

Tiim bu bilesenler uglar arasinda, zarin i¢ ve dig tararfini1 temsil etmek {izere, paralel
devre seklinde baglidir. Lewis Na ve K kondiiktanslarini, aktif siizgegler bicimindeki

elektronik donanimlarla tanimlar. Modelin ¢ikisi transmembran gerilimidir.
486 ki

POTASY UM GECIRGENLIGI
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s | coen 12 oF
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=
Sekil 1-5 Roy modelinde (A) Potasyum Kondiiktansi (B) Sodyum Kondiiktansi [1]
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Guy Roy, adina “ndrofet” denen modelini 1972’de Lewis’a analoji olarak tanimladi.
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Na ve K kondiiktanslarini simiile etmek i¢in FET transistorler kulland.
Aksiyon darbesinin, akson igerisindeki propagasyonunu simiile eden bir model, gene

Lewis tarafindan verilmistir. Bu model Sekil 1-6’da goriilmektedir. Lewis, bu
modelde, kokeni Hudgkin-Huxley’e dayanan zar modellerinden olusturdugu devreye,
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[
—hi——

bir de hiicre i¢i direnci temsil etmek iizere eksenel rezistorler eklemistir.

i
i ——
[
—i——
—i— =
[ ———1
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i ——
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Sekil 1-6 Lewis Akson Modeli [1]
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1.3.2. Analitik Bir Model

Akson modelleri igerisinde, devre teorisine dayanmadan ortaya konulmaya calisilan
model R. Plonsey’a aittir. Plonsey, ¢alismasinda, diger aksonlarla etkilesimi ihmal
ederek, bir aksonun i¢indeki ve disindaki alanlar1 ifade etmeye ¢alismistir. Yarigapi

13 9’

olan Oz eksenli silindirik bir yap1 olarak ele aldig1 aksonda alanlar1 su sekilde

tanimlamistir:

(p.p.2)= [AB)-e Y 1(Bl.0)-dB p<a (L1)
B=—o0

(p.p.2)= [G(B)-e7” Kq(Blp)-dB p>a (1.2)
p=—0

(1.1) ve (1.2) ifadeleri, ®(,0,¢,z) fonksiyonunun z degiskenine gore alinmis ters
Fourier doniigiimleridir. p parametre roliinde olup ®(p,®,2) ¢ ’dan bagimsizdir.

Zarm hemen i¢inde ve hemen disinda alan ifadelerini elde edip Fourier doniisiimiinii

uygulanirsa:

2r - ( ) q ,B| ) e (,B ) I¢ kismin Fourier doniisiimii (1.3)
2r-G q ﬁ| ) d” ﬂ ) Dis kismin Fourier dontisiimii (1.4)
Fo= [@(a,2)-e” dp (1.5)
Fdll — I@(a_,Z)'ejﬂ dﬂ (16)
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Plonsey, (1.5) ve (1.6) ifadelerinin sag tarafindaki ®(a ,z) ve d(a',z)
fonksiyonlarinin deneysel olarak tespit edilebilecegini dolayisiyla integrallerin de
deneysel bulgularla hesaplanacagini sdyler. Bu durumda, F (ﬂ) ve F& (ﬂ)
bilindigine gore bu ifadeler (1.1) ve (1.2)’ye taginarak ®(p,p,z) fonksiyonu

bulunmus olur.[3]

)=o- f Wﬂ—p; e Vdp p<a (L.7)

Bla

1 ' dzz '8| p) -ipz .
l :_ -€ d y a 18
e LE O =

1.4. Calismanin Amaci

Bu calismada, amacimiz, sinir hiicrelerinin elektriksel aktivitelerini ve aksonlarin
iletim mekanizmalarin1 anlamamiza yarayan, temel, elektronik analojili modelleri
incelemek ve tlizerinde ¢ok durulmamis bir model olan aksonun dalga kilavuzu

modelline egilerek, bu modelin temel prensiplerini ortaya koymaya ¢aligmaktir.

Bu amagla, 2. boliimde, uyarilabilen hiicrelerin temel modeli olagelmis Hodgkin-
Huxley modeli tamtilmistir. 3. Boliimde, bu modelin iizerine insa edilmis, sinir
aksonundaki iletimi ve aksonun elektriksel davranisini modelleyen kablo modeli
ayrintili olarak incelenmistir. 4. boliimde, sinir aksonuna ait dalga kilavuzu modeli
olusturulmaya c¢alisilmis ve 3. boliimdeki modelin sonuglarindan faydalanilarak
hesaplanan bir takim degerlerle, aksonun elektromanyetik davranisi hakkinda

sonuglar ¢ikartma yoluna gidilmistir.
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2. HODGKIN — HUXLEY ZAR MODELI

Hiicre zar1 modellerinin, ilk ve en yetkin 6rnegi sayilabilecek Hodgkin — Huxley zar
modeli, temel ilkelerden degil ama teorik kavrayisin ve deneysel egrilerin
karisimindan formiillestirilmistir. Basit bigimine ragmen, uyarilan hiicre zarlarinin,
ama Ozellikle sinir zarlarmin, uyarilma etkinlginin iyon temelini, biiyiikk bir
isabetlilikle tanimlayan ilk modeldir. 1963°de Nobel 6diilii alan bu calisma, bugiin

bir ¢ok elektronik akson modelinin esasini teskil etmektedir.[1]

2.1. Toplam Zar Akim ve Bilesenleri

Hodgkin — Huxley, aktivasyon boyunca, hiicre zarin1 gegerek akan elektrik akimini,
bir ¢ok iyon-iletim koluna ayrilan paralel kondiiktans modeli ile tanimlamislardir. Bu

model, Sekil 2-1°de goriilmektedir. Modelin, dort adet akim bileseni vardir:
1) Sodyum (Na) iyonlari tarafindan tasinan akim
2) Potasyum (K) iyonlari tarafindan taginan akim

3) Diger iyonlar tarafindan akim (kagak akimi belirtmektedir; daha ¢ok klor iyonlari

tarafindan olusturulan)
4) Kapasitif (yer degistirme) akimi

Bu modelde, her bir akim bileseninin kendi yolunu kullandig1 varsayilmistir. Zar
akiminin ve gerilimlerin pozitif yonii, hiicre i¢inden disina dogru olarak seg¢ilmistir.
Sekil 2-1’de goriildiigii gibi esdeger devre, elektrik devrelerinin temel bilesenleri
olan gerilim kaynag, direng ve kapasitans icermektedir. Zarin Na*, K* iyonlarina ve
diger iyonlara kars1 takindigi gecirgenlik, Ohm kanununa dayanarak, birim alan

basina Na, K ve kagak kondiiktans olarak belirtilmistir:
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Hulcre i¢i ortami

B

| |
11
o

¢IN3

/ﬂ

G s G, G,
+ VNE + VH I"II.JIIL

Hilcre diz ortami

Sekil 2-1 Hodgkin-Huxley Modelinin Esdeger Devresi. [1]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

: Sodyum, potasyum ve diger iyonlar (kagak gecirgenlik) i¢in birim

alan basina zar gecirgenligibirim akson boyu basina toplam zar

akimi [S/cm?]
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NP P 1Y : Sodyum, potasyum ve diger iyonlar (kagak akim) i¢in birim alan
basma zar gecirgenligi birim akson boyu basina toplam zar akimi

[mA/cm?]

Vna; Vk 5 VL : Sodyum, potasyum iyonlarina ve diger iyonlara (kagak gerilim)

ait Nernst gerilim [mV]
Vi - Zar gerilimi [mV]

Nernst gerilimleri, asagida verilen Nernst denklemleri ile belirtilen gerilimlerdir.

Na*
V. =L S (24)
Na ZF c;\‘a
ek
V. . =—Eln . (2.5)
K ZF X
¢l
v =-Lpp S (26)
ZF COCI
F . Faraday sabiti [9,649 x 10* C/mol]
R : Gaz sabiti [8.314 J/(mol.K)]
T : Mutlak sicaklik [K]
Ci : Tlgili iyonun hiicre igi konsantrasyonu
Co : Tlgili iyonun hiicre dis1 konsantrasyonu
Z : Hgili iyonun valans elektron sayisi [z¢ = -1 ; Zna = Zx = 1]

Nernst denklemi ile belirtilen gerilim, net iyon akisiniu sifir yapmak tizere ilgili iyon
diflizyonuna esit ama ters yonde iyonlarin siiriiklenmesini saplayacak gerilim

degerini verir. Daha agik sdylemek gerekirse, iyonlar1 hiicre i¢i ve dist arasinda
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dengede tutmak icin gerekli olan gerilim degeri, bu esitliklerle verilir. Ancak bu

gerilim degeri agilirsa bir iyon akimindan s6z edebiliriz.

Sekil 2-1°deki esdeger devrenin gerilim kaynaklari, pozitif bir deger kars1 diisen ayni
kutupluluga sahiptir. Dolayisiyla, yukaridaki Nernst esitliklerinden hesaplanan
gerilim degerleri, eger pozitif ise ilgi gerilim kaynaginin kutuplulugu ile ayn1 yonde,

yok degil ise tersi yonde yonlenecektir.

Kloriiriin (CI'), igteki derisim olduke¢a diisiik oldugundan, Cl” iyonlariin ufak bir
hareketi, CI" derisim orani {izerinde biiyiik bir etki yapacaktir. Bunun bir sonucu
olarak, az sayida klorilir iyonu degisimi, bunu dengeye getirecek ve Cl ‘nin zar
potansiyeli olusumundaki roliinii 6nemsiz kilacaktir. (2.6) esitligi diger iyonlar i¢in
genellestirilebilir; ama kloriirlin, zar gerilimine katkis1 hakkinda anlatilanlar, onlar
icin de gecerli olur. Tim iyon akimlart toplaminin, dinlenme halindeki zar

potansiyeline katkisi sifir olacak sekilde bir V| secilirse, G, sabit kabul edilebilir.

Zar gerilimi ile sodyum Nernst gerilimi arasindaki fark sifir oldugu siirece,

V., =V, =0, hi¢ bir sodyum akimi akmaz. Dolayisiyla, V,,, zar gerimili ile V,

m?
arasindaki fark, sodyum akimimnin akmasina yol acan siirlicii gerilimin bir Sl¢iisii
olacaktir. Siirtici kuvvetini, V=V, y1, sodyum akim yogunluguna, I, ya,
iliskilendiren katsayi, sodyum ge¢irgenligidir (G,,). Diger iyonlar i¢in de benzer

aciklamalr yapilir. Bu agiklamalarla ve Ohm yasasinin yardimiyla, (2.1), (2.2) ve
(2.3) esitlikleri olusturulur.

Yukarda anlatilan dort akim, belirli bir zar gerilimi, V_, i¢in hesaplanabilir. O halde,

Sekil 2-1°deki ¢evrimler asagidaki biiytikliikler tarafindan olusturulur:
1) Sodyum Nernst gerilimi ve zarin sodyum gegirgenligi
2) Potasyum Nernst gerilimi ve zarin sodyum gecirgenligi

3) Kagak gerilim (kloriire ve diger iyonlara bagli kagak akimin sifir oldugu gerilim)

ve zar kagak gecirgenligi

4) Zar kapasitansi

17



Hodgkin ve Huxley, yaptiklart deneyde , potasyum ve sodyum gecirgenliginin, zar
geriliminin ve zamanin bir fonksiyonu oldugunu gozlediler; kacak gecirgenligi ise
sabit idi. Uyarilmanin esik alt1 diizeyinde gerceklestigi durumlarda, zar kapasitesi ve

direnci de sabit olarak diistiniilebilir.

Hodgkin — Huxley modelindeki toplam zar akim yogunlugu, kapasitif ve iyonik

bilesenlerin toplamidir. (2.1)-(2.3) esitliklerinin yardimiyla, toplam zar ifade edilirse:

av,,

I m
dt

=C +(Vm _VNa)'GNa +(Vm _VK)‘GK +(Vm _VL)'GL (2.7)

m

C  birim alan bagia zar kapasitesi [F/cm?]

m

(2.7) denklemindeki diger biiyiikler, daha 6nce ifade edildigi gibidir.

2.2. Potasyum Gegirgenligi

Potasyum iyonlari, potasyum i¢in 6zellesmis iyon kanallar1 boyunca zar1 gegebilirler.
Hodgkin ve Huxley, bu kanallarin, n-parcaciklar: adi verilen elektrik yiikli
parcaciklar tarafindan kontrol edildigini varsaydilar. Bunlar, izin verici (agik) yada
vasaklayict (kapall) konumda olabilirler. N adet pargacigin, acik konumda olma
olasiligi, n parametresi ile gosterilirse, kapali konumda olma olasliklart (1-n) olur
(0 £ n £ 1). Bundan dolay1, zar potansiyeli degistiginde, n pargacigin degisme

dagilimi, yeni bir degere {istel olarak giden n’in olasigi ile tanimlanir.

Matematiksel bi¢im olarak, n-pargacigin kapali ve agik konumlar arasindaki gerilim

ve zaman bagimh gegisleri, B, ve «, gerilim bagiml ge¢is hizi katsayilartyla

beraber n parametresindeki degisimler olarak belirtilir.[1]
n—fth s % (1-n) (2.8)

ag - kapali konumdan agik konuma gecen n-parcaciklari i¢in gegis hizi

katsayisi [1/s]
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B - acik konumdan kapali konuma gecen n-pargagiklar i¢in gegis hizi

katsayisi [1/s]
n - agik konumdaki n-parcaciklari kesri
1-n - kapal1 konumdaki n-parcaciklar1 kesri

Eger n olasiligmmin baslangic degeri biliniyorsa, sonraki degerler asagidaki

diferansiyel denklemden hesaplanabilir:

dn

E_a”(l_ n)—f,n (2.9)

Bunun 6tesinde, Hodgkin — Huxley, potasyum kanallarinin, eger dort n pargacigi izin
verici konumda ise agildigini varsaydilar. Bu dort n par¢acigindan birinin, izin verici

konumda olma olasiliginin diger {igiine bagli olmadigini kabul ederek, dordiiniin izin

verici konumda olma olasiligini, n* olarak verdiler.

O halde, birim alan bagina potasyum gecirgenligi, tek bir kanalin gecirgenligi kere

acik kanal sayisidir. Bir bagka sekilde ifade edilirse, G, ., tim kanallar acikkenki

birim alan bagina gegirgenlik olmak {izere, n* kismi agik ise,
G, =G,.n" (2.10)

. potasyum gegirgenliginin en biiyiik degeri [mS/cm’]
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22 _ G [mSfem?]

depolazasyon 1 0g [rmy]
20 _| 100
ga
18 _|
76
16 _
53
14 _
51
12 _
10 _| 38
5 _ 32
b 26
4 _| 19
."‘l|l'l
2o 10
0| B
[ I | [ | | | | [ ]
0 1 2 3 4 5 5 7 8§  zaman [ms]10

Sekil 2-2 Potasyum gecirgenliginin, zamanin bir fonksiyonu olarak, davranisi. Zar
geriliminin, dinlenme halinden degisimi gdsterilmistir (timi depolarizasyondur).

2.3. Sodyum Gegirgenligi

Sodyum gecirgenligi, -depolarizasyon boyunca gecirgenlik hizinin daha fazla
olmasii saymazsak- potasyum gegcirgenligine benzemektedir. Potasyum kanallaria
benzer bigimde, sodyum kanallarinda da gorevleri kanallarin agilmasmi kontrol
etmek olan elektrik yikli m-parcgaciklari vardir. Acik (izin verici) ve kapali
(yasaklayic1) olmak tizere iki tiirlii durumlari vardir. m orani, bu pargaciklarin agik

olma oranini ifade ediyorsa, (1-m) de kapali olma oranini ifade eder (0 <m < 1).[1]

Matematiksel bi¢cim olarak, m-parcacigin kapali ve acik konumlar arasindaki gerilim

ve zaman bagimh gegisleri, S, ve «, gerilim bagimli gecis hizi katsayilariyla

berbaer m parametresindeki degisimler olarak belirtilir.

20



3
>

v

AN

%m__(1-m) (2.11)

a, - kapali konumdan a¢ik konuma gecen n-parcagiklar i¢in gegis hizi
katsayisi [1/s]

B - actk konumdan kapali konuma gegen m-pargagiklari i¢in gegis
hiz1 katsayisi [1/s]

n - agik konumdaki m-pargaciklarin kesri

1-n - kapali konumdaki m-parcaciklarin kesri

Sodyum aktivasyonunun davranisi i¢in potasyumunkine benzer bir yolla bir denklem

yazilabilir.
dm
S = @nld=m)=B,m (212)

Gegis hiz1 katsayilar1 gerilim bagimli olup zamandan bagimsizidr.

Sodyum kanallari, eger li¢ m-parcacigi izin verici konumda (zar igerisinde) ise agilir.

O halde, {i¢iiniin izin verici konumda olma olasiligi, m® olarak verilir.

Sodyum ve potasyum gecirgenlikleri arasindaki ana fark, zar depolarizasyonu ile
olusan, sodyum gecirgenligindeki yiikselmenin, silirdiiriilememesidir. Bu
gecirgenlikteki diigiis, inaktivasyon siirecinin bir sonucudur. Bu nedenle,
inaktivasyona yol acan h-parc¢aciklar: tamimlanmistir. h, h-pargacigimin inaktive
etme durumunda olmama (agik) olasiligin1 (zar disinda) gostermektedir. (1— h) da
inaktivasyon etme durumunda olan (zar igerisinde) h-parcaciklarinin sayisidir. Bu

parcaciklarin hareketi agagidaki denklem ile formiile edilir:

1-h)—% s p (2.13)
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oy - inaktive etme konumdan etmeme konumuna gecen h-pargagiklari

icin gecis hiz1 katsayisi [1/s]

B - inaktive etmeme konumdan etme konuma gegen h-pargagiklari

icin gecis hiz1 katsayisi [1/s]
n - inaktive etmeme konumdaki h-pargaciklarin kesri
1-n - inaktive etme konumundaki h-parcaciklarin kesri

ve h de m’nin ve n’nin uydugu denklemi saglar:

dh

E—ah(l— h)-Byh (2.14)

Gegis hiz1 katsayilar1 gerilim bagimli olup zamandan bagimsizidr.

Sodyum geg¢irgenliginin, zar igerisinde ayni anda ii¢ m-pargacigl tarafindan aktive
edilen ve h-parcacig tarafindan inaktive edilmeyen bolgelerin sayisi ile orantilidir.

Tiim bunlar dikkate alinarak sodyum gegirgenliginin ifadesi yazilirsa:
Gna = GnamaxM°N (2.15)

GNamax . sodyum gegirgenliginin en biiyiik degeri [mS/cm?]

2.4. Gegis Hiz1 Katsayilari

2.2 ve 2.3 bolimlerinde kullanilan gegis hiz1 katsayilar, V' =V,, —V, (zar gerilimi

ile deinlenme gerilimi arasindaki fark) olmak iizere, agagidaki sekilde hesaplanir:[1]

_ 01-00M"
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0125

Pn = 00125 (2.17)
25-01V'
Oy = o (2.18)
m e(2,5h0,1v ) 1
4
Bm = m (2.19)
0,07
=587 (2.20)
/N — (2.21)
h = B0V -

2.5. Model Sabitleri

Hodgkin Huxley modelinde kullanilan deneysel sabitler soyledir:
C, =1 uF/cm?

V, =Vya =115 mV

V, —Vg =+12 mv

V, -V, =-10613 mV

Gramax =120 mS/cm?

G irax = 36 MS/cm?

GL max = 0,3 mS/cm?
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3. SINiR AKSONUN KABLO MODELI

Sinir aksonunu kablo modeli ¢ikartilirken iki durum ayr1 ayr1 dikkate alinir. Birinci
durumda, sinir hiicresine gelen uyari isareti, uyarict akim, bir sinir darbesinin
iiretilmesini ve iletilmesini saglayacak esik degerinin altindadir. Esik alti durumu
denen bu durumda, iyon kanallarindan herhangi bir iyon akimi akmayacagindan,
akson zarinin elektriksel esdeger devresi, paralel bagli sabit kagak direng ve
kapasitans ile temsil edilirken, akson bunlara seri bagli bir direng ile gosterilecektir.
Uyarict akimin esik seviyesinin listiinde oldugu durumda ise akson zarinda c¢ok
sayida iyon kanali acilip zamana bagli degisen direnclerden s6z edecegimiz igin
akson zar1 Hodgkin-Huxley ikilisinin c¢aligmasi ile ortaya koydugu zar modeli ile
temsil edilir. Esik seviyesi st sartlarinin gecerli oldugu bu ikinci durumda, akson,

pasif degil ama aktif bir davranis sergiler.[1]

Esik altt durumda, aksona ve zarma ait esdeger dagilmis parametreli devre, boliim
3.1’de verilmis ve ayrintili incelemesi yapilmistir. Esik iistii durumdaki yani iletim
halindeki aksona ait esdeger dagilmis parametreli devre, boliim 3.2°de gosterilmis ve
gerekli eleman tanimlari ve akim bagintilar1 ayrintili olarak verilmistir. Boliim 3.2°de
goriilecegi gibi bu devreye ait akim denkleminin ¢6ziimii, deneysel bir takim

verilerin yoklugunda tek basina oldukca gii¢ ve karmasiktir.

Biz, ilk once, aksona ait dagilmis parametreli kablo modelininin genel halini
verecegiz. Bu devredeki elemanlarin degerleri, eger iletim yoksa esik altt durumdaki

degerler olmalidir.

Sekil 3.1°de gosterilen dagilmis parametreli akson kablo modeli, eger iletim
halindeki akson i¢in kullanilacaksa, o zaman akson zarmin iyonlara kars1 gostermis
oldugu gecirgenligin yaklasik olarak sabit oldugu bir bolgede ¢alisildigi ve devrenin
bu bolgedeki akson karakteristigini ortaya koydugu varsayilacaktir. Bu varsayim

altinda, boliim 3.2°deki karmasik akim denklemleri oldukca basitlesecektir.
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Hiicre I¢i Stvis1 = Aksoplazma

— — 1 z
|
Z —

u o V . Y
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c

m
b4
Hiiere Dig1 Sivisi Z >

Sekil 3-1 Akson Kablo Modeline ait Dagilmis Parametreli Esdeger Devre

Sekil 3-1°deki dagilmis parametreli devredeki Z ve Y parametreleri sirasiyla su

sekilde tanimlanir:

Z=r +r, =T, (3.1)

1 0] 1

Y=g,+]oc, (3.2)

(3.2) ifadesindeki zara ait kapasitans ve kondiiktans Ek A’da tanimlandiklari

bigimdedir.

(3.1) ifadesindeki r,, aksoplazmanin birim boy basina eksenel direnci ve r,, aksonu
saran ortamin birim boy basina eksenel direncidir. r,, I;ile kiyaslandiginda oldukca
kiiciik bir deger oldugundan ihmal edilebilir. r,birim boy basma eksenel direng

tanimi da Ek A’da verilmistir.
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Tipik bir dagilmis parametreli devre olan Sekil 3-1’deki devrenin gerilim denklemi,

konuma bagli olarak su sekilde verilir:

oV
—=YZV 34
0z° 34)

(3.4) diferansiyel denklemin ¢oziimii su sekildedir:

V=V e V72 (3.5)

0

(3.5) denkleminde Y ve Z parametrelerinin agik ifadelerini yazacak olursak:

V=V, _e—V(9m+ja)9m)-ﬁ-Z (3.6)

(3.6) denklemi bir dalga denklemi olup V =V, .e7* =V, e ** ¥ seklindeki dalga
denklemine benzedigi g6z Oniine alinirsa, y’y1 dagilmis devre parametreleri

cinsinden hesaplayabiliriz.

y=a+if=ZY :\/Z(Um +iws,) ;\/ Do (14 j) 3.7)
tao, tao,
a : akson yarigapi

) / e
az= |jf= taam (3.8)

(3.7) ile tanimlanan dalga sayisi, iletken bir ortamda yayilan tipik elektromanyetik

dalgaya ait dalga sayisidir.
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3.1. Sinir Aksonunun Esik Alti Modeli

Esik alt1 kosullarda, hiicre zari, diizgiin dagilmis kacak direnc¢ ve paralel kapasitans
olarak tanimlanabilir; rastgele bir uyarma akimina cevabi, devre teorisi yardimiyla
ortaya konabilir. Buradan hareketle, miyelinsiz sinir aksonu gibi seklen dairesel
silindirik olan bir hiicreye, bu yaklasim uygulanabilir. Sekil 3-2’de, aksona ait
boylesi bir silindirik yapt temsil edilmis ve disardan bir basamak darbesi ile

uyarilmastir.

Sekil 3-2 Sinir Aksonu Kablo Modelinin Olusturulacag: Temsili Yap1 [1]

Akson igerisinde, eksenel olarak akan toplam uyarma akimi, (l;), siirekli olarak bir
kismi, zar1 gecerek, akson disinda (lp) akimina doniistiiglinden, uzaklikla beraber
azalacaktir. Hem I; hem de 1, i¢in, pozitif akimin yon tanimi, sag tarafa dogrudur. Bu
durumda, akimlarin korunumu, I, = -I; esitligini beraberinde getirir. Ayn1 zamanda,
aksonun hem i¢inde hem disinda, potansiyelin herhangi bir kesitte diizgiin oldugu
varsayllmaktadir yani yarigapsal dogrultudan bagimsizdir. Bu yaklasimlar, kesit
boyutlari, aksonun aktif bélgesinin uzunlugu ile karsilagtirildiginda cok kiiciik
kalmast kosulu iizerine kurulmustur. Diger yandan, akson uzunlugunun, sonsuz

kabul edilecek kadar biiyiik oldugu da varsayilmaktadir.[1]
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Bu yaklasimlar altinda, Sekil 3-1°deki akson yapisini esdeger devresi Sekil 3-3’de

gosterilmistir.

Hiicre 1g1 sivis = Aksoplazma

Zar

"‘mi — ! mi

|

E——
r 7

u}

»  Hiicre diz1 s1vis

Sekil 3-3 Akson Modelinin Esdeger Devresi [1]

ﬁlhirim hw|&

Far
hirim boy

Sekil 3-4 Birim Boydaki Akson Membran1 Direng ve Kapasite Elemani
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Modelde, akson boyunca hiicre dis1 sivi ile sarilmis akson eksenel elemanini temsil
eden her bir boliim, toplam akson uzunluguna kiyasla kisa secilmistir. Hiicrede her
hangi bir aktivasyonun olusmadigi, yani aktivasyon esik seviyesi altindaki bir zar,
paralel bagh dagilmis direng ve kapasitans olarak modellenir. Direng¢ elemani, iyonik
zar akimini, im’y1, hesaba katar; kapasitans, zarin iyi bir dielektrik ama zayif bir
iletken oldugu gergegini yansitir. Bu nedenle, bir zar kapasitif akimi, imc, toplam zar
akiminin bir bileseni olarak hesaba katilmalidir. Eksenel hiicre dis1 ve i¢i yollar

tamamen rezistif olup sinir aksonu ile ilgili deneysel bulgular1 yansitmaktadirlar.

Sekil 3-2°de goriilen esdeger devrenin bilesenleri asagida tanimlanmistir. Bu
bilesenlerin boyutlari, MKS birimleri ile degil, bu bicimdeki baglantilarda geleneksel
olarak kullanilan birimler ile verilmistir. Kii¢iik harflerle yazilan biiytikliikler, “birim

uzunluk basma” anlamini tasimaktadirlar.

ri : birim akson boyu basina akson plazmasinin hiicre i¢i eksenel direnci
[k€/cm akson boyu]

ro : birim akson boyu basina hiicre dis1 ortamin (saran ortamin) eksenel direnci
[k€/cm akson boyu]

Mm : birim akson boyu kere zar direnci (bu yaricapsal dogrultudadir)
[kQ.cm akson boyu]

Cm : birim akson boyu bagina zar kapasitansi
[WF/cm akson boyu]

Devrenin gerilimleri ve akimlari ise su sekilde tanimlanir:

li : toplam boyuna hiicre i¢i akim

[MA]

lo : toplam boyuna hiicre dis1 akim
[MA]

Im : birim akson boyu basina toplam transzar akim (yaricapsal dogrultuda)
[LA/cm akson boyu]
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Imc

Imi

: birim akson boyu basina transzar akiminin kapasitif bileseni

[LA/cm akson boyu]

: birim akson boyu basina transzar akiminin rezistif bileseni [LA/cm

akson boyu]

D;

D,

Vin

Vi

: zarin i¢ tarafindaki potansiyel
[mV]

: zarin dis tarafindaki potansiyel

[mV]

> zar gerilimi, (Vi = @; - @,
[mV]

: dinlenme halinde zar gerilimi,
[mV]

- dinlenme halindeki zarin gerilimindeki kiigiik degisimler, V' = Vy, - V;

[mV]

Sekil 3-5°de yukarida bahsedilen potansiyel ve gerilimlerin grafik gosterimleri

verilmistir.

T A
@ =0 - >
@ " Vin
i IL"Illr = I:i:'r_@-:u
+ 1
I e __._
T
"r

Sekil 3-5 Aksondaki Gerimler ve Potansiyel Ifadelerinin Grafik Gésterimi [1]
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Pozitif akimin dogrultusu, akson i¢inde ve disinda, pozitif z-ekseni dogrultusu olarak
tanimlanmistir. Her hangi bir uyarici akimin olmadigi 6zel durumda, (I; = I, = 1= 0),

Vi =V, ve V' =0 dir.

V, dinlenme halindeki zar gerilimi her yerde ayni olacagindan:

oV _ ov,, ve ov' _ N, (3.9)
oz 0z ot ot
dir.

Sekil 3-6 (A) Aksonun Akim Darbesi ile Uyarilmasi

(B) Zar Geriliminin Uzaklikla Degisimi [1]
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3.1.1. Siirekli Hal Cevab1

Ik once, asagidaki akim adimi uygulamasini elde etmemize saglayan siirekli hal
kosulu olan duragan durumu (9/ct=0) dikkate alalim. Bu, t—oco limitine kars

diiser. Siirekli hal cevabi, Sekil 3-6’deki grafik ile gosterilmistir. [1]

Ohm kanunundan:

oD ob
_IZ_Iiri J Oz_loro
oz 0z

(3.10)

Akim korunumu yasasinda, birim boy basina transzar akim da |; kayb1 veya I,

kazanci ile su sekilde ilgili olmalidir:

i =i (3.11)
0z oz

Bu ifade, I, +1,=0 ile tutarhidir. (3.3) esitligindeki isaretlerin se¢imi, disar1 akan
akimlarin pozitif olarak tanimlanmasina gére se¢ilmistir. Bu tanimdan ve (3.10) ve
(3.11) esitliklerinden (ve V'=®, -®_ -V, ifadesini gbz Oniine alarak) su ifade

cikartilir:

N 0, o,

=—lr+1r, (3.12)
0z 0z 0z

Eger, z’e gore tiirev alirsak:

o' al,

ol
o 3.13
072 ‘oz % oz (3.13)

(3.11) esitligini (3.13)’de kullanirsak:

o'
072

=(r+r)i_ (3.14)
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(3.14) denklemi, genel kablo denklemi olarak adlandirilir.

Duragan ve esik alt1 (varsa uyarmin, aktivasyonu baglatacak seviyenin altinda

olmas1) kogullarinda kapasitif akim ¢, 6V'/ot =0 dir. Oyleyse, birim boy basina zar

akimi, Ohm kanununa gore, i, =V'/r, =0 seklinde basitce ifade edilir. O zaman,

(3.14) esitligi su bicimde yazilabilir:

oV’ r+r
=V'.4—2 3.15
oz* r. (3.19)
(3.15) diferansiyel denkleminin ¢oziimii su sekilde verilir:
V'=A.e?*+B.e* (3.16)

(3.16) denklemindeki A sabiti, uzunluk boyutundadir ve aksonun karakteristik
uzunlugu veya uzunluk sabiti olarak adlandirilir. Akson parametrelerine bagl

karakterstik uzunluk, A, (3.15)’den hareketle su sekilde ifade edilir:

/ r Ir
A= T—x~ [T 3.17
h+1 hi (347

Karakteristik uzunlugun yaklagik ifadesinin (3.9)’da verilmis olmasinin sebebi, hiicre

dis1 eksenel direncin hiicre i¢i ile karsilastirildiginda ithmal edilebilecek kadar kiiglik

olmasidir.

A ve B katsayilarini1 bulmak icin sinir kosullarini ifade edersek (z>0 i¢in):
V. ,=V(0) ve V. =0 (3.18)

(3.18) kosullarindan hareketle, A=V(0) ve B=0 olmas1 gerekmektedir. Su durumda,
(3.16) ifadesi asagidaki esitlige dontistir:

V'=V(0)-e (3.19)
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(3.19) ifadesi, V' geriliminin, uyarinin basladigi z=0 noktasindan itibaren, akson

boyunca, iistel olarak azaldigim1 belirtmektedir. Bu durum Sekil 3-5(B)’de

gosterilmektedir. Buna gore, z=A noktasinda, genlik degeri, baslangica gore %36.8

azalmistir. Bundan dolayi, A, uyarinin basladigi nokta ile genliginin 1/e’ye diistiigi

nokta arasindaki uzakliktir.

3.1.2. Basamak Akim Darbesi ile Uyarma

Aksonun, siirekli hal yerine esik alti basamak akimi girisine verdigi gegici cevap

diisiiniildiiglinde, zarin paralel bagli RC dogasina uygun olarak, zar akiminin hem

diren¢ hem de kapasitif bilesenlerden olustugu sdylenebilir [1] (bkz. Sekil 3-3) :

Im = ImR + ImC

im : birim akson boyu basina toplam zar akimi1
[LA/cm akson boyu]

ImR : birim akson boyu basina zar akiminin direng bileseni
[LA/cm akson boyu]

imc : birim akson boyu bagina zar akiminin kapasitif bileseni
[LA/cm akson boyu]

Gegis kosullart altinda, (3.20)’y1 (3.14)’ya yerlestirirsek:

+
r+r, oz r, " ot

m

1 V' V' o OV

(3.20)

(3.21)

(3.21) denkleminin sol tarafi, toplam zar akimini; sag taraftaki ilk terim direng

bilesenini ve ikinci terim de —gegici hal ile ilgilenildiginden &/dt = 0- kapasitif

bileseni ifade etmektedir. (3.21) denklemi su sekilde de yazilabilir:

r, oV’ , oV’
—=V'+r.c,—
r+r, oz

m=m
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Eger, zarin zaman sabiti olarak z=r,c, ve uzay sabiti olarak A=,/r, /1, +r,

tanimlanirsa (3.22) denklemini su sekilde de ifade etmek miimkiin olur:

+7—+V'=0 (3.23)
ot

Burada, zaman sabiti, uzun ve ince bir akson i¢in tiiretilmistir ki bu da bir boyutlu bir

probleme karsi diiser.

Zaman sabiti, benzer yontemle zar yiizeyi i¢in de tiiretilebilir ki bu durumda
problemimiz, zar ylizeyi i¢in iki boyutlu bir hal alir; “birim boy kere” ve “birim boy
basia” seklinde tanimlanan degiskenler yerine Sekil 3-4’de gosterilen “birim alan
kere” ve “birim alan basina” seklinde tanimlanan degiskenler kullanilir. Zaman

sabiti, z=R_,C,, bicimini alir. Buradaki diren¢ ve kapasite ifadeleri asagidaki

sekilde verilir.

R,=2mr, ve C, =— (3.24)

Aksona ve zarmna ait, literatiirde sik¢a kullanilan, cesitli direng ve kapasitans

tanimlar1 ayrintili bir bicimde Ek A’da verilmistir.

3.1.3. Gerilim Denkleminin Coziimii

Esik alt1 kosullarinda, basamak akim darbesi ile uyarilmis bir aksondaki zamana ve
konuma bagl gerilim denklemi, 3.1.2°de ¢ikartilmis ve (3.23) esitligi ile verilmistir.
Bu denklemin, analitik bir ¢oziimii, rahatlikla bulunabilir. Gerilim islevi, zamana

baglh T(t) ve konuma bagli Z(Z) iki ayr1 islevin ¢arpimi seklinde ifade edilebilir:
V(z,t)=2(z)-T(t) (3.25)

(3.23)’de yer alan tiirevler de ayni1 yolla gosterilebilir:
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N _zr e Yoz (3.26)
0z°

(3.23) denklemini (3.26)’deki tanimlarla tekrar diizenlersek:

~XPZ'T+7ZT'+2ZT =0 (3.27)
Simdi her iki tarafi Z.T ’ye bolelim:
T (3.28)

—/12.Z—+r.—+1: 0

(3.28) difersansiyel denkleminin sifira esit olabilmesi ancak terimlerin birer sabite

esit olmasi ile olanaklidir. O halde, asagidaki esitligi yazalim:

TT? =p  p:sabit bir say1 (3.29)
(3.29) yardimiyla benzer bir esitlik diger terim i¢in de yazilabilir:

/12 =-p-1 (3.30)

VA

(3.29) denklemini uygun sekilde diizenlersek:

T _ Py (3.31)

T 7

(3.31) diferansiyel denkleminin ¢oziimii asagidaki bigimde olur:

P
(3.32)

T(t)=T,e-
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Simdi, Z(Z) fonksiyonunun da ¢oziimiinii bulmak i¢in, (3.30) ifadesini asagidaki

sekilde diizenleyelim:

2
d°z _ p;ldz (3.33)

(3.33) diferansiyel denkleminin ¢oziimii asagidaki sekilde verilir:

Z(z)=2,6 * +Z,e * (3.34)

(3.32) ve (3.34) esitliklerinini, (3.25) ifadesine yerlestirirsek, gerilim ifadesini elde

etmis oluruz:

fed, oy e, ey
V(zt)=2,e * -T,er +Z,& * -T,er (3.35)

(3.35) ifadesinde, bizim igin anlamli olan kisim, z>0 i¢in, ikinci terimdir. Su halde,

esik alt1 aksondaki gerilim ifadesini yazacak olursak:

e by
V(z,t)=V,e * -er (3.36)

3.1.4. Akson Esik Alt1 Gerilim Egrileri

(3.36)’de ifade edilen, zar geriliminin, ¢esitli karakterisitik z ve t degerleri igin,
yapilan Olc¢limlerle bulunan, zamana ve konuma bagli cevaplart Sekil 3-7°da
gosterilmistir. V', zar geriliminin z’in fonksiyonu olarak davranisi, tiim t degerleri
icin, lstel olurken t’nin bir fonksiyonu olarak cevabina bakildiginda, biyilik z
degerleri igin, listel davranisdan oldukga uzaktir (S-bigimine donmekte). Bu egriler,
uzay sabitini, uyarica akima cevabin konumsal biiyiikliigiiniin bir 6lgiisii olarak

yorumlamaktadirlar. Yaklagik 2’den daha kiigiik z/A degerlei igin, 7, siirekli hale

gegmenin bir l¢listidiir. Ancak, daha biiyiik z/A degerleri igin bu 6lgii [1]
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Sekil 3-7 Aksonun, basamak akim darbesine cevabi. (A) Fiziksel kurulum,
uygulanan akimin dalga sekli, uyaran ve kaydeden elektrodlarin konumlari.
(B) t =13, 55, 100 ms ve t = oo daki konumsal cevap. Kesikli egri, siirekli hal
cevabina ve (3.11) denklemine kars1 dismektedir. (C) z=0, 2.5, 5 mm’deki ii¢
eksenel bolgeye ait zamansal cevaplar. [1]
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isabetsizlesmektedir. Zira, zaman egrisi iistellikten sapmaktadir. Sekil 3-5’de, A=2,5
mm iken, 2A noktasinda olgiilen genlik, siirekli halin %37’sine erisebilmektedir. t

aralik sonra 5)\’de dlgiilen deger ise siirekli halin %.8’si kadardir.

TTyaricn alomm alamalita TTyaricn alorm alonarmaleta
Al (%] A [%]
100 it 100._
g7 g0 |
- 1.00¢ -
70 70|
B0 ] 0.3t 60 |
50 50 |
40 016t 40 |
30 | a0
20 0,047 20
0] 0.01 1 10
a Lkl 1 T : a : : :
20-1.5-10-05 00 05 1.0 1.5 20 20-1.5-1.0-05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
uzalele £ A uzalelie £ A
AV [%] Al [%)]
100, 100, .
F ©0.00M,
80 4: go4i i
80 i 80 4 i0.20%

o]
60|
40|
30 |/

20 I}
10

Sekil 3-8, Esik alt1 zar geriliminin ¢ok uzun siireli basamak akimina farkl
zamanlarda (lstteki grafiklar) ve uyarma bolgesinden farkli uzaklilarda (alltaki
grafikler) cevab1 Akim akarken ve akmazken cevaplar, sirastyla, sol ve sag tarafta
gosterilmistir. [1]
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Cesitli A ve t degerleri i¢in, zar geriliminin zamansal ve konumsal cevabini basamak

darbesine cevabi1 Sekil 3-7°daki grafiklerle gosterilmistir.

Sekil 3-8, zar geriliminin olduk¢a uzun siireli bir basamak akimina cevabini
gostermektedir. Akim akarkenki cevplar grafigin sol tarafinda ve akim akmazkenki
cevaplar sag tarafta yer almaktdir. Zar gerilimi, lifin verilen konumlar1 i¢in zamanin
bir fonksiyonu olarak gosterilmistir. Zar gerilimi, ayni zmanda, akimin
uygulanmasini veya sonlanmasini takip eden zamanlarda, konumun bir fonksiyonu

olarak da verilmistir.

3.2. Sinir Aksonunun Esik Ustii Modeli

Uyaric1 basamak akim darbesinin, esik istiinde oldugu durumda, Sekil 3-3 ile
gosterilen esdeger devre, gegerliligini yitirir. Bunun yerine Sekil 3-10’de gosterilen
esdeger devreyi kullanmamiz gerekmektedir. Zira, artik hiicre zarindan sadece kagak
zar akimlar1 degil ama aym1 zamanda uyarma sonucu olusan iyon akimlar1 da
akmaktadir. Akson igerisinde, propagasyon oldugunu da dikkate alacak olursak,
Hodgkin-Huxley’in modelinde denklemi verilen zar akimlarina ek olarak eksenel

akimlar1 da hesaba katmamiz gerekir. [1]

_ k —_—
iy
r 12 ' m ri2
Hodgkin
V., Huzley
Modeli
¥ - I
]
r. 12 Pz r. 12

Sekil 3-9 Propagasyon Yapan Akson Kablo Modeli (Hodgkin-Huxley modelinin
esdeger devresi Sekil 2-1 ile agik olarak gdsterilmistir) [1]
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Sekil 3-9°da esdeger devresi verilen modelin r, ve r; biiyiikliikleri, sirasiyla, birim
uzunluk basina akson i¢i ve dis1 direnglerini temsil etmektedir. Zarin i¢ ve dis tarafi

arasinda, zarin davranigini tanimlayan, Hodgkin-Huxley modeli vardir. Bu devredeki

toplam zar akimi i¢in, 3.1 boliimiinde ¢ikartilan (3.14) denklemi kullanilabilir.

Yarigap1 a olan bir akson i¢in birim boy basina zar akimi:
i, =2ml, [£A/cm  akson boyu] (3.37)

Im [pA/cmZ] birim alan basma zar akimidir. Birim uzunluk basaina aksoplazma

direnci, r;, (pi [kQ.cm] aksoplazma 6zdirenci olmak {izere) su sekilde tanimlanir:

=" [kQ./cm] (3.38)
7

Pratikte, hiicre dis1 uzay ¢ok biiylik olacagindan dis ortamin birim boy bagina direnci,
ro, ihmal edilecek kadar kiigiik olup (3.14) denkleminde yok sayilabilir. Bu durumda,

(3.14), (3.37) ve (3.38) denklemlerinden su denklemi elde ederiz:

g [ oV i oV

~2ma 2ma(r +r,) 822 2mar, o7
m® oV, a o0V,

" 2map, oz 2p, o1

m m

m

(3.39)

(3.39) denkleminde elde edilen zar akimi, (2.7) denklemi ile ifade edilen Hodgkin-

Huxley zar akimina esit olmalidir. Bu esitligi ifade edersek:

a oV, Y
2_p_ 822 - Cm ot +(Vm _VNa)GNa +(Vm _VK )GK +(Vm _VL )GL (340)

(3.40) denkleminin sag tarafindaki terimlerin tanimlari, Hodgkin-Huxley modelinde

verildigi gibidir. Siirekli hal kosullar1 altinda, darbe, sabit bir hizla propagasyon
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yapar. Dolayisiyla, (3.28) dalga denklemini saglar. Iletim hizi, ® [m/s] ile

gosterilmek tizere kablo denklemi:

oV, 1 v,
o> @7 at (3.41)
seklinde yazilabilir.

(3.41) esitligini, (3.40)’ye koyarsak propagasyon yapan sinir darbesine ait denklem
ortaya ¢ikacaktir:

a oV, ov,,
2,0i®2 at2 =C, ot +(Vm _VNa)GNa +(Vm —Vy )GK +(Vm -Vi )GL (3.42)

(3.42) denklemi, eger ® degeri dogru olarak tahmin edilebilirse, sayisal olarak
coziilebilecek siradan bir diferansiyel denklemdir. Hodgkin-Huxley, miirekkep baligi

i¢in Ol¢iilmiis degerlerle gayet uygun olan sayisal ¢oziimler saptamiglardir.(18m/s)

Sinir darbesinin hiz1 su sekilde ifade edilebilir:

/ Ka

o, . aksoplzama rezistivitesi [Qcm]
K : bir sabit [1/s]
a : akson yarigap1 [cm]
(& : propagasyon hizi [m/s]

(3.43) ifadesi, eger ilk terimin kat sayisi sabit (=1/K) tutulursa esitligin
degismeyeceginden  hareketle, (3.42) denkleminden cikartilabilir.  Iyonik
gecirgenliklerin etkilenmeden kaldigi varsayilmaktadir. (3.43) esitligi, bize sinir

darbesinin propagasyon hizinin, miyelinsiz aksonda, akson yarigapinin karekokii ile
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dogru orantili oldugunu gostermektedir. Bu gercek deneylerle de desteklenmektedir.

Deneysel sonuglar su sekildedir:

®=+d (3.44)
d : akson ¢ap1 [um]
() : propagasyon hizi [m/s]

Bu béliimde anlatilan kablo modelinde, gbz oniinde bulundurulmasi gereken nokta,
propagasyon yapan sinir darbesinin hi¢ zayiflamadan uzun mesafelerce gitmesini
aciklamak i¢in repetdér kavramina ihtiya¢ duymasidir. Zira, 1. bolimde anlatildig:
gibi, akson tiizerinde uyarilmis bolgenin meydana getirdigi yerel akimlar, hemen
yanindaki uyarilmamis bolgeyi uyarmaktadir. Boylece, ¢cok kisa mesafelerde bir

gerilim degeri tazelenerek, zayiflamadan uzun mesafeler gidebilir.
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4. SINIR AKSONU ICIN DALGA KILAVUZU MODELI

Elektronik sinir aksonu modelleri, i¢erdikleri zar modelleriyle birlikte, bu karisik
biyolojik yapiy1 devre teorisi kurallar1 ile agiklamaya ¢alismiglardir. Elektromanyetik
bakis acisiyla modelleme c¢alismalar1 ise, R. Plonsey tarafindan ortaya konan ve
1.Boliim’de kisaca tanitilan model [3] sayilmazsa, neredeyse yok gibidir. Yapisi
itibariyle dairesel silindirik bir dalga kilavuzunu andiran sinir aksonun
elektromanyetik modelini olusturmak, bize, sinir aksonun igerisindeki manyetik ve

elektrik alanlar hakkinda da bilgi vererecektir.

Buradan hareketle, bu boliimde, sinir aksonun elektromanyetik modelini, genel

hatlariyla, olusturmaya ¢alisacagiz.

KAS | 2Ry €y Om, M
A 4/'\
/ \.\ ZAR l €1, 00, Wi
R L
Pl
' 1 - -
i ‘| €,0, W
! |
|
]
2R,/ 1| | :
[ ; 4
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‘| |1 AKSON
W |
N
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v \/

Sekil 4-1 Sinir Aksonu, Zar1 ve onu saran Kas Dokusu
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Sekil 4-1°deki yapida, sinir aksonu (I. Ortam), R; yarigapl diizgiin dairesel dalga
kilavuzu olarak temsil edilmistir. Akson ¢ap1, 2R; 13 um’ye ¢ikmaktadir[4]. Akson
zar1 (II. Ortam) ise i¢ yarigapt Ry ve dis yaricapt Ry olan bir silindir seklindedir.
Akson zar1 oldukea ince bir tabaka olup kalinlig1 7,5 nm kadardir [4]. En dis ortam
olan kas dokusunun (III. Ortam) ise homojen bir ortam oldugu varsayilmistir. Bu {i¢
ortama ait dielektrik sabitleri, €, iletkenlikler, o, ve magnetik gegirgenlik katsayilart,

U, yanlarindaki indislerle birbirlerinden ayrilmistir.

Biyolojik dokularin manyetik gegirgenligi, yaklasik olarak boslugun manyetik
gecirgenligi kadardir. Igerdigi demir molekiileriyle manyetik &zelliginin diger
dokulara oranla fazla olmasi beklenen kan dokusunda bile durum boyledir. Bu

nedenden &tiirll, 4, = u, = p, = iy = 4710 H/m olarak alinabilir. [1]

Aksona ve kas dokusuna ait bagil dielektrik sabiti ve iletkenlik sabitlerinin degisik
frekanslara gore degerleri Tablo 4-1 ve Tablo 4-2°de goriilmektedir [5]. Tablolardaki
degerler, dikkatle incelenirse, frekansla degisimin biiyiikk oranlarda olmadig:

goriilebilir.

Tablo 4-1 Aksona ait Bagil Dielektrik ve Iletkenlik Sabitleri

Frekans [Hz] | iletkenlik [S/m] | B. Dielektrik Sabiti

10 0.017126 2.0071 x10’
100 0.028042 466020
1000 0.028774 69911

Tablo 4-2 Kas Dokusuna ait Bagil Dielektrik ve Iletkenlik Sabitleri

Frekans [Hz] | iletkenlik [S/m] | B.Dielektrik Sabiti

10 0.20197 2.57x10’
100 0.26671 9.329x10°
1000 0.32115 434930
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II. Ortam olan akson zarina ait bagil dielektrik ve iletkenlik sabitleri, diigiik

frekanslarda pek fazla degismeyip degerleri, sirasiyla, soyledir: ¢ =8.482 ve

o, =3310"° S/m.[6] (Zar bagil dielektrik sabiti ve iletkenligi, Roth & Altman’in

caligmasinda verilen birim zar alan1 basina kapasitans ve iletkenlik degerlerini, Ek

A’da verilen ifadelere konularak hesaplanmistir.)

Sinir hiicrelerinde olusan, ilerleyen sinir darbeleri, elektronérogram (ENG) adini
alirlar. ENG isaretleinin genligi, 10 uV ile 100 mV arasinda degisir. ENG
isaretlerinin frekans aralii, 100Hz ile 1 kHz arasindadir [7]. Bu yiizden, inceleme

araligimizi bu degerler ile sinirh tutacagiz.

Ele aldigimiz yapidaki ii¢ ortamin da ekseni Oz olup silindirik koordinatlar1 (p, ¢, z)

kullanmamiz dalga ifadelerini ¢ikartmamizda kolaylik saglayacaktir.

Silindirin ekseni Oz ekseni oldugundan, sinir i¢indeki elektromanyetik dalganin

propagasyon yonii bu dogrultuda olacaktir.

Deneysel bulgular dikkate alindiginda, sinir lifi, elektrik alaninin, IJE), E, ve E,
bilesenlerine, E, =0, sahiptir. Bu, iletim hattinin temelini olusturur. Bu da bize sinir

aksonunda TM modunun varligini gosterir. Bununla birlikte, sinir aksonunda TE
modu da olmalidir. Zira, TE modlar dalga kilavuzlarmin baskin modlaridir. Dénel

simetrili TE modunun H,, H , Ve E 0 bilesenleri vardir. Bunlardan dolay1, sinir

igerisindeki alan, hibrid modlarla ifade edilmelidir.

» ek hir Akson

Sinir Gavdesi

Sekil 4-2 Bir ¢ok aksondan olusan tipk bir sinir gévdesi.
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Olusturulan modelde vurgulanmasi gereken nokta, bu modelin tek bir akson ile
ilgilendigi, aksonun bulundugu ortamin diger sinirlerden arindirilmis ideal bir ortam
oldugudur. Sekil 4-2’de tipik bir sinir govdesinin fizyolojik yapisin1 temsil
edilmektedir. Bu yapidan anlasilacagi gibi, sinir aksonun bulundugu ortamda birgok
akson daha vardir. Bu aksonlardaki manyetik alanlar, ¢evrelerindeki aksonlarin
manyetik alanlari ile etkilesim icgindedirler [8]. Eger bahsedildigi gibi, ortam
ideallestirilmezse, bu etkilesimlerin de alan ifadelerinin igerisinde yer almasi gerekir
ki bu da, matematiksel yapiy1 olduk¢a karmasiklastirir. En basitinden, sinir govdesi
icerisinde yer alan aksonlarin farkli iletim hizlar1 oldugunu diistintirsek, artik grup
hizindan s6z etmemiz gerekecektir. Bir de farkli anlarda iletime basladiklari,
dolayistyla her t aninda etkilesimin farkli olacagi goz Oniine alinirsa, olusturulmasi
gereken matematiksel modelin zorlugu rahatga anlasilir. Bu yiizden, ortamin
ideallestirilmesi, hem matematik modelin kurulumunu kolaylastiracak hem de tek bir

aksonun elektromanyetik yapisini daha rahat anlamamizi saglayacaktir.

4.1. Dalga Denklemi

Silindirik dalgakilavuzuna ait alan ¢6ziimlerini elde etmek icin € Jet zaman degisimi

varsayimi ile Maxwell denklemlerinden hareket edelim:

VXI-[?: jm£+a£= ja)(g—jz)lg (4.1a)
)

VXE = — jeuHl 4.2)
V.E=0 (4.3)
V.-H=0 (4.4)

(4.1a) ifadesini biraz daha sadelestirmek i¢in asagidaki kayipli dielektrik sabiti

tanimini yapalim:
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(4.5)

SIS

EZe— |

(4.5)’1 (4.1a) denkleminde yerine koyarsak bu denklemin daha sade bir bigimini elde

ederiz:
VXH = joit (4.1b)
Simdi (4.2) denkleminin rotasyonelini alalim:

(4.6)

VX(VXIE) =—jou (Vxlfl))

. . . . .
Yukaridaki denklemin sag tarafina, (4.1a) denklemi yardimiyla rotH ifadesi

konursa su ifade elde edilir.:

VX(VXE )=~ joou ja)(g— j%jé’ 4.7)

Yukaridaki ifadeyi biraz daha sadelestirmek i¢in asagidaki tanimdan yararlanalim:

k? = au(we - jo) (4.8a)
k* = oué (4.8h)
(4.9)

VX(VXI]::J): (s - ja)IJ::} —k%E

(4.9)’de sol taraftaki ifadeyi elde etmek i¢in silindirik koordinatlarda elektrik alanin

rotasyonelini alalim:
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b A6
we=1e 29 @ (4.10)
plop O¢p O
E, pE, E,

Sekil 4-1°deki yapida, elektromanyetik dalganin ‘z’ yoniinde yayildigini daha once
soylemistik. Dalganin z ekseni dogrultusu boyunca e" I seklinde degistigi kabul
edilebilir. Dalganin +z ekseninde ilerledigi g6z Oniine alinirsa, dalganin z’e gore

tiirevini almak demek, aslinda, dalgay1 ‘ — j3’ ¢arpaniyla ¢arpmak demek olacaktir.

Bu yiizden, 0/0z gordimiiz yere, — jB yazabiliriz.

Ele aldigimiz yapi, donel simetrik 6zelliktedir. Bu ylizden, silindirde ¢ agisindan

bagimsiz olan alan ¢6ziimlerini incelemiz yeterlidir. Dolayisiyla, 6/0¢ = 0 olacaktir.

Yapinin getirmis oldugu tiim bu 6zelliklerin 1s181inda elektrik alanin rotasyonelini

veren ifadeyi tekrar yazarsak:

8 8 8
=219 ¢ -ip (4.11)
p|op
E, pE, E,

VxE - E{Uﬂpﬁo )&+ (— iAE, - pE, j B+ [i (pEco)j : lﬁ)z:| (4.12)
p op op

VXEZ(jﬂE(p)J‘Ji)-F(- j'BEP_%EZ]'8¢+£i+%j'L‘?Z (4.13)

(4.13) ifadesinin bir kez daha rotasyonelini alalim:
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p p p
u, A, u,
) I 0 - ip (4.14)
p| op
_eE,)) (1. ¢E
ik, p(— iPE, - apj (;Ew a,:

. . o1 oE
+| - i i, —p—p(— E, +—¢’D-nﬁ’¢, (415

(4.9) denkleminde sol tarafa (4.15) ifadesini koyarsak su {i¢ esitligi elde ederiz:

. . JE,
k’E, = jB -(— i, - P j (4.16)
k’E, = B°E, —i(i E, +%j (4.17)
op\ p op
K°E, = EP(p-(— f m @.18)
p|op op

Simdi (4.3) denkleminin silindirik koordinatlara gore agalim:

p Oop Oz

0E. E OE
v-é) Ly 2 1%, + o, (4.19)
Yo

:O:
op
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0/0p =0 ve 8/0z=—]jf oldugu goz oniine alinirsa yukaridaki denklem su sekli

alir:

i, = > E,+ 8/)’) (4.20)

(4.18) denklemini, uygun sekilde diizenleyelim:

1| . oE __OE, 0%E
k’E, =—| - — 24 p| - p_~ "z 4.21
. p{ 1PE, o p( 18 o o H (4.21)
oE. o2
kE, Z—JﬂiE 1% — =" . E; (4.22)
p " pop op p
oE 2
k’E, =—ip lg +&e| 1% O E; (4.23)
p” ) pop op

(4.23) denklemindeki parantez i¢indeki ifade yerine (4.20)’den dengi konursa ikinci

dereceden bir diferansiyel denklem elde edilir:

0°E,

1 CE,
L4+
op

p op

(- p?), =0 (4.2

(4.15) dalga denkleminin ¢6ziimiinii daha sade ifade edebilmek i¢in, literatiirde dalga

kilavuzlarinda kullanilan kesit i¢i dalga sayis1 tanimini yapalim:
kZ=k? - 2 (4.25)

(4.25)’1 (4.24) denklemine tasirsak:
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0°E, 1 0E,
> T — +

k’E, =0 (4.26)
op° p op

(4.26) ikinci dereceden diferansiyel denklemi, Bessel diferansiyel denklemi adini alir
ve bu denklemin ¢oziimii Bessel fonkisyonlar1 cinsinden verilir. Ozel Bessel

fonksiyonlari, tanim ifadelerine gore, Bessel fonksiyonu J,(p) (1. tir Bessel

fonsiyonu), Neumann fonksiyonu N(p) (2. tir Bessel fonksiyonu) ve Hankel

fonksiyonlar1 (3. tiir Bessel fonksiyonu) adini alirlar. [9]

Ozel Bessel fonksiyonlari silindirik fonksiyonlar olup bunlardan herhangi birini veya

superpozisyonlarini temsil etmek tizere S, () simgesini kullanirsak, (4.26)

ifadesinin ¢6ziimiinii su sekilde vermemiz miimkiin olur:
E,=A-S, (k) (4.27)

(4.27) ifadesinde, A bir katsaytyi ve n, NeZ olmak tizere, mod sayisini

simgelemektedir.

4.2. Dalga Denklemindeki Silindirik Fonksiyon Sec¢imi

Dalga denklemi ifadesinde, hangi Bessel fonksiyonuna veya fonksiyonlarina yer
verecegimiz, ele aldigimiz fiziksel yapinin ve bu yapinin yerine getirmesi gereken

gorevin Ozellikleriyle kullanacagimiz Bessel fonksiyonunun uyumuna baglhidir.

Sinir aksonunun ve zarmin gorevi, tipki bir dalga kilavuzu gibi davranip tasidigi
isaretin genligi ¢ok zayiflamadan ve siiresi bozulmadan hedef hiicrelere tagimaktir.
Bunun anlami, elektromanyetik dalga bi¢cimindeki isaretin hemen hemen tamaminin
sinir aksonunun ve zarinin igerisinde var olmasi, disartya kacacak dalganin ise hizli

bir sekilde sonmesidir.

[lk &nce, sinir aksonu bdlgesini diisiinelim: Bir énceki paragrafta bahsedildigi gibi bu
bolgenin sinirlart igerisindeki her noktada bir elektromanyetik dalga mevcut

bulunmali ve degeri sonlu olmalidir. I. Bolgedeki dalga denklemi ifadesinde
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kullanacagimiz Bessel fonksiyonunun bu odlgiite uygunlugunu sinamak i¢in 6zel bir

nokta olan silindir merkezini, p =0 noktasi, goz oniine alalim. Yapmamiz gereken,

1., 2. ve 3. tiir Bessel fonksiyonlarinin sifir noktasinda veya civarinda davraniglarini

incelemektir.
Bu amacla Bessel fonksiyonlarinin, arglimanlari sifirkenki durumlarini inceleyelim:

Bessel fonksiyonu, o =0 iken sonlu bir deger almaktadir:

J,(00=1 ve J (0)=0 n=0 (4.28)

Neumann fonksiyonu, p =0 iken sonlu bir deger almamakta — oo ’a gitmektedir. Bu

durumu, p — 0 iken asimptotik ifadelerini kullanarak gorebiliriz:

N,(p) = () (ﬁjn n=0
T

2 (4.29)

2
No(p) > —=Inp
7T

[k birkag Bessel Ve Neumann fonksiyonun karakteristigini gérmek i¢in EK B’deki
grafikler incelenebilir.

Son olarak Hankel fonksiyonun durumunu inceleyelim. Aslinda Hankel fonksiyonu,

Bessel ve Neumann fonksiyonlarinin birer kombinasyonudur [9]:

HP (p)=3,(p)+ N, (p) (4.30)

H®(p)=3,(p)-i-N,(p) (4.31)

(4.30) ve (4.31) ifadeleri incelendiginde, Hankel fonksiyonlarinin sifir veya sifir
civarindaki davraniglarini, Bessel bu civarda sonlu degerler aldgindan, Neumann
fonksiyonlarmin belirledigi anlasilmaktadir. Dolayisiyla, 1. tip Hankel fonksiyonu,

© — 0 iken —o0’a, 2. tip Hankel fonksiyonu da o — O iken +o0’a gitmektedir.
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Sinir aksonu igerisindeki, 0< p <R, bolgesindeki, her noktada, sonlu bir degere
sahip elektromanyetik dalganin varhigim ifade edecek tek bir fonksiyon vardir:
Bessel fonksiyonu. Dolayisiyla, [. Ortamda sadece Bessel fonksiyonunu

kullanabiliriz.

Elektromanyetik dalga seklindeki isaret, I. ve II. Ortamlar araciligiyla hedef dokuya
ulagmaktadir. Dalganin, III. Ortamda, R, < p, propagasyon yapmamasi aksine hizli
bir sekilde sonmesi gerekmektedir. Merkezden sonsuz uzakta ise sifir degerini. III.
Ortama ait dalga ifademize, modelimizin getirmis oldugu bu o6zellikle uyumlu bir
Bessel fonksiyonu ararken dl¢iitimiiz, secilecek Bessel fonksiyonunun p — oo iken
sifira yaklagmasi veya sifir degeri almast olacaktir. Bu amacla, Bessel
fonksiyonlarmin, ¢ok biiyiik argiimanlar igin ¢ikartilmis, asimptotik agilimlarin

yazalim [9]:

J.(p)— iCos(,o—n—ﬂ—z) (4.32)
0 2 4
2 . nr rx

N.(p) > —Sln(p————j (4.33)
o 2 4

H® (p) > iej{p_z_4j (4.34)
70

H® (p) - 2,0 (4.35)
70

(4.32) ve (4.33) ifadelerine baktigimizda p — oo da fonksiyonlarin sifir degerini
almakta olduklarin1 goriiyoruz. Ancak, sifir degerine ulagmalar1 soniimlii siniisoidal
bir bigcimde oldugundan yeterince hizli bir sekilde gergceklesmemektedir. Oysaki,
modellemeye calistigimiz fiziksel yapinin III. Ortaminda, elektromanyetik dalganin

cok hizl bir sekilde sonmeli yani propagasyon yapmamalidir.
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(4.34) ve (4.35) ifadelerine baktigimizda, III. Ortamda, elektromanyetik dalganin
zayiflaylp hizla sonmesini saglayacak bir iistel terimin varligini goriiyoruz. Bu
yiizden, III. bolgede, dalga denkleminin ¢6ziimiinii Hankel fonksiyonu ile verecegiz.
Ancak, 1. tiir mii yoksa 2.tlir mii Hankel fonksiyonunun kullanilacagina, kesit i¢i
dalga sayisinin bulunmasindan sonra kararlastiracagiz. ilk bakista, 1. Hankel
fonksiyonu iistel artan ve 2. Hankel fonksiyonu {iistel azalan bir karakteristige sahip
gibi gorlinse de bu fonksiyonlarin nasil davranacagi, argiimanlarinin ne oldugu

bilinmeden bastan saptanamaz.

Yapimizda, kesit i¢i dalga sayisinin, K;’nin, karmasik ¢ikma olasigi vardir. Bu
olasihg: ifade etmek igin ki =kig — jKis (Kig.Kis € R) tanimuni verelim. Simdi,
argiimani k; karmagik katsayisi ile garpilan 1. ve 2. tiir Hankel fonksiyonlarinin iistel

ifadelerini yazalim:

HO (k) > e 07 ghe (4.36)

H® (k. p) e o7 g hip (4.37)

(4.34) ve (4.35) ifadelerinden goriildiigii iizere, 1. ve 2. tiir Hankel fonksiyonlarinin

tstel artan m1 yoksa azalan mu oldugunu sdylemek igin, K, ve kg sayilarinn

negatifligi ve pozitifligi hakkinda bilgi sahibi olmamiz gerekmektedir.

Ugiincii  bolgede segilecek Hankel fonksiyonunun hangi tiir olacagma iliskin
kararimiz1 verirken, eksenel yayilma sabitinin e I g2 (a>0; B >0) yapisinda

olma geregini kullanacagiz. Dis ortamda, yarigapsal dogrultuda, p ’ya baghlik igin
ise €9 .e)% (d > 0) kosulunu géz éniinde tutacagiz.

Sinir aksonu ve kas dokusu arasinda kalan akson zari ise gelen uyariyla, bir dizi
elektrokimyasal olaylar sonucunda, hiicre dis1 ve i¢i arasinda potansiyel farkinin

meydana geldigi ve eksenel akson akiminin olusumunda 6nemli rol oynayan bir

bolgedir. Bu bolgede, R, < p<R,, propagasyon yapan, sonlu degerler alan bir
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elektromanyetik dalga mevcut olmalidir. Bu bdlgedeki dalga denklemini, Bessel ve
Neumann fonksiyonlar1 yada 1. ve 2. tiir Hankel fonksiyonlar1 saglamaktadir. Ancak,
Hankel fonksiyonlarinin hizli soniimlii karakteristigi, bu bolgede propagasyon
yapacak bir dalgaya uymayacagindan, dalga denkleminde, Bessel ve Neumann

fonksiyonunlarini kullanacagiz.

Dalga denklemi elde edildigine ve her iki ortamdaki dalganin karakteristigini temsil
edecek silindirik fonksiyonlar belirlendigine gore bundan sonraki adimda yapilcak is,

TM ve TE modlarina gore dalga bilesenleri ifadelerini elde etmek olacaktir.

4.3. TM Modu Coziimii

Bilindigi tizere, TM modunda dalga denklemi elektrik alan ile ifade edilir.
Propagasyon yoniimiiz Oz ekseni oldugundan, dalga bilesenlerini elektrik alanin z
bilesenine gore ifade edecegiz. Sistemin donel simetrige sahip oldugunu dikkate

alarak her iki ortam i¢cin TM Modu ¢6ziimleri:

Y=E, HWEpiO Eq):HZ:Hp:O (4.38)
seklinde aranacaktir.
(4.16) denkleminden E , cekilrse:
. E
E,=-] 2IB 2d_Z (4.39)
ke—p° dp
(4.2)’den H ,, bilesenini elde edelim:
i 1 i oE
—JouH, =—| — E — £ 4.40
Jﬂq,p(Jﬁpppapj (4.40)
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1( . _ CE j(._ oE
H -t [ige &1 L% 4.41
7 jau ( o J o (JﬂEp op j e

. 2
H =3 | P dE, _dE, (4.42)
Y au\k*=p% dp dp
H 2
H :_Lk_zdi (4.43a)
“ auk® dp

4 :_La),u(a)g—Ja)dEZ :_j%dEz (4.44D)

" au k dp k> dp

4.3.1. Sinir Aksonuna ait Dalga Bilesenleri

Sinir aksonu bolgesi, 0< p <R, :

E, =A-J,(k,p)e "’ (4.45)
E,=—i"A -%%ﬁ'p)-ew (4.46)
H., =—j-A1-ali‘j2' dJ”(E;“ P) oine (4.47)
)05 000,000 o (a0

4.3.2. Akson Zarina ait Dalga Bilesenleri

Akson zar1, R; < p < R, bolgesi sinirlari igerisindedir.

57



Ea = [A21 ‘]n(ktll p)+ Ag, - Nn(ktll /O)] e 7

SR

Pl 1,2
ktII

dN, (ktll P) ~ipz
dp Aoz dp °

Hq)n =-1] k2u {Azl'd—pm"rAzz'T;” eV

dN,(x) n
™ —;Nn(x)+Nn_1(X) T

4.3.3. Kas Dokusuna ait Dalga Bilesenleri

Kas dokusu bolgesindeki, R, < p, alan bilesenleri:

Ean = As-HP (kyn p)- e P2 p=12

—jAg- B dHrgp)(ktlllp)‘e—jﬂ-z

E =
Al
kt2III do
(p)
Kt dp
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(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.43)

(4.54)

(4.55)
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4.3.4. Siir Kosullari
TM Moduna ait karakteristik denklemi elde etmek i¢in p =R, ve p=R,’deki sinir
kosullarin1 tanimlayalim. Daha sonra, tanimlanan kosullarin acik ifadelerini, ilk mod

icin, N =0, yazalim:
(4.57)

p=R,’de
i.  E,(k,R)=E, (kyR)
ALJo(kyRy)= Ay do(ky R+ ANy (ky R,) (4.58)
i.  H,(kR)=H, (k,R) (4.59)
Al.% J,(k,Ry) = % (A3, (Ky Ry)+ AN, (ky Ry (4.60)
p=R,’de
iii.  E, (KyRy) = Ey (Ky Ry) (4.61)
Ao1.30(Kui Ro )+ App-No (ke Ry ) = Ag.H P (kyn Ry) (4.62)
iv.  Ho, (KyRy) = Hy (ke Ry) (4.63)

K HP (kg Ry) (4.64)

tll

N

&
L. [A21"]1(ktll R2)+ A22'Nl(ktll R2 )] = A3

thl
(4.60).denklemi, (4.58). denkleme oranlayalim:

59



g
“k

tl

|R1) i [A21 (ktll R1)+A22-N

1(ktll R, )]

‘]O(ktl Rl) -

[IAzl- 0(ktll R1)+ A22'N0(ktll Rl)]

Yukaridaki denklemi uygun sekilde diizenleyelim:

&y

til

£
Ay, {
k'[l
g

= A22-|:k

g
k_l ’ Jl(ktl Rl

+J1(ky Ry)- Jolky Ry) =

=+ Jo(kyRy)-N

til

)' [Azr‘] o( tll

Ry)+ Ay, No(ky Ry

‘JO(ktI Rl)'[Azl-Jl( il )+A22 ( il

g”

til

A

R)]

3yl R)-3,(ky R ﬂ

(uR)- 20 RNl R)|

tl

Simdi de (4.64).denklemi, (4.62). denkleme oranlayalim:

I [A21-‘]1(ktll R2)+ A22'Nl(ktll Ry )]

&)

_ Kun

v Hl(p)(ktIIIRZ)

A21-J0(ktll R2)+ Azo.N

O(ktll RZ)

(4.68) numarali denklemi diizenlersek:

e

Kt
f9||
ktll

: Hl(p) (ktlll Rz)' [A21"]O(ktll R2)+ Az).

)-

‘Hp (P (ktlll Rz) [A21 (ktll R2)+ Azo.N

é
)(ktIIIRZ) -
thl

Hop) (ktlll R2)

I\IO(ktII Rl)]

1(kuiRo)]

J1<kt..R2>-stkt...Rz)}

N
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&
Hop) (ktlll RZ)_kli' NO(ktll Rl)'

thl

Hlp)(kt,,,Rz)}

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)



(4.70) numarali denklemi (4.67) numarali denkleme oranlarsak Ay ve Ay

katsayilarindan kurtulmus oluruz:

; .
L(l“"]O(ktIIRZ) ()(ktIIIRZ) P 31 (kg  Ry)- c(Jp)(ktlllRZ)}
tl i

Lf' Ja(kn Ra)-Jo (ke Rl)‘i“ Jolky Re)- Jakyy Rl)}
tl il 4.71)

L«:Ill 1(kaiR2)-H (k“”RZ)_I;,,, olke Ry)-Hy (ktIIIRZ)}

Lf:” Jo(kyRy)-N (kt||R1) Ky L35 (kg RN O(ktIIRl)}

0=|:N1(kIIIR2)' Hép)(ktIIIRZ)_ NO(ktIIRl)' Hl(p)(ktlllRZ)]‘Fl(kthl)"] (ktIIRl) J (ktl Rl)‘]l(ktIIRl)}

ki /€ Kt €1 k /4, ka /€ .72
{Jo(ku Re)- NolkRa) ~ JalkgRNofky Rl)] {Jo(km Ro)- H{P Ro)  Julky Ry)-H{ (ktIIIRZ)] |
kan /& ki /4, ki € kan /e

(4.72) denklemi, (4.25) taniminin yardimiyla, bilinmeyeni £ olan bir denkleme

doniistiiriilebilir.

4.4, TE Modu Coziimii

TE modunda, dalga denklemi, magnetik alan ile ifade edilir. Yapinin donel simetrige
sahip oldugunu goz 6niine alarak TE moduna ait dalga bilesenlerini yazacak olursak:
Y=H, E(/,,Hp;tO H¢=EZ=Ep=O (4.73)
4.1 Boliimiinde, dalga denklemini elde ederken elektrik alanini kullanmistik. T™M
modunda dalga denklemi, elektrik alan ile ifade edildiginden TM modu ¢oziimii

yazarken (4.24) ifadesini dogrudan kullanabilmistik. TE modu i¢in dalga denklemi

ifadesini elde ederken 4.1 boliimiinde kullandigimiz yola benzer bir yontem
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kullanacagiz. (4.1b) ifadesinin rotasyonelini alip olusan denklemde (4.2) ifadesini

yerlestirir ve (4.8b) taniminin yardimiyla bir diizenlemeye gidersek:
b v
Vx(VxH )=k>2H (4.74)

(4.74) ifadesinin sol tarafini, 4.1 bolimiinde agiklandigi tizere 6/0p =0 ve
0/0z =—]j B oldugunu dikkate alarak hesaplarsak:

x(vxH )= %K jﬂp(— i - a;; D.ﬁ’p

S o1 oH o
+[— JﬂP'JﬂHw—P%(;H(N aquj}'ufp (4.75)

(st

(4.75)’dan ¢ esitlik c¢ikartmamiz miimkiin. Ancak, yapimizda, TE modunda

H, = O oldugundan bunlardan iki tanesini yazmamiz anlamlidir:

. . oH,
szp - Jﬂ'(— JﬂHp— o J (4.76)
g L O (i M.
k°E, _p{ap(p [ s, o jﬂ (4.77)

(4.4) denklemini silindirik koordinatlarda agar, 8/6z =—jf3 ve 0/0¢ = 0 ifadelerini

bu esitlikte yerlerine yerlestirirsek:

jpH,==H_ +—~ (4.78)
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(4.78)’1, (4.77) esitligini agtiktan sonra olusan ifadede kullanirsak asagidaki TE
moduna ait dalga denklemini elde ederiz:

2
8 sz +18Hz +(k2—ﬂ2)HZ:O (479)

(4.79) dalga denklemi, TM moduna ait (4.24) diferansiyel denklem ile aym
yapidadir. Bu yiizden ¢6ziimii de benzer sekilde silindirik fonksiyonlar ile
verilecektir. Silindirik fonksiyonlarin se¢iminde, 4.2 boliimiinde anlatilan olgiitler

gene esas olarak alinacaktir.

(4.76)’dan H , cekilirse:

. dH
H, =it (4.80)
k*—pr dp
(4.1b) denkleminden E , bilesenini elde edebiliriz:
. 1( . oH
JwéEga = _(_ 1BrepH , —p— j (4.81)
p op
(4.80) ifadesini yukaridaki denklemde yerine koyarsak:
j k?dH,
,= LA_Z (4.82)
we kS dp
k? yerine (4.8b)’den esitini yazarsak asgidaki denklemi elde ederiz:
i dH
E, = j 2 — (4.83)
ki dp
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4.4.1. Sinir Aksonuna ait Dalga Bilesenleri

Sinir aksonu bolgesinde, 0< p < R;:

My =B, 3, (ky p)-e"

bd|

. dJ (K, p) -,
Hp|:_JB]_'£2 n( tlp).e ip
Ki dp

wp, dJ, (K, p) a-ifz
ktf dp

E(pl = JBl ’

4.4.2. Akson Zarna ait Dalga Bilesenleri

Ha = [821' ‘]n(ktll ,0)+ B, Nn(ktll p)] e

H =] P |:821~M+ 522~M

ktfl

do do

_ i @Ol |:B .d‘]n(ktllp)_i_B dNn(ktllp)
21

oll 2
ktll

4.4.3. Kas Dokusuna ait Dalga Bilesenleri

Kas dokusu bélgesindeki, R, < p, alan bilesenleri:

Hu =Bs-HP (kyy p)-e 77

B dH (P (kg 0) e-ip7

ol =
kt2||| dp
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(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)



E

) H(P) k .
B3_a)/210 dHR™ (kyn o) o182 (4.92)

olll =
K¢ty do

4.4.4. Siir Kosullan

TE Moduna ait karakteristik denklemi elde etmek icin p=R; ve p=R,’deki sinir
kosullarin1 tanimlayalim. Daha sonra, tanimlanan kosullarin agik ifadelerini, ilk

mode i¢in, N =0, yazalim:

p=R;’de
i H, k,R)=H,, (k,R,) (4.93)
B,.Jo(kyR,) = By-do(Ky Ry )+ B,,:Ng (ky R,) (4.94)
ii. E,(kyR)=E, (kyR) (4.95)
% 8,3,(k, p) = é[sﬂ. 3,(ky )+ By Ny (kg )] (4.96)

p=R,’de
iii. H,, ky,R,)=H,, kuR,) (4.97)
B,1.J0(kuiR2)+ B22:No(Kui Rz) = BaHSP (ki R,) (4.98)
iv. Ea (kyRy) =E ; (kyy Ry) (4.99)
=S [B21-J1(ke Ra)+Boa- Ny(kyy R2 )] = L By -H{P (kynR,) (4.100)

tl i
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(4.96) denklemini, (4.94) denklemine oranlayalim:

1 1
T Bl‘]l(ktl ,0) ki[le' Jl(ktll ,0)+ B,- Nl(ktll p)]

thl

tl
Bl"]O(ktl Rl) BZl“]O(ktII R1)+ BZZ'NO(ktII Rl)

Yukaridaki denklemi uygun sekilde diizenleyelim:

1
k_ ’ ‘Jl(ktl R1)' [BZI"JO(ktII Rl)+ Bzz-No(ktn Rl)]
tl

1
= k_ ’ ‘]O(ktl Rl)' [821"J1(ktll Rl)+ Bzz-Nl(km Rl)]
til

1 1
Bzr{k_ : ‘]l(ktl Rl)' ‘JO(ktII Rl)_k_ ’ ‘JO(ktI Rl)' ‘]l(ktll Rl):|

tl til

1 1
= Bzz-[k_ ’ ‘Jo(ku Rl)' Nl(ktll Rl)_k_ ’ Jl(ktl Rl)NO(ktII Rl):|

tll tl
Simdi de (4.100) denklemini, (4.98) denklemine oranlayalim:

1 1
r'[821-J1(ktll R;)+B2oNy(ky Ry )] P Hl(p) (kg R2)
i _ kg

B21-Jo (ke R2)+ Boo.No(kyi R2) - H(()p) (kanR2)

(4.104) numarali denklemi diizenlersek:

1
P Hl(p) (ki R2)- [Ba1:d oKy R2) + B2a-No (kg Ry )]
th
1

= o H(()p) (k“” Rz)- [le-Jl(ktu R2)+ Bzz-Nl(ktll RZ)]
th
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(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)



1 1
Bos- {k_ Jo(kaiRz)- HP (kyy Rz)—k— +Jp (ke R2)- H(()p) (Ken Rz)}
th th (4.106)
1 1
= Bzz'{k—' N1 (kg R2)- H(()p) (ke Rz)—k—' No (e Ry)- Hl(p) (ke Rz)}
th th

(4.106) numarali denklemi, (4.103) numarali denkleme oranlarsak Bj; ve By

katsayilarindan kurtulmus oluruz:

1 1
{k"]O(ktllRZ)'Hl(p)(ktIIIRZ)_k’Jl(ktllRZ)'H(()p)(ktIIIRZ)}
t i
1 1
bR o) Lotk )
1l tl (4.107)
1 1
{k'Nl(ktIIRZ)'H(()p)(ktIIIRZ)_k'NO(ktIIRl)'Hl(p)(ktIIIRZ)}
_ Lk i
1 1
{k"]O(ktIRl)'Nl(ktllRl)_k’Jl(ktIRl)NO(ktllRl):|
tl 1l
0- Nl(ktIIRZ)'H(()p)(ktIIIRZ)_ No(kyRe)- HiP (kg Ry) _Pl(kuRl)'Jo(ktan)_Jo(kan)Jl(ktanq
ki ko ky K
(4.108)

ktIII kIII

_Po(ktl Re)- Na(kyRe)  Julky RNk Rl)] . Po(ktnRz)' HPkyuRo)  JulkiRe)- HE RZ)}
K ke

(4.108) denklemi, (4.25) taniminin yardimiyla, bilinmeyeni £ olan bir denkleme

doniistiiriilebilir.

4.5. Karakteristik Denklem Co6ziimii

Gerek TM modu i¢in bulunan (4.72) denklemi gerek TE modu i¢in bulunan (4.108)

denklemleri bilinmeyeni g olan bir bilinmeyenli denklemlerdir. Ancak, bu
denklemler transendal denklemler oldugundan ve bulunacak f degerleri de

karmasik oldugundan, ¢éziime ulasmak i¢in bir bilgisayar yardimiyla tiim karmagsik

p diizleminin taranmasi gerekir.
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Far

Kas

Sekil 4-3 Ug farkli ortamdan olusan aksonda ortam sinirlar

(4.72) ve (4.108) denklemlerinin analitik olarak ¢oziimiinii aramak, denklemlerde {i¢
farklr silindirik fonksiyon bulundugundan oldukg¢a zor olacaktir. Biz, bu asamayz,
biraz olsun basitlestirmek i¢in iki farkli ortami ayiran ve kalinlig1 diger ortamlarla
karsilastirildiginda oldukga kiiciik kalan {igiincii bir ortamin bulundugu yapilarda,
sinir kosullarin1 biraz daha basitlestiren bir yaklasim kullandik. Aksonda, kalinlig: t
olan akson zar1 kas ve akson ortamlarin1 birbirinden ayiran iigiincii bir ortamdir.
Ustelik, R, akson ¢apii ve R, kas dokusunun basladig1 noktay: temsil etmek iizere,
t<<Rj ve t<<R; esitsizlikleri gecerlidir. Zira akson ¢ap1 mikron diizeyinde iken, zar
kalinlig1 angstrom mertebesindedir. Dolayisiyla, Ek C’de teorik temelleri verilen bu
yaklasim, yapimizda rahathikla kullanilabilir. Ek C’de ayrintilar1 verilen bu
alisagelmis uygulamay1 kullanarak (4.75) ve (4.108)’i basitlestirebiliriz. Ilk énce, bu

uygulamanin sonuglarini, yapimizin sinir kosullarina tasirsak asagidaki esitlikleri

elde ederiz.

TM Modu i¢in:

E, (ktl Rl) =E.u (ktlll Rl) (4.109)
H(pl (ktl Rl) = H(plll (ktlll Rl) (4.110)
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TE Modu i¢in:

H 2l (ktl Rl) =H zil (ktlll R1) (4-111)

E¢| (ktl R1) = E(pm (ktlll R:L) (4-112)

(4.109) ve (4.110) ifadelerinin agik bigimlerini yazalim:

A Jo(ky Ry) = AS'H(()p) (ke Ry) (4.113)
£ e

k—l' A1 (kyRy) = Ag k_3 HP (kg Ry) (4.114)
tl i

(4.114)t (4.113)’e oranlarsak (4.75) denkleminin daha basit bir halini elde etmis

oluruz.

kl ) Jo(k“ Rl) kt||| ] Hép) (kt”l Rl) (4115)

& JdilkyRy) &5 HP) (ki Ry)

(4.115) denkleminin ¢6ziimii aranirken kolaylik saglamasi acgisindan asagidaki

tanimlar1 yapalim:
X, =k, R, (4.116a)

Xo = Ky Ry (4.116b)
(4.115) denkleminin her iki yanmmi R, ile carpalim. Cikan ifadede, (4.116)

tanimlarimi kullanirsak TM moduna iliskin karakteristik denklem asagidaki bigime

doniistir:
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% doba) _ xp Ho”0c) (4.117)

A

& ) 2w Hl(p)(xz)

TE moduna ait basitlestirilmis karakteristik denklemi bulmak i¢in ayni yOntemi

izleyelim; (4.111) ve (4.112) esitliklerinin a¢ik bi¢imini yazalim:

By.Jo(ky Ry) = B3.HEP (kg Ry) (4.118)
/kl—o' By.J1(ky Ry)=Bs- kﬂo 'Hl(p) (ke Ry) (4.119)
tl th

(4.118)’yi (4.117)’ya oranlayalim ve (4.108) denkleminin basitlestirilmis bigimini

elde edelim:
H P (kg R
K, ‘]O(ktIRl):k“” (() (ke Re) (4.120)
Ji(kyRy) P (kg R)

(4.120) denkleminin her iki yanim1 R, ile ¢arpar, ¢ikan ifadede, (4.116) tanimlarini

kullanirsak TE moduna iligkin karakteristik denklem asagidaki bigime dontisiir:

Joba) _ HoP () (4.121)

4.5.1. TE Modu Karakteristik Denklem Coziimii

45.1.1. |X1|,|X2| <1 Varsayim

(4.121) denkleminin ¢6ziimiinii ararken, ilk varsayimimiz, denklemdeki silindirik
fonksiyonlarin argiimanlarinin mutlak degerlerinin birden kiigiik olmasi seklinde

olacak. Bu varsayimi, matematiksel olarak ifade edelim:
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Ixq||x2] <1 (4.122)

(4.122) kosulu altinda, Bessel ve :Hankel fonksiyonlarinin ilk ikisi su sekilde ifade

edilir:
X2
Jo(xl)gl—Z1 (4.123)
5(0)= 21X (4.124)
\1) = 2 8 :
(p) X3 a2, 2 : ‘
Ho” (xo)=1- "2+ j(-1)* =In— ; E=178107241 (4.125)
4 T EX2
H(p)(xz)gﬁ 1_X_§ +j(_1)|°i (4.126)
1 2 8 X9

(4.123)-(4.126) ifadelerini, (4.121) denkleminde yerlerine koyalim:

2
X 1—X2+j2(—1)pln(2]

4 Ex
4___ " 2/.x, (4.127)

2 2
E. 1_X71 X2 1_Xi +j(—1)pi
2 8 2 8 7Xo

4.5.1.2. Birinci Yaklasikhik

Uygun diizenlemelerden sonra, (4.127) ifadesinden transandental bir denklem elde

ederiz. Bu denklemde, x’in ¢esitli derecelerden kuvvetleri bulunacaktir. Birinci

yaklagiklik ~olarak, bu denklemdeki, (|Xq|,[xo|<1 kabiili altinda ¢&ziim

aradigimizdan) x°’e kadar olan terimlerle ilgilenelim; daha {ist dereceli terimleri

ihmal edelim.
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(4.127) denkleminin sol tarafindaki kesirin paydasindaki terim yerine, binom

acilimindan  faydalanarak  yazabilecegimiz, (l— xZ / 8) = (l+ X7 / 8)71, esitini

kullanalim ve (4.127) denklemini asagidaki sekile gelecek sekilde diizenleyelim:

3
5 ) xz—x—2+j(—1)'ogx2 n| -2
Xl Xl 4 T EX2
21-L 11+ 7L | = 3 - (4.128)
4 8 Xo X5 . oap 2
L
2 16 o

2
3 p4 1 1, 1 o3 . p 1 xg 1 4 1 43
Xo ==X5+ JI=1)F ——==X{Xo + —=X{ X5 = J(=1)" — —=———=X{ Xo + —X{ X
2 >+ 28126412 ()27”(2 30 1 X2 T opek1%2
A 2 (4.129)
- (—1)pix—1—x X2 i(-1)P Sx,in 2
872' X2 4 T EX2

(4.116) tanimlarinin karelerini alir birbirlerinden ¢ikartirsak, (4.25) taniminin da

yardimiyla, asagidaki denklemi elde edriz.
2 2 2 2 2
x2 —x2 = (k? —k2)- R (4.130)

Tablo 4.1 ve Tablo 4.2°de, sirasiyla, akson ve kas dokulari i¢in verilen elektriksel

parametrelerin yardimiyla her iki ortama ait dalga sayilar1 hesaplanarak Tablo 4.3°de

gosterilmistir.

Tablo 4-3 Sinir ve Kas ortamlarina ait k Degerleri

Frekans [Hz] Sinir (k,) Kas(k,, )
100 102.(0,3484209652-j0,31773455) | 10.(0,11301471122-j0,093167417)
1000 10™.(0,1139993733-j0,099645459) | 10™.(0,3697057832546-j0,34293468991)
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(4.130) ifadesinin sag tarafindaki tiim degerler bilindigine gore X ’lerin kareleri

arasindaki fark da bilinmektedir; akson yarigapt mikrometreler diizeyinde

oldugundan, bu fark, en az 10™** mertebesindedir. Dolayisiyla, asagidaki yaklasiklig

yapmamizda bir sakinca olmayacaktir.
o] > gl =¥ (4.131)

(4.131) ifadesine gore, X, = X, veya X, =—X, seklinde iki olasilik s6z konusudur.

Ancak, Bessel fonksiyonunun, aeR* olmak iizere J (—~a)=(1)"J,(a) seklinde

ifade edilen bir 6zelligi bulundugundan, bu iki ayr1 olasiligin ¢6ziime bir etkisi

olmayacaktir.

Su halde, (4.131) yaklasikligi kullanilirsa (4.129) denklemi asagidaki bi¢ime

dontistir:

1 7 15 . aploz o pl o ap 2 2 o oap 4l
— X ——x=j=1)F —=x" = =" —x-j(-1)F =xIn| — -1)F—==0 (4.132
256X 32X J( ) 87rx J( ) 27rx J( ) ﬂxn Ex, +J( ) T X ( )

Birinci yaklasiklik olarak, (4.132) denkleminde, sadece x*’e kadar olan terimleri

hesaba katarsak asagidaki denklemi elde ederiz.

. 1 2 (2 . 41
TR I IV B BT R 4.133
i )Zﬁx i )ﬂxn(EXjﬂ( )”X 0 (4.133)

—j7TX

(4.133) denkleminin her tarfinm

ile carpalim ve gerekli sadelestirmeleri

yaparsak, analitik ¢oziimiinii arayacagimiz basitlestirilmis karakteristik denklemi

elde etmis oluruz.

—0,25x% —=x*In(2/E)+ x*In(x)+2=0 (4.134)
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(4.134) denklemindeki bilinmeyeninin karmasik bir say1 olmasi ihtimaline karsi, X’i

asagidaki bigimde tanimlayalim:
x=ae® =a(cosb+ jsinb) ;abeR (4.135)
(4.135) tanimuni, (4.134) denklemine tasirsak, (4.134) su sekle doniisir:

a® cos2b(—0.25-In(2/E)+In(a))—a’bsin2o + 2

+ jla®bcos2b + a? sin2b(- 0.25— In(2/E)+In(a))|= 0 (4.136)

Bilinmeyeni a ve b olan iki bilinmeyenli (4.136) denkleminde, gergel ve sanal
kisimlart ayr1 ayn sifira esitleyerek iki denklem elde edebiliriz. Bu iki denklem,

sayisal olarak birlikte ¢oziildiiglinde, sonuglar su sekilde bulunur:

a, =0,531¢ b, =-6,997¢

a, =0,531¢ b, =6,997¢

Yukarida verilen karakteristik denklem koklerinden (4.134) tanimindan hareketle,

karakteristik denklemi saglayan x degerleri asagidaki gibi bulunur:

x, = 0.4018- j0.3486

X, = 0.4018+ j0.348€
[%,2| = 0532

‘Xlz‘ <1 oldugundan, baslangigta  yaptigimiz  varsayimimmiz  sonugclarla

dogrulanmaktadir.
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Karakteristik denklemin yukarida verilen kokleri, (4.116) tanimi uyarinca, akson
yarigapina boliiniince, kesit i¢i dalga sayisi bulunmaktadir. Bu hesab1 yapabilmek
i¢cin, hangi kokiin dalga denklemimizin yapis1 bakimindan anlamli oldugu sorusunu
yanitlamaliyiz. Bu sorunun yanitin1 vermek i¢in, iletilen dalganin saglamasi gereken

karakteristigi ortaya koymamiz gerekmektedir.

Yapidaki elektromanyetik dalga, Oz dogrultusunda ilerleyen ve bu dogrultuda
ilerlerken zayiflayan bir yapidadir. Aym1 zamanda, yarigapsal dogrultuda da bir
zayiflamaya sahiptir Bu tip elektromanyetik dalgalara, sizintili dalgalar (leaky

waves) denir.

Dalga denkleminde, eksenel dogrultudaki yayilma, e 72 =e™% - V# jistel ifadesi
ile verilmektedir. Oz dogrultusunda, bir zayiflamanin olabilmesi i¢in o >0

kosulunun saglanmas1 gerektigi agiktir. Faz teriminin sonmesi i¢in ise £ > 0 sartinin
gerektigi goriilmektedir. Fiziksel yapmin getirdigi o6zelliklerden Gtiirii k|2“ <<1
oldugundan ki, ~py olmaktadir. kyj, =kg + jks tammin yaparsak, yapimizda,
eksenel ilerleyen dalga e *un? _ e Mo? gmik? seklinde degisim gosterir. Su halde,
kg ,Ks >0 olmak zorundadir. Karakteristik denklemin koklerinden bu sarti

saglayani, ikinci kok oldugundan bu kokii yapimiz i¢in anlamli kok olarak alacagiz.

Yarigapsal dogrultudaki zayiflama ise Hankel fonksiyonu ile (III. Bolgede)
saglanmaktadir. 4.2 boliimiinde, hatirlanacag lizere, hangi tiir Hankel fonksiyonunun

secgilecegi sorusunun, argiimanin (ki o) belirlenmesinden sonra yanitlanacak bir
soru oldugunu sdylemistik. Bir 6nceki paragrafta, ki, eksenel ilerlemedeki sartlar

uyarinca belirlendginden, yarigapsal dogrultuda ilerlemdeki sartlari, bu kez,
arglimani degil ama Hankel fonksiyonunun tiirii segerek saglatacagiz. Tipki eksenel

dogrultuda oldugu gibi yarigapsal dogrultuda p ekseninde hem genlikte hem de
fazda bir zayiflama beklemekteyiz. Bir an igin, kesit i¢i dalga sayisimm k; = A+ jB

gibi bir karmagik sayr oldugunu diisiinelim ve her iki tiir Hankel fonksiyonu i¢in

(asimptotik agilimlar yardimiyla) p eksenindeki ilerlemeyi ifade edelim:
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HP (k) — e 8

HP (kyp) —> e 1AeB”

1. tiir Hankel fonksiyonunun segilebilmesi i¢in, B >0 sartinin; 2. tiir Hankel
fonksiyonunun segilebilmesi i¢in ise B < O sartinin mutlaka saglanmasi gerekir. Aksi
takdirde, yarigapsal dogrultuda her hangi bir zayiflamadan s6z etmemiz miimkiin
olamaz. Eksenel ilerlemede zayiflamanin saglanabilmesi i¢in segilen karakteristik
denklem kokiinde B > 0 oldugundan, yaricapsal dogrultuda ilerlemeyi temsil edecek

Hankel fonksiyonu 1. tiir olmalidir.

Artik, hangi kokiin secilmesi gerekir sorusu cevaplandirildigina gore, bu kok hesap

edilirken, yapilan ihmallerden dolayr olusan hata degerine bakalim. (4.132)

denkleminde, x*’e kadar olan terimleri hesaba katmisttk. Mutlak deger olarak,

x2/zIn(l/x) = 0,2 degerindeki bir

‘Xg‘ =015 degerinde bir terimi yok sayarken,

terimi hesaplarimiza katmig olduk. Bu hatayi diizeltmek i¢in (4.132) denkleminde,

x°’e kadar olan terimleri de goz 6niinde bulundurmaliyiz.

4.5.1.3. ikinci Yaklasiklik

Ikinci yaklasiklik olarak, (4.132) denkleminden X°’e kadar olan terimleri alarak bir

denklem olusturacak ve birinci yaklasikligin sonucu kullanilarak bir ¢6zlime
gidilecektir. (4.132) denkleminden x°’e kadar olan terimleri alir ve her tarafini

— j x/2 ile carparsak asagidaki denklemi elde ederiz.

Ll e e[ 2 )i2-0 (4.132)
16 4 Ex

Birinci yaklasikligin sonucunda elde edilen anlamli kok xq ise (4.132) denkleminin

kokii x, + AX seklinde olmalidir. Bu kok tanimini yukaridaki denkleme tasiyalim:
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_ %(xg + 4x§Ax)— % (x§ + ZXAX)— (x§ + ZXAX)ln(éj
(4.133)
+(x2 + 2xAx{In(x0)+ gj +2=0

0

(4.133) ifadesinden, Ax’i ¢ekelim:

1 4 o1 2 2
——Xqg =X5| —+In| = [ |+x5In(Xq)+2
8= o[ 2] st

3
X, xo(—;+ 2In(§D —2xoIn(xg)

4

(4.134)

(4.134) ifadesinde, x0=0,532e16'997e yerine konursa Ax=-0,0163- j0,0102

seklinde bulunur.

Birinci yaklasikliga gore her iki hata terimi de X,’a gore uygun bir mertebede olup

x®iin birinci yaklasikliga alinmamasindan &tiirii dogan hatayn telafi etmektedir.

Ikinci yaklagikligim sonucunda bulunan X degeri asagida verilmistir.

x=0,39+ j0,34
|x| =0,52

fkinci yaklagiklikta, x*’iin hesaba katilmasiyla gelen ‘X4‘ = 0,084 degerindeki terim

yaninda, x°’in ihmal edilmesiyle hesaplara girmeyen ‘XG‘ =0,00227 degerindeki

terim ¢ok biiylik bir hata getirmeyecektir. Dolayisiyla, ikinci yaklagim oldukca

isabetli bir sonu¢ vermistir.

Ikinci yaklagikligin sonucu kullanilarak, (4.116) denkleminden, akson capi

R =0,5.10°m secilerek, kesit i¢i dalga sayis1 asagidaki gibi bulunur:

Ky = 700000+ j68000C
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Ky = 7 olarak secilirse:
S =68000C o =70000C

Dagilmis parametreli devre elemanlar1 kullanilarak olusturulan kablo modelinden

cikartilan (3.8) ifadesi hesaplanan o ve f degerleri de 1 kHz frekansinda
ablo = Prablo =11200C seklindedir. Kablo modelininin ve bizim elektromanyetik
modelimizin « ve [ degerleri mertebe olarak birbiri ile uyumludur. Kablo
modelinde bu a =/ seklindedir. Bizim modelimizde de buna yakin bir durum s6z

konusdur.
4.5.2. TM Modu Karakteristik Denklem Coziimii

4.5.2.1. x4],[x5| <1 Varsaymm

TM moduna ait (4.117) karakteristik denklemi ¢ozmek i¢in, tipki TE modunda

oldugu gibi, evvela,

X1|:[X| <1 varsayimi altinda yola koyulacagiz. Bu varsayim

altinda, Bessel ve Hankel fonksiyonlari, (4.123)-(4.126) ifadeleri ile verilir. (4.123)-
(4.126) ifadelerini, (4.117) denkleminde yerlerine koyalim:

2 2
_X l—)Z+j 2( l)pln[Ezj
X
1, a_ _ 1. z 2 %, (4.135)
I P I P T L
2" 8 2 8 7o

(4.135)’in sag tarafinda paydada yer alan, III. ortama ait kayipli dielektrik sabitini sol

tarafa ¢ekersek, I. ve III. ortamlara ait dielektrik sabitlerini oranlamis oluruz. Bu
oran, Tablo 1 ve 2 yardimi ile hesaplandiginda, &,;/&, ~10 bulunur. Bu katsay1y1

yerine koyalim:
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4___ Xy (4.136)
X

4.5.2.2. Yaklasikhk

Tipki TE modunda yapildig: gibi, uygun diizenlemelerden sonra, (4.136) ifadesinden
transandental bir denklem elde edilir. Birinci yaklasiklik olarak, bu denklemdeki,

(|X1|,|X2| <1 kabiilii altinda ¢6ziim aradigimizdan) x?den sonraki terimleri digerleri

yaninda ihmal edelim. Aynin zamanda, (4.131) yaklasikligin1 yapabildigimiz

kosullar hala gegerli oldugundan, |x,| ~|x,| ~|x| alalim

Gene TE modunda yaptigimiz gibi (4.136) denkleminin sol tarafindaki kesirin

paydasindaki terim yerine, binom ag¢ilimindan faydalanarak yazabilecegimiz,
2 2 /oyt .. . . )
(1—x /8); (1+X /8) , esitini kullanalim ve (4.136) denklemini asagidaki sekile

gelecek sekilde diizenleyelim:

3
) ) x—X4+j(—1)'°2xIn(Ezj
20-|1- 2 |1+ X |- il X/. (4.137)
4 8 x_x° (- )pi
2 16 x

21 1 1
20 —y_ = 3 per - 5_ _1\h_— - 7_ _1\P_= 3
( T ( ) X 128X ( ) 4 X+512 J( ) 167rX
3 ) ) (4.138)
X
=Xx—"— 4 j(-1)P ZxIn| =
X +j(-1) ”xn(EXj

Birinci yaklasiklik olarak, (4.138) denkleminde, sadece X°’e kadar olan terimleri

hesaba katarsak asagidaki denklemi elde ederiz.
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20-(%x+ j(-1)° 21 =P ix} =x+ j(-1)° len[éj (4.139)

T X 4 V4

(4.139) denklemini, (4.133) denklemiyle karsilastirdigimizda, en biiyiik farkliligin, x

teriminin (katsay1 farkliligindan dolay1) ortadan kalkmamis olmasidir. Bu durum,

denklemi, Hankel fonksiyonunun tiiriine bagimli hale getirir. (-1)° katsaysi,

ortadan kaldirilamadigindan, denklem ¢6ziimiinde hangi tiir Hankel fonksiyonunun
secildigine ve ¢Ozliimiin bu tir Hankel ile kullanildiginda fiziksel yapiya uyup

uymadigina bakilmalidir.

[k deneme olarak, ikinci tiir Hankel fonksiyonu, H ,(]2) (x), segilirse ve denklemin her

iki yan1 7zx ile garpilirsa (4.139) ifadesi su hale gelir:
[97” j5+ j2|n(én-x2 + j2x%In(x)- j40=0 (4.140)
(4.135) tanimu, (4.140) denklemine uygulanirsa, asagidaki denklem ortaya ¢ikar:

coq2b)9z - 20]- sin(2b){5+ 2|n(§j + 2|n(a)}
(4.141)

+ j(a2 cos(2b){5+ In(éj - 2In(a)} +a”sin(2b)[9z - 20]- 40]

Yukaridaki denklemin gercel ve sanal kisimlari ayri1 ayri sifira esitlenip bu iki
denklem birlikte ¢oziiliirse a, b degerleri ve bunlardan hareketle x degeri asagidaki
gibi bulunur. Bulunan kokiin mutlak degeri, 0,9 oldugundan varsayim ile uyustugu

sOylenebilir.
a=0,93 b, =-8,7

x =-0,7— j0,62
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TE modu karakteristik denkleminden ¢ikan koklerin se¢cimi konusunda, 6lgiit olarak

eksenel ve yaricapsal yonde zayiflamayr saglatma kosulunu aldigimizi sdylemistik.
Yapimizin getirdigi fiziksel 6zelliklerden dolay1 ki, = uy dir. Bu yiizden, bulunan

X degerinin isaret durumu, dogrudan kesit i¢i dalga sayisinin isaret durumudur.
4.5.2.2 boliimiinde, kok se¢imi bahsinde anlatildig1 iizere, eksenel zayiflamanin

olabilmesi i¢in, bulunan kokiin gercel ve sanal kisimlart aymi isaretli olmalidir.
Eksenel ilerleme terimini bir kez daha hatirlayalim: e ™ =e™% e 1A Eger, kokiin

gergel ve sanal kisimlar eksi ise ki, = —y ; eger kokiin gercel ve sanal kisimlari art:
ise Ky, =+7 secilmelidir. Kokiimiiziin sanal ve gergel kisimlari eksi isretli
oldugundan, kj,, = —y olarak secilecektir. Yaricapsal degisimi temsil eden Hankel

fonksiyonu, H,EZ) (kq p)—>e_jAp eB? seklinde degisim gostermektedir. Yaricapsal
zayiflamanin olabilmesi i¢in, B <O olmalidir ki buldugumuz kok, bu kosulu

saglamaktadir. Bulunan kok, bu kosulu da sagladigina gore, yapimiz goz Oniine

alindiginda anlamlidur.

4.5.2.3. Tyilestirme

4.5.2.2 boliimiinde hesap edilen kokiin degerini biraz daha iyilestirmek i¢in, Xg

2 = x5 + 2xAx Ve In(x) = xg + Ax/Xq

buldugumuz kok olmak tlizere, X = Xg +AX, X
tanimlarint yapalim. Bu tanimlari, (4.140) denklemine yelestirir ve buradan AX’i

cekersek asagidaki ifadeyi elde edriz:

_ x3[97 + j(9+ 2In(2/E) + 2In(xy))] - j40

M olter + L0+ 4@ E)+ 4in(xo )]

(4.142)

(4.142)’den Ax=0,2— jO,09 olarak hesaplanir. Bu diizeltme terimini, kokiimiize

eklersek yeni kok:

x=-052-j0,7 olarak bulunur.
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(4.116) denkleminden, akson cap1 R =0,5.10°m segilerek, TM moduna ait kesit ici

dalga sayis1 asagidaki gibi bulunur:

Ky =—520000- j700000

Ky = — olarak segilirse:
LS =70000C o =52000C

TM modunda da bulunan « ve g degerleri, kablo modelinde hesap edilenler ile

ayn1 mertebededir.

4.6. Grafikler
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez caligmasi kapsaminda, Hodgkin—Huxley zar modelinin nasil olusturuldugu,

zarda olusan biyoelektrik olaylarin esdeger devreye nasil aktarildigi gosterilmistir.

Hodgkin-Huxley zar modeli iizerine kurulan ve propagasyon yapan ve yapmayan
aksonlarin davraniglarini, devre teorisi ile agiklamaya calisan analojik bir ¢alisma
olan akson kablo modeli iizerinde durulmustur. Kablo modeli, devre teorisi

yardimiyla analiz edilmistir.

Akson ve zarindaki biyoelektrik olaylari, elektromanyetik agidan ele almaya calisan
dalga kilavuzu modelinin temelleri olusturulmaya c¢alisilmistir. Dalga bilesenlerinin
ifadeleri ¢ikartilarak bu ifadelerin yardimi ile smir kosullarindan elde edilen
karakteristik denklemden, akson i¢inde ilerleyen dalgaya ait propagasyon sabitleri
hesaplanmistir. Hesaplanan propagasyon sabitinden hareketle, kas dokusu
icerisindeki, her iki moda ait alanlarin yarigapsal uzaklikla degisimleri grafiklerle

elde edilmistir.

5.1. Kablo Modeli

En yaygin elektronik akson modeli olan kablo modeli, dagilmis devre parametreleri
ile aksonun elektriksel aktivitesini ortaya koymaya calisir. Modelin esik alt1 ve esik
listii durumlardaki esdeger devreleri birbirinden farklidir. Ozellikle, iletime gegilen
esik Uistli durumda, eleman degerleri zamana ve gerilime bagli degisen bir elektronik
yapt ile karsilasilir. Ancak, eleman degerlerinin sabit oldugu bir ¢aligma bolgesinde,
esik altindakine benzer bir yapiya doniistiiriilebilir. Boylesi bir yapidaki gerilim
fonksiyonu, bir dalga fonksiyonuna benzetilerek, propagasyon sabiti, devre

elemanlari cinsinden hesaplanabilir.

86



Kablo modellerine ait esdeger devreler anlatilirken kullanilan elemanlarin
tanimlarindaki ve tanim bagintilarindaki karigikligi gidermek igin, bu konuyu

Ozetleyen kisa bir anlatim EK A’da sunulmustur.

Kablo modellerinde eksik olan yoOn, propagasyon yapan sinir darbesinin, uzun
mesafeleri kat ederken zayiflamadan kalmasini agiklayan bir repetér yapinin

eksikligidir.

5.2. Dalga Kilavuzu Modeli

Calismamizin  kapsaminda, akson modelleme alaninda pek ilgi gérmeyen
elektromanyetik modelleme ele alinmigtir. Silindirik bir dalga kilavuzu olarak ele
aldigimiz sinir aksonunu, akson, zar ve kas olmak {izere ii¢ ortamdan ibaret bir yap1
olarak diisiindiik. Modelimizin basit olmasi i¢in, tek bir akson ile ilgilendigimiz,
diger tiim sinir hiicrelerinden yalitilmis ideal bir ortam olusturduk. Boyle bir ortam,
biyolojik yapiyr tam olarak yansitmadigindan, bize gercek sinir iletiminin dogasini
tam olarak vermeyebilir. Ama tek bir sinir aksonunun elektromanyetik isleyisi

hakkinda fikir vermesi, ger¢ek fenomene dair ipuglari igerebilir.

Sinir kosularindan elde edilen karakteristik denklem yardimi ile propagasyon sabiti
hesaplanmistir. Bunu yaparken, yapiy1 iki ortamli yapiya indirgeyen, zar yaklagimi
kullanilmistir. Basitlesen karakteristik denklemden, c¢esitli varsayimlar altinda
yaklagik propagasyon sabiti hesap edilmistir. Propgasyon sabitinin yardimiyla, kas
icerisindeki dalganin davranisini veren grafikler elde edilmistir. Akson disinda,
dalga, c¢ok kisa mesafelerde, biiyilk zayiflamalar gostermektedir. Mikron
mertebesindeki  uzaklik  degisimlerinde, elektrik alan biiyilk degisimler
gosterebilmektedir. Ornegin, bir sinir aksonunun, gerilimini 6l¢gmeye kalkistigimizda,
kullandigimiz elektrodun uzunlugu ve bir mikron ileriye, bir mikron geriye

degdirmemiz arasinda 6nemli gerilim farkliliklart dogmaktadir.
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5.3. Tyilestirme

Dalga kilavuzu modelinde, tek bir aksonu degil ama akson demetlerinin
elektromanyetik modellerini ¢ikartma yoluna gitmek gercek fiziksel yapinin
davranigini ortaya ¢ikarmada daha isabetli olabilir. Birbiri ile etkilesim iginde olan
aksonlardan olusan bu demetlerin dalga ifadelerini ¢ikartmak bizi gercek yapiya daha

da yaklastirabilir.
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EK A Akson Elektronik Modellerinde Eleman Tanimlari

Literatiirde, aksona ve akson zarina ait esdeger devreler ¢ikartilirken kullanilan devre
elemanlarinin  bazilarinin tanimlarinin  ve tanim bagmntilarinin  yeterince agik
olmadigimi gordiik. Simdi, literatiirde, akson zar1 modellerinde sikca kullanilan devre
elemanlarindan olan direng ve kapasite tanimlarin1 yapalim ve tanim bagintilarini
verelim. Akson zar modellerinde, bu elemanlar, ya birim boy basina ya da birim alan
basina tanimlanir. Sekil A-1’de zar direncinin ve kapasitansinin, silindirik aksonda
nasil tanimlandig1 c¢izilmistir. Sekil A-1’deki yapida, a, akson yarigapini; t, zar

kalinligin1 simgelemektedir.

akson zan

{birim boy |

Sekil A-1 Akson Zar1 Direncinin ve Kapasitansinin Yapisal Tanimi

Bir standart olarak, hiicre zarinin, ¢apsal dogrultudaki, birim alan basina kapasitansi,

C,,, simgesi ile gosterilir. Kimi kaynakta, zarin 0zgiil kapasitanst olarak da

adlandirilmaktadir. Birimi, [F/m?] veya [uF/cmz] dir. Tanim bagintis1 soyledir:
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C, =-m (A1)

(A.1)’deki c,,, birim boy basina zar kapasitansi olarak tanimlanir. Boyutu [F/m] dir.

Tanim bagintisini elde etmek i¢in, ilk dnce kapasitans tanimini hatirlayalim:

C= —8°‘E rS (A2)

& - boslugun dielektrik gegirgenligi [1/(36xmx10%) F/m]

Er : ortamin bagil dielektrik sabiti
S  tabakann yiizey alani [m?]
L : tabakalar arasi uzaklik [m]

Simdi Sekil A-1’deki yap1 goz almirsa: L =t ’dir. Birim boy basina zar kapasitansi
hesapladigimizdan, ylizey alan1 S = 27ax1 olur. (A.2) esitligi yardimiyla, ¢, tanim

bagntisini verirsek:

_ £08m 2ma (A3)

m t

&rm - zarin bagil dielektrik sabiti

Hiicre zarinin, ¢apsal dogrultudaki, birim alan kere direnci, R,,, simgesi ile
gosterilir. Kimi kaynakta, zarin 6zgiil direnci olarak da adlandirilmaktadir. Birimi,

[©2.m?] veya [kQ.cm?] dir. Tanim bagmtis1 sdyledir:
Ry = 27a.F, (A4)

(A.4)’deki r,,, birim boy kere zar direnci olarak tanimlanir. Boyutu [Q.m] dir.

Tanim bagintisini elde etmek i¢in, ilk dnce direng tanimin1 hatirlayalim:
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P (A5)

"

P : ortamin 6zdirenci [m/Q]
S - alan [m?]

L : boy [m]

Simdi Sekil A-1’deki yap1 goz alinirsa: L =t ’dir. Birim boy basina zar direncini

hesapladigimizdan, ylizey alan1 S = 27ax1 olur. (A.5) esitligi yardimiyla, r,, tanim

bagintisini verirsek:

Pmt
My = ﬁ (A.6)
Pm  :zarin 0zdirenci

Zarin, birim alan ve birim boy kere direng ifadelerinden, birim alan ve birim boy

basina iletkenlik ifadelerine de gecilebilir.

Birim alan basina iletkenlik asagida verilmistir ve boyutu [S/mz] “dir:

G, =L _%n A7)
Rm t
Oy - zarn iletkenligi

Birim boy basina iletkenlik de asagida verilmistir ve boyutu [S/m]’dir:

1 2mo
gm = — = m (A8)
M t

Akson modellerinde kullanilan bir diger devre elman1 da aksonun birim boy basina

eksenel direncini temsil eden r;’dir. Bu kez ilgilendigimiz bdlgenin alani, aksonun
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kesit alan1 oldugundan S = ma? olur. Birim uzunlugun direnci arandigindan, L =1

dir. Tiim bunlar, (A.5)’e tasinirsa aksonun direng¢ tanim bagintis1 asagidaki gibi olur:

(o P (A9)

Pi : aksonun (aksoplazmanin) 6zdirenci
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EK B Bessel ve Neumann Fonksiyon Grafikleri

1 r
— JO(n
— J1(n
— J2(n)
— J3(n
0.5
S \\
AN
c N
c
i /
7
0
-0.5 -
0 2 4 6 8 10

Sekil B-1Bessel Fonksiyonu
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Nn(r)

-0.5

— NO()
— N1(r)
— N2(r)

0.5

!

-1.5

-2.5

—— ~_

10

Sekil B - 2 Neuman Fonksiyonu
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EK C Ince Zarla Ayrilmis U¢ Ortamh Yapida Simir Kosullar

Al

II. Oram

III.Ortam

(a) (b)

Sekil C -1 (a) I. ve II. Ortamlar1 ayiran ¢ok ince zar yapi (b) (a)’daki taral kiiglik
alanin biiyiitiilmiis hali

Ampére kanunu yazalim:

fr-dl =] jwz E-df (C.1)

P
Sekil C-1’deki yapiyr goz Oniine alirsak, ta)ﬁ <<‘H‘ oldugu durumlarda, (C.1)

ifadesinin agik bi¢imi su sekilde olur.

H, (0 A -H, (0 k- H, (0 ft—t,)-H, (0 Al +H, (0}, +H,(0" )t -t,)

C.2
= jwéE, Al -t (€2

t<<1 olan yapilarda, (C.2) denkleminin sag tarafi sifir alinirsa agsagidaki esitlik elde

edilmis olur.

H,(0")=H,(0") (C3)
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(C.1) ifadesini bir kez de elektrik alan i¢in yazacak olursak:
oB
Edl=—[8.af (C.4)

‘ta),u0 H‘ << ‘ﬂ oldugu durumlarda, (C.4) ifadesinin a¢ik bi¢imi su sekilde olur.

E, (0w -E, (0"}, —E, (0 ft-t,)-E, (0 JAl+E, (0}, +E, (0" Jt-t,)

C5
=—Jou,H,Al -t (©3)

t<<1 olan yapilarda, (C.5) denkleminin sag tarafi sifir alinirsa asagidaki esitlik elde

edilmis olur.

E,(07)=¢,(0) (C6)
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