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OZET

Iki boliimden olugan bu ¢aligmanin birinci béliimiinde afin daldirma-
lar ve eg-afin yapilara ait baz temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir.

Ikinci bsliimde, (M, V) afin manifoldunun (3,V) afin manifolduna
bir total jeodezik afin daldirmas1 gbzoniine alinmig ve f : (M,V) —
(M, V) total jeodezik afin daldirmasinda (M, V) manifoldunun rekiirant
egrilikli olmas: halinde, (M, V) nin rekiirant egrilikli veya diiz olmas:
gerektigini ifade eden teoremin ispati verilmigtir. Ayrica, bu kogullara
ilave olarak, f nin ombilik ve M nin boyutunun ig¢ veya {igten daha
biiyiik olmasi halinde, (M, V) manifoldunun bir yerel projektif diiz uzay
oldugu sonucu elde edilmistir.
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AFFINE IMMERSIONS and TOTALY GEODESIC
AFFINE IMMERSIONS

SUMMARY

In this work, after having given the fundamental concepts concerning
the affine immersions, totaly geodesic affine immersions and equiaffine
stuructures, some properties related to them are studied.

By an affine manifold, we mean a pair (M, V), where M is a (con-
nected) differentiable manifold and V an affine connection on M.

Let (M, V) and (M, V) be (connected) differentiable manifolds with
torsion-free affine connections V and V and of respective dimensions n
and m.

An immersion f : M — M is called affine immersion if around each
point of M there is a field of transversal subspaces z — N, :

TieyM = fu(To(M)) +N,
such that for vectors fields X and ¥ on M we have a decomposition
_v-f'(x)f*(Y) = f*(VXY) + Ol(.X, Y)

where a(X,Y) € N, at each point z.a is said to be the second funda-
mental form of the immersion f. N;(M) will be called the normal space

(rather than the transversal subspace) at z € M, and the assignment
r € M — Ny(M) will be called the normal bundle and will be denoted
simply by N(M).

If £: 2 — £; is a normal vector field, then we write

Vb = —fu(AeX) + V£

where A, X € T,(M) and V;ﬁNz at each point, A being the shape

tensor, A the shape operator for ¢ and V" is the connection in the
normal bundle.

We identify M, locally, with the image f(M) and simplify the denota-
tions by dropping the sign of the differential f. of the immersion f from
the formulas and write

VxY =VxY +a(X,Y)
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— L
Vxt = —AeX+V €

If M is a hypersurface of M, then the formulas above take the form
va =VxY + h(X, Y)§

Vx€=—5(X)+(X)¢

Where S is a tensor field of type (1,1) and 7 is a 1-form. We call S the
shape operator and 7, the transversal connection form for f.

If o =0 at a point z, we say that f is totaly geodesic at z. f a =0
at any point of M, we say that f is totaly geodesic.

f is said to be umbilical at £ € M if there is a 1—form p on N (M)
such that A = p(§)I for any ¢ € N;(M), where I denotes the identity

transformation. If f is umbilical at every point of M, we say that f is
umbilical.

An affine manifold (M, V) is said to be of recurrent curvature if its
curvature tensor R is non-zero and satisfies the condition VR = ¢ ® R.
for certain 1—form ¢ (called the recurrence form).

Two affine connections V and V' on a differentiable manifold M are
said to be projectively equivalent if there is a 1-form 8 such that

LY = VxY +8(X)Y +6(Y)X

for all vector fields X,Y, on M. It is known that two affine connections
are projectively equivalent if and onl if they have the same family of
curves as pregeodesics.

The Weyl projective curvature tensor P of an affine connection V on
a manifold M is defined by

P(X,Y)Z = R(X,Y)Z —(L(X,Y) - L(Y, X))Z + L(Y, Z)X — L(X, Z)Y

where

L(X,Y) = —(n® - 1) [nRic(X,Y) + Ric(¥, X)]
Ric being the Ricci tensor given by

Ric(X,Y) = I2{Z — R(Z,X)Y}

An affine manifold (M, V) is said to be locally projectively flat if in a
neighborhood of each point of M the connection V is projectively equiv-
alent to an affine connection V' which is flat, that is, the curvature tensor
tensor R' of V' is identically zero.



Fundamental equations of Gauss and Codazzi for the affine immersion
f can be written as

ta.n—R(X, Y)Z = R(X, Y)Z + AQ(X’Z)Y _ AQ(Y’Z)X
norR(X,Y)Z = (Vxa)(Y, 2) - (Vya)X, 2)
tan R(X,Y )¢ = (Vy A)e X — (VxA)Y
norR(X,Y)¢ = a(4eX,Y) — a(X, AY) + RH(X,Y )¢
for arbitrary vector fields X,Y,Z on M and a normal vector field ¢,

Where R, R, R are the curvature tensors of the connections V,V and
V+ respectively.

In case (M, V) is a hypersurface of (M, V) the above equations reduce to

tan R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + h(X,Z)SY — h(Y, Z)SX

norR(X,Y)Z = (Vxh)Y, Z2) + 7(X)h(Y, Z) — (Vyh)(X, Z) — 7(Y)h(X, Z)
tan R(X,Y )¢ = —(VxS)Y) + 1(X)SY + (VyS)(X) - 7(¥)SX

norR(X,Y ) = —h(X,SY) + h(SX,Y) + 2r(X)r(Y).

The covariant derivatives V,a,V, A are defined by

(Vxa)(Y,Z) = Vya(Y, Z) — A VxY, Z) — a(Y,VxZ)

(VxA)gY =VxAY —AVxY -A_1 Y
Vi€

In the case where (M, V) is projectively flat (with symmetric Ricci Ten-
sor), we have

R(X,Y)Z =7(Y,2)X — 3(X, )Y
, where ¥ is normalized Ricci tensor for (M, V).

In this case, all the formulus above become simpler. Thus we have

R(X, Y)Z = 7(Y, Z)X — W(X, Z)Y + AQ(Y,Z)X — AQ(X,Z)Y
(Vxa)(Y,Z) =(Vya)(X, Z)
(VxA)Y +7(Y, )X = (VyA)eX +¥(X, €)Y
RHX,Y)E = (X, AcY) ~ a(Ac X, Y)

Following[4], equiaffine structures are considered, and the following re-
sults are obtained:

(1) ¥ M is a hypersurface of M, f: (M,V) - (M,V) an affine
immersion and (M, V,W) an equiaffine structure, then

VW = (X)W

vil



Consequently, (M,V,W) is an equiaffine sturucture, if and only if
T =0.

(2) ¥ (M,V,W) and (M,V,W) are equiaffine stuructures and if f :
(M,V) - (M,V) is an affine immersion, then an associated transversal
vector field £ can be chosen to be equiaffine.

For a totaly geodesic affine immersion f : (M,V) — (M,V) the
following results are obtained.

(a) For a totaly geodesic affine immersion, the fundamental formulas
of Gauss and Codazzi become simpler and take the forms

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z)
R(X,Y)t = —(VxA)eY +(VyA)eX + RHX,Y)E

(b) Assume that f : (M,V) — (M,V) is a totaly geodesic affine im-
mersion and (M,V) is an affine manifold of recurrent curvature, say
VR =¢®R. Then (M,V)is (a) flat or (b) of recurrent curvature, more
precisely VR = #é ® R, ¢ being the pull-back of the recurrence form ¢
onto M.

(c) For a totaly geodesic affine immersion, we have

(VwR)(X,Y)Z = (VwR)X,Y)Z

- = 2
(VwR)(X, Y)E =(R(X, Y )A)eW + A R(X, Y)W = (V,  4)eY
2 L
+ (Vipy AeX + (V,, RIX,Y)E
(d) Let f: (M,V) — (M, V) be a totaly geodesic affine immersion, where

(M,V) is an affine manifold of recurrent curvature, say V R = ¢ ® R.
Then we have

A¢R(X, Y)W = — (R(X, V) A)eW — (T A X + (Vo A)eY
+(W)(VyA)eX — (VxA)Y)
(Vg BE)(X, Y )E =4(W)RH(X, V)t

In particular, when f is additionaly umbilicial, i.e. A¢ = p(€)I then
1
POIR(X, Y)W =— (R (X,Y)p)(E)W

(Vo )0)(E) = $W)(Vy 2)(ENX
(T )0)(E) = ST g P E)Y-

viii



(e) A sufficient condition for vanishing of weyl projective curvature tensor
P(X,Y)Z = RX,Y)Z —(L(X,Y)- LY, X))Z+ L(Y,Z2)X - L(X,Z2)Y
is given by the following theorem:

Let P be the Weyl projective curvatire tensor of an affine manifold
(M,V). n=dim M > 3, and z a point of M. If there exist (0, 2)-tensors
B and C such that

R.(X,Y)Z =B(X,Y)Z - C(Y,2)X +C(X,2)Y
for any X,Y,Z € T,(M), then P, = 0.

(f) Morever, let f : (M,V) — (M, V) be an affine immersion. Then,
if f is a totaly geodesic and umbilical with A # 0 (M, V) will be locally
projectively flat if (a) (M, V) is of recurrent curvature and n = dim M >
3 or (b) (M,V) is an affine locally symmetric space.

ix



BOLUM 1
AFIN DALDIRMALAR VE ES—AFIN YAPILAR

1.1 AFIN DALDIRMALAR.

Bilindigi gibi, diferensiyellenebilen, irtibath bir M manifoldu ile bu-
nun tzerinde tamuml bir V afin konneksiyonunun olugturdugu (M, V)
¢iftine bir afin manifold denir.

M ve M, sirasiyla, n ve n + p boyutly, irtibatl, diferensiyellenebilen
iki manifold, V ve V de, sirasiyla, M ve M de tammh burulmasiz afin

konneksiyonlar olsun.

f: M — M bir daldirmasim gézoniine alalim. V, € M noktasimn bir

U civarinda tanimh bir N : £ — N, transversal altuzay alam (Normal
Uzay)

Ti(eyM = fu(To(M)) + N, (1.1.1)

ve X, Y € x(M) (M flzerinde diizglin vektor alanlar ciimlesi),
a(X,Y) € N, olmak tizere,
V5o fi(Y) = f(VxY) +o(X,Y) (1.1.2)

olacak sekilde varsa, f daldirmasina bir afin daldirma ad: verilir [1].
Burada a, T;(M) teget uzay: tizerinde tanumli, bir simetrik, bilineer form

olup, ikinci esas form olarak adlandinlir.

TEOREM 1.1.1 f : (M,V) — (M,V) bir afin daldirma ve z € M
olsun. Bu takdirde, X,Y € T,(M) olmak {izere biitiin a(X,Y) ler

tarafindan gerilen N, normal uzay: tek tirld bellidir.



i,
ISPAT : N', , X noktasinda N, den farkh bir normal uzay ve o' ise N’
‘e karg1 gelen ikinci esas form olsun. 7(X,Y) € T,(M) ve B(X,Y) € N,
olmak lizere, a(X,Y) = r(X,Y) + B(X,Y) koyalum.
Buradan 7(X,Y) =0 ve o( X,Y) = B(X,Y) = &/(X,Y) elde edilir. N,
normal uzay:r bitiin a(X,Y’) ler tarafindan, N, normal uzayida biitiin

o'(X,Y) ler tarafindan gerildiginden, N, = N/ elde edilir.

f:(M,V)— (M,V) bir afin daldirma ve ¢:  — £, € N, bir normal
vektér alant ise, A¢X € To(M) , V& € N, olmak iizere,¥z € M igin

— L
Vit = —fulAcX) + Ve (1.1.3)
olsun. Burada, Vz € M igin,
A:(§,X) €Ny x To(M) — AeX € To(M)

seklinde tanimlanan A tasviri bilineer olup A ya sekil tensdriy; A ye
ise ¢ icin gekil operatdrii denir. V1, normal demet {izerinde bir kon-
neksiyon olup, normal konneksiyon olarak adlandinlir. M ile f(M)
ozdeglenebileceginden, (1.1.2) ve (1.1.3) denklemleri fu(X) = X, fu(Y) =
Y, fu(VxY) = VY, fu(Ae X) = A¢ X koyarak

VxY =VxY +o(X,Y) (1.1.4)

—_ L
Vxé=—AcX + V& (1.1.5)

seklinde yazilabilir.

Ozel olarak, M altmanifoldu 3 nin bir hiperyiizeyi ise (1.1.4), (1.1.5)
denklemleri

VxY =VxY +h(X,Y) (1.1.8)
Vxé=-—8(X)+r(X)¢ (1.1.7)

gekline girer. Burada, (1.1) tipinde bir tensér alami olan S tasvirine
hiperylizeyin gekil operatorii; bir 1-form olan 7 ya da f daldirmasina

karg: gelen normal konneksiyon formu denir.



3
f:(M,V) — (M,V) bir afin daldirma olduguna gore, (1.1.4),(1.1.5)
formilleriyle belirli & ve A tensortintin kovaryant tirevleri, sirasiyla,
(Vxa)(Y,2) = VxalY, 2) - o(VxY, 2) ~ oY, V%Z)  (L18)
(VxA)Y =VxAY — A:VxY — AVJ_ Y (1.1.9)

b's
seklinde tanimlanmigtir.

Diger taraftan, f : (M,V) — (M,V) bir afin daldirma, R , R, Rt
sirasiyla, V , V, V+ konneksiyonlarna karsi gelen egrilik tensérleri ve

X,Y,Z € x(M) olmak {izere
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z + Aaix,2)Y — Aav,py X+

(Vxa)(Y,Z) - (Vya)(X, Z) (1.1.10)
RX,Y)E =(VyA)eX — (VxA)Y + o(4¢X,Y)-
(X, AY)+ RH(X,Y)¢E (1.1.11)

dir. (1.1.10) ve (1.1.11) den R(X,Y)Z ve R(X,Y )¢ nin tegetsel ve normal
bilesenleri

tan R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + Aux,2)Y — Aa(y,2)X (1.1.12)
norR(X,Y)Z = (Vxa)(¥,2) - (Vya) X, Z) (1.1.13)
tanR(X, Y =(VyA)eX — (VxA)Y (1.1.14)

norR(X,Y )¢ = a(A¢X,Y) — a(X, AcY )+ REH(X,Y)¢ (1.1.15)

olarak elde edilir. (1.1.12), (1.1.14) Gauss denklemleri, (1.1.13), (1.1.15)
Codazzi denklemleri olarak adlandirlir.

Ozel olarak M altmanifoldu M nin bir hiperyiizeyi ise (1.1.12,)
(1.1.13), (1.1.14), (1.1.15) formilleri sirasiyla

tan R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + h(X, Z2)SY — h(Y, 2)SX (1.1.16)
norR(X,Y)Z = (Vxh)(Y, Z) + (XY, Z) — (Vyh)(X, Z)
~r(V)K(X,Z) (1.1.17)
tan B(X,Y)¢ = ~(VxS)(Y) + 7(X)SY + (VyS)(X) — r(Y)SX (1.1.18)
norR(X,Y)¢ = —h(X,SY) + h(SX,Y) + 2r(X)r(Y) (1.1.19)

gekline girer.
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M diferensiyellenebilen bir manifold,V ve V' M {zerinde tammh iki
afin konneksiyon olsun. VX,Y € x(M) igin
Y =VxY +6(X)Y + )X

bagintisini gergekleyen bir § 1- formu mevcutsa, V' ve V afin konneksi-

yonlarina projektif olarak egdeger denir.

(M, V) bir afin manifold olmak {izere, Yz €.M noktasimn bir civarin-
da V afin konneksiyonuna projektif egdeger bir V' diiz afin konneksiyonu
varsa, (M, V) afin manifolduna yerel projektif diiz denir.

V, M manifoldu tizerinde tamuml bir afin konneksiyon ve R de V ya
kars: gelen egrilik tensérii olsun. X,Y, Z € x(M) olmak {izere

Ric(X,Y) = I2{Z — R(Z,X)Y} (1.1.20)

geklinde tanumli (0, 2) tipindeki tensor alanina Ricci tensor alani denir.
boy(M) =n ve

L(X,Y) = —(n® — 1) "' [nRic¢(X, Y) + Ric(Y, X)] (1.1.21)
olmak tzere

P(X,Y)Z = R(X,Y)Z - (L(X,Y) = (Y, X))Z + L(Y, 2)X — L(X, Z)Y
(1.1.22)
geklinde tanmimh P tensoriine Weyl projektif egrilik tensorii ad: veri-

lir. Heride kullanmak tizere agagidaki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.

TEOREM 1.1.2 (M,V) bir afin manifold ve boy(M) > 3 olsun.
(M, V) afin manifoldunun yerel projektif diiz olmas: i¢in gerek ve yeter

gart, 1.1.22 formiiliyle tanimlanan Weyl projektif egrilik tensoriiniin 6z-
deg olarak sifir olmasidir [2].

TEOREM 1.1.3 (M, V), boyutu >3 olan, simetrik ve normalize edil-

mig 7 Ricci tensoriine sahip bir yerel projektif diiz manifold olsun.
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(M,V), (M,V) nin afin daldinlmig altmanifoldu olduguna gore
(1.1.12), (1.1.13), (1.1.14), (1.1.15) denklemleri, sirasiyla

R(X,Y)Z =3(¥,2)X = (X, D)Y + Aav,X — Aatx.)Y (1.1.23)

(Vxa)(¥,2) = (Vya)X, Z) (1.1.24)
(VxAeY +7(Y,6)X = (VyA)eX +7(X, )Y (1.1.25)
RYX,Y)E = a(X, AeY) — a(AeX,Y) (1.1.26)

geklini alir.

ISPAT: Bilindigi gibi (3], simetrik Ricci tensériine sahip (M, V) afin
manifolduna ait Weyl projektif egrilik tensorii

seklinde yazilabilir. (3, V) yerel projektif diiz afin manifold oldugundan,
Teorem 1.1.2 ye gore P(X,Y)Z = 0 dir. Buradan

'R(X, YZ =FY,2)X —7(X, Z2)Y] (1.1.27)
R(X,Y)E = 7(Y,6)X —F(X,)Y] (1.1.28)
bulunur. Ricci tensoriiniin normalize edilmis olmasindan dolay:
norR(X,Y)Z =0 norR(X,Y ) =0
dir. Buradan .
tanR(X,Y)Z = R(X,Y)Z tanR(X,Y)¢t = R(X,Y)¢

elde edilir. Bulunan bu denklemler (1.1.12), (1.1.13), (1.1.14), (1.1.15) de
dikkate alimrsa, (1.1.23), (1.1.24), (1.1.25), (1.1.26) denklemleri bulunur.

TEOREM 1.1.4 Teorem 1.1.3 deki kosullara ilave olarak ¥ nin diiz bir
afin konneksiyon oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (1.1.23), (1.1.25)
denklemleri, sirasiyla

R(X,Y)Z = AQ(Y’Z)X —Aax,2)Y (1.1.29)
(VxA)Y =(VyA)eX (1.1.30)

gekline girer.
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ISPAT: V bir diiz afin konneksiyon oldugundan (1.1.27), (1.1.28)
denklemlerinin sol tarafi sifirdir. Bu takdirde (1.1.23), (1.1.25) den
(1.1.29), (1.1.30) elde edilir.

1.2 ES-AFIN YAPILAR

(M, V) bir afin manifold olsun. V, € M nin bir civarinda VxW =0
olacak gekilde sifirdan farkh bir W n—formu (paralel hacim elemam)

mevcutsa, (M, V, W) {gliisiine bir eg—afin yap1 adi verilir [4].

M, M nin bir hiperytzeyi, f : (M,V) — (M, V) bir afin daldirma,
¢ bu afin daldirmaya iliskin transversal vektor alani ve (M, V, W) bir eg
afin yap1 olsun. M tzerindeki W hacim elemam, X;, Xo, ..., X, T-(M)

nin herhangi bazini géstermek {izere

W (X1, X,y Xn) = W(X1, X2, ey Xn, &) (1.2.1)

geklinde tanimlamr.

TEOREM 1.2.1 M , M nin bir hiperyiizeyi, f : (M, V) = (M, V) bir
afin daldirma ve (M, V, W) bir eg afin—yap: ise

VW = (X)W (1.2.2)

dar.

ISPAT: W (X1, X2, Xn, &) (n + 1)— formunun X € x(M) dogrul-

tusundaki tiirevi
(—V_X W)(Xl,Xg,...,Xn,ﬁ) = X(W(Xl,Xg, vy Xy €))

=Y W( X1y, Vi Xiy ooy Xy €) = W(X1, o0y X, VxE)
=1

dir.
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(1.1.8), (1.1.7), (1.2.1) kullamlirsa

(Vx W) (X1, X2,y Xn, &) = X(W(X1, X2,y 000 X))

=Y W(X1, .o VxXi + h(X, XE, s X,y €)

i=1

—W(Xl, veey Xna "'S(X) + T(X)g)

bulunur. W nin her bilesene gore lineer oldugu ve (1.2.1) bagintis: gozd-

nine alimirsa
(Vx W)(Xl,Xz, vy Xny &) = X(W (X1, X2, ..., XR))

—ZW(XI, e Vi Xiy Xn) = 7(X)W (X1, Xz, eer Xin)
i=1
elde edilir.
Vx W=X(W(X1, Xz, X0)) = Y W(X1,..., Vx Xi, X)

=1

oldugu hatirlanirsa
VxW=Vx W-1(X)W

elde edilir. (M, V, W) nin bir ey—afin yap: olmast nedeniyle, Vx W =0
olacagindan

Vx W=r(X)W

bulunur.

SONUG:1.2.1 (M,V,W) nin bir es—afin yap: olmas! i¢in gerek ve
yeter gart, 7 = 0 olmasidir.

M, M nin bir hiperyiizeyi, (M,V,W) ve (M,V,W) es afin—yapilar,
f: (M,V) = (M,¥V) bir afin daldirma, ¢ bu afin daldirmaya iligkin
transversal vektor alam olmak {izere, (1.2.1) bagntis1 Tz (M) nin her-
hangibir {Xy, X2, ..., Xn} baz: i¢in gergekleniyorsa, § transversal vektor

alamina eg-afin denir.
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TEOREM 1.2.2 M,M nin bir hiperyiizeyi, (M,V,W) ve (M,V,W)
eg afin yapilar, f : (M,V) — (M,V) bir afin daldirma ve ¢ bu afin
daldirmaya iligkin transversal vektdr alani olsun. Bu takdirde £ transver-
sal vektor alani eg-afin olacak gekilde belirlenebilir.

ISPAT: W(X1, X, ..., Xn, &) ifadesinde
P =W(X1, X2y, Xny) | W(X1, X2, 000y Xy €)
olmak {zere ¢ yerine ¢ konursa,
W(X1, X2y, Xny 9E) = oW (X1, X2, oo, X, ) = W(X1, X2, 000y X)

bulunurki bu da ¢ transversal vektor alaninin es-afin oldugunu gosterir.
Qimdi de afin daldirmaya iligkin agagidaki ornekleri inceleyelim.
Ornek 1.2.1 Izometrik Daldirilmig Hiperytizey

(M, g) ve (M, ), sirasiyla, n ve n+1 boyutlu Riemann manifoldlar, V
ve V de ,M ve M iizerinde tanuml Levi-Civita konneksiyonu olsunlar. f :
(M,V) — (M, V) izometrik daldirmasini gézdniine alalim. f : (M, V) —
(M, V) izometrik daldirmasi, ¢ birim transversal vektor alamina sahip bir
afin daldirmadr.

Ornek 1.2.2 Afin Silindir

¥(t), R(*Y de diizgiin bir egri ve £(¢), ¥(t) egrisi boyunca tamumli bir
vektor alani olsun. R("*1) de, (n — 1) boyutlu parelel afin uzaylardan
egrisinin herhangi bir P noktasindan gegenini, R(*~1)(P) ile gosterelim.

Ayrica agagidaki sartlarin gerseklendigini kabul edelim.

i) 7v'(t),&(t) ve R(""l)(*y(t)) lineer bagimsiz olsunlar.
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i) p = p(t) diferensiyellenebilen bir fonksiyonu gdstermek fizere,

¥"'(t) = p(#)€(t) olsun.

t € R, y € R*~! olmak iizere, R™ nin herhangi bir noktas: (¢,y) € R®
ile gosterilebilir. f : R™ — R™! daldirmas: f(¢,y) = ¥(t) + v seklinde
tamimlanmig ve f daldirmasina ait transversal vektdr alani £(¢,y) = £(2)
geklinde verilmig olsun. Bu takdirde, f tasviri bir afin daldirmadir.

R™ de, z(t) = (t,0) gibi bir egri gozoniine alinirsa

Vif(ze) =4"(t) = p(t)E(t)

ve buradan da h(%, %) = p(2) dir.
Ornek 1.2.3 Graf Daldirma

Diz afin V konneksiyonuna sahip n boyutlu bir manifold M™ ve
¢ : (M™, V) — R" bir afin daldirma olsun. R”™ yi, R**! de bir H
hiperdiizlemi olarak alalim. H hiperdiizlemine transversal olan paralel
vektor alam € olsun. F : M™ — R herhangibir diferensiyellenebilen
fonksiyon olmak tzere, z € M™ i¢in f : M™ — R"*! tasvirini f(z) =

#(z) + F(z)¢ seklinde tanimlayahim.
Ye Tz(Mn) 1g1n
Jo(Y) = ¢u(Y) + (dF)(Y )¢
oldugundan, { bir daldirmadir.

X,Y € x(M™) igin

Vxfu(¥) = Vxda(¥) + Vx(YFE)
= $.(VxY) + (XY F)¢
= f(VxY)+(XYF - (VxY)F)¢
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oldugundan, f: M™ — R™*! tasviri ikinci -esas formu
MX,Y) = XYF — (VxY)F

olan bir afin daldirmadar.

Tersine olarak, V mn bir diiz konneksiyon ve f : (M™,V) — R"*!
tasviri de S = 0 olacak gekilde bir afin daldirma olsun. Bu takdirde
f afin daldirmasi, uygun bir F : M™ — R igin graf daldirmaya egde-
gerdir. Gergekten, ¢ transversal alanimin eg-afin oldugunu kabul eder-
sek, S = 0 kosulundan Vx¢ = 0 bulunur ki, buda ¢ nin sabit (par-
alel) bir vektor alani oldugunu gosterir. H = R"*, R**! uzaymnn £ ye
transversal olan bir hiperdiizlemi olsun. II : R**! — R™ tasviri de
€ dogrultusundaki izdligim tasviri, yani Ilof : M™ — R"™ gorintiisi
W (R™ de bir agk ciimle) olan bir afin daldirma olsun. Bu takdirde,
f(z) = (of)(z) + F(z)¢ olacak gekilde diferensiyellenebilen bir F' :
M™ — R tasviri bulunabilir. O halde f tasviri bir graf daldirmadir.



BOLUM 2
TOTAL JEODEZIK AFIN DALDIRMALAR

f:(M,V) — (M,V) bir afin daldirma ve o da bu afin daldirmaya
iligkin ikinci esas form olsun. z € M igin o = O ise, f : M — M afin
daldirmasina, z € M noktasinda total jeodezik dir denir. Eger Vo € M
icin @ = 0 ise, f : M — M afin daldirmasina total jeodezik afin
daldirma adi verilir [5].

f: (M, V) = (M,V) bir total jeodezik afin daldirma ise @ = 0
olacagindan (1.1.4), (1.1.10), (1.1.11) denklemleri, sirasiyla

UxY =VyY (2.1)
E(X, Y)Z =R(X,Y)Z (2.2)
B(X,Y)E = ~(VxA)Y +(Vyd)eX + REX,Y)E  (23)

sekline girer.

f:(M,V) = (M,V) bir afin daldirma ve A da bu afin daldirmaya
iligkin gekil tensorii olsun. X,Y, W € x(M) ve ¢ bir normal vektor alam

olmak {izere A gekil tensoriiniin ikinci mertebeden kovaryant tirevi

(Vy AW = (Vx(Vy AW — (Vo AW (24)

VxY
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geklinde tamimlamr. (1.1.9) u kullanarak (2.4) ifadesi

2
(VXYA)5W =Vx(VyA)eW — (Vy A)eVxW
—(VyA) v)_l; W —(V vXYA)£VV
=VxVyAW —VxAVyW

—~VxA_1L W —VyAVxW

VYE
+ AVy VW +A_L VW (2.5)
V¢
~VyA_1 W+A_1 VyW
Vx¢ Vxé
+A L 1 W—-V AeW
ng fo .. VxY
+ AV W4 A w
¢ VxY V'L ¢
VY

geklinde yazilabilir.

f:(M,V) — (M,V) bir afin daldirma, A bu afin daldirmaya iliskin
gekil tensorl ve R de V konneksiyonuna kars: gelen egrilik tensori olsun.

X, Y, W € x(M) ve £ bir normal vektor alam olmak tizere, ((R(X,Y)A)e
2 2
(R(X,Y)A)W = (Vyy AW — (Vy  A)eW (2.6)
geklinde tanmimlanmg olsun. (2.5) i kullanarak, (2.6) ifadesinden

(R(X,Y)A)eW = R(X,Y) AW — AR(X, Y)W — 4 1 x7) g (2.7)

bulunur.

TEOREM 2.1 f: (M,V) — (M, V) bir total jeodezik afin daldirma,
A bu afin daldirmaya iligkin gekil tensorii, R ve R de, sirasiyla, V ve V afin
konneksiyonlarina kars: gelen egrilik tensorleri olsun. XY, Z, W € x(M)

ve £ bir normal vektor alam olmak tizere,

(VwR)(X,Y)Z = (VwR)(X,Y)Z (2.8)



~13 -

(VwB)(X,Y)E =(R(X,Y)A)W + AeR(X, Y)W — (Vy  A)eY

+ (Vg A)eX + (Vo BEY(X, Ve

dir.

(2.9)

ISPAT: Bilindigi gibi [6], R(X, Y)Z nin W dogrultusundaki kovaryant

turevi,

(VwR)(X,Y)Z =VwR(X,Y)Z - R(VwX,Y)Z
~R(X,.VwY)Z -R(X,Y)\VwZ

(2.10)

geklindedir. (2.1), (2.2) denklemleri (2.10) da dikkate alinirsa (2.8) ba-

gintis: elde edilir. Diger taraftan,

- R(X,VwY )t = R(X,Y)Vw¢

bagmtisinda (2.1), (2.3) ve (1.1.5) formilleri kullamilirsa,

(vwﬁ)(X,Y) = — Vw(VxA)gy + Vw(VYA)eX

1 3
~A iy T IW B Y

+ (VVWX A)gY - (VyA)evWX
~RYVwX,Y)E+(VxA)eVwY

—(V A)eX — RH (X, VwY)t

VwY
+ R(X,Y)AW +(Vx4)_L Y
vW

- (VYA)VJV;, §X — RM(X, Y)vi;,i

bulunur. (2.12) de (2.5) bagintisi dikkate alimirsa

(VwR)X, Y)E =R(X,Y)AW —A_| o,

+ (Vopy )X + (Y B )X, Y)E

2
W — (Vi AeY

(2.11)

(2.12)

(2.13)

elde edilir. Son bagintida (2.7) kullanilirsa (2.9) bagintisim elde edilir.
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(M, V) bir afin manifold ve R de V konneksiyonuna iligkin sifirdan
farkl egrilik tensdrii olsun. VR = ¢ ® R bagintis1 gergeklenecek gekilde
bir ¢ 1—formu (rekiirant formu) mevcutsa, (M, V) afin manifolduna re-

kiirant egrilikli afin manifold denir.

TEOREM 2.2 f : (M,V) — (M, V) bir total jeodezik afin daldirma
ve (M, V) manifoldu rekiirant egrilikli (V R = ¢® R) afin manifold olsun.
Bu takdirde, (M, V) manifoldu

(a) Diizdiir,
veya

(b)Rekiirant egriliklidir. Yani, ¢ rekiirant formunun M {izerine geri

¢ekilmigi ¢ olmak tizere, VR = ¢ ® R dir.

ISPAT: (a) B = 0 olmas: halinde f total jeodezik afin daldirma
oldugundan, (2.2) denklemine gére R = 0 dir. Yani (M,V) afin ma-

nifoldu dizdur.

(b) R # 0 ve (M, V) rekiirant egrilikli bir afin manifold olsun. (2.2)
ve (2.8) denklemleri gézéniine alimirsa, ¢ nin M {izerine geri gekilmigi ¢
olmak tizere, VR = ¢ ® R elde edilir. Bu da (M, V) afin manifoldunun

rekiirant egrilikli oldugunu gosterir.

z € M ve V¢ € N (M) i¢in, I birim tasviri gostermek tizere, A¢ =
p(€)I bagintisimi saglayacak gekilde, N; normal uzay: {izerinde taniml
bir p 1—formu mevcutsa, f ye z € M noktasinda ombilik denir. Vz € M

igin f ombilik ise, f ye ombilik denir.

f bir afin daldirma ve p da N(M) normal demeti tizerinde taniml bir
1— form olsun. Bu takdirde, p nun V+ konneksiyonuna gdre birinci ve

ikinci mertebeden kovaryant tiirevleri, sirasiyla

(Ve p)(E) = X((o(E)) — p(V ) (2.14)



(2.15)

geklinde tanimlanir.

f bir afin daldirma ve p, N(M) normal demeti {izerinde taniml bir 1—
form, R+ de V* konneksiyonuna kars: gelen egrilik tensorii olmak iizere

n 12 12
RHX,Y)p=Vyyp—Vyyp (2.16)

geklinde olsun.

f, afin daldirmas: ombilik,yani A¢ = p(§)7 ise,

(VxA)Y = (V3 p)(E)Y (2.17)
(Voy A)eZ = (Vo 0)(E)Z (2.18)
(R(X,Y)A)¢Z = (RH(X,Y)p)(€)Z (2.19)

bagintilan elde edilir.

TEOREM 2.3 f : (M,V) — (M,V) bir total jeodezik afin daldirma
ve (M, V) rekiirant egrilikli (V R = ¢ @ R) bir afin manifold olsun. Bu
takdirde

AeR(X, Y)W = — (R(X,Y)A)eW — (Vo A)eX + (Vo A)eY
+ ¢(W)((VyA)eX — (VxA)Y) (2.20)
(Vi RE)(X,Y)E =(W)RS(X, Y)E (2.21)

elde edilir.
ISPAT: (2.9) bagmtisindan

AeRUX, VYW = — (R(X, Y)A)eW — (Vo A)eX + (Vo A)eY
+ (T BX Y — (Vi RO, Y)E (2.22)
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bulunur. ¢ rekiirant formunun (M, V) manifolduna, geri ¢ekilmigi ¢ ol-
mak Uzere, (2.3) geregince (2.22) nin tegetsel ve normal kisimlarimin

esitlenmesiyle (2.20) ve (2.21) bagintilan elde edilir.

Teorem 2.3 deki kogullara ilave olarak f nin ombilik oldugunu kabul
edilirse (2.17), (2.18), (2.19) bagintilar: geregince,(2.20) bagintis:

HERX, Y)W =— (R (X,Y)p)O)W
— (T J0)E) = STy p) )X (223)

+ (Vi )O)E) — dWY(V 3 pNENY
gekline girer.

(M, V) bir afin manifold ve z € M olsun. ¥(0) = z olmak {izere her v
jeodezigi i¢in (szov)(t) = v(—t) olacak sekilde bir s; : (M,V) — (M, V)
afin tasviri mevcutsa, bu tasvire (M, V) mn x’e gore afin simetrigi denir.
Eger (M,V) min Vz € M ye gore bir afin simetrigi varsa (M, V) ya bir

afin simetrik uzay ad: verilir.

(M, V) bir afin manifold olsun. Vz € M nin bir V civarinda tamimh
bir s, : (V,V) — (M,V) afin tasviri,Vv € Tp(M) igin (sz),v = —v
bagintisim gergekleyecek gekilde mevcutsa,(M, V) manifolduna yerel si-

metrik afin uzay denir.

TEOREM 2.4 Boyutu ii¢ veya tigten biytk olan (M, V) afin mani-
folduna iliskin Weyl projektif egrilik tensorii P, V konneksiyonuna karg:
gelen egrilik tensorli R ve £ € M olsun. (0,2) tipinde B ve C tensorleri,
VX,Y,Z € x(M) igin

R(X,Y)Z =B(X,Y)Z -C(Y,2)X +C(X,2)Y (2.24)

bagintisim gergekleyecek sekilde mevcutsa, P, = 0 dir.

ISPAT: Birinci Bianchi 6zdegligine gore

R(X,Y)Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0 (2.25)
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dir. (2.25) den (2.24) yardimiyla
B(X,Y)=C(X,Y)-C(Y,X) (2.26)

bulunur.

Buradan, (1.1.20) de tanimlanan Ricci tenséri
Ric (Y, Z) =iz{X — R.(X,Y)Z}
=B(Z,Y)—(n-1)C(Y, Z) (2.27)
=-—nC(Y,Z)+C(Z,Y)

gekline girer. (2.27) bagmtis1 kullanilarak, (1.1.21) denklemi ile tammla-

nan I tensori

L.(Y,Z) = —(n* — 1) (nRic,(Y, Z) +Ric.(Z,Y))
(2.28)
=C(Y,2)

seklinde yazilabilir. (1.1.22) de (2.24),(2.26) ve (2.28) bagintilan gézonii-

ne alinirsa P, = 0 elde edilir.

TEOREM 2.5 f : (M, V) — (M, V) total jeodezik ve ombilik (4 # 0)
bir afin daldirma olsun. Bu takdirde,

(a) boyM > 3 ve (M, V) rekiirant egrilikli bir afin manifold

veya.

(b) (M, V) yerel simetrik bir afin manifold

ise, (M, V) afin manifoldu yerel projektif diizdir.

ISPAT:Eger (M, V) manifoldu diiz ise (2.2) denkleminden (M, V)

manifoldunun da diiz oldugu kolayca goriilir. R#0ve VR=¢QR
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (2.2) ve (2.8) den, ¢ nin M {izerine



~18 -

geri ¢ekilmigi ¢ olmak {izere, VR = ¢® R dir. Buradan, sirasiyla (1.1.20),
(1.1.21),(1.1.22) denklemleri ile ta.mmlaﬁaﬁ R1cc1 tensori, L tensori ve P
Weyl Projektif egrilik tensoérii VRic = ¢ @ Ric, VL = ¢ L, VP = ¢Q P
bagintilarini gergekler. VP = ¢ ® P oldugundan, P tensorii M iizerinde
ya heryerde sifirdir, yada higbir yerde sifir degildir [7],[8]. Diger taraftan,
f total jeodezik afin daldirmas: ombilik oldugundan, (2.23) formiilii ile
belirli R, egrilik tensériiniin ¢ € M noktasinda (2.24) formunda oldugu
goriilir. Buradan, Teorem 2.4 ye gore, ¢ € M noktasinda P, = 0 olur.
z € M i¢in P, = 0 oldugundan M {izerinde P ozdes olarak sifirdir. O
halde, (M, V) afin manifoldu yerel projektif diiz bir afin manifolddur.
Iki boyutlu yerel simetrik afin uzayin daima yerel projektif diiz oldugu

gozonine alimirsa ispat tamamlanmig olur.



SONUCLAR ve ONERILER

Bu galiymada (M, V) afin manifoldunun (34, V) afin manifolduna bir
total jeodezik afin daldirmas: gozoniine ahnmig ve f : (M, V) — (M, V)
total jeodezik afin daldirmasinda (M, V) manifoldunun rekiirant egrilikli
olmas: halinde,(M, V) nin rekiirant egrilikli veya diiz olmas:1 gerektigini
ifade eden teoremin ispat: verilmigtir. Ayrica, bu kogullara ilave olarak,
f nin ombilik ve M nin boyutunun ii¢ veya {igten daha biiylik olmas:
halinde, (M, V) nun bir yerel projektif diiz uzay oldugu sonucu elde

edilmigtir.

Burada ele alinan problemlerin Weyl altmanifoldlarina genellegtiril-

mesi dugtnilebilir.
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AFIN DALDIRMALAR ve TOTAL JEODEZIK
AFIN DALDIRMALAR

Hakan DEMIRBUKER

Anahtar Kelimeler: Afin Manifold, Total Jeodezik Afin Daldirma, Rekii-
rant Egrilikli Afin Manifold, Yerel Projektif Diiz Uzay.

Ozet: Iki boliimden olusan bu ¢aligmanin birinci béliimiinde afin daldir-
malar ve eg-afin yapilara ait bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmig-
tir. Ikinci béliimde, (M, V) afin manifoldunun (M, V) afin manifolduna
bir total jeodezik afin daldirmasi gbzoniine alinmig ve f : (M,V) —
(M, V) total jeodezik afin daldirmasinda (M., V) manifoldunun rekiirant
egrilikli olmas: halinde, (M, V) nin rekiirant egrilikli veya diiz olmasi
gerektigini ifade eden teoremin ispati verilmigtir. Ayrica, bu kogullara
ilave olarak, f nin ombilik ve M nin boyutunun {i¢ veya ii¢ten daha
biiyitk olmas: halinde, (M, V) manifoldunun bir yerel projektif diiz uzay
oldugu sonucu elde edilmistir.

AFFINE IMMERSIONS and TOTALY GEODESIC
AFFINE IMMERSIONS

Hakan DEMIiRBUKER

Keywords: Affine Manifold, Totally Geodesic Affine Immersion, Affine
Manifold of Recurrent Curvature, Locally Projectively Flat Space.

Abstract: In this work, after having given thie fundamental definitions
related to affine immersions and equiaffine structures, some theorem con-
cerning these concepts are proved. We next consider the totaly geodesic
affine immersion f : (M, V) — (M, V), where (M, V) is an affine mani-
fold of recurrent curvature and prove that (M, V) is flat, or of recurrent
curvature. Moreover, if f is additionally umbilicial with the shape tensor

A # 0 and dimM > 3, then (M, V) is locally projectively flat.



