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OZET

Bu tezde lineer olmayan devreler ve sistemlerin frekans domeninde analizi genel
olarak incelenmistir. Cesitli metodlar tamitilmig ve baz1 rneklere uygulanmugtir. ilk
olarak lineer olmayan sistemlerin analizinde 6nemli bir yer tutan tarif eden
fonksiyonlar (describing functions) ele ahnmg ve bunlar kullamlarak sistemlerde
goriilebilecek periyodik ¢oziimler , kaotik davramglar incelenmistir. Tarif eden
fonksiyonlar temel alinarak gelistirilen ve sistemlerde kaosun belirlenmesine yarayan
bir konjektiir 6rneklerle sunulmugtur. Kaosun kontrol altina alinabilmesi , iki
siniisoid girigli tarif eden fonksiyonlarin kullamldig1 bir yéntemle incelenmigtir. Bir
yada birden fazla farkh frekansta kaynakla siiriilen lineer olmayan devrelerin analizi
icin Onerilen Aynk Fourier Doniisimiine dayali yéntemler bilgisayar programlariyia
gergeklenmis ve sayisal integrasyon simiilasyonlariyla kargilagtinlmiglardir. Ayrica
lineer olmayan sistemlerin analitik ¢ozlimiiniin bulunmasinda sikg¢a kullamilan
Volterra Serileri kisaca tanitilmig ve frekans domeni uygulamalarina yer verilmigtir.
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SUMMARY

ANALYSIS of NONLINEAR SYSTEMS in FREQUENCY DOMAIN

Dynamics of nonlinear systems are investigated in this thesis by using frequency
domain techniques. It is a well-known fact that many relationships among physical
quantities are not quite linear, although they are often approximataed by linear
equations mainly for mathematical simplicity.  This simplification may be
satisfactory as long as the resulting solutions are in agreement with experimental
results. Nonlinear systems greatly in that the principle of superposition does not hold
for the former. Nonlinear systems exhibit many phenomena that cannot be seen in
linear systems, and in investigating such systems we must be familiar with this
phenomena. There is no general method for dealing with nonlinear systems because
nonlinear differantial equations are virtually devoid of a general method of attack.
Exact solutions can be found only for certain simple nonlinear differantial equations.
For many nonlinear differantial equations of practical importance , only approximate
solutions are possible , and this solutions hold true only under the limited conditions.
One way to analyze and design of nonlinear systems is to use equivalent linearization
techniques and to solve the linearized problem.

Analysis of nonlinear systems in the frequency domain can be done by using Volterra
series. Volterra series has been used extensively in the analysis of nonlinear circuits
and systems characterised by polynomial nonlinearities. In Section 2 a unified study
of application of Volterra functional series to nonlinear system analysis is presented
with special emphasis on frequency domain results. After giving a brief summary of
the foundations Volterra series, some explicit formulas will be presented. These
formulas show precisely which harmonic or intermodulation frequency components
are generated by a Volterra kernel of a given order. Moreover, these formulas show
that the frequency components generated by nth order Volterra kernel are disjoint
from those generated by (n+1)th order kernel.

In addition , formulation of nonlinear transfer functions for dynamical systems
described by state equations will be given. Then formulation of nonlinear transfer
functions from nonlinear circuits will be presented. Explicit and recursive formulas
for obtaining nth order transfer functions of composite nonlinear systems will be
given. A recursive method for obtaining nth order output of a nonlinear circuit by
solving a lineer circuit n times will be derived. Each time different input sources are
used. Recursive formulas for obtaining the nth order transfer functions of nonlinear
circuits are then generated. The nth order transfer functions of some circuits will be

found by this technique.



In Section 3, two asymptotic methods ,Harmonic Balance and Perturbation methods,
for finding the analytic solutions of nonlinear circuits and systems will be given. By
using harmonic balance principle the steady state solution of nonlinear systems in
frequency domain can be found by solving nonlinear algebraic equations. The
describing function method based upon the Harmonic Balance principle is one of the
equivalent linearization methods. In this method establishing the stability criteria
for nonlinear systems is simplier than the finding analytical solutions. Describing
function method enables us to study the stabilty of many nonlinear systems from a
frequency domain point of view. Suppose that the input to a nonlinear element is
sinusoidal . Suppose that the output of the nonlinear element is not sinusoidal .
Output may generally be the same period as the input. In the describing function
analysis , we assume that only the fundemantel harmonic compenent of the output is
significant. Such an assumption is often valid since the higher harmonics in the
output of a nonlinear element are often of smaller amplitude than the amplitude of
the fundemantel harmonic compenent. The describing function of a nonlinear
element is defined to be the complex ratio of the fundemantel harmonic compenent
of the output to the input. This analyzing method used describing functions can be
called Harmonic Balance method. Moreover, two sinusoid input describing
functions will be examined and some applications of them will be presented.

Perturbation method can be applied to the systems which has small parameters . The
analytical solution of the system can be obtained. The method will be applied to the
oscilating and forced oscilating systems. The method will be explained by examples.

In section 4, a method which finds the frequency domain solutions of
nonautonomous nonlinear circuits by using The Discrite Fourier Transform
techniques, will be presented. The method minimizes time domain calculations by
introducing a criterion for selecting the varibles to be considered as unknowns and
for solving the resulting nonlinear system by a new an efficent algorithm. It has
exhibited the capability for handling a large number of harmonics and nonlinearities.
To illustrate the generality and usefullness of the algorithm , Forced Chua circuit will
be analysed with a computer program. The results of the algorithm will be compared
to the real response.

The optimum desing of circuits containing nonlinear elements requires an accurate
technique for predicting their nonlinear performance. The most common techniques
are based on the analysis of a circuit-type model which simulates the nonlinear
behavior of the device. However , the high computational .cost of the numerical
methods used to analyze the interaction with the external circuit is the major
drawback of these techniques.

The circuits includes usually many linear elements and in most cases excitation is
periodic. Only the steady state response is required. The harmonic balance method
is preferable to time domain techniques because it avoids the numerical integration of
the circuit dynamic equations, but it has a serious dissadvantege in the large number
of unknown variebles.
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In order to reduce the number of unknown variebles, nonlinear network is seperated
into linear and nonlinear sub networks. In that section an analysis method is
described which avoids the partitioning problem by introducing a criterion for
selecting the variables to be considered as unknowns and solving the resulting
nonlinear system by a new and efficient algorithm.

In section 5, an efficent algorithm is given for calculating the steady state response
of a nonlinear circuit driven by multi tone signals, possible made up of
incommensurable frequencies w1, w2,.....,wp. The algorithm is particularly useful
when the steady state response is not periodic, therby invalidating most existing
methods. Nonlinear circuits which has almost periodic signals can be analyzed by
the algorithm.

That method is based upon the harmonic balance principle too. Harmonic balance
has had limited application for simulating circuits, such as mixers that have a steady
state response that contains almost periodic signals. The reason is that to model a
nonlinear device , whose behaviour is more conveniently computed in the time
domain, harmonic balance requires the transformation of signals from the frequency
domain into the time domain and vice versa. For circuits that have a periodic
response , The Discrete Fourier Transform (DFT) is used. Previously , no
satisfactory transform existed for almost periodic signals. In that section, a different
Fourier transform algorithm for almost periodic functions (APFT) is devoloped. It is
both efficent and accurate. Unlike previous attempts to solve this problem, the new
algorithm does not constrain the input frequencies and uses the therotical minumum
number of time points. Another diffrence of the algorithm from the others is that
exponantial Fourier transforms is used to consruct the almost Fourier transform pair.
Moreover algorithm is not time consuming because a direct iteration is used to solve
the algebraic equations , instead of using Newton iteration princible.

Like the method presented in section 4 , nonlinear differential equation are
transformed to nonlinear algebraic equations by using harmonic balance principle .
The almost periodic Fourier transform (APFT) is applied to only nonlinear elements
in the circuit . A trnasform matrix is consructed between the time domain and the
frequency domain. The almost periodic Fourier coefficients of an almost periodic
waveform can be find from the time domain samples by using that matrix. Another
problem is that the matrix is usually ill conditioned. So that the inverse of that
matrix is computed wrong by computer . An algoritm is given on selecting the time
sample points to establish a well conditioned matrix.

For the two different input signal case , the algorithm is developed as a computer
program to analyze forced Chua’s circuit. Good result has been obtained for some
cases. When the algorithm does not converges , the number of time points is
incrased . That makes the algorithm converged.

In section 6, the analysis of chaotic dynamics in nonlinear circuits will be
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investigated by harmonic balance technique. Some methods for the prediction and
control of chaos will be presented. In addition, limit cycles in Lur’e systems will
be analyzed by describing function method and induction of limit cycles by forcing
the system with a sinusoidal input will be examined.

On the basis of harmonic balance principle , a practical method is presented for
predicting and existence and the location of chaotic motions. This is formulated as a
function of system prameters, when the system structure is fixed by rather general
input output or state equation models.

ut)=0 +
N L) y(t=)

v

N,n(.)

Figure 1: The Lur’e System

n(.) is the nonlinear part, L(s) is the linear part of the system. To explain the chaos
model , let the output in the Figure 1 be as y(t) =A+Bsinwt . The equilibrium points
of the system can be found by the formula below,

y+n(y)L(0)=0

The output can be analyzed harmonic balance formulas using describing functions

(N) of n(.) .

A(1+N,(A,B)L(0))=0
1+N,(A,B)L(jw)=0

These formulas can be obtained easily by the analysis of .feedback system. A
conjecture for the existence of chaos in that system can be written as follows.

1. Existence of a predicted limit cycle (PLC) :y(t)=A+Bsinwt .

2. Existence of a separate equilibrium point (EP) : y=E.

3. Stability properties of the PLC and EP. A stable PLC and a unstable EP.
4. Interaction between PLC and EP: y(t)=E for some t.
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5. Suitable filtering effect of the system: System should not attenuate the higher
harmonics perfectly.

Moreover, the chaotic motion in a system is controlled by forcing the sytem with a
sinusoidal input. A forced Chua’s circuit is used . The chaos in the autonomus case
is converted to a stable periodic response by applying a sinusoidal current source to
the circuit. Some conditions for the location of these motions in terms of the
amplitude of the source can be obtained.

In this thesis some kind of analysis techniques of nonlinear circuits in the frequency
domain will be investigated. Some new algorithms will be given and some complex
motions that can be seen in only nonlinear systems will be analyzed by the methods
based on harmonic balance.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Giris

Lineer olmayan dinamik sistemlerin davramslarim1 6nceden tahmin etmek oldukga
zordur. Bu da bu sistemlerin analizini karmagik bir hale sokar. Lineer olmayan
dinamik sistemler , lineer olmayan diferansiyel denklemlerle ifade edilirler [1] .
Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii kesin olarak bulunamaz. Sadece
baz1 basit sistemler igin gergek ¢oziim bulunabilir. Bu ylizden ¢6ziimii yaklasik
olarak bulan metodlar gelistirilmigtir. Cogunlukla lineer olmayan sistemlerin stirekli
hal ¢6ziimiiyle ilgilenilir. Bu tezde lineer olmayan sistemlerin siirekli hal ¢éziimiinii
bulmaya yonelik bazi yontemler incelenecektir. Bu ybntemler gesitli drneklere
uygulanacak ve sonuglar karsilastinlacaktir. Lineer olmayan sistemler ¢ok degisik
davraniglar gosterebilirler [2] . Analizlerinin zor olmasina kargin , lineer sistemlerle
gergeklestirilemeyecek  bir ¢ok uygulama lineer olmayan sistemlerle
gergeklestirilebileceginden bir gok yerde kullamlirlar. Lineer olmayan sistemler bu

béliimiin sonunda daha ayrintil bir gekilde ele alinacaktir.

2. boliimde Volterra serileri [3,4] tamtilacak ve lineer olmayan devrelerin frekans
domeni analizine uygulanacaktir [5-7]. Volterra serileri y6ntemi polinomsal lineer
olmayan tamim bagintilarina sahip lineer olmayan elemanlarin bulundugu sistemlere
uygulanabilir. Sistem cevabinin analitik ifadesi bulunabilir. Bu béliimde sistemlerin
frekans domeni cevabimi veren denklemler ¢ikartilacaktir.  Ayrica durum
denklemlerinden ve devrelerden n. derece darbe yamtlarinin (Volterra Kernel) nasil

bulunaca@ goriilecektir.



3. bsliimde Harmonik Balans analizi [8,9] ve pertiirbasyon metodu [10] tamitilacaktir.
Harmonik Balans metoduyla lineer olmayan dinamik devrelerin frekans domeni
¢oziimii yaklagik olarak bulunabilir. Metodun temeli periyodik isaretlerin Fourier
serilerine agilabilmesidir. Sistemdeki degiskenler Fourier serilerine agilarak analiz
yapildiginda , lineer olmayan diferansiyel denklemler cebrik lineer olmayan
denklemlere doniigiirler. Pratikte harmonik sayisim sunrlémak gerekir , buda
¢Ozlimiin belli bir yaklagikla bulunmasina neden olur. Cofu zaman sadece ilk
harmonik dikkate alinir ve ele alinan sistem tist harmonikleri filtreleyen bir sistem ise
bu ¢6ziimii iyi bir yaklagiklikla bulmamizi saglar. Bu béliimde harmonik balans
prensibi kullanilarak , lineer olmayan sistemlerde goriilebilecek bazi davranmislar
incelenecektir.  Pertiirbasyon metoduyla da lineer olmayan sistemlerin analitik
¢oziimii baz1 kisitlamalar altinda bulunabilir. Bu metod otonom ve otonom olmayan

sistemlere uygulanacaktir.

Harmonik Balans metodunda lineer olmayan fonksiyonlar i¢in yazilmasi gereken
Tarif Eden fonksiyonlar1 bilgisayar programiyla analitik olarak bulmak sembolik
integraller alinmasi gerektiginden olduk¢a zaman alan bir islemdir. Bu sorun Aynk
Fourier Déniigiimii kullanilarak giderilebilir. 4. béliimde bu prensibi kullanan bir
analiz metodu [11] sunulacaktir. Periyodik isaretlerin Aynk Fourier katsayilari
yaklagik olarak Fourier serisi katsayilarina esit oldugundan , lineer olmayan
elemanlarin Tarif Eden Fonksiyonlan zaman domeninden frekans domenine
doéniigtimlerle bulunarak Harmonik Balans denklemlerinin kuruldugu algoritmalar ,
lineer olmayan devrelerin ¢oziimiinde oldukga kolaylik saglar. Bu y&ntemlerde iist
harmoniklerin hesaba katilmas: , yontemi fazla zorlastirmaz. Bu metod bir bilgisayar

programiyla gerceklestirilecek ve sonuglar sunulacaktir.

Birden fazla farkli frekansli giriglere sahip sistemlerde hemen hemen periyodik
isaretler  goriilebilir. Bu tip isaretlere Aynk Fourier Doniistimii
uygulanamayacagindan 4. bsliimde tamtilacak olan yéntem bu durumda gegersizdir.
5. bltimde hemen hemen periyodik Fourier transformu tamimlanacak [12,13] ve bu
transforma dayali bir analiz metodu gelistirilecektir. Bu metod bir bilgisayar
programu yazilarak denenecektir.



Harmonik Balans y6ntemi temel alinarak , lineer olmayan devrelerde goriilebilecek
bir ¢ok olay analiz edilebilir. Devrelerin cevabinin genligini ve frekansim bulabiliriz.
Bunun yaninda devrelerde goriilebilecek limit gevrimleri nceden tahmin edebiliriz.
Ayrica sadece lineer olmayan sistemlerde goriilebilecek olan kaotik davramigin
tahmini ve kontrolii de Harmonik Balans metodu temel alinarak incelenebilir. 6.
béliimde lineer olmayan sistemlerde kaosun goriilebilmesi igin bir yeter sart [14,15]
verilecektir. Buna gére ele alinan sistemlerde kaosun goriilebilecegi parametre
araliklann bulunacaktir. Kaotik bir sistemin kararlh hale doniistiiriilmesi
incelenecektir.  Yontemler Chua devresi [16-18] ve kaynakla siirtilmiiy Chua
devresine [19,20] uygulanacaktir. Kaosun olusmasi ve yokedilmesi igin sartlar

aranacaktir.
1.2 Lineer Olmayan Dinamik Sistemler

Lineer olmayan dinamik sistemler , linecer olmayan diferansiyel denklemlerle ifade
edilirler. Bir ¢ok olay lineer olmayan bir sistem olarak tamimlanabilir. Sosyal
bilimlerde, biyolojide, yer bilimlerinde, fiziksel bilimlerde ve mithendislikte lineer
olmayan sistemlerle kargilagilir. Bu tip sistemlerde gegici hal cevabindan ¢ok ,

siirekli hal cevabiyla ilgilenilir.

Lineer olmayan sistemlerde , sistem parametrelerinin biraz degistirilmesi sistem
davramginin ¢ok farkli bir hale doniigmesine neden olabilir. Bu olaya dallanma

[21,22] (bifurcation) denir. Ilerde bazi 8rneklerine deginilecektir.

Lineer olmayan sistemlerin bir ozellifide kendi kendilerine salimm
gosterebilmeleridir.  Yani digardan bir giri olmadan periyodik cevaba sahip
olabilirler. Aynica siirekli halde kaotik davramslar gosterebilirler. Lieer olmayan
dinamik devreler el alinarak, bu gibi sistemlerde goriilebilecek stirekli hal
davramiglarinin bazilarim agagidaki sekilde siralayabiliriz.

1. Dogru akim (DC) siirekli hal cevab: : Sistem bir denge noktasina oturmussa sistem
cevabr sadece dogru akim bilesenlerine sahiptir. Bu tipte bir devre asimptotik



kararhdir. Devrenin birden fazla denge noktasi olabilir ve denge noktalarinin
kararhliklar1, ayrn1 ayn test edilir. Bunun igin gesitli yontemler kullamlabilir. 6.
boliimde bu yontemlerin bazi uygulamalan verilecektir. Biitiin denge noktalan
kararli ise sistem global asimptotik kararlidir. Bu durumda sistem baslangi¢

kosuluna gére bir denge noktasina oturur.

2. Periyodik cevap : Otonom lineer olmayan bir sistem osilasyona girebilir. Bu
durum uzayinda sistemin bir limit gevrime yakinsamasidir. Limit ¢evrim bir denge
noktasinin civarinda bulunur , sistem yoriingesinin durum uzayinda kapali bir egri
¢izmesine denir. Buda zaman araliginda periyodik bir ¢6ziime kars1 diiser. Limit
cevrimler kararli ya da kararsiz olabilir. Limit ¢evrimlerin tahmini, analizi ve
kararliliklari ilerki béliimlerde ayrintihi bir gekilde incelenecektir. Asimptotik kararli
bir sistem , siniisoidal bir kaynakla uyarilarak, kaynak frekansinda periyodik bir
cevaba sahip olur. Otonom halde iken osilasyona girmis bir sistem digardan
sinlisoidal bir kaynakla uyarildiinda ¢ok ¢esitli karmagsik davramglar gosterebilir.
Bu konu 3. ve 6. boliimlerde incelenecektir.

3. Alt ve yiiksek harmonik cevaplan : Lineer olmayan bir sistem cevabinda kaynak
frekansinin alt ve iist katlarinda frekans bilesenleri olabilir. Bu tiir davranislar 3.

boéliimde ele alinacaktir.

4. Hemen hemen periyodik cevap : Sistem cevabi periyodik bilesenlerin toplaminda
olusabilir. Bu bilesenlerin frekanslarinin oranlan irrasyonel oldufu zaman , sistem
cevabi hemen hemen periyodik olarak [2] adlandinlr. Ornegin
x(t)=sin(wt)+sin((2)”2wt ) isareti hemen hemen periyodiktir. Bu tip davramslan
analiz edebilmek igin 5. boliimde bir hemen hemen periyodik Fourier transformuna

dayali bir yontem sunulacaktir.

5. Kaotik davranis : Bir ¢ok lineer olmayan dinamik sistem yukarida siralananlardan
daha karmasik davramglar gdsterebilirler. Fiziksel , ekonomik ya da sosyal bir
sistemin davranigi yukardakilerden hi¢ birine uymuyorsa ve daha kompleksse buna
kaotik davramig denebilir. Kaosun su gsekilde de tammlanabilir : “Deterministik



dinamik sistemlerde ilk kosullara bagli oldufundan 6nceden tahmin edilemeyen
stirekli hal davramig1 ” . Elektronik devrelerini ele alalim. Sistemde karali bir limit
¢evrim varsa limit ¢evrim civarindaki ilk kosullar igin sistem limit ¢evrime oturur.
Yani osilasyona girer. Diger denge noktalarimin civarindaki ilk kosullar iginse bu
denge noktalarina yakinsar (denge noktas: kararh ise ) ya da iraksar (denge noktasi
kararsiz ise). Bu tip bir sistemde de ilk kogullara bagh bir davramg goriilmektedir.
Fakat kaotik bir sistemden farki , bu davraniglar 6nceden tahmin edilebilirler. Kaotik
bir sistemde ise davramg tahmin edilemez. Kaos hakkinda literatiirde bir ¢ok ¢alisma
yapilmistir ve kaosun periyodik cevaba sahip bir sistemde uygun bir parametrenin
degistirilmesi ile baglayan periyod katlama olayinin bir sonucu olarak ortaya ¢iktig
ileri stirtilmiigtiir. Oyleki ilerde gérecegimiz simiilasyon sonuglarinda da periyodik
isaretin katlanarak gitgide karmagik bir hale doniistiigii ve sonucunda da kaosun
ortaya ¢iktif1 gézlenmigtir. 6. b6liimde sunulacak olan bir metodla kaotik davramigin

olusmasi icin bazi yeter gartlar bulunacaktir.

Su ana kadar lineer olmayan dinamik sistemlerde goriilebilecek bazi kompleks
davramglar tamitildi. Bu davramglar Chua devresinde gézlenebilirler. Chua devresi
Leon Chua tarafindan , 1983 yilinda atmosferik olaylart modelleyen Lorenz
denklemlerinin bir elektronik devresi ile gergeklestirilmesi amaci ile yapilan

¢alismalar sonucunda tasarlanmigtir ( Sekil 1.1 ).

G ig=g(V)
~
I 7
+
+ _ cl +
V2 T é L Vel - gv
R
c2 -
] N )

Sekil 1.1 Chua devresi



Lineer olmayan direncin karakteristigi agagidaki sekildedir.

1 1
8(Va) = mo Ve, + 2 (my = m)| Ve, + 1]+ (my —m)V,, 1 (L.1)
Devrenin analizinden durum denklemleri su sekilde yazilabilir.

dv
c — = G(vcz - vcl) - g(Vcl)

't
dv .
C, dtcz =G(V, - V) +i, (1.2)
Lili = _ch
dt

Bu durum denklemleri agagidaki [16] parametreler i¢in normalize edilsin.

c2 c2 Gt :
a::l-,B=-i—éT,t=’g2“,x=vcl s FVCZ » TN

Normalize durum denklemleri:

ax = oty — ox — af (x)

dt

dy

——=X—-V+

dt X y VA

dz

L 1.3

" By (1.3)
mi-mO0 m0

f(x) = -x-1)+—

() = ——(x+1|=[x-1h+-=x

seklinde bulunurlar. Bu durum denklemlerinin bazi parametre degerleri i¢in agik

Euler simiilasyon sonuglan agagidaki gibidir. m0=-0.5, m1=-0.8 , G=0.7 ve p=18

olsun. a=8.5 i¢in Sekil 1.2'de , a=11.5 igin de Sekil 1.3 'de durum portreleri

goriilmektedir. Sekil 1.2'de periyodik ¢6ziim (limit gevrim), Sekill.3'de ise kaos

goriilmektedir.
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BOLUM 2

VOLTERRA SERILERI

Volterra Serileri [3] lineer olmayan sistemlerin analizinde 6nemli bir yer tutarlar.
Volterra Serileri kullamlarak gelistirilen analiz metodlariyla [4-7] lineer olmayan
sistemlerin cevab: analitik olarak hesaplanabilir. Bu da Volterrra Serileri ‘nin ,
Runge Kutta metodu gibi lineer olmayan sistemlerin cevabimi simiilasyonla
bulabilecegimiz sayisal integrasyon metodlarina gére iistiin tarafidir. Bu boliimde
Volterra fonksiyonel serilerinin frekans domeni uygulamalan incelenecektir. Lineer
olmayan sistemlerin frekans domeni analizinde kullamilabilecek sonuglar elde
edilecektir. Ayrica durum denklemleri verilen bir sistemin transfer fonksiyonlan
(Volterra kernel) hesaplanacaktir. Son kisimda ise ele alinan lineer olmayan

devrelerin transfer fonksiyonlarinin bulunmas: goriilecektir.

Tarif eden (describing function) fonksiyonlar kullamlarak , lineer olmayan
sistemlerin analizi daha onceki boliimlerde incelenmigti. Tarif eden fonksiyon
analizinde  sistemin {ist harmonikleri zayiflattifi kabul edilerek sadece birinci
frekans bileseni kullamliyordu. Daha fazla harmonik hesaba katildiginda ise bu
y6ntemin uygulanmasi oldukg¢a zorlagiyordu. Lineer olmayan devreler ve sistemlerin
frekans domeni analizi Volterra Serileri kullamlarak yaplldlginda ise gok harmonik
kullanmanin iglemlere fazla bir etkisi yoktur. Ilerde verilecek olan ySntemlerde
goriilecegi gibi elde edilen genel formiillerde gok sayida frekans bilegeni dikkate
alinabilmektedir.

flerki boliimlerde ele alinacak olan hemen hemen periyodik Fourier transformuna
dayal1 ydntemlerde ancak iki farkli frekanstaki girisler igin pratik sonuglar elde
edilebilir., Bu yontemlerde farkli giris frekanslannmin sayis1 arttikga y6ntemin



uygulanabilirligi azalir. Volterra serilerine dayanan yontemlerde ise giris
frekanslarnin sayis1 , yontemin zorluk derecesini etkilemez.
2.1 Analitik Sistemlerin Fonksiyonel Gosterilimi

Tek girisli analitik sistemler i¢in ; y(t) ¢tkig1 , u(t) girisinixi fonksiyonel Volterra
serileri cinsinden agafidaki sekilde yazilabilir.

y(t) = 2., (1) an
yn(t) su sekilde hesaplamr:
(
h, ,n=0
Ya(t) =1 | 22
T ......... Thn (Tpseeene ,rn)ﬁu(t —1;)dr; ,n)0
- -0 i=l

(2.2) denklemini (2.1) denkleminde kullanarak ¢ikis ifadesini agagidaki sekilde

yazabiliriz.

y (1)=h,+ c’].1'11(":1)‘1“_""1)(1":1 + T Thz(TxaTz)u(t“Ti)u(t"rz)dtldtz"'--- (2.3)

¥n(t) sistemin n. derece gikisi , hy(t) ise n. derece impuls cevabidir.(n. derece Volterra
kernel)

Ornek 2.1: Frekens aralifina gegis yapmadan 6nce bir sistemin n. derece impuls
cevaplarimin hesaplanmasina bir 6rnek gosterelim. Bu islemler zaman domeninde

yapilacaktir. Sistemi ifade eden denklem agagidaki gekilde olsun:
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v(t) = g(t) - [h(t—)f(v(n)de

(2.4)

Bu denklemde g(t) girig fonksiyonu, h(t) lineer sistemin transfer fonksiyonu, f(v) ise

lineer olmayan analitik fonksiyondur.
f(X)= 23X+ 23X+ oo, amX

h(t) t<O0 i¢in sifira esit olsun. (2.5) denklemi (2.4)’de yerine koyulursa;

i=2

W) = g0~ Jht-f Javice) e
veya
WD) = g)- Jhe) Davi(t—1) ke

i=2

elde edilir. v(t) Volterra serilerine agagidaki gibi agilir:

v(t) = ivi(t)

i=l

Buradaki Volterra bilegenleri su sekildedirler;

v\ = Ihl (t,)g(t—1,)dr,

-0

v, = | Jhyr, et -1t —5,)dr dr,

-0 -0

-0 -t

2.5)

(2.6)

Q.7)

2.8)
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(2.7) denklemi (2.6) ‘da yerine koyulursa ve esitligin iki tarafindaki aym: derece

terimler birbirlerine esitlenirse ; i. derece darbe cevaplari bulunur. Omegin g(t)

bulunan i. derecedir. vj.v ‘h bir terim ise j+k . derecedir.

ivi(t) =g(t)- Th(r)[ia.(ivi(t—r)')]dr 2.9

i=1 1=2 i=1

vy =g(t) dir. Bu durumda h;(7)=0 (71) olur. Esitligin sag tarafindaki tek 2. derece

terim ise 1. derece terimin karesinden gelir.

v,(t)=- Th(f)azvlz(t —-t)dt
B Th(T)az[ Thl (z)g(t—t—7,)dr, ]sz (2.10)

—Janme -y

Bu denklemden hy(t), T2)=-ah(t1)d (Ti-T2) oldugu goriilmektedir. (2.9)
denkleminin sag tarafindaki 3. derece terimler vi(t) ‘ye esitlenirse asafidaki (2.11)
esitligi yazilabilir.

v,(t) = - Th(t)[az Q2v,(t=7)v,(t=1)) +a,v,’(t—1)]de (2.11)
Ayrica

v,(t-1) = -a, Th(v)v,z(t—t—v)dv (2.12)
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yazilabilir. (2.12) denkleminde T,=t+v, v=T2-T , dv=dt, doniisimleri yapilirsa
asagidaki esitlik elde edilir.

v,(t—-1)=-a, Th(Tz -1)g’ (t—1,)dr, (2.13)
(2.13) (2.12) ‘de yerine koyulursa (2.14) elde edilir.

va(t)=2a;’ T m.,[h(t)g(t - 1)h(r, —1)g’(t—1,)dedr, —a, ”.Tlfl(T)g’(t =1 )dt (2.14)

-0 -

Bu denklemden 3. derece impuls cevab: yazilabilir;
hy(7,,7,,7)) = 2a22h(1:,)h(1:2 - 7,)8(t, —T;) —a;h(t,)8(t, —7,)8(, — T;) (2.15)

Aym sekilde ilerleyerek daha iist dereceli impuls cevaplan da hesaplanabilir. Bu
sekilde , lineer olmayan bir sistemin i. dereceden impuls yamtlarimn zaman
domeninde hesabi yapilmig oldu. Simdi Volterra serilerinin frekans domenine

uygulanmasina gegilebilir...

(2.3) denklemiyle tamimlanan lineer olmayan sistemin transfer fonksiyonunu bulmak
icin hy(Ty,....,Tn) ‘in goklu Laplace doniisiifli hesaplanir. Bu sistemin n. derece

transfer fonksiyonudur:

H,=h, ,N=0

H,_(s,,5;5.-55, (2.16)

)= u]‘uj‘hu('c,,....,'r,,)e:'s"'“‘“’"""d‘c,..d‘l:n ,n)0

-0 00

(2.2) ve (2.3) denklemlerinde t yerine ty,ty,....,tn  yazilip ; elde edilen (2.17)
denkleminin ¢oklu Laplace transformu hesaplamrsa (2.18) denklemi bulunur.
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R h, ,n=0
Yaltityresta)= TThn(t,,....,tn)flu(t,—t,)dti ,n)0 @17
-0 -0 i=1
H, ,n=0
Y, (5,58,5-58,) = (2.18)

Hn(sl’SZ""sn)ﬁU(si) ,n)0

U(si) , u(t) giriginin 1. derece Laplace fonksiyonudur. (2.17) denklemine bakildiin
da , bu denklemin n. derece bir konvoliisyon integrali oldugu géoriiliiyor. Bu yiizden
¢oklu Laplace transformu alindifinda terimler Laplace doniisiiklerinin ¢arpimi haline

gelirler.

Analitik sistemlerin kombinasyonlarinda karsilagilabilecek bazi islemleri Volterra
serileriyle inceleyelim. Bunlar toplama , garpma, tiirev operatorleridirler. ilk olarak

toplama igleminin Volterra serilerine nasil uygulanacagim g6reiim;

Toplama:

u(t)

Sekil 2.1:Toplama iglemi (a)ve esdeger sistemi (b)

n. derece ifadelerin toplamu ¢ikigin n. derece terimini verir. en(t)=an(t)+by(t) Bu
denklemi frekans domeninde de aym sekilde yazarnz. Eq(si,..,Sn)= An(S1,..s8n)+
Bu(St,..,sn) Egdeger sistemin transfer fonksiyonuysa , transfer fonksiyonlarimin

toplamina esittir.
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En(S1,--550)= An(S15..,Sn)+ Bn(S1,..,5n) (2.19)

Bu esitlikleri toplam ifadesinde iki taraftaki aym derece terimleri birbirlerine
esitleyerek yazildi.

Carpma: Aym sistemde sadece toplama islemi yerine ¢arpma islemi koyulsun. Bu
durumda e(t)=a(t)*b(t) olur. Bu sistemin g¢ikis1 e(t)’nin n. derece terimi agagidaki
sekilde yazilir. ’

ea(t) = 2.2,(1)b,.,(t) (2.20)
i=0

Omegin ¢ikistaki 3. derece terim e3(t)=a;(t)ba(t)+ax(t)b;(t) seklindedir. Denklemi

frekans domenine gegirdigimizde asagidaki denklemler elde edelir.

E, (5)5:58,) = iAi(s,,...,si)B,,_i(sm,...,s,,)

i=0

2.21)

K, (515-8,) = ivi(sw"’si)wn-i(sm9""sn)

i=0

Frekans domeni denklemlerini yazarken , daha &nce bahsedilen i. derece
konvoliisyon integrali terimlerinin ¢oklu Laplace transformu aliminca g¢arpim

ifadesine doniistiigii gercegi kullamlmigtir.

Tiirev: Sekil 2.2' deki sistemi ele alalim. Bu sistemin ¢ikigindaki n. derece terimler

ve n. derece transfer fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir.

u(t) E a(t) @& u(t) - e(t!

@ ()
Sekil 2.2: Tiirev islemi ve egdeger sistemi
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e,() = 2,(1)
E, (5),-,8,) = (8; + S, +..45,)A (5,5..,8,) (2.22)

K, (5:5-:,8,) = (8; +5,+..48,)V,(5,5..,8,)

2.2 Siirekli Hal Analizi

Bu kisimda lineer olmayan sistemlerin siirekli hal analizi incelenecektir. Boliimiin
baginda incelenen sistem yeniden ele alinsin. u(t) girisli , y(t) ¢ikigh ve h(t) impuls
cevabi olan sistemin girigi agagidaki sekilde olsun.

u(t) = Y A e™ (2.23)

k=1

Burada Ay kompleks, wy pozitif ya da negatif olabilen sayilardir. y(t) ¢ikis1 Volterra

serileri cinsinden yazilsin.

¥ = 2ya(t) (2.24)

n=0

yo(t) girise bagh degildir. Bu yiizden bu kisimda yazilacak denklemler n>0 igin
kurulacaktir. (2.23) denklemiyle belirtilen u(t) girisi (2.2) denkleminde yerine
koyulursa n. derece ¢ikis agagidaki sekilde elde edilir.

@, 0, n K X
y, = | o st D [ A ™,

i=l k=1

(2.25.2)

K K K

y, (=2 ... ZT r].h,,(1:,,...,‘l:“)l_[Akle—jw“‘ gy,

ky=lky=1 Kk =l -0 i=1
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K K n ) n .
AOLD I iHAkle’w"'T e S, (st ) Jo 4 (2.25.b)

ky=lky,=1  k,=1i=1 — i=1

(2.3) denklemi de kullamlarak denklemler asagidaki hale getirilebilirler.

K K K n
Yn(t) ZZ Z 1_-[‘Ak.ejw'll H (ka, kaza ’ka )
ki=lky=1 kg=1 i=l

(2.26)

K

K K (W + +.+W )'
= 2 2 YA A A HL (W, W, s T )

ky=lky=1 ky=1

(2.26) denklemiyle, girisi (2.23) deki gibi olan lineer olmayan bir sistemin n. derece
¢ikistnin nasil bulunacafy belirtiliyor. Goriildiigti gibi giristeki farkli frekans
bilesenlerine ragmen, ¢ikigin analitik ifadesini bulabiliyoruz. Bu denklemi
kullanabilmek i¢in sadece sistemin transfer fonksiyonunu bilmek gerekiyor. Bu da
ileriki kisimlarda gosterilecektir. (2.26) denklemi n=2 ve K=2 olan bir 6rnege
uygulanirsa; 1. ve 2. derece gikiglar agagidaki sekilde bulunurlar.

Yi (t)=A1H1(jwl)exp(jwlt)-I-Asz(j wat)
y2()=A PHa(Gw1,jwi)exp(2wit)+A; AsHa(jwi,jwa)exp((Gwi+Hwa)t) 2.27)
+AA 1 Ha(jwa,jwi)exp((jwaHjwy )t)+A22H2(j W2,jWa)exp(j2w;t)

(2.26) denklemiyle hesaplanan gikiglarda , farkli terimler ig¢in aym frekanslar
olugabilir. Bu durumu K=n ve Ai=1 iken incelemek igin "yn(t)" n. derece ¢ikis1 ,

(2.26) denklemi kullanilarak su sekilde yazilir.

Yo )= 25D D H, QWi 2 JWi, 2o dW et (2.28)

Kk=lk,=1 ky=1

Bu denklemde (w;+ws+.....+wy) frekansinda n! terim vardir. Bu terimlerden olugan
frekanslardan bazilan birbirine esit olabilirler. Her bir terim -  jwy,jw,....jw, ‘in

permiitasyonlaridirlar. Buradan transfer fonksiyonunu yazabiliriz.
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I3 /- . . 1 Jwprwyetw )t o
Hn(JW,,sz,..,an)=H[e ' ' nin kat ]

Eger wi,Wa,...,wx frekanslan birbirlerine lineer bagiml iseler ; bulunan transfer
fonksiyonu gegersizdir. Omnegin wy=3, w,=2, wi=1 igin wi+wy+wi= wytwrtw,
oldugu durumda frekanslar lineer bagimhdirlar ve wj+wy+......+wg  frekansinda
n!’den fazla terim olabilir. Bu ylizden simetrik transfer fonksiyonu hesaplanamaz.
Frekanslar bir baz olusturmalidir. (Yani hepsi birden sifir olmayan &yle r;
katsayilarindan olusan ve 1} w; +r; wat.....+rg wg =0 sartim saglayan r kiimesi
bulunamasin.) Bu konuyu incelemek i¢in modiil vektérler segelim. M=(m,,..,mg)

modiil vektoriine kars1 diisen gikis frekansi
wv= my Wy +tmy wot.tmg Wi

seklinde hesaplanir. wy n. derece ¢ikis frekansidir. n=m; +mj +....+mx  Eger
frekanslar bir baz ise farkli bir M' vektorii ele alindiginda ( M=M' & wy=wyr )

yazilabilir.

Eger sistemin n. derece transfer fonksiyonu H, simetrik ve giris frekanslan bir baz
olusturuyorsa ¢ikistaki wy frekansindaki terimlerin toplamim (2.26) denklemini
kullanarak asagidaki bicimde yazabiliriz.

K my

A .
YM(t)=“{H - . }Hn(ml (W1} mg Wi D™ (2.29)

k=1 M *

K
Burada ka =n ve M=(m;mjy,..,mg) seklindedir. Eger frekanslar bir baz
k=1

olusturuyorsa ve M, n. dereceden bir modiil vektdrse wy frekans: sadece n. derece
ya(t) cikisinda goriiliir ve tektir. K=5 ve M=(2,0,1,3,5) igin ym(t) yazihirsa;

n=m;+my+ms+my+ms=11 igin, 11. derece ¢ikistaki wy; frekansindaki terim
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AZASCASASAS oy by b3y
211 021 1: 3!4I 5: Hn(JWnJWana’qu.lwa’JWA’JWS’JWS’JWS’JWS’stv)ej(z st

yu(®) = 11!

(2.30)

seklinde bulunur. K farkh frekansh (K tonlu) bir u(t) girisi agagidaki sekilde olsun.

u(t) = ilAJcos(wit +ZA,)

K »
A, jwit A -jw~t]
=) | L™ —e™"i .
Z.( e 5 (2.31)
=3 ﬁej“'" , W, =—W,
i=-K
i»0
n. derece modiil vektér M=(m.,.....,m.;,my,......,mg) seklindedir. Goriildiigii gibi
frekanslar baz olusturmaz. {W.g,.....,;W.1,Wise..o..s Wk} , Witw=0 .Bu modiil vektérden

elde edilen frekans agagidaki sekilde hesaplanir.
K

Wy = Z(m. - m_)w, (2.32)
i=1

Yukanda belirtilen girig igareti (2.30) denkleminde kullamldifinda n. derece gikista
wwm frekansindaki terimlerin toplami agagidaki sekilde hesaplanir.

n! K Al"“i . 3 jwmt
ym(t) == H n(m—K(Jw—K)’ ------ ’mK(JwK))e " (2.33)
2" ox my!

i=0

K=2 olan bir girig igin M=(2,0,2,3) modiil vektoriine kars: diisen ¢ikisi yazalim.

Burada m; =2, m;=0, m;=2 , my=3 ve n=2+0+2+3=7 dir.

wyv=( m-m.)wiH( me-m.g)wy =2witw,
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71 AJAf A,

7 212131 H7(jW_2,jW_2 ’j‘vl’j‘vpj\vzgj\vz,j‘vz)ej(zwl".wz)t (2.39)

yu(t) =

Sistemin girigi yine (2.31) denklemiyle ifade edilen giris olsun. Giris frekanslan ise
su sekilde olsunlar : {Wk,.....,W.,Wp,eeoo.sWk} . Ayrica  {wy,......,Wg} bir baz
olustursunlar. Bu durumda DC ¢ikis yani wy =0 yapan M modiil vektorii igin m;-m.

i=0 olmalidir. my=m.,; ise
K

n=22m (2.35)
i=1 .

seklinde bulunur ve n ¢ift tamsayidir. Bu durumda DC ¢ikisa kars1 diisen terimlerin
sadece ¢ift dereceli modiil vektorlerinden ortaya giktign belirlenir. 2r. derece bir

modiil vektdr DC ¢ikisa neden olsun. Zy=(zx,.......,Z) , z=2; (i=1,2,...,k)

Yukarda anlatilan sartlan saglayan bir sistemi ele alahm. Bu sisteme ait bazi

dzellikler yazilabilir.

K
1. Ozellik: wq herhangi bir ¢ikig frekansi olsun. (w, = Zpiwi) Bu frekansa yol agan

i=1

i=t
M modiil vekt6rii n. derece igin tektir. Yani n. dereceden bagka bir modiil vektérii ile
wy frekansi elde edilemez.

m~=p; ve m;=0 eger pi20

m=0 ve m;=-p;i egerpi<0

Ornegin, pi=4 , ps=0, ps=-2 ise n=6 ve M=(2,0,0,4,0,0) dir.
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K
2. Ozellik: Herhangi bir gikis frekans1 wy , w, = Zpiwi seklinde olsun. M en

j=l
K
kiigiik derece n ‘in tek modiil vekt6rii olsun. n = lei| , Wu=wy dir. Ayrica M’=(m’.
i=l1
Kaeererese ,m’x) n’. derece bir modiil vektoérii olsun. Bu durumda wy=wy ©
M’=M+Z,, sartimi yazabiliriz. Buradaki , Z; ,DC cevaba yol agan bir modiil

vektérdiir . (2r=n’-n ). derecedendir. wy+0 =wy =wim

3. Ozellik: Biitiin n. derece frekanslar n+2 . derece gikista da goriiliirler. Bu r=1 igin
dogrudur. n’=n+2r=n+2

4. Ozellik: n. derece ¢ikis ve n+1 . derece gikislar aym frekans bilesenlerine sahip
olamazlar. Bunun nedeni yukarda soylendigi gibi sadece ¢ift dereceli modiil
vektorlerin DC ¢ikisa sahip olabilmeleridir.

5. Ozellik: 2r. derece gikistaki toplam DC bilesen agagidaki formiille hesaplanabilir.

|22|

K X ! .
Z '''' Z """ t (22') |- (zj!)z }{Zr(jwh’jw—k.”"’jwk,!jw-k,) (2.36)

k=l kp=l  kp=lk,

Burdaki z; , Hy(...) ‘nin arglimanlarindaki jw; sayisidir.

6. Ozellik: wo herhangi bir n. derece ¢ikig frekansi olsun. wo ve n 1. ve 2.
ozelliklerde belirtildikleri gibi olsunlar. M en kiigiik n derecesinde wy’1 veren modiil

vektdr olsun. M=(mk,...,.mx) , WM=Wo

(n+2r) . derece gikigta wy frekansindaki terim asagidaki formiille hesaplanabilir.

K k kp~1 Kk, -1 m+2,
(n+2r "- A . . L P
Z Z i ) . }M‘Hmzr(m-x(lw-x)v"’mK(JWx)ska. WJW g, s JWy ’Jw-k,)

k=lk;=1 kp=1 k=| M I_u:-K(m."'z)'

i20

(2.37)
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(2.37) denklemiyle wy frekansindaki (n+2r). derece ¢ikis bileseni bulunabilir. wy
frekansindaki toplam ¢ikis bileseni 2. 6zellik yardimiyla yazilabilir.

o @ @ K / m, +2;
Yo =22 X(n+2r) l‘[%‘z—’,— SO (L, + Z,)GW_, ) (1 + Z )W, Do (ML + Z)GW ), (1 + 2,0 )
2=0z3=0 2zg=0 ::ax m, + Z‘)

(2.38)

K
I'=ZZi

i=1
M modiil vektérii de 6. 6zellikte bahsedilen mod6l vektordiir ve bu sekilde bulunur.

2.2.1 Bir Sistemin Tarif Eden Fonksiyonunun Volterra Serileri Yardimiyla

Bulunmas

Hi(s1,....sn) ile ifade edilen bir sistemin tarif eden fonksiyonu N(A,w) olsun.
Sistemin girisi u(t)=Acos(wt) dir. Sistem ¢ikis1 su sekildedir. |N(A,w) | cos( wt+0
(A,w) ) 6. 5zellikten en diisiik derecede wy’1 veren modiil vektér M=(m.;,m;) =(0,1)
seklinde bulunur. (2.37) denklemi kullamlarak n=1 i¢in wy frekansindaki ¢ikis terimi
yazilabilir, Béylelikle (1+2r). derece ¢/ katsayis1 bulunmus olur.

(1+2r)! AM”
27 ri(1+1)!

K(r) = Hy,, (r(=jw),(1+ D)(jw))e™ : (2.39)

Cikistaki toplam katsay: ise ZK(r) seklinde hesaplanmir. Gergek tarif eden

r=0

fonksiyon ise toplam terime kompleks eslenigi eklenerek bulunur.

+2r)! AV
27 f(+n)

N(A,w) = i ( H,,, (r(-jw),(1+1)jw) (2.40)

r=0
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2.3 Dinamik Sistemlerin i. Dereceden Transfer Fonksiyonlarmin Durum

Denklemleri Yardimiyla Bulunmas:

Durum denklemleri agagida verilen sistem ele alinsin. 0. derece igin u(t)=0 alintr.
Ayrica xg=y=0 alinabilir.

o 2 2
o b, u p)x; +e;u
X=AX+ . +

o

y=CX+qx’ +du (2.41)
"1] [a” alzJ

X= , A= , C=lc, ¢
l:xz a5 ayp [ : 2]

Durum degiskenleri ve gikis Volterra serileri cinsinden yazilip;

M=% 60 =x® , 0= y® (2.42)

i=0 i=0 i=0

ve (2.41) denkleminde yerlerine konuldugunda (2.43) elde edilir.

[ (o )2
. - b 3 pl[ZXZi] "“’l“2
Z)gi = ZAXIi + : + =l

- - b, u pz(ix"] (iXZi] +e,u u (2.43)

i=1 i=1

Sy, = i:cxi + i""r +du VX, =[x" ]

i= i=1 i=1 Xy

Bu (2.43) denkleminin iki tarafindaki aym dereceli terimler esitlensin. Bulunan 1.
dereceli terimler esitligi agagidaki gibidir.
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bl
X, = AX, + .y, =CX, +du (2.44)

Buradan frekans domenine gegilerek 1. derece transfer fonksiyonu bulunabilir. U(s;),

giris isaretinin 1. derece Laplace transformudur.

. bisy
X,(s) = (sI—-A) I:b ]U(sl)

o-n el
Y(s) =| CsI-AY| ™ [+d UGs) (2.45)
H,(s,) = %((:—)) = C(s 1~ A)"[';‘s']+ d

Aym sekilde (2.43) esitligindeki 2. derece terimler esitlenirse ve frekans domenine

gegilirse 2. derece transfer fonksiyonu Hy(s1,s; ) bulunur.

o plxgl + elu2 ) X,
X, =AX, + d , Y, =CX, +qx;; ,X, =
P2X;1X; +€,uu

P X5 (5,) X5 (s,) + €,U(s,)U(s,) ]

X,(sy58,) = [(sl +5,)1- A] l:pZX”(sl)XZI(Sz) +¢e,s,U(s,)U(s,)

(2.46)
Y, (s,8,) = CX, (s;,8,) + 94X, (8,) X, (s,)

Y, (s,,5,)

Ha(80%) = ey us,)

n>3 igin genel formilller yine (2.43) esitligi yardimyla asafidaki bigimde yazilabilir

ve n. derece goklu Laplace transformlari alinarak Hq(s1,S2,...,Ss) bulunabilir.

n. derece zaman domeni esitlikler:
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n-1

. Py sz,ixz,n-—i
X, =AX,+
P le.ixz.n—-i (2.47)
i=1 )
n-1
yn = an + qle,ixl,n—i

Frekans domenine gegilerek n. derece transfer fonksiyonu bulunabilir:

n-1

P ZXZ.i(Sl 38350438 ) X} i (Si11581025++>S,)
i=l

X, (8155, 5--58,) =[ (8, + 8, +..48,)] -—A]'l

P le,i(sl 3855058 )X i (8141581425045, )

i=1
n-1
Y, (5,55;5-4458,) = CX, (5,,8,5...58,) + qZX,'i(s,,s2,...,s,.)X,‘,,_i(sM,si+2,...,s,,)
i=1 .
Y, (5,55,5-58,)
U(s,)U(s,)-.. U(s,)

H,(5,,8;5...,8,) =

(2.48)

2.4 Lineer Olmayan Devrelerin n. Derece Transfer Fonksiyonlarinin Hesabx

Onceki kisimlarda lineer olmayan sistemlerin frekans domeni analizinin Volterra
serileri yardimiyla nasil yapilacag: goriildi. Bu metodlarda sistemlerin transfer
fonksiyonlart kullamildi. Durum denklemleriyle ifade edilen sistemler igin bu
transfer fonksiyonlarinin nasil bulunacag incelendi. Bu kisimda ise ele alinan lineer
olmayan devrelerin n. derece transfer fonksiyonlarmin nasil bulunacag:
gosterilecektir. Bu kisimda iglerinde lineer olmayan kapasite, lineer olmayan direng
ve lineer olmayan endiiktans olan devreler incelenecek ve bdylece karsilasilabilecek

biitiin durumlar gdzdniine alintmsg olacaktir.

Bu kisimda tek girigli sistemler ele alinacak ve Volterra serilerindeki 0. derece

terimler ihmal edilerek sifir alinacaklardir. Devrelerin tek girisli olmas1 giris
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frekanslarimin sayisim siirlamaz . En genel halde girigler (2.23) ya da (2.31)
denklemlerindeki gibi alindiklarinda istenilen sayida girig frekansiyla ¢alisilabilir.

F analitik sisteminin ¢ikigt w(t), girisi x(t) olsun. w(t) x(t)’nin bir fonksiyoneli

oldugundan x(t)’nin Volterra serileri cinsinden yazilabilir.

w(t) = Hx(0)] = SE[x(®)] = 3w ()
me! ! (2.49)

Wa®) = 5] = Joo. JEy G| [x(t =1,

i=1

m. derece ¢ikis agagidaki sekilde yazilabilir.

dmm He x(t)]J _ (2.50)

w.()=F,[ x(t) ]=$( 1e

e=0

m. derece ¢ikis daha kolay olmas: agisindan agagidaki gibi de hesaplanabilir.
w,(t) = E[x(t)] = (H € x(t)]'de €™ inkatsayysy) 2.51)

Lineer olmayan bir sistemin lineer olmayan elemanlarinin Volterra serileri su sekilde

olsun:

w(t) = Swa(t
™! (2.52)

w,(t)= T Tfm(r,,...,rm)lﬂ[x(t —1,)dr,

i=1

Iki uglu bir eleman igin (x(t),w(t)) ¢ifti gerilim ve akim ise (v(t),i(t)) m. derece
transfer fonksiyonu Ymn(si,-.....,Sm) olur ve gerilim kontrollu iletkenlik elemaninin m.
derece iletkenligi olarak adlandirilir. Tersi durumda ise Zp(sy,......,Sm) olur ve akim
kontrollu empedans elemaninin m. derece empedansi olarak adlandirihr. Gériildiigii
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gibi x(t) kontrol eden bilesen olarak alintyor. wi(t) kontrol edilendir. (2.52) denklemi
4 farkh tipte iki uglu lineer olmayan elemanin tanimlanmas: igin kullamlabilir. Bu
durumlarda x(t) v(t) ya da i(t) , w(t)’de v(t) ya da i(t) olabilir.

Lineer olmayan eleman agafidaki gibi lineer olan ve lineer olmayan kisimlarina

ayrilsin.

w(t)=win(t)+wi(t) (2.53)

wi(t) lineer kisimdir. Bu durumda lineer olmayan eleman olarak wy(t) alinabilir.

Wr(O)=W(t)-Wi()= iwm(t) (2.54)

m=2

Ele alinacak olan devrenin ¢ikis1 q(t) olsun. q(t), wn(t) ve x(t) girisin analitik
fonksiyonelleriyle ifade edilebilir olsunlar , bu durumda Volterra serileriyle

gosterilebilirler.

D

[va© in O] =2 v i@
- (2.55)

[40 %0 %O = 2[00 X %)

n=1

(2.56)
Bu denklemlerde [vnn(.) iN,,(.)]T ve [ qn(.) Xva(.) xi,,(.)]T giris u(.) 2ya gére n. derece
terimlerdir. [Vna(.) ina(.)]" n. derece lineer olmayan kaynaklardir. Biitiin bunlardan

agafidaki sonuglar elde edilebilir.
i) 1. derece lineer olmayan kaynak yoktur. Bagka bir deyisle lineer olmayan

kaynaklarin 1. derece Volterra terimi olamaz. [vn(.) inn(.)]"™=0
i) [a1() xv1(.) xi1()]" u(.)’ya baghdirlar ve lineer olmayan kaynaklar sifirlanarak
bulunurlar. Lineer olmayan kaynaklarin 1. derece terimleri sifir oldugu igin bu sonug

agikardir.
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iii) n>1 igin , [a(.) Xva(.) Xin(.)]" n. derece lineer olmayan kaynaklara baghdir. [Va(.)
inn()]T giris (u(.)) sifirlanarak bulunurlar. Bagka bir deyisle giris 1. derece oldugu
i¢in sadece 1. derece terimlere etki eder.

iv) n>1 igin, [Vnn(.) iN,.(.)]T ‘nin her eleman1 k<n igin [ xv(.) xi(.)]" ‘nin kars: diigen

elemanlarin fonksiyonelleridirler.

Bu kisimda buraya kadar anlatilanlara dayamlarak , lineer olmayan devrelerin

transfer fonksiyonlarimin hesabina iliskin bir algoritma verilebilir.

1. admm: [u(.) vn() in()]" giris vektorii olarak kabul edilerek , lineer devrenin H(s)

transfer fonksiyonu bulunur.

Q(s) U(s)
X, (s) |= H(s) Vy(s) 2.57)
X;(s) Iy(8)

2. adim: n=1 i¢in Vy ve Iy sifir alinarak (lineer olmayan kaynaklar devre dis:
birakilir)

Q.(s)) U(s,)
X, (s)|=H(s) 0 (2.58)
Xin(sl) 0

elde edilir.

3. adim: n. derece ¢ikis Qq(si,.......Sn) hesaplanarak , n. derece transfer fonksiyonu

bulunur.

_ Qu(515048,)
H,(s;5....,8,) = U(s,)...UGs.) (2.59)

4. adim: Istenilen n sayisina ulagilmigsa dur. Aksi taktirde n=n+1 .
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5. adim: n. derece lineer olmayan kaynaklar vektoriinii hesapla.

[VNn(s,,....,s,,)]

Iy (S)5000028,)

Q,(85::58,) 0

6. adum: | X _(S,;-...»5,) |= H(S;5000s8, ) Via(Sys000058,) (2.60)
X, (8y50e058,) Ign (Sy50++05S,)

elde edilir.

7. adim: 3. adima déniiliir.

Ornek 2.2: Sekil 2.3 ‘deki lineer olmayan devrenin lineer olmayan transfer

fonksiyonlar1 yukarida verilen algoritmayla hesaplansin.

4 ohm
| A

1<D +

4 ohm

™)
1H Vi iv

Sekil 2.3 : a)Lineer olmayan devre b) Lineer olmayan kaynaklara sahip lineer devre
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Bu devrede girig i(f) bir akim kaynagidir. Cikig bileseni olarak lineer olmayan direng
elemanimin gerilimi vg(t) segilsin. Goriildiigii gibi devrede iki adet lineer olmayan
eleman vardir. Lineer olmayan endiiktans ve lineer olmayan direncin zaman domeni
ve frekans domeni tanim bagintilan agagidaki sekilde yazilabilir.

Endiiktans: Zaman domeni igin yazilsin. ¢ (t) akidir. a;=1H, a,=(1/3)HA ve a;=0

(1>2) dir.

S .1,
0. (t) = Da,i,"(t) =i, + 3t (2.61)
n=1
Frekans domeni i¢in n. derece empedans ;
Z,.(5,,8,,..-,8,) = a_(5, +5,+..+5_) vn21 (2.62)

Direng: Zaman aralif ifadesi asagidaki sekilde yazilir. g,=(1/2) S, g,=(1/5) S dir.

NS .
in () 2EVR (D) =5 Ve + Vi (2.63)

n=1

Frekans domeni i¢in n. derece iletkenlik ; ?Rn(s,,sz,....,sn) =g, , vn21 seklinde
yazihir. Sekil 2.3.a’daki devredeki lineer olmayan elemanlar Sekil 2.3.b’deki gibi

linecer olmayan ve lineer kisimlarina ayrilirlar. n. derece transfer fonksiyonu

H:®(s,,S,,....,S,) hesaplansin.

1. adim: Lineer devrenin analizinden :

I(s) '
[V"(s)]= L[”zsz *2 -38-6 -3 I, (s) |, A()=28*+3s+4  (2.64)
I, (s) A(s) 2s+4 3s -2s 8
Vi, (8

2. adim:
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r__1 5 i
[VRI(SI) ILI(SI)] _A(s,) 25, +2 231""4] I(s) (2.65)

3. adim: 1. derece ¢ikig ve 1. derece transfer fonksiyonu hesaplanir.

257 +2 v Vi (s) —2s7+2
I . H.} = =
Ay ) o Hir )= =)

Vu(s) = (2.66)

4. adim; n=2 yapilir. 2. derece lineer olmayan transfer fonksiyonunu hesaplamak

icin 2. derece lineer olmayan kaynaklar bulunur. Bunun i¢in 5. adima gegilir.

5. adim:

1
[INRZ(SI »S) :| h l:?nz (8158,) Vri(8) Vri (5, )] _ I(s)I(s,) 5
VN,_Z(SI S,) z;,z (5,581, (811, (s;)

(<25} +2)(-2s2 +2)

TAGS)A(s)| 1

-3-(8. +5,)(2s, +4)(2s, +4)

(2.67)

6. adim:

%(—ZSf +2)(-2s; +2)

[vn (s..sz)] Is)I(s) [ -3(s,+8,)2 =6 -3(s,+s,)

I, (s,58,) B A(s, + SZ)A(SI)A(sz)I-3(sl +5,) -2(s, +s,)

S +8)(25 + (25, +4)
(2.68)

7. adim: 3. adima geri déniiliir. Burda 2. derece ¢ikis ve 2¢ derece lineer olmayan

transfer fonksiyonu hesaplanir.

36+ 5 - 628 + 2028 +2) (5, +,)° 2, +4)2s, +4)
Veal&5;) = AG, +5)AG)AG,)

I(s)I(s,)

(2.69)
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1 ) ,
Via(6ssy) _ 510+ 8) 26 4225 +2) - (5,4 5, (25, +4)25, +4)
I(SI)I(SZ) A(sl + sz)A(sn)A(Sz)

H} (s,,8,) =

(2.70)
Algoritma aym sekilde ilerletilerek daha iist dereceli lineer olmayan transfer
fonksiyonlan da bulunabilir.



BOLUM 3

ASIMPTOTIK METODLAR

3.1 Harmonik Balans Metodu

Bir ¢ok fiziksel olay lineer olmayan dinamik bir sistem olarak modellenebilir. Bu
modeller matematiksel kolaylik agisindan yaklagik olarak lineer modellere
doniistiiriilliir. Bu basitlegtirme , ¢ikan sonuglar deneysel sonuglara yaklagik oldugu
zaman dogru ve kullanilabilirdir.  Lineer olmayan sistemlerin en ©nemli
6zelliklerinden biri ; sistemin cevabinin girig genligine olduk¢a bagimli olmasidir.
Ayrica lineer olmayan sistemlerde siiper pozisyon ilkesini kullanamayiz. Lineer

olmayan sistemlerde, lineer sistemlerde goriillemeyecek bir ¢ok olay gézlenebilir.

Lineer olmayan sistemlerin davraniglarimin ¢6ziimii i¢in genel bir metod yoktur:
Kesin ¢oziimler sadece bazi basit lineer olmayan diferansiyel denklemler igin
bulunabilirler. Bir ¢ok lineer olmayan sistem igin yaklasik ¢oziimler [8,9],sadece
belli kisitlamalar altinda bulunabilir. Bu béliimde anlatilacak olan Tarif Eden
Fonksiyon metodu da bu yaklagiklik ydntemlerinden biridir.

flk olarak harmonik balans metodunun temel ilkeleri, asagidaki denklem sistemini
kullanarak gosterilebilir.

x4+ g(x,u) = 0 (3.1)

Burada g(.) : R~ RN siirekli bir donigiim, u(.) : R—->RM T periyodlu periyodik bir
dalga gekli, x(.) ise R—RM bilinmeyen periyodik siirekli hal ¢6zlimiidiir. Bilinmeyen
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x(.) w=2n/T igin Fourier serilerine agilabilir.

x(t) = X(0) + i[xc(k) coskwt + X5(k)sinkwt] (3.2)

k=1

y(t)=dx(t)/dt+g(x(t),u(t)) dalga sekli de Fourier serisine agilsin.

y(t) = Y(0) + f:[YC(k)coskaYS(k) sinkwi] (3.3)

k=1

K tane harmonik dikkate alinsin. Bu durumda bilinmeyen sayisi (2K+1)N dir.
Fourier serisi ag¢ilimlarindan Y(X)=0 cebrik denklem takim elde edilir.
Gorildugii gibi diferansiyel denklemin ¢6ztimiéi cebrik denklemlere indirgendi. Bu
denklem takimim elde etmek lineer olmayan sistemler i¢in kolay degildir. Clinkii
lineer olmayan fonksiyonlarin Fourier serisi agilimlan direk olarak bulunamaz.
Heriki kisimlarda ve boliimlerde bu problem igin ¢6ziim yollar: 8nerilecektir.

3.1.1 Tarif Eden Fonksiyonlar

Lineer olmayan elemamn giriginin siniisoidal oldugunu varsayalim. Bu lineer
olmayan elemanin ¢ikisi genelde siniisoidal degildir. Fakat gikisin girisle aym
periyodda periyodik oldugunu varsayabiliriz. Genelde ¢ikis temel harmonige ek
olarak {ist harmonikleri de igerir. Tarif Eden Fonksiyon analizinde temel harmonigin
¢ikista baskin oldufunu varsayacaiz. Yani {list harmoniklerin genlikleri temel
frekansinkine gdre ihmal edilebilir olmahdirlar. Lineer olmayan bir elemanin Tarif
Eden Fonksiyonu ; ¢ikis temel harmonigine iligkin fazér ile girise iliskin fazoriin
oram olarak tanimlananir,

Y,
N=x (3.4)

Bu denklemde N Tarif Eden Fonksiyon, X giristeki sintisoidin genligi , Y} ¢ikisin

temel harmoniginin genligi ve f] ise ¢ikigin temel harmoniginin faz kaymasidir. Eger
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ele alinan lineer olmayan eleman enerji saklayabilen tiirde bir eleman degilse , N

sadece girigin genliginin fonksiyonudur.

Verilen lineer bir olmayan elemanin Tarif Eden Fonksiyonunu bulabilmek igin
¢ikigin temel harmonik bilegenini hesaplamaliy1z. Lineer olmayan elemamin girisi

x(t)=X sin wt geklinde olsun. Cikis y(t) su sekilde Fourier Serisine agilabilir:

(o]
y(t)= AO + nE] (An cosnwt + Bn sinnwt)
>
=A_+ Y sin(nwt+¢d_)
0 n=1 ™ n 3.5)

Fourier katsayilan agagida verilmigtir ;
1 2n
A=—] y(t) cos nwt d(wt)
n n 0

121t
B_=— [y(t) sin nwt d(wt)
n no

_ , 2.2
Yn— An+Bn
A
d, = tan~' (=2)
B, , (3.6)

Eger lineer olmayan fonksiyon simetrik ise Ag =0 dir. Cikisin temel harmonik

bileseni su sekilde yazilabilir:

y1(t)=A1 cos wt +B1 sinwt
=Y sin(wt-+f1) 3.7

Buradan ,
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Y1=(A12+B12)1/2

¢1=tan-1(A1/B1) : (3.8)
denklemlerini yazabiliriz.

lleride ki boliimlerde, gerektiginde bazi lineer olmayan elemanlarin Tarif Eden
Fonksiyonlan hesaplanacaktir.

3.1.2 Lineer Olmayan Sistemlerin Analizi

Lineer olmayan bir ¢ok dinamik sitem Sékil 3.1 deki gibi blok diyagramlarla
gosterilebilir [10]. Burda N blogu lineer olmayan elemam , G blogu ise lineer alt

sistemi temsil etmektedir.

v

A -

Sekil 3.1: Lineer olmayan bir sistem

Sistem ¢ikiginda siirekli halde bir osilasyon goriildiifti zaman , ¢ikisin genlik ve
frekansim Tarif Eden Fonksiyon analiziyle bulabiliriz. Sekildeki sistemde yiiksek
frekansli harmoniklerin zayiflatildigim varsayalim. Blok diyagramin analizinden

agagidaki denklem yazilabilir:
CGw) / R(jw) =NG(@Gw) / ( 1+NG(Gw) ) (3.9)

Karakteristik denklem 1+NG(jw)=0 ya da G(jw)= -1/N seklinde yazilabilir. Girig
sifir oldugunda sistemi bu karakteristik denklemi kullanarak ¢6zebiliriz.
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Karakteristik denklem saglandiginda sistem ¢ikisinda bir limit ¢evrim olacaktir. Bu
durum G(jw) kok egrisinin kritik noktada olmasina kargilik diiser. (lineer sistemlerde
kritik nokta -1+j0 dir) Lineer olmayan sistemlerde -1/N egrisi kritik noktamin

yerine geger.Bu durumda G(jw) ile -1/N 'in kesigme noktasinda limit ¢evrim vardur.

Sistemin kararlilifini incelemek igin -1/N ve G(jw) 'nin kék egrileri ¢izilir.G(s) 'nin
biitin kutup ve sifirlan s diizleminin sol yansinda (jw eksenide dahil)
olmalidirlar[8]. Eger G(jw) -1/N 'i gevrelemiyorsa sistem kararlidir ve limit gevrim
olusmaz. Iki egri kesistiklerinde ise, sistem osilasyon yada limit ¢evrime girer.Bu
osilasyon siniisoidal degildir fakat yaklagik olarak siniisoidal ifade edilebilir.

Sistemde goriilen limit gevrimlerin kararlilifindan ilerideki kisimlarda bahsedecegiz.

Limit ¢evrimin karakteristik denklemden bulunan genligi ve frekansi yaklagik
degerlerdir. Eger G(jw) ve -1/N dik olarak kesisiyorlarsa yontemdeki hata ¢ok azdir.
Teget kesigtiklerinde ise hata G(jw)' mn yiiksek frekansh harmonikleri ne kadar
zayiflattigina baglidir. Birbirlerine teget olduklarinda ise limit gevrim olamaz ve
stirekli hal osilasyonu olmasi G(jw) ye baglhdir.Yani sistem asimptotik kararh
oldugunda , giristeki isarete bagh olarak ¢ikista da periyodik ve siirekli bir igaret
goriilebilir. Bu isaretin genligi (3.4) denkleminden bulunabilir.

3.1.3 iki Siniisoidal Girisli Tarif Eden Fonksiyonlar

[k kisimda lineer olmayan elemanin girisinde sadece bir siniisoidal igaretten olugan
periyodik bir isaret oldugunda bu elemam yaklagik olarak i.fade eden Tarif Eden
Fonksiyonunu kullanarak sistemin analizinden bahsetmistik. Bazi durumlarda lineer
olmayan elemamn girisine iki siniisoidal igaretin toplamindan olusan bir isaret
gelebilir. Bu sinusoidaller sistemin giriginden , sistemde olugan limit ¢evrimlerden
ya da ikisinden birden olugabilir. Bu durumda ilk kisimda anlatilan TEF hesaplama
yontemleri gegersiz olur. Bu kisimda Iki Siniisoidal Girisli Tarif Eden Fonksiyonlar
(ISGTEF) hesaplamay1 ve uygulamalarim gorecegiz.

Lineer olmayan elemanin girisine gelen isaret agagidaki gibi olsun:
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x(t)=A sin (wat + qa) + B sin (Wt + qA) (3.10)

Her iki frekans i¢in ISGTEF 'lar su sekilde bulunurlar. Na , glklsln wa frekansindaki
faz6riiniin , girisin wa frekansindaki fazériine boliimiiyle bulunur. Np ise ¢ikigin
wp frekansindaki fazoriiniin , girisin wp frekansindaki fazériine boliimiiyle
hesaplanir. Bu fonksiyonlar girislerin genliklerine , frekanslarina ve faz farklarina
baghdirlar. Frekanslar birbirlerine harmonik olarak bagimh olduklarinda ; sadece bir
faz farki almak yeterlidir. Sistemdeki alt ya da yiiksek harmonik osilasyonlan
incelerken bu iki sintisoidalin frekanslarimin birbirlerine harmonik olarak bagimh
oldufunu varsayacagiz. Frekanslar birbirlerinden bagimsiz olduklarinda ; bunlan
girisler ve sistemin karakteristikleri belirler. Ornegin limit gevrime girmis bir
sisteme bir siniisoidal giris uygulandiindaki hal buna 6rnektir. Limit ¢evrime ilskin
frekans ile giris isaretinin frekansinin oram irrasyoneldir. Bu tip durumlarin analizini

ve girigin limit gevrime etkisini ileriki kisimlarda inceleyecegiz.

Eger lineer olmayan fonksiyon statik ve tek degerli ise (hafiza elemani yoksa) bu
fonksiyonlar gergel degerlidirler. Bu durumda Nao ve Np 'yi su sekilde

hesaplayabiliriz:

2 2
N, = Z—I,A- IdBA IdGBy(A sin®, + Bsin6,)sin®,
Tho o 3.1

2 2
NB = 12 IdGA ].dGBY(A SineA + BSineB)SineA
2n°A 0

Gorildiigti gibi bu iki fonksiyon sadece A ve B 'ye baghdirlar ve
NA(A,B)=NB(B,A) dir. Na ve NB 'nin hesaplanmasi i¢in birkag y6ntem vardir,
(3.11) denklemleri kullanilmadan da giris isareti dogrudan fonksiyona koyularak
TEF'ler hesaplanur.

Ornek: Lineer olmayan fonksiyon y=x3 olsun. Giris su ekilde olsun:
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x(t)=Acos wt + B cos (gwt +q) (3.12)

x(t) girigini lineer olmayan fonksiyonda yerine koyup:

y=( Acos wt + B cos (gwt +q) )3

=(3A3/4 +3AB2/2) coswt +(A3/4) cos3wt +(3A2B/2 + 3B3/4) cos(gwt +q)

+(3A2B/4)( cos [(g+2)wt +q] + cos[(g-2)wt +q] )

+(3A2B/4)( cos [(2g+1)wt +2q] + cos[(2g-1)wt +2q] )

+(B3/4)cos (3gwt +3q) (3.13)

frekanslar harmonik bagimh degilseler

NA(A,B)=(3/4)A2 +(3/2)B2
NB(A,B)=(3/4)B2 +(3/2)A2 (3.14)

seklinde bulunurlar.

3.1.3.1 Alt Harmonik Osilasyonlan

Alt Harmonik Osilasyonu lineer olmayan sistemlerde goriilebilen bir olaydir. Sistem
cikisinda giris frekansinin alt katlarimin goriilmesine denir. Girig frekansinin 3'te
birine kadar kiigiik frekanslar basit sistemlerde goriiliir. Cikigtaki alt harmonik
bilesenleri bilyiik genlikli olurlar. Bu da sistemdeki limit ¢evrimin ya da varsa girisin
etkisini azaltir.  Sekil 3.1'deki sistemdeki alt harmonik osilasyonun ortaya
cikabilecegi bolgeleri kiibik lineer olmayan fonksiyon igin inceleyelim. y=x3 igin
g =1/3 ‘ikenki NA ve NB 'yi (3.13) denkleminden agagidaki sekilde bulunur:
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NB(A,B,1/3,9)=(3/4)(B2 + 2A2 + AB cos3q - jABsin3q) (3.15)
NA(A,B,1/3,q) =NB(B,A,1/3,9)
NB 'nin faz kaymasina B dersek k=A/B igin :

_ —ksin30
"~ 2+4k® + kcos30 (3.16)

tanfs

tanb 'nin q 'ya gére maksimumunu hesaplarsak:

-k

tanp, ., = ————
™ Ja+3k? + K (3.17)

bulunur. Bunun da k'ya gore maksimumunu bulursak , k2=2 bulunur. Buradan
Bmakso degeri +21° ve -21° bulunur. Yani Np(B,A,1/3,9)'nin maksimum faz kaymasi
21 derecedir. 1/3 alt harmonik osilasyonunun sistemde goriilmemesi igin lineer
elemanlarin maksimum faz gecikmesi 159 dereceyi agsmamalidir. Bu kosul altinda
(1/3) osilasyon olusamaz. Bunu Sekil 3.2 'de gorebiliriz. G, sisteminde olusabilir.
21derece ile kesisme var oldugundan G,(jw)’da alt harmonik osilasyonlar1 olugamaz.

Ciinkii Np nin maksimum faz kaymal haliyle bile kesismesi yoktur.

NIm

21°

~7

Re

Gy(jw)

Sekil 3.2 :Kiibik lineer olmayan fonksiyon i¢in alt harmonik olugma kural
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y=x3 bigiminde bir lincer olmayan fonksiyon i¢in ,bir alt harmonik (1/3) ortaya ¢ikma

sartin1 durum denklemleri agagidaki sekilde verilen siniisoidal bir akim kaynagiyla

uyartlmis Chua devresine uygulayalim.

L —ox + oy + oA, sinw,t — f(x))

dt
dy

—_—=X-V+

dt X—y+12

dz

T By

f(x)= ~mx + kx’ (3.18)

Bu denklemlerde m=m/G , k=k/G , Ak=Mk/G seklindedir. Yani ger¢ek m, k, Ax
katsayilar1 Chua devresindeki iletkenlige (G) boliinerek kullamilacaklar. Bu sistemi
asagidaki sekilde bir blok diyagramiyla gosterebiliriz.

Aksinwkt
—_—) s L(S)

£0) J._

Sekil 3.3:Chua devresinin Lure formunda gosterilimi

L 4

Bu sistem ¢ikigindaki 1/3 alt harmonik osilasyonlan inceleyecegiz. Cikis su sekilde

olsun:
x=Acos wit + B cos (wkt/3 +q) (3.19)

Genellikle geri besleme diyagramindaki lineer olmayan fonksiyon g(x)=f(x) alinir ve
L(s) de buna gore hesaplanir. Fakat yukarida kiibik lineer olmayan fonksiyon igin alt
harmonik osilasyon gsartlanim sistemden bagimsiz olarak bulduk. Aym seyi
f(x)=-mx-+kx3 i¢in yapmak olduk¢a zordur. Bu ylizden durum deklemlerinden blok
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diyagramina gegerken lineer olmayan fonksiyon olarak sadece g(x)=kx3 'yi alabiliriz.
Bu durumda L(s) 'de agagidaki gibi bulunur. Yukarida x3 i¢in 210 gartin1 bulmustuk.
(burada kullamlan k ,k=B/A dan farkhidir.) Bu katsayr yukarda yapilan islemleri
etkilemez. Np'nin maksimum faz kaymasi kx3 i¢in de 210 'dir.

_ o(s’ +s+PB)
~ 8 +(1+o — am)s? +(B — am)s+ap(1-m) (3.20)

L(s)

Devrenin herhangi parametrelerine gore L(jwk) ¢izdirildiginde 210 kosuluyla
devrenin alt harmonik osilasyona girip girmeyecegi belirlenebilir. Yani belirli bir
giris genligi segildiinde , ¢izdirilen k&k egrisinden devrenin hangi wy frekans
degerleri igin alt harmonik osilasyonu yaptig1 belirlenir. Ayrnica bunu analitik
yollardanda inceleyebiliriz. Sekil 3.3 bolk diyagramindan da yararlanarak asagidaki

denklemler yazilabilirler.

AW
14N, (A,B%,e)L(jwk)

A=

-1
N.,(A,B%,e)

L(jw,/3)=
(3.20)

Bu denklemler kullanilarak Ag ,wk diizleminde alt harmonik osilasyon bélgesi
belirlenebilir.Bu denklemlerde g(x)=kx3 aldifimiz durumda NA ve Np k ile
carpilmalidirlar. g(x)=f(x) alindigin da NA ve NB su sekilde olur:

Na =-m+kNA ve NB=-m+kNp
3.1.3.2 Limit Cevrimlerin Yok Edilmesi

Sekil 3.3'deki blok diyagramiyla modellene (Lur'e modeli) sistemi ele alalim. Bu
lineer olmayan dinamik sistemde girisin sifir oldugu durumlar igin otonom sistemde

limit ¢evrimler yada kaotik davramg goriilebilir. Bu lineer olmayan dinamik
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sistemlerin bir 6zelligidir. Kararli bir sisteme siniisoidal bir giris uyguladigimizda
¢ikista bir osilasyon goriiriiz. Tersine durumda limit ¢evrime girmis bir sisteme bir
giris uygulayarak sistem bu limit ¢evrimden g¢ikarilabilir ve sadece girig frekansinda

bir osilasyon gosterir.

Sekil 3.3 'deki sistemde x=Asinwkt + Bsinwt olsun. w giris sifir oldugu andaki limit
¢evrimin frekansidir. Bu sisteme wy frekansinda bir isaret uygulayalim. Bu sistemin

w frekansindaki denklemlerini yazarsak:
1+NB(A,B)L(jw)=0 (3.22)

Bu denklem sistemin w frekansinda limit ¢gevrim géstermesinin sartidir. Goriildiigi
gibi bu limit gevrimin genligi A'ya dolayisiyla , giristeki isaretin genligine de
baghdir. Bu denklemin saglanmadifi A araliim bulursak ,bu A degerleri igin sistem
limit ¢evrimden ¢ikiyor demektir. B=0 ise x(t)=Asinw,t seklindedir ve bu durum

icin asagidaki denklem yazilarak limit gevrimin yok oldugu Ay arali1 bulunur.
A=(AkL(wK))/(1+NL(wk)) (3.23)

Bu denklemdeki N, g(x) lineer olmayan fonksiyonunun x=Asinwyt girisi igin bulunan
tarif eden fonksiyonudur. Sistem limit gevrimden ¢iktif1 igin lineer olmayan

fonksiyon girigine sadece wi frekansinda bir igaret gelir, bu durumda iki siniisoidal

girigli tarif eden fonksiyonlan kullanamayiz.

Ornek 3.1:(3.13)’le verilen durum denklemleriyle verilen sistemi ele alalim.

g(x)=f(x) olsun. Ax=0 iken sistem w frekansinda limit gevrimde olsun. Bu durumda

iken sisteme girig uygulansin. Cikis en genel halde asagidaki sekilde olur.

x=C+Asinwt+Bsinwt (3.24)
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Burada C, dogru akim (DC) bilesenidir. Lineer olmayan fonksiyon yaklasik olarak

su hale getirilebilir:

f(x)=CNc+NaAsinwit+NpBsinwt (3.25)
Bu durumda su denklemler yazilabilir:

1+NcL(0)=0

1+NBLGwW)=0

A=AkL(wk)/(1+NAL(GWK)) (3.26)
Nc, Nave NB su sekildedirler:

Nc= -m+k( C2+(3/2)A2+(3/2)B2)

Na= -m+k( 3C2+(3/4)A2+(3/2)B2) 3.27)

Np= -m+k( 3C2+(3/2)A2+(3/4)B2 )
NB 'yi kullanarak 1+NpL(jw)=0 denklemi su sekilde yazilir:

3C2+(3/2)A2+(3/4)B2 = (m-1/L(jw))/k (3.28)
(3.26) denkleminden goriildiigii gibi giris genliginin artmast A'y1 arttinir.  (3.28)
denkleminde egitlifin sag giris genligine bagl degildir. Bu durumda A'min bir
maksimum degerinde (3/2)A2 , (3.28) denkleminin saf yanna esit olur. A'nin

bundan biiyilk degerlerinde de (3.28) denklemi saglanmaz , yani sistem limit

¢evrimden gikar.



A2 iJ—z—(m— —-?——)
3k L(jw) 3.29)

Simdi B=0 olmas: i¢in A'nin saglamasi gereken sart1 Ak 'ya ¢evirelim. B=0 oldugu

durumda x=C+Asinwkt olur. Bu durumda N¢ ve NA su sekilde yazilirlar:

Ne= -m+k( C2+(3/2)A2)
Na= -m+k( 3C2+(3/4)A2) (3.30)

Harmonik balans denklemleri de

14NcL(0)=0
(3.31)

A=AgL({wk)/(1+NALGwK))

seklinde olurlar. Bu denklemler ve (3.29) esitsizlii kullamlarak sistemin hangi girig
genligi degerleri igin limit ¢evrime girmeyecegi belirlenir. Ayrica 6nemli bir noktada
w ile wy'min birbirleriyle harmonik olarak bagimh olmamalandir. Birbirlerinin

katlar olduklar1 durumlarda,yukarida yazilan tarif eden fonksiyonlar gegersizdir. w
ve wk'nin degerlerine bagl olarak yeni tarif eden fonksiyonlar bulunmasi gerekir.

3.2 Pertiirbasyon Metodu
3.2.1 Otonom Lineer Olmayan Sistemlerin Pertiirbasyon Metodu ile Analizi

Analitik ¢6ziim denklem parametrelerinin ve ilk kosullarin sayisal degerlerini
bilmeden de bulunabilir. Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik
¢6ziimlerini bulabilecegimiz yontemlerden biri Pertiirbasyon Metodudur. Bu metod
kiigiik degerli bir parametrenin lineer olmayan terimlerle iligkili oldugu denklem

takimlarina uygulanabilir. Coziim kiiglik parametrenin kuvvet serileri cinsinden
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yaklagik olarak bulunabilir. Parametrenin kuvvetleri bagimsiz degiskenli
fonksiyonlarla iligkilidir. Eger parametre genlii yeteri kadar kiigiikse , daha az
sayida iistel terimle istenilen dogrulukta bir ¢oziim elde edilebilir. Bu metodu
agagidaki denklem takimina uygulayalim.

dx
—&- = Wl(xs )’,t) X
(3.32)

dy
'a =V, (X, Y, t)

Ilk kosullar x(tp)=a , y(to)=b seklinde alinsinlar. w; ve W, lineer olmayan
fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlarin lineer kisimlan aynlirsa denklemler asagidaki
sekile doniisiirler.

d
—d’t‘ = £,(%,,1) + 1, (%, ¥,1)
| (3.33)

L o (03,0 + i (x50

fi ve f, lineer fonksiyonlardir. ¢; ve ¢ lineer olmayan fonksiyonlardir. Ele
alinacak parametre ¢, ve ¢ ile iligkilidir. Bu parametre idealde boyutsuz bir say:
ve kiigiik genlikli olmalidir. Coziim p parametresinin kuvvet serileri cinsinden
bulunacaktir. p ne kadar kiigiik olursa seri o kadar hizh yakinsar. Pratikte p fiziksel
boyutlu bir parametre de olabilir. Bazi durumlarda da denklemlerde béyle bir
parametre olmayabilir. Bu gibi durumlarda denkleme parametre eklenir. (3.32)

denklemlerinin agagidaki bigimde bir ¢dziimii oldugu varsayilsin.

x=xg(t)+ px;(O+ p2xa(®)+.ooeee.
(3.34)

Y=Yo(t)+ py1()+ plya(t) ...,
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 gerektigi kadar kiigiikse 2 ya da 3 terimli serilerle gerekli yaklagiklik elde edilebilir.
Tersi durumda seri hi¢ yakinsamayabilir ve pertiirbasyon metoduyla elde edilen

(3.34) ¢oziimii tamemen yanlig olur. p=0 i¢in (3.34) denklemi su hale gelir.

x=xo(t)

y=Yo(t)

Bu ¢6ziim x(tg)=a , y(to)=b ilk kosullar1 da kullamlarak ¢6ziilen

& ooy

d (3.35)
y

—Cﬁ_ = fz(x,yat)

denklemlerinden de aym sekilde bulunabilirler. (3.34) denklemlerindeki xo, X1, X2
»V€ Yo, Vi, Y2 .. fonksiyonlar1 lineer diferansiyel denklem ¢oziimlerinden
bulunacaklardir. [Ik kosullar da keyfi sabitlerin degerleri hesaplanirken
kullanilacaklardir. Yukarida anlatilan yéntem bazi 6rneklere uygulansin.

Ornek 3.2: Asagidaki lineer olmayan diferansiyel denklemin ¢dziimii aransin.

%—f- =-Ae—-Be’ , e(t,))=E (3.36)

(3.36) denklemi (3.37) formuna uyan lineer olmayan bir denklemdir. Denkleme

boyutsuz bir p parametresi eklensin.

% = —Ae— pBe? : (3.37)

(3.34) formunda bir ¢6ziim asaidaki gekilde bulunmus olsun.

e=eo(t)+ pei(t)+ pest)+on...... (3.38)
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Bu ¢oziim (3.37) denkleminde yerine koyulursa asagidaki esitlik elde edilir.

0 0 0

e+ pe+p’e, = —Ae, — pAe, — u’Ae, — uBe} — n’2Bee, (3.39)

Sadece p ‘niin 0. , 1. ve 2. derece kuvvetlerini igeren terimler dikkate alinirsa bu
se¢im 2. dereceden dogrultma terimlerini igeren bir ¢dziime yol agar. (3.39)
denkleminin her iki tarafindaki p‘niin aym1 dereceli terimlerini igeren terimler

esitlenir. 0. derece i¢in su denklem elde edilir.

0

[V e, = —~Ae, (3.40)

Bu denklemin ¢dziimii eo=koe™ seklindedir. e(tp)=E ilk kosulu da kullanilarak
ko=E bulunur. Coziim su hale gelir.

e=Ee™ (3.41)

(3.39) denklemindeki 1. derece terimler esitlenirse;

Wi e =—Ac, -Bel (3.42)

denklemi elde edilir. e yerine daha &nce bulunan degeri yazilirsa denklem su hale

gelir.

eoI =—Ae, -BE?e”M (3.43)

Elde edilen bu adi diferansiyel denklemin ¢dziimii e)(tp)=0 ilk kosul degeri de
kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir.

____[ o 2M _ e"“] (3.44)
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(3.39) denklemindeki 2. derece terimlerden elde edilen esitlik:

2

0
p: e: =—Ae, —2Be¢, (3.45)
€ ve e€;’in daha &nce hesaplanan degerleri bu denklemde yerine koyulur ve elde
edilen denklem ex(tp)=0 ilk kosulu da kullamlarak g¢oziiliirse (3.46) denklemiyle

yazilan ¢oziim elde edilir.

B2 3
e, =_A'f [ 26 4 &) ~ (3.46)
Bdoylelikle ey, e;, e; fonksiyonlar1 hesaplanmis olur. Bunlar (3.38) denkleminde

yerlerine koyulurlarsa diferansiyel denklemin yaklasik ¢6zitimii

BE EY 2
e= Ee"*'[l +-E;-[e*'“ - 1]+(”%) [e* -1] } (3.47)
(3.47) denklemi p=0 igin yazilirsa (3.36) denkleminin gergek ¢éziimii bulunmus olur.
(3.47) denkleminden goriildiigii gibi BE/A katsayisimin kuvvetleriyle orantili bir
¢bziim ortaya ¢ikiyor. Bu katsay1 1°den ne kadar kiigiik olursa ¢6ziimiin dogrulugu o
kadar yiiksek olur. Ciinkii yliksek dereceli terimler ¢ok kiigiik bir katsay: ile
carpilacaklarinda etkileri ihmal edilebilecek kadar az olur. |

Ornek 3.3: Negatif Direng Osilatorii [10]: Sekil 3.4’de goriilen , iginde negatif
direng olan osilatdr devresi ele alinsin. Negatif direng iki uclusu lineer olmayan bir

elemandir ve tanim bagintis: su sekildedir.

j=-aet+be’

I
<
Ty

| |
I
Q
o

Sekil 3.4: Negatif direng osilatorii
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a ve b pozitif sabitlerdir. Devre denklemleri yazilarak , asagida goriilen lineer

olmayan diferansiyel denklem elde edilir.

00 2 Yo 0 3
e—%(l— 3be )e+_e__+5(e_ff+_be_)= 0 (3.48)

Devrenin osilasyona girmesi i¢in R ‘nin degeri bir sinir degerini asmamalidir. R bu
degerden yiiksek olursa osilasyon genligi imajiner olur. ‘Yani devre osilasyon
yapamaz. Bu yiizden R ¢ok kiiglik degerlidir ve ihmal edilebilir. Devre diferansiyel
denklemindeki son terim atilir ve a=a/Cwp , p=3b/a déniigiimleri yapilirsa devre

diferansiyel denklemi agagidaki hale gelir.

00 [}
e—a(l-pe’)wy e+ wie=0 (3.49)

Bu denklemin siirekli hal ¢oziimiinii pertiirbasyon metoduyla bulmak igin asagidaki
gibi bir ¢6ziim oldugu kabul edilsin.

e=eo(t)+ ae;(t)+ aey(t)+........ ' (3.50)

Osilasyon frekansimin da bir A genligiyle degistifini varsayarsak , boylelikle
istenmeyen terimlerden kurtulunabilecektir.

w=wo+ab;(A)+ 02by(A)+.......
(3.51)

wo=w- abj(A)+ a’by(A)+.......

(3.50) ve (3.51) denklemleri (3.49) denkleminde yerlerine koyulurlarsa agagidaki
(3.52) denklemi elde edilir. '
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00 00 00 [/} 0 [} o
2 2 2 2
cotaei+a’ e2—aweo—a‘wer+a’b, e+ apwe; eo

] o 1]
2
+20.Bwe,e, €o-a’Bb.e, €0 +a’Pwe,’ &1+ wle, (.52)
+aw’e, +a’w’e, — 2ab,we, - 2a’b,we,

+a’ble, - 2a’b,we, = 0

Ik kogul olarak t=0 icin e(to)=E alinsin. (3.52) denklemindeki 0. derece terimlerin
esitlenmesinden asagidaki denklem elde edilir.

0 00
a’:  eotwle, =0 (3.53)

Bu denklemin ¢6ziimii ilk kogullar da kullanilarak ,

eo=Ecoswt
3.59)
W=Wp
seklinde bulunur. (3.52) denklemindeki 1. derece esitlik:
00 0 0
o't e+ wre, = weo— Bwel eot+ 2b,we, (3.55)

Bu denklem daha 6nce hesaplanan ey ve baz: trigonometrik 6zdeslikler kullamlarak

asagidaki hale getirilir.
00 BWZES 2133
e+ w’e, =|-w’E+ 2 sinwt + 2b,wE coswt + sin3wt (3.56)

Bu denklemin sag tarafindaki 1. ve 2. terimlerden kurtulmak igin su sartlar

yazilabilir.

WE(1-BE¥4)=0 , 2b1(A)WE=0 (3.57)



51

Buradan E ve b, agagidaki sekilde hesaplanir.
1/2
E=t—2 =% i) b, =0 (3.58)

b1=0 oldugundan frekansta 1. derece diizeltme terimi yoktur. t=0 igin ;=0 ve
dey/dt=0 kullamilarak diferansiyel denklem ¢6ziiliirse ; 1. derece diizeltme terimleri
agagidaki sekilde bulunur.

e1(t)=(E/8)(3sinwt-sin3wt)
(3.59)
bi(A)=0

(3.52) denkleminden ey ve e; degerleri de kullanilarak yazilan 2. derece esitlik:

2 w0 2 2 1 2b2 2 3 2 5
o e2+we, =w —8—+—v—v— coOsSwWt + w E(—Z)cos3wt+w E(-s-)cos5wt

(3.60)
Esitligin sad tarafindaki coswt teriminden kurtulmak i¢in by=-w/16 alimir. t=0 igin
€=0 ve dey/dt=0 ilk kogullar1 da kullamlarak ¢oziilen denklemden e; su sekilde

hesaplanur.
e=-(E/192)(13coswt-18cos3wt+S5cosSwt)

(3.61)
by=-(w/16)

Sonu¢ olarak (3.50), (3.54), (3.59), (3.61) denklemleri kullanilarak (3.49)
denkleminin ¢6ziimii asagidaki bigimde yazilabilir.
e=Ecoswt+a(E/8)(3sinwt-sin3wt)- az(E/ 192)(13coswt-18cos3wt+5cosSwt)

(3.62)

w=wg-02(w/16)



52

Bulunan ¢6ziim stirekli hal ¢6ztimudiir. Gortldiigl gibi devre 3. ve 5. harmoniklerin
de katilimiyla bozulmusg bir osilasyon yapmaktadir. 3. ve 5. harmonik genlikleri a‘ya
baghdirlar. o, 1’den ne kadar kiigiik olursa bu harmoniklerin ve ¢6ziime
katmadigimiz daha {ist harmoniklerin etkisi o kadar az olur. Coéziimiin dogrulugu

i¢in a‘min 1°den ¢ok kiigiik olmas: gart1 aranur.
3.2.2 Siniisoidal Kaynakla Siiriilmiis Lineer Olmayan Sistemlerin Analizi

Pertiirbasyon metodu siniisoidal kaynakla siiriilmiis lineer olmayan devrelere de
uygulanabilir. Onceki kisimda anlatilan yéntemden farki; bulunacak olan ¢bziimiin

6nceden tahmin edilmesi gerekmektedir. Asagidaki bigimde bir sistem ele alinsin.

o::+ W2X + po(x, ;) = G(t) (3.63)

p kiigiik bir parametre , ¢ lineer olmayan bir fonksiyon olsun. G(t) ise kaynak
fonksiyonudur. Eger aranan ¢6ziim sistemin kendi kendine girdigi osilasyona (limit
¢evrim) yakinsa , p G(t) ile de iliskili olmalidir. Tersi durumda , yani aranan ¢éziim
kaynak fonksiyonuna yakinsa p G(t) ile iligkisiz olmalidir. Bu sartlar bulunan
¢oziimilin dogruluk derecesini etkiler. (3.63) denkleminin asafidaki sekilde bir

¢6zlimii aransin.
x=xo(t)+ pxi(t)+ pxao )+ (3.64)

Devrenin osilasyon frekanst w olsun. Limit ¢evrim de ¢6ziimde gériilecekse , bazi
istenmeyen terimlerin atilabilmesi amaciyla w frekans:1 igin asagidaki esitlik

yazilabilir.

w=wo(t)+ ubi(A)+ p2by(A)+........ (3.65)
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Kaynak G(t)=Gcosw;t olsun. Eger devrenin bagimsiz osilasyon frekans1 w , kaynak
frekansina esitse (3.65) denklemine gerek yoktur. Yontemin uygulanmasi &nceki
kisimda anlatilanla aymidir.

Ornek 3.4: Asagidaki denklemle ifade edilen bir sistem ele alinsn.

00
x+ w2x + hx® = hGcosw,t (3.66)

Sistemin bafimsiz osilasyonu civarinda bir ¢6ziim aranacaktir. Bu ylizden hem

lineer olmayan terime , hem de kaynak fonksiyonuna birim degerli bir parametre

eklenir.

00
X+ wix + phx® = phGeosw,t (3.67)
1. derece yaklasiklikta bir ¢6ziim aransin.

x=xg(t)+ pux(t)
(3.68)

wiZ=wo +ub;(A)

Siirekli hal ¢6zlimii araniyor. Osilasyon frekansimin kaynak frekansina esit oldugu
kabul edilsin. Ilk kogullar olarak t=0 i¢in x=A.dx/dt=0 alimur. (3.68) , (3.67)
denkleminde kullamlarak onceki kisimda oldugu gibi elde edilen denklemin iki
tarafindaki aym dereceli terimler esitlenirse asaidakiler yazilabilir.

00

p’: Xe+wix, =0 (3.69)
Bu denklemin ¢6ziimil ilk kosul degerleri de kullanilarak (xo=A , dx¢/dt=0)

Xo=Acosw;t 3.70)
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seklinde bulunur. 1. derece esitlik 6nceden bulunan xo degeri de kullamlarak

yazilirsa:

00 hA3 3
' X1+ WX, = (b,A _3 2 + 6Jcosw,t - —h%-cos3w,t 3.71)

Bu denklemde b;=(3hA%4)-(G/A) kosulum ile cosw;t’li terimden kurtulunur.
Bulunan b; (3.68)'te kullamlirsa (wi>-wo’)A+G=3hA%/4 elde edilir. Burda p=1
alinmistir. Bu kosullarla (x,=0, dx;/dt=0 t=0 igin) ilk kosullan kullanilarak bulunan
(3.71) denkleminin ¢6ziimii

x1=-(hA¥/(32w,%))(cosw;t-cos3wjt) , (3.72)
seklinde bulunur. Sistemin ¢6ziimii de (3.68) denkleminden

x=Acosw;t-(hA%/(32w,2))(cosw;t-cos3wt) (3.73)

seklinde bulunur. Burada sadece 1. derece diizeltme terimi dikkate alindi. Daha
yiiksek terimler de kullanilsaydi 3. harmonige ek olarak , 5., 7. ,... harmonikler de
¢oziimde goriilleceklerdi.  Coziimiin dogrulugunun yiiksek olmasi igin (st

harmoniklerin katsayilan kiigiik degerli olmalidirlar...

Bu béliimde lineer olmayan dinamik sistemlerin analitik cbzﬁﬁﬂeﬁnin bulunabilecegi
Pertiirbasyon Metodu anlatildi. Bu metodun 6zelligi istenilen dogrulukta ¢dziim
aranabilmesidir. Dogrulugu arttirmak i¢in arttirilan terim saysi ile birlikte yontemin
uygulanmas: zorlagir. Ayrica sistem parametrelerinin 6zelliklerine gére de bulunan
¢bztimlerin dopruluk derecelerinin degistigi goriildi.  Oyleki yiiksek genlikli

harmonik bilesenlere sahip cevabi olan sistemlerde bu yontem gegerliligini yitirir.



BOLUM 4

OTONOM OLMAYAN DEVRELERIN FREKANS DOMENI ANALIZININ
AYRIK FOURIER DONUSUMU iLE YAPILMASI

4.1.Girig

Lineer olmayan elemanlar i¢eren devrelerin tasarimi igin bu elemanlarin davramigim
6nceden tahmin edecek analiz tekniklerine ihtiyag duyulur. En yaygin teknikler
devre modeline dayanir ve devrenin lineer olmayan davramgim simiile ederler.
Simdiye kadar Onerilmis olan tekniklerden bazi devreler igin iyi sonug
alinabilmektedir, Fakat bu y6ntemlerin gogunda oldukg¢a fazla zamana ihtiyag vardir.
Bu yiizden daha hizhi ve uygulamsi1 daha kolay tekniklerin aranmasi giiniimiizde

{izerinde c¢aligilan bir konudur.

Lineer olmayan devrelerin ¢ogunda devre lineer elemanlara da sahiptir. Bu da
analizde kolaylik saglar.Ayrica devreyi uyaran kaynaklar genelde siniisoidaldir. Bu
ylizden analizde siniisoidal siirekli hal yontemlerine dayanan metodlar kullanilabilir.
Bu durumda Harmonik balans metoduna dayanan yo&ntemler zaman domeni
metodlarina gore daha iyi sonu¢ verir, ¢ilinkii bu ybntemlerde dinamik devre
denklemlerinin integrallerini almaya gerek yoktur. Sadece cebrik denklemler
¢6ziilir. Fakat harmonik balans metodu kullamildifinda da bilinmeyen sayisi artar.
Bilinmeyenleri azaltmak igin degisik yollar 6nerilmigtir. Bunlardan birisi de devreyi
lineer ve lineer olmayan iki kisma ayirmaktir. Bilinmeyenler olarak ta terminallerdeki
akim ve gerilimler segilir. Buna rafmen devreyi par¢alamak i¢in optimum bir kural
yoktur. Devre pargalandiktan sonra lineer ve lineer olmayan kisimlar igin frekans ve
zaman aralifinda denklemler yazilir ve cevabi lineer olmayan cebrik denklem
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sistemlerinden bulunur. Bu denklemlerdeki bilinmeyenler terminallerdeki akim ve
gerilimlerin Fourier katsayilaridir.

Bu lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii i¢in bazi sayisal teknikler gelistirilmigtir.
Nakla ve Vlach belli bir hata fonksiyonunu minimize eden bir gradyen teknigi
onermislerdir. Bu bahsedilen tekniklerde siire ¢ok fazladir. Biiyiikk boyutlu
devrelerde kullanilabilirliklerini yitirirler. Ayrica iki teknikte tiirev almak
gerektiginden buda harmonik sayis: arttikga olduk¢a karmasik bir islem haline gelir.

Bu béliimde devre aynigtirilmadan devreden bazi degiskenleri ,belli bir kritere gore,
bilinmeyen olarak segen ve olusan denklem sistemini tiirev kullanmadan ,ardisil
olarak ¢ozen bir yontem [11] sunulacaktir. Onerilen yontem siniisoidal kaynakla

stirtilmilg bir Chua devresine uygulanacaktir.

4.2. Yontem

Sekil 4.1 de goriilen M kapil1 bir devreyi ele alalim. Devre lineer ve lineer olmayan
elemanlardan olussun ve M tane periyodik kaynakla siiriilsiin. P tane gerilim kaynag,
Q tane akim kaynag olsun. (P+Q=M) Biitiin kaynaklarnin periyodu aym olsun.
Devrenin bir stirekli hal ¢8ziimii oldugunu varsayalim , amag bu ¢6ziimii bulmaktir.

d) Lineer olmayan
Vgp

@ devre
i
i" @

Sekil 4.1:M kapili devre
Devredeki biitiin lineer olmayan elemanlar1 akim ya da gerilimle kontrol edilen bir
akim ya da gerilim kaynag olarak diigiinebiliriz. Devrede T tane gerilim kaynag:
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tipinde , U tane de akim kaynag tipinde lineer olmayan eleman olsun. Bu elemanlan
kontrol eden degiskenler vi*(t), v2*(t), .ccevvveuneee VR, 1Y) 1Y), , i(t)

olsun.

Yoéntemin amaci, bilinmeyen olarak segilen bu akim ve gerilimlerin harmonik
katsayilarim1 bulmaktir. Bu degiskenler bilindiginde problemin lineer olmayan kismi
¢Oziilmiis olur.

Sekil 4.1'deki devre sekil 4.2'deki gibi yeniden diizenlenebilir. Bu devre
M+R+S+T+U terminalli lineer bir devredir ve M tane terminal bagimsiz kaynaklar
tarafindan siirlilmiigtiir. R terminal agik, S terminal kisa devredir. Lineer olmayan
elemanlarda diger T+U terminalde bulunurlar. Kaynaklar ve lineer olmayan
elemanlan devreden ayirmis olduk , kalan devre lineerdir. Lineer kismin analizi
yukanida da sOylendigi gibi bilinen yontemlerle yapilacaktir. Agik devre ve kisa
devre yapilan terminallerdeki akim ve gerilimler lineer olmayan elemanlar1 kontrol

eden degiskenlerdir.

Vx| va iyl iys

[ 1] 1
‘G ©
o O] e O
h @ Devre :® !
e @] ® i

Sekil 4.2:Kontrol eden degiskehlerin kapilarda gosterilimi

Devrenin Ty periyodunda bir siniisoidal siirekli hal ¢6ziimii olsun. Bu durumda nfy
tane frekans bilegeni vardir ve biitiin degiskenler Fourier serisine agilabilirler.
Bilindigi gibi X, Xq'in kompleks eslenigine esittir. Bu gergegi ydntemde
kullanacagz.
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40 i 2
X=X, e wo=21tfo=-,f£ @4.1)
N=—o 0

Burada yéntemin bir kisitlamasi ortaya cikiyor: analizi yapilacak olan devrenin
kaynak frekansinda siniisoidal siirekli hal ¢oziimii olmas: gerekir. Ayrica frekansin

bilinmesi gereklidir.

Sekil 4.2'ye gore her frekans bilegeni igin su denklem yazilabilir. Bu denklemdeki

bilesenler daha 6nce bahsedilenlerin Fourier katsayilaridirlar.

vl.nv
VT.nv
—vl.nx ] IU.ni
VR.nx IU,ni
y = [A"] 8
Il,n Vl,n
IS ny i \Jl’,ng
Il.nIl
4.2)
_IQv“h i

A, matrisi ise (R+S)*(T+U+M) boyutludur ve devrenin nfy frekansindaki lineer
analizinden elde edilmistir. Fourier katsayilari Vi, (t), V2,0 (1), .ceocovneeee ,VRa'(t),
| (R (3 700 P30 (3 TP , L@ vi'(®), v (@), v VR, 1) 1Y), ,
i(t) lerin lineer olmayan fonksiyonlan olduklarindan (4.2) denkleminden hareketle
asagidaki lineer olmayan cebirsel denklem sistemi yazilabilir.
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Xin =Fin(X1,X20000000,XR+S) 4.3)
i=1,2,...R+S

Yukaridaki denklemden de goriildiigii gibi N harmonik dikkate alinirsa problem
(N+1)(R+S) tane lineer olmayan cebirsel denklemin ¢6ziimiine indirgenir. Bu
denklemleri ¢6zmek igin bir ¢ok yol izlenebilir. Sabit nokta iterasyonu, Newton
Raphson iterasyonu ¢ok bilinen yontemlerdir. Sabit nokta iterasyonunun uygulamasi
kolaydir ve tiirev igermez. Fakat yakinsamas: iyi degildir. Newton Raphson'da ise
yakinsama ¢ok iyidir, fakat Jakobyen matrisi hesaplandigindan zaman alir. Bu
yiizden direk ve yakinsama arahfi ¢ok genis olan asafidaki iterasyon teknigi
kullanlabilir.

Ko er=Fidet [[(F(Fi,n)k ~ Fo)ia | Kid ~ B s

e~ K- [Fden ~ Koo

Gorlildiigli gibi direk bir iterasyon teknigidir ve en son iki iterasyon degeri kullamlir.
flk iki iterasyon degeri igin su konjektiir verilebilir; Ilk iterasyon iin X;, degerleri
biitiin kaynaklar ve lineer olmayan elemanlar devre dis1 (kisa veya agik devre) iken

hesaplamir. ikinci iterasyon iginse direk su formiil kullanilabilir: (Xin)2=(Fin.

Bazi durumlarda bu iterasyon yakinsamayabilir. Bu durumda sabit nokta iterasyonu
kullamlir. (Xin)k+1=(Fink.

Yukanda y6ntem biitiiniiyle anlatildi. Fakat lincer olmayan bir elemanin Fourier
katsayilanm ,bu elemam kontrol eden degiskenin fourier katsayilari cinsinden -
bilinen integral yéntemleriyle - yazmak hemen hemen imkansiz oldugundan Aynk
Fourier Doniigimii formiillerini kullanarak , bu katsayillan yaklasik olarak
hesaplayabiliriz. Lineer olmayan elemamn Fourier katsayilarim bu eleman kontrol

eden degigkenlerin (¢6zlilmesi amaglanan bilinmeyenler ) Fourier katsayilar
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cinsinden hesaplamaliyiz.Lineer olmayan fonksiyon f(x) olsun. Burada x lineer
olmayan elemam kontrol eden akim veya gerilimdir. Devrenin siniisoidal siirekli hal
¢Oziimiinii aradifimizdan biitlin degigkenlerin periyodik oldugunu daha once

s6ylemistik. Burdan hareketle f(x)'i fourier serisine agabiliriz.

fx)= )£, (x(t)e™™" (4.5)

n=-N

f(x)'in aynk fourier d6niigtimiinii (AFT) yazarsak;
1 M-1 .
fi=—D_f (x(kAt))e 2™ (4.6)
Mo

Burda M 6rnek sayisidir. T=M At oldugu varsayilmistir. (4.6) denkleminde
bilinmeyen f(x(k A t)) dir. x(t) yerine x(t)'nin Fourier serisini kullanabiliriz ve t yerine
kAt yazabiliriz. Boylelikle lineer olmayan fonksiyonun fourier katsayilarim

bilinmeyenler cinsinden yazmis oluruz.

N tane harmonik ,T=M A t ,t=k A t,x(t)=x(k A t) ve /' T=k/M igin;

1% N . .
n=ﬁkz_: ( Zxre_’ank/M )e-jnan/M (47)

r=—N

Seklinde yazilabilir. Burada n=0,1,2.......,N-1 dir.Bdylelikle (4.3) denklemini yazmak
icin gerekli hersey agiklanmugtir. Burada dikkat edilmesi gereken husus devrenin
lineer kismini frekans domeninde denklemlerle , lineer olmayan kismi ise zaman
aralif1 formiillerle (AFT) ¢6ziiyoruz.
Ornek 4.1:Kaynakla uyanlmus bir Chua devresini ele alalim. Devrenin durum
denklemleri agagidaki sekilde olsun:
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ax = —ax + ay + g(t) — ol(x)

dt
L 4.8
dt = y z ( . )
dz
P 24

Burda g(t)=Asinwt ve I(x)=— mozz}m' [x+1-x-1]- % x  seklindedir.

Sistemin periyodik ¢6ziimii oldugunu varsayalim, biitlin degiskenler Fourier serisine
acilabilirler. Onceki boliimde bilinmeyen olarak lineer olmayan fonksiyonu kontol
eden degiskenin secilecefi sOylenmisti. Burada x durum degiskeninin Fourier
katsayillan cinsinden devre denklemlerini yazmaya ¢ahisacagiz. Durum
denklemlerinde durum degiskenleri yerine Fourier serilerini koyup, e’™" li terimlerin

katsayilan esitlenirse , agagidaki denklemleri elde ederiz.

jowX, =-aX, +aY, +g, —al,
jowY, =X -Y,+Z, (4.9)
jnwZ  =-BY,

Burada n#0 dir. n=0 iginse su denklemler yazilabilir:

—-aX,+aY,+g,—al, =0
Xo-Y,+Z,=0 (4.10)
-BY, =0

Bu denklemleri ¢6zmek i¢in nceki béliimde s6ylendigi gibi bilinmeyen olarak lineer
olmayan eleman: kontrol eden bilesen yani x segilir.x'in fourier katsayilarini bulmak
istiyoruz. Ik olarak X,=Fn(Xi,gnIn),(0=-0 ...ccuvurene. +00,i=0,1, .eovrevrnene. +00)
denklemini bulmaliyiz. (4.9) ve (4.10) denklemlerinden bu kolayhikla bulunabilir:
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(4.11)

=_I0 n=

Goriildiigii gibi bu denklemler lineer déniigiimler kullamlarak, frekans domeninde
bulundu. X, fourier katsayilarini bulursak y ve z'nin katséyllanm da rahathkla
(4.9),(4.10) denklemlerinden bulabiliriz. Ayrica gi=-Aj/2 ,g,=Aj/2 dir. Diger gy'ler
sifira esittir. $imdi yapilmas: gereken I, , Xp'ler cinsinden yazmaktir. Bunun igin
de daha 6nce bahsedilen AFT déniistimleri kullanilacaktir.

Xo= (kAt)e'j"z""’M (4.12)

15
ME&

Burada T=1/f dir. T=M.At olmalidir. (4.11) denklemi n=0,1,2,......,0 i¢in yazilacaktir.
Negatif katsayilar iginse X.,=conj(X,) formiilii kullanilacak. Sadece N harmonik
dikkate alinirsa n=0,1,2,.......,N-1 olur. M=2N-1 alinarak x(t), 'M zaman noktasinda
omeklenmis oluyor. Bu yontemin yaklasikhigidir.I, 'i X, 'ler cinsinden yazalim:

1.,——21 (x(kAt))e 2™ n=0,1,2,.......N-1 (4.13)

k=0

N
X(t) = Z XrejnZﬂ.'t/T

n=-N

daha 6ncede belirtildigi gibi t/T=k/M dir.

ZI (Zx gr2nk/M g -in2akiM n=0,1,2,....,.N-1 (4.14)

k=0 r=—N
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I(x) fonksiyonunu da yerine yazarsak;

1 M-1 m. -m N-1 . N-1 . m N-1 .
In - (_ 0 1 (( ZxreernklM)_'_l _ ( Zxrejﬂnk/M)_ll)___l_( ZxreerRk/M ))e—jnan/
M k=0 2G r=—N+1 r=—N+1 G r=—N+1
n=0,1,....,N-1 (4.15)

Bunu (4.11) denklemlerinde yerine koyarsak harmonik balans denklemlerini
Xn=Fn(X0,Xi5-..»Xn-1) ,n=0,1,...,N-1) (4.16) yazmis oluruz. Bu denklem sisteminde

bilinmeyenler sadece X, fourier katsayilaridir.

Durum denklemleri a=4,$=18,G=0.7,m(=0.8,A=20 ve f=10 igin simiile edilmigtir.
Simiilasyon sonucunda x durum degiskeninin zamanla degisimi Sekil 4.3'te
goriililyor. Yontemle bulunan (4.16) denklemini sabit nokta iterasyonuyla ¢6zelim.
Bunun i¢in Ek A'da verilen genpen0.m MatLab programi yazildi. Xo=1.5, X;=-
0.1589-0.0029; bulundu. Diger iist harmonikler sifir ¢ikti. Bulunan harmonik
katsayilariyla x(t) Fourier serisi formiiliinden yeniden olusturulup , ¢izdirilirse Sekil
4.4 teki isaret bulunur. Goriildiigti gibi yontemle bulunan x(t) ile simiilasyonla
bulunan x(t) gok iyi bir yaklagiklikla esittirler. Burda 6nemli olan simiilasyona daha
¢ok zaman harcanmasi ve yontemle devredeki degiskenlerin stirekli hal ¢6ziimlerinin
analitik ifadelerinin bulunabilmesidir. Devre kiigikk oldugundan iki y&ntem
arasindaki zaman farki ¢ok 6nemli degildir fakat biiyiikk boyutlu devrelerde aradaki

fark dikkate deger bir zaman birimidir.
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Sekil 4.3:Simiilasyon sonucu bulunan x(t)
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Sekil 4.4:Yontemle bulunan x(t)




BOLUM 5

GENELLESTIRILMiS HARMONIK BALANS METODU

5.1 Temel Kavramlar

Harmonik balans analizi ile tek tonlu lineer olmayan devrelerin analizi &nceki
bolimlerde gosterilmistir. Bu y&ntemlerle pratikte karsilasilan gofu problem
¢oztilebilir. Fakat iki tonlu, yani iki farkli frekansli kaynakla uyarilan lineer
olmayan sistemlerin analizi bu yoéntemlerle yapilamamaktadir. iki temel frekans
oldugundan lineer olmayan elemanlardan dolay: intermodiilasyon frekanslar1 da
olusur ve ¢ogu durumda olusan bu yeni frekanslar ihmal edilemeyecek biiyiikliikte

harmoniklere sahiptirler. Bu tip problemleri ¢6zmek igin genellestirilmis harmonik

balans yontemi kullanilabilir. [12,13]

*
Vi
V.
Lineer ' Lineer
Olmayan
Kisim '
' Kisim
Vu

Sekil 5.1:Devrenin pargalanmasi

Lineer olmayan bir devreyi Sekil 5.1' deki gibi lineer ve lineer olmayan iki kisma

ayralim. Terminallerdeki gerilimlerin degerleri bulundugunda devre biitiiniiyle
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¢6ziilmiis olur. Eger kaynak frekanslarn da birbirine esitse biitiin akimlar ve
gerilimler periyodiktir ve devre bilinen harmonik balans y&ntemleriyle ¢6ziilebilir.
Devre iki farkl: frekansh kaynakla uyarildiginda ise tam bir periyodik ¢6ziim yoktur.
Devre hemen hemen periyodiktir. Sekil 5.1 deki terminallerdeki degiskenler
birbirine harmonik olarak bagh olmayan frekans bilesenlerine sahiptirler. Bunlan K
tane frekans bilesenine sahip oldugunu varsayalim.

Wk W0, W1, W2seeeeeene SWK-1 (5 . 1)

wo=0 alimr. Biitin  bu frekans bilesenleri kaynak frekanslarnm  lineer

kombinasyonlarindan olugur:
Wi=m Wp1+th Wy m,n=....,-2,-1,01,2,.... (5.2)

Burda wy,; ve Wy kaynak frekanslaridir. Her wy bir intermodiilasyon frekansidir. m
ve n i¢in bir sinir se¢ilmelidir. Bu sinir ne kadar biiyiik olursa analizin hassasiyeti o
kadar iyi olur. Yalmz pozitif frekanslar kullamlir ¢ilinki negatif frekanslarin
harmonik katsayilan pozitif frekanslardakilerin kompleks konjlige eslenikleridirler.
Harmonik balans analizinin amaci1 bilinmeyenlerin wy frekanslarindaki harmonik
katsayilarm bulmaktir.Bilinmeyen olarak terminallerdeki gerilimler ve akimlar
segilmistir. Bu akim ve gerilimler bulundugunda diger degiskenler, geri kalan devre
lineer oldugundan bilinen yontemlerle bulunabilir. Lineer kismin analizinden
devredeki biitiin degiskenlerin fourier katsayilann terminallerdeki degiskenlerin
fourier katsayilanna bagli olarak bulunabilirler. Lineer kismin frekans domeni
analizinden F(V)=0 formunda bir denklem buldufumuzu varsayalim. Amacimz bu
denklemdeki V vektoriinii bulmaktir.V terminallerdeki degiskenlerin harmonik
katsayilarim gostermektedir. Bu denklem Newton ya da sabit nokta ySntemleriyle
coziilebilir. Su ana kadar lineer kismin analizinin nasil yapilacag anlatilmigtir. Lineer
olmayan kistm ise zaman arahifinda ¢oziiliir. Burada ¢oziilmesi gereken problem
lineer olmayan elemanlarin harmonik katsayilarimi V vektdrii cinsinden bulmaktir.Bu
da aynk Fourier doniisiimiiyle bulunan Fourier katsayilariyla , gergek Fourier
katsayilann arasindaki yaklagikliktan ¢oziilir. Fakat devre iki farkhi frekanstaki
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kaynaklarla siiriildiigiinden ¢6ziimiin hemen hemen periyodik oldugu s6ylenmisti.
Bu yiizden hemen hemen periyodik Fourier transformu tamimlanmir. Fourier
Transformunu kullanabilmemiz i¢in sistemin periyodik cevab1 olmalidir. Yani devre
periyodik olmalidir. iki kaynakli halde bunun saglanmas: iginde kaynak frekanslari
dogru orantili olmahidur.

qWp1=TWp2 (5.3)
q,r pozitif tamsayilar oldugu sart1 altinda

wp2 daha biiyik olsun. Zaman domeni hesaplann igin igaretlerin zamanda
orneklenmesi gerekir. Ortiigmeyi engellemek igin Ornekleme frekans1 biiyiik
frekansin dikkate alinan yiiksek harmonik frekansindan iki kat bliyiik olmalidir. Yani
Nwpy/2n en yiiksek frekans bileseni ise saniyede alinan 6rnek sayisi en azindan

Nwpy/4n olmalidir. Ornek sayis1 asagidaki sekilde bulunur.

Eger wy, ve Wy, birbirine ¢ok yakin sayilarsa S ¢ok biiyiik olur. Bu da istenmeyen bir
bir durumdur. S sayis1 2 nin kat1 olmalidir. (5.5) *den ¢ikan sonug en yakin ikinin kat
olan bir sayiya otelenir. Omek sayis1 arttikga hesaplama zamam da artar. Burada
onemli olan zamam azaltmaktir. Bu ylizden alinabilecek en diigitkk 8rnek sayisi
secilmelidir. Ornek sayisimin azalmasi da yontemin hatasim arttinr , yakinsama
zorlasir. Bunlar ileriki kisimlarda ayrintilaniyla islenecektir.

5.2 Hemen Hemen Periyodik Fourier Transformu:
Kaynak frekanslarimin birbirleriyle orantisiz oldugu durumda , dalga sekilleri

periyodik olamaz. Fakat (5.4) denklemiyle verilen periyodda hemen hemen periyodik

olduklarim s&yleyebiliriz. Bu tip isaretlere hemen hemen periyodik isaretler denir.
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Hemen hemen periyodik bir Fourier Transformu ¢ifti olugturmak miimkiindiir. Bu
da bize hemen hemen periyodik cevabi olan lineer olmayan devreler de zaman ve

frekans domenleri arasinda bir ddnilgiim tanimlayabilmemizi saglar.

x(t) herhangi bir sanki periyodik degiskenin zaman domeni ifadesi olsun. Bu su
sekilde ifade edilebilir:

x(t)=§j(Xc,k cosw,t+X , sinw,t) (5.6)

k=0

wk kiimesi (5.1) ve (5.2) denklemleriyle verilmigti. Eger x(t) fonksiyonu ty,t,,...,t2k-1
zamanlarinda 6rneklenirse , bulunan x(t;) degerleri ve (5.6) denklemi kullanilarak
agagidaki lineer denklem takimi elde edilir.

-x(t,) 1 cos(w,t,) sin(w,t,)............. cos(wy_,t,) sin(w, t,) 1 X,
x(t,)| {1 cos(w,t,) sin(w,t,) ............. cos(wy_,t,) sin(w,t,) || X¢,

= | Xs, (5.7
| x(tg)] L1 cos(w,t,) sin(w,t,)............. cos(wy_,t,) sin(wy,t,) ] Xq o, |

(5.7) denklemini x=I"'X (5.8) seklinde yazabiliriz. Burada I" matrisi zamandan
frekans domenine lineer bir déniiglimdiir. s 6rnek deger sayisidir ve S=2K-1
alinmalidir. Bilinen ayrik fourier déniistimii, (5.7) denkleminin 6zel bir durumudur.
Ayrik Fourier Dénilsiimiinde drnek deger alinan zaman araliklan egit olmahdir ve wy
"lar harmonik olarak birbirine bagimlidirlar. Bu durum tek kaynakla uyarilan devreler
icin gegerlidir. Ileride anlatilacak y&ntemlerde bu kullanilacaktir. Tek kaynakla
uyarilan lineer olmayan devrelerin analizinde bu konuya deginilecektir. Fakat bu
yéntemlerde zamanda Srnekleme kullamlmayacaktir. AFT fSrmiilleri kullamilarak
devrenin frekans domeni denklemleri yazilacak ve degisik iterasyonlarla
¢Oziilecektir. Yeniden (5.8) denklemi ele alinsin. Eger I matrisinin satirlari ortogonal

ise ydntemdeki hata gok az olur. I'"! matrisi iyi durumlu bir matris olmaldir. Eger
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frekanslar harmonik olarak bagintih ise I'"! matrisi kétii durumludur. Bu durumda
matris tersi alinirken ¢ok biiylik hata yapilir. Bu yiizden iyi durumlu bir matris
olusturacak zaman araliklan segilmelidir. wk frekanslan belli oldugundan matrisi iyi
durumlu yapmak icin elimizdeki tek parametre zaman degerleridir. Matrisi iyi

durumlu yapmak i¢in baz1 y6ntemler vardir. Bunlar ilerki kisimlarda anlatilacaktir.
5.2.1 Hemen Hemen Periyodik Fourier Transformunun Olusturulmasi

Bu kisimda daha 6nce bahsedilen HAFT aynntilanyla incelenecektir ve ideal bir
sekle dontigtiirilmeye ¢aligilacaktir. Bu transformdan optimum bir sekilde
yararlanabilmemizi saglayacak transform matrislerinin olusturulmasi ve gerekli

zaman noktalarinin segimi igin yollar 6nerilecektir.

Lineer olmayan devrelerin simiilasyonunu zaman domeni metodlariyla yapmak
zordur. Ozellikle devrenin stirekli halini bulmak i¢in ilk kogullarin neden oldugu
gegici hal ¢oziimiiniin yok olmasim beklemek gerekir. Bu da baz1 devrelerde zaman
kayiplarina sebep olur. Harmonik balans ynteminde ise devrenin siirekli hal ¢6ziimii
aranir. Bu ¢6ziimiin siniisoidal terimlerin toplamindan olustugu varsayilir. Devrenin
¢oziilmesi bu siniisoidal terimlerin katsayillanmin bulunmasina indirgenmis olur.
Harmonik balans metodunda lineer denklemler frekans domeninde , lineer olmayan
denklemler ise zaman domeninde yazilirlar. Eger devrenin cevab: periyodikse bu iki
domen arasinda bir doniigiim olarak Ayrik Fourier Transformu kullanilabilir. Bu
yontem tek kaynakla siiriilmiis lineer olmayan devrelerin analizinde kullamlacaktir.
Fakat kaynaklarin frekanslan birbirleriyle harmonik olarak bagimli degilse , devre
cevabr sanki periyodik olacagindan AFT kullanlamaz. Bu yiizden 6nceki kisimda
kisaca tamtilan hemen hemen Periyodik Fourier Transformu (HAFT)

kullamilmalidur.
5.2.2 Sanki Periyodik Fourier Doniiglimii

Eger x(t) isareti sanki periyodik bir isaretse , sonlu sayida siniisoidal isaretlerin

toplamu olarak yazilabilir:
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x(t)= D, (XKC coswkt + XkSsinwkt) (5.8)

WlEA
L={wQ,w1,....... WK}

{Al, A2, s Ad} temel frekanslar kiimesi olsun.Bunlar bir devre igin
diisiiniildiigiinde kaynak frekanslandirlar.Bu durumda (5.8) denklemindeki wk 'lar
asagidaki formiille bulunurlar.

A={w/w=k] A1+k2 A2+........ +kd Ad k1.k2,.......kd € Z} (5.9)

Temel frekanslar kiimesi lineer bagimsiz ise x(t) isareti hemen hemen periyodik bir
isarettir. Xk=[XkC,XkS]T, x(t)nin Sanki Periyodik Fourier Katsayilandirlar.
X=[X0,X1,....]T x(t)'nin spektrumu ya da frekans domeni hali olarak adlandirlir.
Tersine durumda ise x, X'in zaman domeni gosterilimidir. Eger biitiin wk frekanslar
birbirlerinden farkliysa, Fourier Transformuna es bir lineer, tersi alinabilir operatér
I’ tanimlayabiliriz. X=I"x ifadesi yazilabilir. Coziimiin bulunabilir olmasi igin wk

frekanslan sonlu sayida olmalidir. Lineer olmayan bir devreniq stirekli hal cevabinda
temel frekanslarin toplamlari, farklan ve bunlarin harmonikleri gériilebilir (5.9) .Bu
kiime bir yerden kesilmelidir. Eger iki temel frekans varsa sinirlama Sekil 5.2'deki
gibi yapilabilir. Sekildeki k1,k2 degerleriyle (5.9) denklemi kullamilarak wk

frekanslar1 yani A kiimesi olugturulur.
ANk

o & 5 0 »

-

4

Sekil 5.2:Dikkate alinan k; degerleri
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Smmirlanmis A kiimesine AK adim verelim.Dalga sekillerini simrh sayida
siniisoidlerle ifade edebiliriz. AK kiimesinin bir elemanmimin sifir olduBunu
varsayalim.(wQ =0 ) AK kiimesinin eleman sayis1 K olsun.Bu durumda ¢oziilmesi
gereken 2K-1 katsay: vardir.

Sanki periyodik bir isaret asagidaki bigimde ifade edilebilir.

x(®)= 2, (XKC coswkt + XkSsinwkt) (5.10)

Wy EAt

x(t) S zaman noktasinda &6meklenirse (S=2K-1) S tane denklem elde
ederiz.Bulunmas: gereken bilinmeyenler de (sanki periyodik Fourier katsayilarr) 2K-
1 tanedir. Bu denklemleri asagidaki sekilde bir matris haline getirebiliriz.

-x(t,)- 1 cos(w,t,) sin(w,t,) ... cos(wy_,t,) sin(w, t,) 1 Xo
x(t,)| |1 cos(w,t,) sin(w,t,) ... cos(wW_,t,) sin(w,,t,) || X

= | X,°
[ x(ts)] L1 cos(w,t) sin(w,t.)............ cos(wy_,t,) sin(wy t.) J{ XS5k |

(5.11)

Eger biitlin wk frekanslan birbirlerinden farkliysa ve S=2K-1 ise bu sistem biitiin
zaman noktalar igin tersinirdir. (5.11) denklemini yu gekilde yazalim; I' -1X=x . Bu
denklemi tersten I'x=X seklinde yazabiliriz. Bu durumda I" ve I'-1 matrisleri bir
ayrik Fourier transformu g¢ifti olarak tammlanabilirler. Birbirinden farkh wk
frekanslarindan olusmus sonlu bir Ak kiimesi ve zaman noktalan verildiginde I'-1

ve I' matrisleri olusturulabilirler , bdylece sanki periyodik fourier transformu ¢ifti
yazilmi olur. Bu Fourier transformu igin bir matris carpim islemi yeterlidir. Ele
alinan bir devredeki biitiin degiskenler i¢in aym matrisler kullamlabilir. Boylece
matris olugturmak igin harcanan zaman bir kereye mahsustur. Devredeki herhangi bir
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akim yada gerilimin spektrumunu bulmak igin o akim yada gerilimin, matris
olugturulurken kullanilan zaman noktalarindaki , degerlerini bilmek yeterlidir.

Eger wk yerine kw olsaydi,yani frekanslar tek bir temel frekansin (kaynak frekanst)
harmonikleri olsaydilar ve zaman araliklan esit seq:ilseydi (ts=sT/S) ;(5.11)
denklemiyle bilinen Ayrik Fourier transformunu olusgturmus olurduk. Aynk Fourier
Déniiglimiiniin hassasiyeti matrisin iyi durumlu olmasina baghidir. Béylece ters
alinirken olusan hata azalir. Bunun igin de I'-1 matrisinin satirlan ortogonal
olmalidir. Ayrik Fourier Doniigiimii sadece periyodik isaretlere uygulanabilir. Sanki
periyodik isaretler igin I'-1 matrisi olusturulurken zaman noktalan dikkatli
secilmezse matris genelde kotii durumlu olur. Zaman araliklarimn esit segilmesi
matrisi iyi durumlu yapmak igin iyi bir yol degildir. Clinkii satirlar birbirlerine lineer

bagiml ¢ikarlar.
5.2.3 Durum sayisi ve ortonormallik

Bir matrisin durum sayis1 d(A)=||A]| .JA-1| formiiliiyle bulunabilir. Bir matrisin
durum sayis1 matrisin tersi alinirken ne kadar hata yapildigim gosterir. Ornegin Ax=b
denklem sistemini A ve b hatali oldugunda ¢6zelim. Sistem su sekilde olsun.

(A+dA)(x+dx)=b+db (5.12)
IdA|| ve |ldb]| kiigiik olduklarinda ||dx}| i¢in asagidaki denklem yazlabilir.

Al Job
%{"ﬂ s d(A)(“%A"ll + "TZISITIH) + yiiksek derece terimler (5.13)

(5.11) denklemindeki her esitligi R2K-1 Euclidean uzayinda bir hiper diizlem olarak
diisiinelim. ps , R2K-1 ‘in bir elemam olsun ve psT I'-1 matrisinin s 'inci satin
olsun. s. hiper diizlem i¢in psTX=x(ts) denklemini yzabiliriz. ps bu hiper diizleme
ortogonal bir vektdrdiir. (5.11) 'un ¢6ziimii biitin bu hiper diizlemlerin kesigme
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noktasidir. Eger kesisme birden fazla noktada olursa denklemin birden fazla ¢6ziimii
vardir , fakat hiper diizlemler paralelse ¢6zlimiin iyi bir hassasiyetle bulunabilmesi
i¢in degisik yollar izlenmelidir. Eer bir matrisin durum sayis: kiigiikse bu matris iyi
durumludur ve satirlart  ortonormal olmalidir.(Yani lineer bagimsizdirlar) Ak
kiimesi biliniyor olsun. Segecegimiz S=2K-1 zaman noktalariyla I'-1 matrisinin
satirlanim yaklagik olarak ortogonal yapmaya galigalim. Bu durumda I' matrisi iyi
durumlu olacaktir. Matrisin durum sayis1 hesaplamalarda yapilan hata igin bir 6lgii
olarak kullamilir. Yuvarlama yapilan hatalardan bir tanesidir. Fakat A kiimesini Ak
kiimesine indirgeyerek yapilan hata daha fazladir. fhmal edilen frekanslardan gelen
katsayilar ¢ok kiigiikk olsalar bile zaman Orneklerinden olusan x(t) vektoriiniin
hesaplanmasinda hata yaratirlar .Bu da hesaplanacak olan X katsayilar vektériinii
hatali bulmamiz1 saglar. ihmal edilen harmoniklerden gelen hata dx olsun.Bu

durumda hesaplanan X' te hatalidir:
X+dX=T"(x-+dx) (5.14)

X=I'x oldugundan dX=T'dx ||dX]||£||G]| ||dx|| yazabiliriz.Durum sayis1 d ,d=||[|| ||I[-1};
dir. Buradan su sart yazilabilir.

d
5., <~ lbxl. | (5.15)

Bu esitsizlikten d'nin kiigiik olmasimn X 'in hesaplanmasindaki hatayr kiigtilttiigtinii
goriiriiz.

5.2.4 Zaman Noktalarinin Secimi ve Transform Matrisinin Olusturulmas:

Daha 6nce I' matrisi olugturulurken , bu matrisi iyi durumlu yapmak igin elimizdeki
tek parametrenin zaman noktalari oldugunu sdylemistik. $imdi de uygun zaman
noktalarimt segmeye yarayan bir algoritmayr yukarida bahsedilen tamimlanda
kullanarak olusturalim. Bu algoritmay: Yaklasik Ortogonél Segme Algoritmasi
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olarak adlandirabiliriz. Zaman noktalar egit aralikl segilirse satir vektdrlerinin bityik
bir olasilikla birbirlerine lineer bagiml olacaklarini1 sGylemigtik. Zaman noktalarin ,
Ak kiimesindeki en kiigiik frekanstan bulunan periyoddan daha biiyiik bir zaman
aralifindan rasgele bigimde segelim. Rasgele segmek , zaman noktalariyla satirlarin
ortogonalligi arasindaki bagint1 kompleks oldugundan iyi bir yoldur. Zaten kesin bir

bagintiyla uygun zaman noktalarim1 segmek imkansiz gibidir.

Gerektiginden daha fazla denklem yazarsak yani daha fazla zaman noktas:
kullamirsak X daha dogru olarak bulunur. S den daha fazla zaman noktas:
kullamildiginda I'-1 matrisi kare matris olmaz. Sanki tersi I de X=I'x denklemini
saglar . 2S tane zaman noktas1 segelim. Bu durumda iyi durumlu bir sistem elde
ederiz. Fakat zaman noktalarinin arttirilmas: algoritmanin kosma siiresini arttirir. Bu
yiizden baslangicta segilen 2S noktayr uygun bir sekilde S noktaya indirgemeliyiz.
Bdylece kare matrisle ¢aligmis oluruz.

Gram Schmidt ortogonallestirme yontemini kullanacaiz.  Algoritmanin
basglangicinda gereginden iki kat1 fazla satiri olan rasgele secilmis bir matris
kullanilir. Satir vektorleri ps olsung,.Matrisin M=2S tane satin ve S=2K-1 tane de
siitunu vardir. Bu siitun vektorlerinden biri p1 keyfi olarak segilir. Daha sonra

digerleri asagidaki denkleme gore degistirilirler.

plTps
plTpl

P, < P, — p, §=2,...M (5.16)

Olusturulan yeni vektorler p1 vektériine ortogonaldirler.Baglangigta biitiin
vektorlerin normlan esit oldugundan ,olusturulan yeni vektdrlerden normu en biiyiik
olan r] 'e en fazla ortogonaldir. Ikinci adimda bu vektdr p] 'in yerine geger. Bir
adimda segilen vektor ikinci adiunda dikkate alinmaz. Iterasyon aym sekilde gerekli S
vektdr secilene kadar devam eder. Bu segilen vektorlere karg1 diigen zaman noktalar

aranan noktalardir. S noktayla olusturulan I'-1 matrisi iyi durumlu olur.Daba iyi
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sonug almak icin baslangicta zaman noktalar1 28 ' ten daha fazla segilebilir. Tabiki bu
da algoritmanin kogma siiresini arttirr.

Su ana kadar ihmal ettifimiz bir problemde sudur.Yiiksek frekanslarda ¢alistiimizda
(5.11) denklemindeki sintisoidallerin arglimanlar1 gok biiylik ¢ikarlar. Cogu
bilgisayarin trigonometri fonksiyonlar1 bu kadar biiyiik sayilar1 hesaplayamaz, ya da
yanlis hesaplar. Bu yiizden arglimanlar 2p sayisina boliintir ve kalan say1 yeni
argiiman olarak alinir. Bu argiimanlarla , yukarda belirtilen algoritmadan bulunan
zaman noktalan da kullanilarak ; transform matrisi (5.11) denklemiyle olusturulur.

Bu kisimda temel frekanslarin nasil sinirli bir sayiya indirgenebilecegini, bir matrisin
tersi alinirken yapilacak hatayi yani matrislerin durum sayisim1 ve bu matrisleri iyi
durumlu yapacak olan zaman noktalarinin nasil segildigini gordiik. Kisaca HAFT
'nun nasil ideal bir sekle getirebilecegimizi tartigtik. Ileriki kisimlarda gok kaynakla
uyarilan ve lineer olmayan elemanlara sahip devrelerin analizinde bu HAFT 'nu
kullanacagiz. HAFT'uyla devrelerdeki lineer olmayan elemanlarin harmonik
katsayilarin1 yazmaya ¢alisacagiz. Fakat HAFT tek basina da bir devrenin analizinde
kullanilabilir. Bir devre herhangi bir sayisal integrasyon yontemiyle simiile edilebilir
ve (5.11) denklemindeki x(tj) degerleri bulunabilir. Xk Fourier Katsayilarida yine
(5.11) denklemiyle bulunabilirler. Burda yapilmasi gereken sadece bir matrisle
vektoriin ¢arpilmasidir. Matris devredeki biitiin degiskenler igin aymdir ve sadece bir
kere tersi alinir. Burada tabiki zaman noktalar1 devrenin gegici hali sona erdikten
sonraki kisimlardan segilmelidir. Gegici halin yok olma siiresi de kolaylkia tahmin
edilebilir. Bir devreyi simiile ettikten sonra degiskenlerinin Fourier Katsayilarim
bulmak ¢ogu uygulamada gerekli olabilir. Hemen hemen periyodik devrelerden
bahsettigimiz iginde , bu katsayilarn degiskenlerin gekillerinden de yazmak ¢ogu
zaman imkansizdir. Ayrica bu yontemle devre degiskenlerininin analitik ifadelerini
de bulmus oluruz. Ayrica devre simiile edildikten sonra zaman domeni sekillerinin
cizdirilmesi de zaman alir ve ¢ogu durumda devre cevabimin seklinden gok analitik

ifadesine ihtiyag duyulur.
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5.3 Ustel Fourier Serilerine Dayah Bir Algoritma:

Yukanida anlatilanlarn 1s13inda yeni bir analiz algoritmas: 6nerebiliriz. Birbirinden
farkl: iki kaynakla siiriilmiig lineer olmayan devreleri ele alahm. Bu devrelerdeki
stirekli hal ¢6ziimiinii bulmaya ¢alisacagiz. Kaynaklar sifirken sistemin asimptotik
kararli halde olmasi gerekir. Bunu limit gevrime girmis bir sistemin farkli
frekanslarda iki kaynakla uyarilmig haline uygulayamayiz. Limit ¢evrim frekansin
6nceden bilmek ve islemlerde dikkate almak gerekir. Devredeki lineer olmayan
elemanlarin fonksiyonlarindan dolay: iki temel frekansin haricinde sonsuz sayida
yeni harmonikler ortaya gikar. Bu konuya boliimiin baginda deginilmigti. Bulunan
frekans kiimeside A={wQ,w1,.......,.WK} olsun. Dikkate alinacak olan frekanslarin
hesaplanmas: 6nceki kisimlarda anlatldigi i¢in burda aynntilara deginmiyoruz.
Bulunan A kiimesinden sadece sifirdan farkli ve pozitif elemanlann ele alinz.
Birbirine esit frekanslardanda sadece bir tanesi kiimede goriilebilir. Aynca w(=0
kiimeye eklenir. Kaynak frekanslar1 w] ve w2 'de bu kiimenin igindedirler. Bunlar

kiimenin 1. ve 2. elemam yapilirlar. Bu durumda elde edilen frekans kiimesine Ak

diyelim. Ak su sekildedir:

Ak=(W0,W1,W2,W3, .......,WN)

Bu devredeki isaretler sanki periyodiktirler ve agagidaki sékilde sanki periyodik

Fourier transformuna agilabilirler.

—1 N
x()= DX e ™ ) X e
o s (5.17)

Bilindigi gibi X-k =Xk* 'dir. Bu ylizden algoritmada sadece Xk 'lan ¢ozecegiz. X-k
ler yukandaki formiille bulunacaktir. Devredeki lineer olmayan elemanin akim yada

gerilimide aym gekilde sanki periyodik Fourier serisine agilabilir:
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| N
f(t)= D.f e ™+ ) f e
k=-N k=0 (5.18)

Devredeki lineer olmayan elemanlar1 kontrol eden degiskenieri bilinmeyen olarak
alalim. Devre her w frekansinda frekans domeninde analiz edilirse bilinmeyenler
lineer olmayan elemamn katsayilan cinsinden lineer doniistimlerle bulunabilirler.

Bunu bir 6rnekte gorelim:

Bir Chua devresinden bulunan durum denklemlerine iki farkhi frekansta sintisoidal
kaynaklar ekleyelim. Bu daha dnceki kisimlarda kaynakla uyarilan Chua devresine
esdegerdir. [19] Tek farki burda birbirine paralel iki akimkaynagi olmasidir. Akim
kaynaklan A, ve A; genlikli , w;, w; frekanshdirlar.

dx/dt=-ax+ay+(A/G) sinw] t+(A2/G)sinw2t-af(x)
dy/dt=x-y+2 (5.19)
dz/dt=-by

f(x)= —ﬂfG—m'dx +1| - Ix —1|)—% X

Biitiin degiskenler sanki periyodik Fourier serisine agilip eiwst 'li terimlerin
katsayilan birbirlerine esitlenirse ve bu denklemlerden y ve z'nin katsayilan yok

edilirse x(t)'nin katsayilan Xp'ler su sekilde bulunurlar:

X = Sin + B0 —a‘fn
e
B

W, (5.20)

X0=-f0 n=
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Daha ¢6nce de sdylenildigi gibi X.n 'ler Xp 'lerin kompleks konjiigelerinden
bulunacaktir. Ayrica giris isaretlerinin katsayilan gi1=-Ajj/2G (i=1,2) dirlar. Diger
katsayilar1 sifirdir. Bu sekilde bilinmeyen olarak segtigimiz , lineer olmayan eleman
kontrol eden degisken olan x(t)'nin katsayilarim devredeki lineer elemanlar ve lineer

olmayan elemanin katsayilan cinsinden bulmug olduk. (5.20) denklemini Xn=Fn(Xn)

seklinde yazabiliriz.

Burada sorun lineer olmayan elemanin Fourier katsayilarim1 (fn) Xn'ler cinsinden
yazmaktir, Bunun i¢in zamanda Orneklemeye dayali bir metod kullanacagiz.
f(x(t))nin ornek degerlerininden daha o&nceki kisimlarda anlatilan matris
doéniigiimiiyle fn katsayilarim bulabiliriz. f(x(t)) 'nin bir zaman degeri su sekilde

bulunabilir:

-1 N
f(t,)= Zf—ke_jwlt' y kaejwk"
ke-N k=0 (5.21)

_e-ijtle-ij_‘tl ........ 1 ejwlt' ejwzt, ......... eijt‘ T
e-jWN'z e'ij—ltZ 1 e.iwl‘z e.intz e.iWN'z
=
~iWNtM o iWN_1tm Jwitm o iWatm Jwntm
e eNM e le €M e
: i (5.22)
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e ] [feet) |
g | | fOxt)

L J 0 LE(x(ty)) (5.23)

ts degerleri Ak kiimesindeki en diisiik frekans dikkate alinarak bulunur.
ts=s/(Mwmin) Bdylelikle en yiiksek periyod 6rneklenmis olur. Simdi algoritmay:
tam olarak adim adim verelim: daha sonra gikabilecek sorunlar ve ¢ozlimlerinden
bahsedecegiz.

Algoritma:

1. Adim: Xn=Fn(fn) bulunur.

2. Adim:Ak kiimesi belirlenir.ts hesaplanir . I" matrisi olugturulur ve tersi hesaplanr.
3. Adim:ilk kosul olarak Xo, X1, ......., XN 'lere deger atanir.

4. Adim:Xk katsayilarindan sanki periyodik fourier serisi kullamlarak x(ts) degerleri

bulunur.

_1 N
x(t,)= Zxk.e-mt' + Zxkewkt'

k=—-N k=0

s =0,1,2,......M (5.24)

5. Adim:Lineer olmayan fonksiyon f(x(t)) kullanilarak f(x(ts)) degerleri hesaplanir.
f(ts)=f(x(ts))

6. Adim:Lineer olmayan fonksiyonun sanki periyodik Fourier katsayilarn hesaplanir.
fn=T"-11(ts) (5.25)



80

7. Adim: Xn =Fn(fn) (n=0,1,2,...,N) kullanilarak yeni Xn degerleri hesaplamr.
8.Adim:Bulunan Xpn degerleriyle bir 6ncekilerin farklarinin normu hesaplanir ve
segilen bir e'dan kiigiik ise durulur .Aksi takdirde 4. adima geri doniiliir. I’ matrisi
genelde kotii durumlu gikar ve tersi bilgisayarda hatali olarak hesaplanir. Bu yiizden
ters alimirken tekil defer ayngimu yapilacaktir. Bazi 6rneklerde algoritmanin
yakinsamadifi gorilmiigtir. Bu durumda 6rnek deger sayisi arttirillarak zaman
frekans domeni arasindaki doniligtimiin hassasiyeti arttirillir . M=M+10 yapildiginda
veya M=2M alindiginda algoritmamin yakinsadifs = goriilmiigtiir. Bu durumda I
matrisi kare matris olmayacagindan sanki tersi alimir:  sankiters(I')=(I'TT")-1I'T .
Algoritma EK B'de verilen algor.m isimli MatLab programiyla ger¢eklenmistir.
(5.12) denklemlerini agik euler metodunu kullamilarak simiile edebiliriz. Ayrica
eklerde verilen algor.m adli yukardaki algoritmayi ger¢ekleyen programla da aym
durum denklemleri analiz edilebilir. Boylece iki yontem kargilagtirilabilir. Burada
sadece x(t) durum degiskeni ¢oziilecektir. o =4,=18 m0=0.8 m1=0.5 G=0.7 i¢in
asagidaki Srnekler incelensin.

1.0rnek :A1 =6,A2=10 .f1=10 Hz ,2=15Hz igin :

x(t) 0 T v T T

Sekil 5.3: Euler simiilasyonu
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x(t)

a L]

Al 4 | |

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t

1 - g

Sekil 5.4: Yontemle elde edilen simiilasyon sonucu

Sekil 5.3' de agik Euler Sekil 5.4'de ise algoritmadan bulunan x(t) nin simiilasyon
sonuglar1 goriiliiyor. Goriildiigii gibi gok yakin ¢6ztimler elde edildi.

Omek 2: A1 =6, A2=3 .f1=7 Hz ,2=8Hz igin :A¢ik Euler metoduyla Sekil 5. 5'deki

isaret bulunur.

Algoritma , kotli durumlu matris olmamasina ragmen (tekil deger ayrigimi
yapilmigtir.) , yakinsamaz. algor.m 'de M=2M alinarak &rnekleme sayisi1 arttirilir. Bu
durumda sanki ters kullamlir.(matris kare olmaz.)Algoritma yakinsar ve Sekil 5.6
‘daki x(t) ¢izilebilir.
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S lx() o

o 0l

4 Nf

2} u “
_2. 1 (] A A 1 [
0 0.5 1 1.5 2 25 3
t
Sekil 5.5:Euler simiilasyonu

O

| | | |
'2'% 5 1 15 2 25 3
t

Sekil 5.6: Yontemle elde edilen simiilasyon sonucu
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Ornek3: Al =6,A2=3 .f1=5 Hz ,f2=11Hz igin :A¢ik Euler metoduyla Sekil 5.7 deki

isaret bulunur.

T T 1
b
1 .
M
_2 d .
2% 5 1 15 2 25 3
Sekil 5.7:Euler simiilasyonu t

Algoritma ise yakinsamaz. M=M+10 i¢in yakinsar. Asagidaki x(t) bulunur.(Sekil 5.8)

x(t) 0.5 T T \

18 ]
'ZMMMW“MHM

t

Sekil 5.8: Yontemle elde edilen simiilasyon sonucu



BOLUM 6

HARMONIK BALANS METODUYLA KAOS VE LIMIT CEVRIMLERIN
ANALIZi

6.1.Giris

Son yirmi y1l igerisinde “lineer olmayan sistemlerde kaotik davrams” hakkinda bir
¢ok caligma yapilmigtir. Kaotik davranis fizik kimya,biyoloji ve miithendislik gibi
farkli alanlarda gériilebildiginden ,bu ¢aligmalar olduk¢a farkls bakis agilarina
sahiptirler. Bu probleme uygulamali matematik ve sayisal analiz yontemleriyle
yaklagilmigtir.  Bilgisayarlar gelistikge sayisal analiz yontemleri daha ¢ok ilgi
gérmektedir. Biitiin bu ¢abalara ragmen ileri siiriilen metodlarin miihendislige
adaptasyonu tam olarak yapilamamugtir. Coziilmesi istenen problem, sistemlerin
hangi parametreler igin kaotik davramyg gosterdigidir. Kaos, kompleks ve tahmin
edilemeyen bir davranig oldugundan analizi olduk¢a zordur. Bu sebeple yaklasik

yontemler kullamlmasi tercih edilir.

Bu bélimde kaosun varhigi ve yeri hakkinda bilgi veren yaklagik bir yontem
incelenecektir, Metod Harmonik Balans Prensibine dayanmaktadir. Bilindigi gibi
Harmonik Balans Metoduyla lineer olmayan sistemlerdeki osilasyonlar tahmin
edilebilir. Kaosu inceleyen birgok galigmada sistemde kaosun osilasyondan sonra
goriildtigi gézlenmigtir. Yani sistem bir parametre takimi igin osilasyon gésteriyorsa
bazi parametrelerin gok az degistirilmesiyle periyodun katlanarak artmasi ve kaos
gibi davramglar gdstermektedir. Bu bilgiler kullamlarak kaos olugmasi igin bazi

sartlar belirtilecektir.
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Yoéntemin kisitlamas1 sadece geri besleme sistemlerine (Lur'e Sistemleri)
uygulanabilmesidir. Lur'e Sistemlerinde Kaotik Davramg gériilebilmesi igin gereken
sartlar: igeren bir konjektiir [14,15] verilecektir. Son olarak kaosa giden yol olarakta
bilinen periyod katlama olay1 incelenecek ve olusmasi igin gereken sartlar

belirtilecektir.
6.2. Harmonik Balans Yénteminin Temelleri
flerde kullamlacak yaklagimlarin temelini g&stermek igin harmonik balans

ydnteminin bu béliimde kullanacafimiz sistemlere uygulanmasim inceleyelim. Ele

alinacak olan dinamik sistem asagidaki skaler diferansiyel denklemle gosterilsin.

f [ y(t),Dy(t),..ccnn-e. DY():zi(1), e Zn()]1=0 6.1)

Bu denklemde goriilen y(t) ¢ikis ,D tiirev operatorii , f lineer olmayan reel bir
fonksiyondur. Ayrica z(t) asagidaki esitlikleri saglar:

4D) 20=2 PKDIBLYOD DO
6.2)
i=1,2,......m

(6.2) denklemindeki q' ve pi , m. derece ve derecesi m den kiigiik olan iki
fonksiyondur. g ise lineer olmayan reel bir fonksiyondur. (6.1) denkleminin yerini
genclde daha basit formlar alir ,bunlara drnek olarak (6.3) ,(6.4) ve (6.5)
denklemleriyle gosterilenler alinabilir.

1 1= qD) y(t) + fi[ y&).Dy(®),reveree. D" y(0:21(),-vvennsZm(t)] = 0 (6.3)

Bu denklemde q, n. derece bir polinomdur.
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f1J=q(D) y(t) +p(D) £[ y(.Dy(®............. DPy(t)] =0 (6.4)

Bu denklemde ise m=0 dir ve p polinomunun derecesi h ile toplandiginda sonug n-1
den biiyiik olmamalidir,

f11=a®) y® +pD) K[ y®H)] =0 (6.5)
Bu denklemde de m=0 dir ve (6.4) denkleminin en basit halidir.

(6.3) ve (6.2) denklemleriyle gosterilen sistem; skaler degiskenler y ve f)’le birbirine
baglanan lineer dinamik kisim L, lineer olmayan dinamik kistim N den olusan bir geri
besleme sistemi gibi dilgtiniilebilir. (sekil 6.1) Bu aym zamanda (6.4) ve (6.5)

denklemleriyle gosterilen sistemler igin de gecerlidir.

L alt kismu q(D) tarafindan belirlenir ((6.4) ve (6.5) i¢in ise q(D) ve p(D)).N ise fi’e
((6.4) igin f> , (6.5) icin ise f3 ) baghdur.

u= Cikisy
—_ L(s)

Sekil 6.1:Geri besleme sistemi
(3.5) ile verilen sistemin ¢6z{imiintin asagidaki sekilde oldugunu varsayalim;
Yo(t) = A + B sin(wt) ; B>0 ,w>0 (6.6)

Ayrica su kosullar saglansin ;
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i) (5.2) denklemlerinin y=yo(t) igin 2n/w periyodunda zj (i=1,2,......,m) ¢6ziimleri
vardir.Uyarma sinyalinden dolay1 rezonans olmamas: i¢in q’ polinomunun jw da

koklerinin olmamasi gerekir.

ii) (5.3) denklemindeki f; lineer olmayan fonksiyonu Fourier Serisine su sekilde

acilabilir.

fil yo(t) .Dyo()s.eeeeneen. D" lyo(t):z10(t)mvennen. Zmo(t)] =Fo(A,B,w)

+i [ Fxr(A,BW) sin(kwt) + Fii.(A,B,w) cos(kwt) ]

k=1

6.7)
Buradaki Fy; ve Fyr ler Fourier katsayilardir.

Daha genel oldugu igin (6.3) ve (6.2) denklemleriyle belirlenen sistemi ele alalim.
(6.7) denklemi Sekil 6.1 ‘de gosterilen sistemin gikist 'yo(t)' , (6.6) da verildigi gibi
ise N'in ¢ikig1 (6.7)'deki seri ile belirlenmektedir. (6.7) denklemindeki birden den
biiyiik harmonikleri ihmal edersek ve bunu (6.3) denkleminde yerine koyarsak;

q(0)A + Fo(A,B,w) =0 (6.8)
q(Gw)B + Fir(A,B,w) + jF1.(A,B,w) = 0 6.9)

(6.8),(6.9) denklemleri dogru akim ve w frekansindaki harmonik balans
denklemlerini go6stermektedir. A,B ve w, (6.8),(6.9) denklemlerinden sistem
parametreleri cinsinden ¢oziilebilirler. Bu sonuca sistemin ¢6ziimiiniin yaklagik
olarak (6.6) ile gosterildigini kabul ederek ulagilmigtir. Yukahdaki yontemdeki tek
hata (6.7) denklemindeki iist harmonikleri ihmal etmemizden kaynaklaniyor. Eger
Sekil 6.1 ‘deki sistemin filtrelemesi iyiyse yani L transfer fonksiyonu iist
harmonikleri yeterince zayiflataimyorsa yontemdeki hata kiigiiktiir.  Ilerideki
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omeklerde ele alinan sistemlerin filtreleme etkisini ¢izdirilecek olan Bode

diyagramlarindan gérecegiz.

Harmonik Balans metodu ilk olarak 1930 yilinda Krylov tarafindan kullamlmistir ve
sistemin ¢6ziimiiniin (6.6) denklemi formunda kabul edilmesine dayanir. Metodta
daha fazla harmonikte kullanilabilir ve benzer sonuglar elde edilir. Ayrica fazla
harmonikle ¢aligmak hata oranim azaltir.  Fakat fazla harmonik kullanim
denklemlerin ¢ikartilmasim olduk¢a zorlagtinr. Daha sonraki béliimlerde fazla
sayida harmonikle calipirken uygulamada sorun ¢ikarmayan yontemlerde

incelenecektir.

Sekil 6.1°deki lineer olmayan alt kissm N’i su sekilde gosterelim; No=Fo/A
JN=(Fr+jFiL)/B buradaki Fourier katsayilan f,’in degil de (6.4) denklemindeki f;
‘nin y=yo(t) igin bulunan katsayilaridir. Lineer alt blok L’yide su transfer

fonksiyonuyla gosterebiliriz.

P

L(s)= a9 (6.10)
Bu durumda, (6.8),(6.9) denklemleri asagidaki bigimde yazilirlar;

A[l + L(0)N¢(A,B,w)] =0 (6.11)

1 + LGw)N1(A,B,w)=0 6.12)

Periyodik ¢6ziimiin tahmininin dogrulufu daha 6nce de belirtildigi gibi sistemin
filtreleme etkisine baghdir. Bu filtreleme etkisinin iyiligini agagidaki esitsizlikle

gosterebiliriz.

ILGGw)|>>|L(jlew)| k=2,3,.....,X (6.13)
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Buraya kadar kaynakla siiriilmeyen bir sistemin periyodik ¢6ziimii aragtinlmgtir .
Aym yontem Sekil 6.1 ‘deki sistem sintisoidal bir kaynakla siriildiigii zamanda
uygulanabilir. Bu durumda kabul edilen ¢6ziimiin frekans1 kaynak frekansiyla aym
alinir yani w y1 ¢6zmeye gerek kalmaz. Yapilanlan &zetlersek; lineer olmayan
dinamik sistemlerin periyodik ¢6ziimlerini yaklagik olarak nasil bulacagimizi gordiik.
Bulunan bu ¢dziimlere kestirilen limit gevrim (KLC) diyebiliriz. Bu ¢6ziimlerin

varlif1 ve dogrulugu ele alinan sistemin iist harmonikleri iyi filtrelemesine baghdir.

6.3.Sistemlerin Geri Besleme Kanonik Gosterilimi

Onceki bolimde (6.1) ,(6.2) yada (6.3),(6.4),(6.5) denklemleri formunda gosterilen
sistemlere harmonik balans metodunun nasil uygulanacagimi gordiikk. Sonraki
béliimde bu sistemlerde kaos goriilmesi i¢in gereken sartlan inceleyecegiz. Fakat
daha 6nce durum denklemleriyle gosterilen sistemlerin metodun uygulanabilecegi

Lure formuna nasil doniistiiriildiigiinden bu boliimde bahsedecegiz.

Genelde durum denklemleri su sekilde gosterilir;

o

DE@M)=£=6() £eR™ (6.14)

Bu denklemde & durum vektorii , ¢(.) ise lineer olmayan reel degerli bir
fonksiyondur. Burada sorun (6.14) denklemiyle verilen bir sistemin Sekil 6.1 ‘deki
gosterilimini bulmaktir. Ciinkii kullanacagimiz y6ntem sadece Lure formunda
gosterilen sistemlere uygulanabilmektedir. (6.14) denklemini asagidaki sekilde x ve

z durum degiskenlerine ayiralim.
x=Px - bfy(x,2) ,x € R” (6.15)

2=Qz+g(x) , zeR™ (6.16)
Burada P,Q,b uygun boyutlu matrislerdir. Cikis y olsun ve asafidaki sekilde ifade

edelim;
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y=[10 ... 0]Mx=c"x 6.17)

x=M"*|. y=d(D) Y (6.18)

n-1
| D™

(6.15),(6.18) ve (6.3) ,(6.2) denklemleri kullamlarak q,q’,pik polinomlan su sekilde

gosterilebilir ;
q®D) =[ c" (OI-P)" b (6.19)
. (D
B = [OHO)" I (620)

Ornek olarak Rossler durum denklemlerini istedigimiz forma déniistiirelim. Rossler
denklemleri asagidaki sekilde verilsin;

X, =-X2-X3
o

X, =X +0X3 (6.21)

X, =0 + X3 (X1 -p)

Bu denklemleri (6.15) denklemiyle karsilagtirirsak ;



91

0-1-1 0
P51 o 0O b= 0 (6.22)
00 -o -1
Ayrica
c’™=[010] (6.23)

oldugunu kabul edelim. Bunlann kullanarak (6.19) denklemini (6.3) denklemi

formuna kolayca sokabiliriz.

y +(p-0)y+(- po)y+ py+a +(y-oy)(-y+oy-y) =0 (6.24)
6.4.Lure Sistemleri i¢in Bir Kaos Modeli

Bu bolimde (6.5) denklemi ile ifade edilen Lure Sistemleri dikkate alinacaktir.
Ayrica sistemin bir kaynakla uyariimamis oldugunu farzediyoruz.

Sekil 6.1 deki sistemin L(s),No(A,B),Ni(A,B) ile tammlandigim kabul edelim. Bu
sistemin denge noktalarim (6.5) denklemini de gbz6niine alarak su sekilde

bulabiliriz.

y+L(0)f3(y)=0 (6.25)
(6.25) denkleminin ¢oziimii olan y degerleri sistemin denge noktalandir. Sistemin
girebilecegi limit ¢evrimler (KLC) harmonik balans metoduyla ,yani, (6.11),(6.12)
denklemleriyle bulunabilir. Bu denklemlerde No ve N; ‘in degerleri yerine
koyulursa agagidaki denklemleri buluruz.

L(O)No(A,B) = L(0) ——

Py f3(A+ Bsing) singd¢ = -1, (6.26)
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LGw)Ni(A,B) = L(jw)—n% f f3(A+ Bsing) sing d¢ = -1, (6.27)

bt

Bu sistemin kaotik davramig gostermesi igin bir denge noktasi , bir veya daha fazla
limit ¢evrimler arasinda belli kararhilik kosullart ve uygun filtreleme etkisi altinda
bir kesigme olmasi yeterlidir. Bu konjektiirii maddeler halinde ve daha agik olarak

inceleyelim.

1. kesisme: Sistemin bir denge noktast y=E limit gevrimle herhangi bir t aninda
kesigsin yani yo(t)=E olsun.

2. Kararlilik: Kesisen limit ¢evrim kararli ,denge noktast ise kararsiz
olmalldlr.Kararh'llklarl belirlemek i¢in gereken kriterler daha sonra ele alinacaktir.
3.Filtreleme: Filtreleme kotli olmalidir. (6.13) saglanmaz ise bulunan KLC’nin
dogrulugu az olur(6.13). Acgiklamak gerekirse gergekte periyodik ¢oziimiin iist
harmonikleri de var olursa (gtiriiltiilii bir periyodik ¢6zlim) kaos olugsma olasilig:
daha fazla olur.

Yaklagimin 6nemi kaosun olugmas: ig¢in ortaya atilan yeter sartlarin sistem
parametreleri cinsinden cebirsel denklemlere gevrilebilmesidir. Bdylelikle sistemin
gosterecegi davramiglar parametre uzayinda bolgelerle gosterilebilir.  Uygun
filtreleme etkisi de parametreleri degistirerek elde edilebilir. Béylelikle kaosun
varlif1 ve yeri parametre uzayinda bir bolge ile rahathikla gosterilebilir. Metod ¢esitli
orneklere uygulanmugtir ve bulunan sonuglar sayisal simiilasyon sonuglaryla
benzerlik gbstermigtir. Bu sonuglan bir sonraki boliimde gérecegiz. Metod bilinen
kaotik sistemlere uygulanabildigi gibi degisik sistemler de kaotik bir davramisin

sentezi i¢in de kullanilabilir.

Metodu herhangi bir sisteme uygulamak igin ilk olarak (6.26) ,(6.27) (yada
(6.11),(6.12)) denklemleri A , B , w cinsinden ¢oziilerek limit ¢evrim bulunmalidir.
Daha sonra (6.25) denklemi kullanilarak dende noktas:1 y=E bulunur. Denge
noktalarimin Kararsiz olmas: gerekir denilmigti ,bunu incelemek igin bilinen

yontemler kullanilir. Lineer olmayan fonksiyon f; denge noktasi civarinda
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lineerlestirilir . Kararliifim da lineerlestirilmis sistemin Nyquist diyagramindan
anlayabiliriz. Yani Nyquist diyagramina gére L(jw) egrisi y=E i¢in hesaplanan

df,
—/E; noktasim gevrelemelidir. Ancak bu durumda kaos igin gereken sart yerine
gelmis olur. Limit ¢evrimin kararlihfim ise Loeb kriterine gére inceleyecegiz. Bu
ylizden Loeb Kriterini kisaca anlatmakta yarar vardir.

Loeb Kriteri: Nyquist teoremine gére limit ¢evrim igin gerekli sart

1+N(A,B,w)L(jw)=0 olmasidir. (6.27) denklemini kullanarak A ‘y1 B cinsinden

¢6ziip N ,A ve B nin fonksiyonu olarak yazilabilir. N=N(B,w) olsun. Nyquist
teoremine gére bir sistemin kok egrisi -1 noktasim g¢evrelemez ise o sistem kararlidir,
Burada ise egrinin -1/N(B,w) noktasim gevreleyip gevrelemedigine bakacagiz.
Herhangi bir sistemin -1/N (B,w)‘ sim B yi degistirerek ,L(jw)‘sim da w ‘y1
degistirerek gizelim. (gekil 6.2) Egriler lizerindeki oklar B ve w’ nin artis yoniinii

gostersin.

4 Re
-1/N(B,w) LGw)

Sekil 6.2:Loeb kriteri
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Onceden de belirtildigi gibi iki egrinin kesisme noktalan limit ¢evrim noktalardur.
Sekil 6.2'den goriilebilecegi gibi iki yerde kesisme vardir. (Farkli A,B,w
degerlerinde)Yani sekildeki bu sistemin iki tane limit ¢evrimi vardir ve ilk kosullara

bagl olarak bunlardan birine ya da -varsa- denge noktalarina yakinsar.

[k olarak I noktasindaki limit ¢evrimi ele alahm. Bu noktada sistemin ¢6ziimii
y=Art+B; sinw; t dir. B yi biraz arttirdifimz diiglinelim ,0ok yoniinii izlersek yeni
bulunan nokta I" olsun. Goriildigii gibi L(jw), I" noktasint cevrelemiyor. Bu
durumda sistem kararlidir ve etrafinda limit ¢evrim olan denge noktasina yakinsar.
Fakat denge noktas1 limit gevrimle gevrili oldugundan sistem yine limit gevrime
oturur. B yi biraz kiitiltiirsek I"* noktasina geliriz. Goriildiigt gibi bu nokta L(Gw)
tarafindan ¢evreleniyor. Yani sistem kararsizdir ve denge noktasindan uzaklagir

bdylece limit ¢evrime yakinsar. Bu durumda I noktasindaki limit ¢evrim kararlidir.

Bu sefer II noktasindaki limit ¢evrimi ele alahm. Bu noktada sistemin ¢oziimii
y=A+By sinwgt dir. B yi biraz arttirdifimz: diistinelim ,ok yoniinii izlersek yeni
bulunan nokta II" olsun. Gorildigi gibi LGw) , II" noktasim ¢evreleyor. Bu
durumda sistem kararsizdir ve iraksar. B yi biraz kiiciiltlirsek II"* noktasina geliriz.
Goriildiigi gibi bu nokta L(jw) tarafindan ¢evrelenmez. Yani sistem kararlidir ve
denge noktasina yakinsar, bdylece limit ¢evrimden uzaklagir. Bu durumda II

noktasindaki limit gevrim kararsizdir.

Limit ¢evrim ve denge noktasinin kesigme kosulunu ele alalim. (6.6) denkleminden

su kosul kolaylikla elde edilebilir.

B2|E-Al (6.28)
Son olarak filtreleme etkisine bakalim; (6.13) denklemi gerqek bir PLC’nin varligim
saglar. Sistem parametreleri degistirilerek bu kosul zayiflatilabilir. Bdoylelikle daha

oncede sdyledigimiz gibi limit ¢evrim giirliltiilii bir hale doniigtir.

Bahsedilen konjektiirii adimlar halinde 6zetlersek;
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1. Bir limit gevrimin varhig1. ( (6.26),(6.27) yada (6.11),(6.12) ¢oziiliir.)

2. Ayn bir kararsiz denge noktasinin varlig1.( (6.25) denkleminden bulunur)

3. Limit gevrim ve denge noktasimin kararlihk sartlann incelenir.(Loeb kriteri ve
Nyquist )

4. Limit ¢evrimle denge noktasinin kesismesi. (6.28)

5. Uygun filtreleme etkisi.( (6.13) kullamlarak parametreler degistirilir.)

Ornek 6.1:

Onerilen kaos modelini asagidaki durum denklemleriyle gosterilen sisteme

uygulayalim.

X, = X3 (6.29)

o

X,=-a X3-bxa-cX1+x2

Burada y=x; f(y)=y* olsun . Bu sistemi ikinci boliimde anlatilan yntemle (6.5)
denklemi formuna getirebiliriz.(6.15) denklemini asagidaki gibi yazalim.

x =Px—bf(x) icin;

0 1 0
P50 0 1 , b=l , c=[100] , y="x
- -b -a

(6.30)
yazabilirizAynca  L(s)=[ ¢' (sI-P)! b]' denklemini kullanarak ;
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L(s) = (6.31)

s’ +as’bs+c
sonucunu elde ederiz. Bdylece verilen sistemi gekil 6.1 deki Lure formuna

déniigtirmiis olduk. Sekil 6.1 ‘deki lineer kisim (6.31) denklemiyle gosterilen L(s)
fonksiyonu ,lineer olmayan fonksiyon ise fiy)=-y* dir.

Sekil 6.1 ¢ deki Lure sisteminin y=y; (t) =A+Bsinwt seklinde bir ¢6ziimii oldugunu
diisiinelim. Onceki bsliimde bahsedilen konjektiirii adim adim izleyelim. Ilk olarak
periyodik ¢6ziimiin varligim géstermeli ve A,B ve w’y1 sistem parametreleri a,b,c
cinsinden ¢dziilmeli. Sisteme ait (6.11) ,(6.12) denklemlerini yazmaliyrz. ilk olarak
Npo ve N; degerlerini bulunmalidir.

1+L(0)N, =0
(6.32)
1+LGw)N; =0
Bu denklemdeki Ny ve N, asagidaki denklemi saglamalidir.
f(yo(t)) = NoA + N Bsinwt (6.33)

No ve N; degerlerini integral formiilleri kullanmadan, yo(t) ‘yi lineer olmayan
fonksiyonda yerine koyarsak;

f(yo(t)) = -(A+Bsinwt)? = -AZ -2 AB sinwt - B> sin*wt
(6.34)
=-A? -2AB sinwt - (B%/2) (1-cos2wt)

bulunur. Sadece ilk harmonikle ilgilendigimizden cos2wt ‘li terim ihmal edilebilir.

Bu durumda;



97

f(yo(t)) =-A? -(B%/2) -2 ABsinwt (6.35)

(6.35) ve (6.33) denklemlerinden Ny = -A- B%/2 N; =-2A olarak bulunur. Ayrica
L(0) = 1/c ,LGw)=1/ (-jw’ -aw? +bjw+c) dir. Bunlan (6.11) ,(6.12) denklemlerinde

yerlerine yazarsak;

1+(1/c)(-A-B%2) =0

(6.36)
+ - =
! —jw’ —aw? +bjw+c( 24)=0
denklemleri bulunur. Buradan A,B ve w asagidaki sekilde ¢oziiliirler.
A=~ (c—ab)
5 (c-a
1
1 2
B{E (c—ab)(c+ ab)] (6.37)
1
w=b?

Buradan periyodik ¢oziim olabilmesi igin bir gerek sart olarak c>ab elde edilir.
Sistemin girebilecegi limit c¢evrimler igin ¢ikisgin genligini ve frekansim

hesapladiktan sonra sistemin denge noktalarim (6.25) denkleminden bulalim.L(0) ve
f(y) (6.25) denkleminde yerlerine koyulursa ;

1
y+ Q) =0 : (6.38)

Buradan denge noktalari y=0 ve y=c bulunur. ilk denge noktas1 limit ¢evrimin
merkezidir, bu durumda kesisme ve kararsizlik sarti arayacagimiz denge noktasi
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E=c dir. Denge noktasinin ve limit gevrimin kararlilipim daha sonra segilen

parametre degerlerine gbre inceleyecegiz.

Periyodik ¢oziimle denge noktasimin kesigme sart1 , (6.28) denkleminden ¢ = 3ab
olarak yazilabilir. Parametre uzayinda sistemin kaotik davranig gsterebilecegi bolge
bu esitsizlik kullamilarak belirlenecektir. Sistemin filtreleme etkisini (6.13) esitsizligi
yardimiyla incelerizz. ¢ ve ab ‘nin sabit deferleri igin b arttinlirsa L(jw)
kiiglilmektedir. Sistemin filtrelemesini daha sonra segilmis parametre degerleri i¢in
¢izilen Bode diyagramlarindan da gorecegiz. |

Sistemin sayisal simiilasyonunu periyodik ¢6ziim ve kaos igin yapalim.

Periyodik ¢6ziim: Egsitsizliklerden hareketle a=0.7 ,b=1.2 ve c=1 igin (6.29) durum
denklemleriyle gosterilen sistemin periyodik ¢6ziime girmesi gerekmektedir. Bu
parametre degerleri igin sistemin simiilasyonunu h=0.01 i¢in agik Euler metoduyla
yapalim. Sekil 6.3 ‘te x; ‘in yani y’nin zaman domeni fonksiyonu goriilmektedir.

Sekil 6.4 de de durum portresi goriilityor.

06

X . ; — : ; —

m

0s|
04| P
03 ”

0.2

01|

% {

01|

N ||

0.4

i

Sekil 6.3:x durumunun zaman araliinda degisimi



99

0.8

N

04

<

0.2

Sekil 6.4:x,y,z durum portresi

Sekil 6.3 ‘ten y=x; = 0.1+0.4sin(1.046t) oldugu gorilmektedir. Harmonik Balans la
tahmin ettigimiz yaklagik sonuglar ise (6.37) denklemlerinden yazarsak;

A=0.08 , B=0.383 , w=1.095 bulunabilir. Goriildiigii gibi simiilasyon sonuglaryla
tahmin edilen sonuglar oldukga yakindirlar. Sistemin verilen parametreler igin
Nyquist (Sekil 6.5) diyagramim gizdirelim. Denge noktastin kararhliini daha
once de soylendigi gibi y=E=C i¢in bulunan -1/ (df/dy)=1/(2c) noktasinin
¢evrelenip gevrelenmedigine bakacagiz. limit gevrim i¢inse -1/N; = 1/(c-ab) noktas
onemlidir. Sekilden goriildiigii gibi denge noktas: kararsiz limit gevrimse kararhidir.
Bode diyagramindan da iist harmoniklerin zayifladifi goriiliiyor. Zaman domeni
giziminde de saf sintisoidal igaret gorilmiistd. '

a=0.41,b=1.2 ve c=1 igin sistemin simiilasyonu yapildiinda $ekil 6.7 da gdriilen
kaotik davranig ortaya ¢ikmagtir.

Gortildigin gibi c>ab sarti saglamiyor. E=1 dir. (6.37) denklemlerinden
A=0.254,B=0.6156 bulunur. Kesisme sartin1 kaos olusmas igin gerek sart almigtik.



Filtreleme etkisi gekil 6.8 daki Bode diyagramindan gériilebilir.

degistirilmelidir.
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Sekil 6.6:Bode diyagramlari(periyodik ¢6ziim)

Sart su sekilde
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-1~05

Sekil 6.7:x,y,z durum portresi(kaos)

T T TV ITTIT T— T T T T1Irn R
Vot [ RN N EY] Eoor e

Frequency (rad/sec)

Sekil 6.8:Bode diyagramlan (kaos)

B>0.8|E-A| ’ (6.39)
Bu durumda sart saglamyor. Sekil 6.9 de goérillen Nyquist diyagramindan y=1
denge noktasinin Kararsiz, limit ¢evriminse kararli oldugu goriilebilir. Bunun igin

periyodik ¢dziimde bulunan -1/(df/dy) = 1/2c ve -1/N; =1/2A noktalarinin ¢evrelenip
cevrelenmedigine bakilir.
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Imag Axis

Real Axis

Sekil 6.9: Nyquist diyagramu (kaos)

Ornek 6.2:Onceki boliimlerde gérdiigiimiiz Chua devresini ele alalm. Durum

2 2
denklemleri « = %1-, p= LcGz icin asagidaki sekilde yazilabilir.
= —ax + ay — af (x)
% =X—-y+z
dz
i -Py (6.40)
- NG
f0="3"G

Goriildiigii gibi Chua diyodunun yerine kolayhk agisindan polinomsal bir yaklagik
fonksiyonu alindi. Bu sistemi Lure formuna gevirirsek transfer fonksiyonu asagidaki

sekilde bulunur.

X B a(s’ +s+ )
f(x) L(s) = s +(1+a)s’ + fs+af (6.41)
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Onceki bslimde anlatilan konjektiir bu devreye uygulanacaktir. Fakat daha &nce
sistemin periyodik ¢6ziimiinti harmonik balans ytntemiyle bulmaya g¢alisalim ve
buldugumuz sonucu simiilasyonla sintyalim.

Lure sisteminin x¢=A+Bsinwot seklinde bir ¢6zlimii oldufunu varsayalim. A,B,wp
dan once sistemin denge noktalarim bulalim. f(x)L(0)+x=0 denkleminden denge
noktalann x=0,x=1.26,x=-1.26 bulunur. Goériildiigi gibi denge noktalan
parametrelerden bafimsizdir.A,B ve frekans1 bulmak igin agagidaki harmonik balans

denklemleri yazilir.
1+Np L(0)=0
(6.42)
1+N; L(jw)=0
No ve N i su yaklagiklikla bulabiliriz:
f(xo(t))=No A +N; Bsinwt (6.43)

Bu yontem integral alinmadig1 igin daha kolaydir.xe=A+Bsinwt yi f(x) te yerine
koyup iist harmonikleri ihmal edersek;

- k
£(x) = —én—(A +Bsinwt) + < (A +Bsinwt) (6.44)
denklemi agip yliksek frekansh terimleri ihmal edersek;
k 3B%Ak m 3A%k 3Bk m

f(x).=_A36+ G —GA+( G t G —E)Bsinwt (6.45)

bu denklemden de Ny ve N; ‘i yazabiliriz.
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N = A’k 3B’k m
° G 26 G
(6.46)
N = 3A%% +3B2k m
' G 4G G
Harmonik balans denklemlerini L(0)=1 i¢in yazarsak;
14+No=0
6.47)
1+N; Re(LGW)HIm(LGw))=0
N reel oldugundan;
14+Ng=0
1+N; Re(L(w))=0 (6.48)
Im(L(jw))=0

denklemleri yazilabilir. L(jw), A ve B’ye bagli olmadigindan imajiner kismu sifira

esitlenerek w devre parametreleri cinsinden bulunabilir.

208 —a-a’*Fa’ +2a’ +a' -4a’
wo=J f-a-a’Fy @ p (6.49)

2a

Bu denklemden w’mn bulunabilmesi igin yani sistemin bir periyodik ¢6ziime ya da

kaotik davramiga (6nerilen konjektiire gore) girmesi igin koklerin iginin sifirdan
2

+1
biiyiikk olmasi gerekir. Bu sarttan hareketle § < (@ 2

olmasi i¢in bir gerek sart olarak verilebilir. A ve B’de aym sekilde (6.48)

esitsizligi periyodik ¢6ziim

denklemlerinden bulunabilirler.
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261 1 m
A"'\/ Sk \2 " L(jw,) +2Gj"

(6.50)

3% GLGwy) T5G 5

_ \/4(3 1 2m 3
Sistemin iki ayn periyodik ¢6ziimii vardir. Yani ilk kosullara bagh olarak iki ayn
limit gevrime yakinsayabilir. Bu limit g¢evrimler daha once hesaplanan denge
noktalarindan .45 ve -0.45 civarindadirlar. Kesisme sartinin arandig denge noktasi
da x=0 ‘dir.Bu durumda E=0 dir. Kesigme sartinin baslangici olarakta A=B
alinabilir. Buradan «,f uzayinda bir denklem bulabiliriz. L(0)=1 oldugunu
biliyoruz. 1+L(0)No(A,B)=0 denklemini A=B i¢in agagidaki sekilde yazabiliriz.

14+Ng(U,U)=0 (6.51)

Aynica V=-N|(U,U) olsun. Daha &nce bulunan A ve B degerleride kullamilarak
A=B=U asagidaki egri ile belirlenir.

B =Va+V(1-V)a? | (6.52)

Bu denklem kaosun baglangici igin bir gerek sart olarak alinabilir. Ayrica B2A sart1
(6.50) denklemleri kullamilarak yazilabilir. Bu esitsizlikten L(jwo) i¢in m, k ve G’ ye
bagli bir sart yazilabilir. m=0.8 , k=0.5 ,G=0.7 igin kaos olugsmasina neden olan
gerek sart olarak L(jwg)<1.0739 bulunabilir. Bu sart ileride sinanacaktir.

Filtreleme etkisini de segilen parametre degerlerine gore ¢izilen Bode
diyagramlarinda inceleyecegiz. Denge noktasinin ve limit gevrimlerin kararliliklarim

Nyquist diyagramlan iizerinde Loeb kriterini kullanarak incelenecektir.

Sistem  a¢ik  Euler metoduyla  simiile edilmistir. Simiilasyonda
m=0.8,G=0.7,k=0.5, f =18 sabit degerleri alindi. @=8.5 i¢in asagidaki gekildeki
periyodik ¢6ziim goriildii.
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Sekil 6.10:x ‘in zaman domeninde degigimi

Sekilden yaklagik w=3.14 , A=0.36, B=0.21 oldugu gériiliiyor. Bu degerleri yontemle
((6.50) denklemlerinden ) hesaplarsak A=0.38,B=0.19 ve w= 3.33 bulundu. Buradan
yontemin olduk¢a iyi sonug verdigi sSylenebilir. Bunun nedeni filtrelemenin iyi
olmasidir. Sekil 6.11°den goriildiigii gibi limit ¢evrim kararlidir. Sekil 6.12 den de
filtrelemenin iyi oldugu goriliiyor. @ =10.5 olarak degistirildiginde Sekil 6.13'deki
¢ift liile davramsi elde edildi Sekil 6.14'de zamanla degisimi goriiltiyor. Konjektiirde
kaotik davrams ortaya ¢ikmasi igin iki tane kararh limit gevrim bir tanede kararsiz
denge noktasi olmas: gerektigi sOylenmisti. Bunu x’in zaman araligindaki
degisimindende gorebiliriz. (Sekil 6.14)

Altta ve tistte limit gevrimler vardir. Fakat bu limit ¢evrimler kararsiz denge noktasi
orjinle kesistiginden yakinsayamadan digier kisma gegerler. Parametrelerin kesigme
sartim sagladif1 goriiliiyor. Sekil 6.15° deki Nyquist diyagramindan limit ¢evrimlerin
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Real Axis

Sekil 6.11:Nyquist diyagrami
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Y ~7 . f  rrrrrr T T ¢ T17717°17 T T T vrrrr
. e e . v v e » . o e

10 O g A P NN

Phase

Frequency (rad/sec)

Sekil 6.12 Bode diyagrami
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0.1
9

Sekil 6.13:3 durumun faz portresi

kararli , denge noktasinin kararsiz oldugu goriilebilir. Sekil 6.16’daki Bode

diyagramindan da filtreleme etkisi incelenebilir.

08

02| §

Sekil 6.14:x'in zaman aralif degisimi
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Imag Axis
So_o._N.__ & __ B =

!
/

o___ & __h
Q ) —:/»
4

55 T8
Real Axis

-
N
[~

Sekil 6.15:Nyquist diyagrami
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Frequency (rad/sec)

Sekil 6.16:bode diyagram

B>A sattinin  ya da  bagka bir deyisle L(jwg)<1.0739 sartinin saglanip
saglanmadifini ; (6.48) denklemlerini , diger parametreleri daha &nce verilen degerler
cinsinden sabit tutarak , o.‘nin degisimine gére ¢6zelim. Bu lineer olmayan cebrik

denklem takimimn ¢dziimiinden asagidaki tablo 1 olusturulabilir.
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Tablo: 1 (6.48) denklemlerinin ¢éziimii

o A B
8 0.4243 0.1155
8.5 0.3825 0.1891
9 0.3525 0.2247
9.5 0.3290 0.2473
10 0.3098 0.2633
10.5 0.2938 0.2753
11 0.2803 0.2845
11.5 0.2686 0.2919
12 0.2586 0.2979
12.5 0.2498 0.3029
13 0.2421 0.3070
13.5 0.2354 0.3105
14 0.2294 0.3135
14.5 0.2241 0.3160
15 0.2194 0.3182
15.5 0.2152 0.3201
16 0.2114 0.3218
16.5 0.2081 0.3232
17 0.2051 0.3245
17.5 0.2024 0.3256

Goriildiigti gibi o bitytdiikge A kiigiiliiyor, B ise biiyliyor. a=11 i¢in B’nin degeri
A’y1 gegiyor. Yani kaos igin gerek sart saglanmg oluyor. Durum denklemlerinin
simiilasyonunda da a=10.5 igin kaotik davramisin basladifa goriilmiigtii. Bdoylece
simiilasyon sonuglariyla , denklemlerden bulunan sartlar olduk¢a yakin oldugu
goriilmektedir.
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6.5 Otonom Olmayan Sistemlerde Kaos ve Kaosun Yokedilmesi

Bu kisimda, i¢inde siniisoidal kaynak bulunan lineer olmayan devrelerin davraniglar:
incelenecektir.  Eger devre global asimptotik kararli ise siniisoidal kaynak
frekansinda bir davramis gosterir. Bu tip davramglarin analizi 6nceki kisimlarda
kullamilan tarif eden fonksiyonlarla kolaylikla yapilabilir. Hatta burada frekans da
bilindiginden islemler daha kolay olur. Bu kisimda kaynak yok iken osilasyona ya da
kaosa giren devrelerin siniisoidal kaynakla uyarildiklarinda gésterdikleri davraniglar
incelenecek ve kaosun yok edilmesi i¢in sartlar aranacaktir. Biitiin bunlar bir 6rnek
tizerinde incelenecektir. Onceki kisimlarda ele alinan Chua devresi sintisoidal bir
akim kaynagiyla uyanlsin. (Sekil 6.17) Bu devrenin Béliim 1°deki sekilde normalize
edilmis durum denklemleri asagidaki gibi bulunabilir.

I'_‘iR"—I
1 ‘L /k =TV)
B 5 Qe

Sekil 6.17:Kaynakla siiriilmiis Chua Devresi

& o ax+ay+ S{Asin(w,t +6)] - [-mx + o]

dt

dy

Y vt 6.53
i z (6.53)
dz

dt——By

Bundan sonraki islemlerde kolaylik saglamasi igin A/G=Ax , m/G=m , k/G=k
seklinde tamimlansinlar. lleride denklem ¢o6ziimlerinde gergek degerleri
kullanilacaktir. Aynca asagidaki tammlamalar kabul edilsin.
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f(x)=-mx+kx3
H=Asin(wt+0)-f(x)

Bu sistemi 6nceki kisimlarda yapildig: gibi Lure sistemlerine benzeterek tarif eden
fonksiyonlara dayanan Harmonik Balans metodu yerine , yine Harmonik Balans
prensiplerini kullanarak daha degisik bir bi¢imde inceleyelim. Bunun igin 3 durum
degiskenli denklemde y ve z durum degiskenlerini yok ederek , sadece x’e bagh bir
diferansiyel denklem elde edilsin.
d’x 2

2
~+(l+a)%+ﬁa=—aﬁx+a

H dH
e +o—+afH (6.54)

dt? dt

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii (6.55) seklinde tahmin edilsin. x’in bu
ifadesindeki w kaynak devrede yok iken sistemin girdigi osilasyonun frekansidir. C
dogru akim terimi , wi’li terim ise wy frekansh kaynagin neden oldugu terimdir.
Kisaca agiklarsak ; otonom halde limit gevrime giren bir sistem disardan limit cevrim

frekansindan farkl bir frekansa sahip bir sintisoidal kaynakla uyanliyor.
x(t)=C+Asinwyt+Bsinwt (6.55)

x(t) terimi lineer olmayan f(x) fonksiyonunda yerine koyuldﬁgunda elde edilen iist
harmonikler ihmal edilerek , f(X) su sekilde yazilabilir.

f(x)=CNc+ANpsinwyt+BNpsinwt

3 3
NC = —m+k(C2 +EA2 +EB2)
2 3,2, 3
N, =-m+k| 3C +ZA +—2-B (6.56)

3 3
NB = —m+k(3C2 +5A2 +zB2)
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Buradaki N, N, Nc, lineer olmayan terim f(x(t))’yi dogru akimda, w frekansinda
ve wy frekansinda tarif eden fonksiyonlardir. Yukarida da s6ylendigi gibi tahmin
edilen x(t) linecer olmayan fonksiyon f(x(t))’de yerine koyuldugunda gesitli
intermodiilasyon iiriinii frekanslar ortaya ¢ikar. Bunlar bizim dikkate aldigimiz
frekanslarin katlanidirlar. Harmonik Balans analizinin bir prensibi olarak bu yiiksek
frekanslardaki terimler ihmal edilebilir. Eger sistem iist frekanslar1 zayiflatan bir
karakteristige sahipse kullanilan yaklagiklik olduk¢a dogrudur.

(6.55)’le ifade edilen x(t), (6.54) denkleminde yerine koyulsun. R’deki lineer
olmayan terim f(x) de (6.56)’deki gibi almsin. Bu durumda (6.54) denklemi
agagidaki hale gelir.

—Aw; cosw, t — Bw’ coswt + (1 + )] -Aw; sinw, t — Bw’ sin wt]+ f Aw, cosw,t + Bw coswt]
= —aff C+ Asinw,t + Bsinwt] + of -A, w; sin(w, t +6) + AN, w; sinw, t + BN,w’ sin wt]
+0of A, w, cos(w,t+8) — AN, w, cosw, t— BN wcoswt]
+affA, sin(w,t+6)— CN. — AN, sinw, t — BN, sinwt]
(6.57)

(6.57) denklemindeki sin(wit+8) ve cos(wgt+0) ‘L terimler trigonometrik

terimler birbirlerine esitlendiklerinde asagidaki denklemler elde edilir.

dogru akim:

= —afC—-aBCN, (6.58)
coswt:
-Bw’ + BBw = —aBN,w (6.59)
sinwt:
-B(1+a)w? = —afB+aBN,w’ —apBN, (6.60)

coswit:
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~AW? +BAw, = -AN,w, — A, aw’ sin8+aA,w, cosd+apA, sind (6.61)

sinwit:

~(1+a)Aw; = —aBA —aA,w; cosO+aAN, w; —aA, w, sinf+afA, cos6—aBAN,
(6.62)

Yazilan bu (6.58), (6.59), (6.60), (6.61) ve (6.62) denklemleri yardimiyla , verilen
devre parametreleri , Ax ve wy degerleri igin osilasyona girmis, aym zamanda
kaynakla uyarilan bir devre analiz edilebilir. Yani limit ¢evrim frekansi, dogru akim
terimleri, limit ¢evrim frekansindaki ve kaynak frekansindaki genlikler
hesaplanabilir. Fakat bu kisimda bu tip bir analizden ¢ok sistemin gdsterebilecegi
davraniglar i¢in kosullar arandifindan , denklemler uygun formlara déniigtiiriilsiin.

(6.61) ve (6.62) denklemlerinde esitliklerin her iki tarafimin kareleri alinirsa ve bu
denklemler taraf tarafa toplanirsa 6°‘L terimler yokolur. (6.63) Limit g¢evrim
frekansindaki ve kaynak frekansindaki isaretler arasindaki faz farkinin incelenecek
olan davraniglar agisindan fazla 6nemi yoktur. Bu yiizden © yokedilerek denklem
sayisida dorde diigtirtiliir.

(-Aw: + BAw, + AN, w,)* +(cBAN, +aBA ~ (1+a)Aw; —aAN,w;) = Af([or.zBz +a’w - 20°Bw; +a’wi]

(6.63)

(6.58), (6.59) ve (6.60) denklemleri ele alinsin. (6.58) sadelestirilirse (6.64) elde

edilir.

Ne=-1 (6.64)

(6.59) ve (6.60) denklemlerinde Ny terimleri yalmz birakilsin. Bu sekilde (6.65) ve
(6.66) elde edilir.
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N, = w' B (6.65)
[0 4
N, = af -(1+a)w 6.66)

ow’ —off

(6.64), (6.65) ve (6.66) denklemlerinde A=0 alinirsa ; 6nceki kisimda incelenen akim

kaynag olmayan Chua devresinin denklemleri elde edilmis olur.

(6.65) ve (6.66) denklemlerinin sag taraflar1 birbirlerine esitlenirler. Bu esitlikten 4.

derece bir bilinmeyenli bir denklem elde edilir.

w'+(1+a—2B)w2 +p2—af =0 (6.67)

Bu denklemden limit ¢gevrim frekans: w agagidaki sekilde hesaplanur.

- \[—(lm—zmﬁn;—zm’ — 45" - op) 668

4B)o.+1)? igin (6.68) denkleminden bulunan w imajiner ¢ikar . Bu durumda B=0
olur. Yani sistemde limit ¢evrim olusamaz. Bu sart parametre uzayinda Hopf
Dallanma noktas1 olarak alinabilir. Goriildtigii gibi (6.68) ‘dan iki w degeri bulunur.
Bulunan gergel w degeri (6.65) ve (6.66) denklemlerinde yerine Kkoyulur,
denklemlerin sag taraflan esit oldufundan tek bir denkleme indirgenirler. Bu
denklemlerin saf tarafina W, diyelim. W, sistem parametrelerine bagli bir
fonksiyondur.

Np=W, (6.69)

(6.64) ve (6.69)’de N ve N¢ “nin (6.56)’le verilen degerleri kullanilirsa ;
(6.70) yazilir,
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3 3
—m+k(Cz+—-A2 +—B2)=—l
2 2

(6.70)
k( 2 3 2 3 2)
~m+K3C*+=A%+=B% |=W,
2 4
bulunur. Bu denklemlerden B ve C, A cinsinden yazilabilir.
2Zm-W_-3
B? =—4—[m—°-—3A2] 6.71)
15 k
-1 2m-W,-3 3
2 o A e A (6.72)
k k 10
Bu denklemlerden B ve C igin su sartlar yazilabilir:
A2 >l(2m—Wc —3)
3 K 6.73
, IO(m—l 2m—Wc—-3) 6.73)
A 22— -
3\ k k
6.74)

(6.73) saglandiinda , (6.71) denkleminde esitligin sag yani negatif ya da sifir olur.
Bu durumda limit g¢evrim olusamaz ( B=0) .(6.74) saglandiginda ise (6.72)
denkleminden bulunan dogru akim terimi imajiner ya da sifir ¢gikar. Bu durumda da
C=0 alinir. Kisaca bu sartlar saglanirsa x(t) sadece kaynak frekansindaki terime bagl
olur. Bagka bir deyisle devredeki osilasyon ortadan kaldirilmistir. (6.63)
denkleminde B=0 ve C=0 igin wy sabit tutularak , Ay’min degisimine gore A

cizdirilebilir.

6.5.1 Simiilasyon Sonug¢lan

(6.53) denklemleriyle verilen sistemi m=0.8, k=0.5, G=0.7, a=8.5, =18 ve w\=2n3,
Ax=0 i¢in yapilan simiilasyonunda x(t) i¢in Sekil 6.18°deki osilasyon goriiliir. Ay’y1
degistirerek sistemin davramisim goézleyelim. Yukardaki denklemlerden Ay
arttinldik¢a osilasyonun sénmesini bekliyoruz. (6.65) ,(6.66) ve (6.73) esitsizligi
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kullanilarak A>0.2115 igin osilasyon genligi B’nin sifir olmasim bekliyoruz.
(6.74)’den de A>0.7967 igin C=0 olmal, yani dogru akim terimi sifir olmali. A,=0.4
igin Sekil 6.19°deki davranis goriiliir. Burada A, B ve C sifirdan farkhidir. Ayrica
limit gevrime girmis bir sisteme digardan kaynak uygulanarak ¢ok karmagsik bir
davramg gosterdigi saptanmugtir. Ag arttirilmaya devam edildiginde A,=0.46 ‘da B=0
oldugu goriiliir Sekil 6.20 . Ax=0.58"de de C de sifira esit olur (Sekil 6.21). Ax=1 i¢gin
ise Sekil 6.22°daki karmagik isaret elde edilir. Bu isarette B sifirdan farklidir
diyemeyiz. Kaynak frekansinda iist harmoniklerden dolay: elde edilmigtir. A=2.7
‘da Sekil 6.23°deki periyodik isaret goriiliir. Ay=3.7 igin Sekil 6.24 ¢izdirilebilir.

x(t) 0.6 r — -
0.55

0.5

0.45 v

04 1

L
——
—_
-————
_—
———

0.35¢ 1
0.3
0.25
0.2
0.15f 4
0.1 ' — ' '

=

T
—r—

r
— T
—————

Sekil 6.18:A,=0 igin x(t)

B=C=0 i¢in (6.63) denkleminden A’nin Ay ile degisimini ¢izdirirsek asagidaki
Sekil 6.25 bulunur. Daha hassas olmasi i¢in Ax=(0,2) aralif: igin ¢izdirirsek Sekil
6.26 elde edilir.
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x®) 0.7
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Sekil 6.20: A=0.46 igin x(t)
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x®) 0.4

T

0.1}

12

Sekil 6.21: A=0.58 igin x(t)

x(t) 2
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Sekil 6.22: Ax=1 igin x(t)
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x(t) 2

1.5}

0.5

Sekil 6.23: A=2.7 i¢in x(t)

xt) 2

1.5

0.5

Sekil 6.24: Ax=3.7 i¢in x(t)
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1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
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0.4
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e

0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
Ax

1.8f

1.6
1.4
1.2

0.8}

0.6
0.4
0.2

L}

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Ax

Sekil 6.26:B=C=0 i¢in (6.63) denkleminden qizdirilen degisim
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Sekil 6.26’dan A’nin 0.5 civarinda 0.21’den biiyitk oldugu goriiliiyor. (6.73)
denkleminden bulunan sart yaklasik olarak dogru ¢ikti. Ciinkii Sekil 6.20’dende
goriildtigit gibi Ay=0.46 igin B=0 olmustu. C=0 sartimin saglanip saglanmadigina
bakmiyoruz , ¢linkii B=0 olduktan sonra yazilan denklemler gegersiz olmustur.
Yukarda da soylendigi gibi Ax oldukga yiiksek tutulunca kaynak frekansinda
giiriiltiistiz periyodik bir igaret elde ediliyor. (Sekil 6.23 ve Sekil 6.24) Bu durumda
B=C=0 igin yazilan (6.63) denklemi ¢ok dogru bir sonu¢ vermelidir. Ciinkii denklem
yazilirken kaynak frekansinin tek bir harmonigi kullaniliyor. Simiilasyonda da aym
sekilde tek harmonikli giiriiltiisiiz peritodik isaret goriildii. Ayx=2.7 igin Sekil 6.23’de
A=1.5 oldugu gériilityor , Ax=3.7 iginse Sekil 6.24’de A=1.8 oldugu goériiliiyor. Sekil
6.25°dan da aym sonuglar1 bulabiliriz. Yukarda da s6ylendigi gibi Sekil 6.25 (6.63)
denklemi (B=C=0 ) kullanilarak ¢izdirilmistir. Ax ‘nin degeri degistirilerek A’nin

degeri bulunmustur.

o=11.5 ve A=0 i¢in (6.53) durum denklemleri simiile edildiginde x(t) igin asagidaki

kaotik isaret elde edilir.

0-8 v

x(t)
0.6 [

|

o
o
1

-0'80 20 40 60 80 100 120 140 160

Sekil 6.27:x(t), (0=11.5 ,A=0)
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Kaynagin genligi arttinlirsa kaotik igaretin yok oldugu goriiliir. Ax=2 i¢in x(t)’nin
degisimi Sekil 6.28’deki gibidir. Igaret kaynak frekansinda periyodiktir. B ve C
sifirdir ,A=1.5 dir. Ayx=3 yapildiginda da sadece genligin biraz arttigin1 goriiyoruz
(Sekil 6.29) ,A=1.8 . (6.63) denkleminde B=C=0 alinarak A genliginin degisimi
Ax’ya gore gizdirilirse Sekil 6.30°deki egri elde edilir. Bu egriden bulunan A
degerleriyle , Sekil 6.28 ve 13’den bulunan degerlerin gok yakin oldugu
goriilmektedir.

Bu kisimda osilasyona ya da kaosa girmis olan sistemlerin disardan uygulanan
periyodik isaretlerle kaynak frekansinda bir giiriiltiisliz osilasyona sokulabilecegini
gordiik.

x@® 19 ] \ ' ' :
1 M » :
0.5 -
‘l
0 .
0.5 ]
At | | ]
V |
1% 2 4 6 8 10 12
t

Sekil 6.28: x(t), (a=11.5 ,A;=2)
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x(t) 2

1.5

0.5

|
—
(3))
T

2 4 6 8 10 12
Sekil 6.28: x(t), (=11.5 ,A,=3) t

A 25

1.5

0.5

Sekil 6.30:B=C=0 (6.63) den bulunan degisim




SONUCLAR

Lineer olmayan devreler ve sistemlerin frekans domeninde analizi gesitli ydontemlerle
incelenmigtir.  Tarif eden fonksiyonlarla bir sistemde goriilebilecek periyodik
¢oziimler analiz edilmigtir. Bundan hareketle sunulan bir konjektiirle sistemlerde
kaosun gériilebilmesi igin gereken sartlar incelenmistir. Yapilan simiilasyonlarla
tarif eden fonksiyonuyla limit ¢evrimlerin olduk¢a dogru bir sekilde tahmin edildigi
gosterilmistir. Ele alinan sistemlerde kaosun olusumu bahsedilen konjektiire gore
incelenmis ve konjektiirlin dogrulugu ispatlanmistir. Lineer olmayan sistemlerde
goriilebilecek alt harmonik osilasyonlar1 gibi davramgslar tamitilmis ve analizleri iki
siniisoid girisli tarif eden fonksiyonlarla yapilmistir, Ayrica olugmasi igin gereken
sartlarin bulundugu kaotik davranisin yok edilmesi i¢in bir yontem onerilmis ve yine
iki siniisoid girigli tarif eden fonksiyonlarla test edilmistir. Lineer olmayan devreler
ve sistemlerin analizinde ¢ok¢a kullanilan Pertiirbasyon ve Volterra serileri
metodlan tamtilmis ve bazi 6rneklere uygulanmistir. Volterra Serileri kullanilarak
lineer olmayan bir sistemin frekans domeninde analizini bir biitlin olarak verilmistir.
Ayrica siniisoidal bir kaynakla siiriilmiis lineer olmayan devrelerin ananlizinin
bilgisayar yardimiyla yapilmasimi saglayan Ayrk Fourier Doniisiimiine dayal: bir
algoritma sunulmus ve denenmistirr Hemen hemen periyodik davramglar
gosterebilecek, birden farkli frekansta siniisoidal kaynakla stirlilmiis lineer olmayan
devrelerin analizi i¢in bir algoritma Onerilmigtir. Bu algoritma hemen hemen
periyodik Fourier transformuna dayalidir. Yazilan bilgisayar programiyla
algoritmanin dogrulugu , yakinsamasi igin gereken sartlar incelenmistir. Onerilen
algoritmalar devrelerden elde edilen durum denklemlerine uygulanmigtir. lerki bir
¢alisma olarak bu algoritmalar devre elemanlarimn girildigi SPICE benzeri bir devre
analiz programina doniistiiriilebilir. Ayrica sunulan kaos konjektiirii hiicresel yapay
sinir aglann gibi daha kompleks yapilara da uygulanabilir. Volterra serilerinde

kullamilan n. derece darbe cevaplarimin bulunmas: olduk¢a zordur. Verilen bir
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sistemin istenilen dereceye kadarki darbe cevaplarim hesaplayan bir bilgisayar

programinin yazilmasi bu yontemle ¢alismay: oldukga pratik bir hale sokar.
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EK A
Genpen0.m MatLab programa:

a=4,

b=18;

w=2%*pi*10;

gb=7; %G

rb=1/gb; %R

ag=20; %genlik

m0=.38;

ml=.5;

nb=10;

mb=19;

for m=1:nb
x(m)=1.1;
g(m)=0;

end

8(2)=(-ag*i)/2;

for m=1:120
for f4=1:nb
y(f4)=x(f4);
end
for n=1:nb
ibb(n)=0;
for k=0:mb-1 %In=ibb(n) hesabi
fou=0;
for f3=2:nb
fou=fou+conj(x(f3))*exp(~*2*pi*(f3-1)*k/mb);
end
for f3=1:nb
fou=fou+x(f3)*exp(j*2*pi*(f3-1)*k/mb);
end

ibb(n)=ibb(n)+(-.5*rb*(m0-m1)*(abs(fou+1)-abs(fou-1))-m1*rb*fou)*exp(-
j*(n-1)*2*pi*k/mb);
end
ibb(n)=ibb(n)/mb;

if n<2
x(n)=-ibb(n);
else
x(n)=(g(n)-a*ibb(n))/bf12(n,a,b,w);%bf fonksiyon
end

end
aabss=0;
for n=1:nb
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aabss=aabss+abs(x(n)-y(n));
end-
if aabss<0.00001
break;
else
aabss
end

end



EKB

ALGOR.m MatLab programi:

G=0.7;
genl=6;
gen2=3;
genl=genl/G;
gen2=gen2/G;

=5;
wl=2*pi*$5;
w2=2*pi*11;
for k=1:5
w(k)=k*wl;
end
for m2=1:5
for m1=-4:4
if abs(m1)+abs(m2)< 6
k=k+1;
w(k)=m1*wl+m2*w2;
else
g=2;
end
end
end

k=0,

for t=1:30
wi(t)=abs(w(t));

end

k=0,

for t=1:30
if w(t)>0
k=k+1;
v(k)=w(t);
else
hj=8;
end

for f=1:(k-1)
if (abs(v(f)-v(k)))<1
k=k-1;
break
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else
hj=4;
end
end
end
W=V,
v=size(w);
N=v(2),
for =1:N
if (abs(w(f)-w2))<.0000001
w(=w(2);
w(2)=w2;
else
yur=77,
end
end

%vincen

fqv=size(w);
N=fqv(2);

=(2*N+1)+10;
h=2*pi/(M*min(abs(w))+rand);

%matris olusturulmasi
for t=1:M
in=0;

for k=1:N

in=in+1;
mat(t,in)=exp(-i*w(k)*t*h);
end

in=in+1;
mat(t,in)=1;

for k=1:N
in=in+1;
mat(t,in)=exp(i*w(k)*t*h),
end

end

%%vincd23
%][u,s,v]=svd(mat);
%mat]=inv(v')*inv(s)*inv(u);
%matl=inv(mat);
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mat1=pinv(mat);

a=4;
b=18;
G=.7,
m0=.38;
ml=.5;

for £23=1:N
xk(t23)=.1;

end

xk0=-1.1;

%terasyon baslar
for ite=1:5000

for t6=1:M
x(t6)=0;

for k3=1:N
x(t6)=x(t6)+conj(xk(k3))*exp(-i*w(k3)*t6*h);
end

x(t6)=x(t6)+xkO0;

for k3=1:N
x(t6)=x(t6)+xk(k3)*exp(i*w(k3)*t6*h);

end

end %x(ts) vektoru olusturuldu

for t=1:M
ft(t)= -(m0-m1)/(2*G))*(abs(x(t)+1)-abs(x(t)-1))-(m1/G)*x(t) ;
end %ft(x(ts)) vektoru olusturuldu

fkk=mat1*ft'; %fk nin 11k n elemam conj ler n+1 . k0 n+2. fk1
fkO=fkk(N+1);
for k45=1:N

fk(k45)=fkk(N+1+k45);

end

for k=1:N



135

yk(k)=xk(k);
end ,
yk0=xkO;

%chu22 kismi
xk0=-1k0;

for s=3:N
xk(s)=-a*{k(s)/(i*w(s)+a-a/(i*w(s)+1+b/(i*w(k)))) ;
end

xk(1)=(a*(gen1*i*.5)-a*fk(1))/G*w(1)+a-a/(*w(1 )+ 1+b/Gi*W(1))));
xk(2)=(a*(gen2*i*.5)-a*fk(2))/(i* w(2)+a-a/(i*W(2)+ 1 +b/(i*W(2)));

aabs=0,
for k=1:N
aabs=aabs+abs(xk(k)-yk(k));
end
aabs=aabs+abs(xk0-yk0)
if aabs<0.001
break;
else
ertt=33;
end

end
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