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OZET

Bu caligmada bir Newtonyen olmayan akiskan modeli olan, ikinci derece
Rivlin-Ericksen akigkaninin sonsuz uzunlukta bir silindirik tiip igerisinde sabit
karakteristik basing gradyani altinda hareketi incelenmigtir.

Girig boliimiinde genel olarak non Newtonyen akigkan modellerinden kisaca
bahsedildikten sonra, Rivlin-Ericksen akigkan modeli elde edilmis ve o6zellikle
termodinamik uyum ve stabilite tartigmalarinin tarihsel gelisimi tizerinde durulmug-
tur.

Ikinci Béliimde termodinamik uyum sartlarinin malzemenin biinye denk-
lemlerine getirdigi kisitlar elde edilmigtir. Akigkana ait hareket denklemleri 3.
Boliimde elde edildikten sonra 4. Béliimde silindirik tiip i¢inde akim igin diizenlen-
migtir. Bu agamada akigkanin ikinci derece boyutsuz malzeme sabitinin yeterince
kiigiik oldugu, yani ya malzeme sabitinin g¢ok kiigiik, yada karakteristik ¢apin ¢ok
biiyiik oldugu durumlar g6zoniine alinarak pertiirbasyon agilimi yapilmigtir. Coziim-
lerde analitik fonksiyonlar kullaniimigtir. Problem 6zelinde analitik fonksiyonlarin
basit bagimli bolgelerde ve ¢ok bagimh bolgelerde yapilan belirlenmigtir.

Bélim 4.4’de basit bagimli dairesel bolgede once homojen sinir kosulu
altinda, yani tiipiin hareketsiz oldugu ve tiip yiizeyinde hizlarin sifir oldugu halde
ardindan da akigkanin tiipiin yiizeylerinde emildigi durum igin ¢oziimler aranmigtir.
Homojen sinir kosullan ele alindig: takdirde problemin pertiirbasyon agiliminin yeni
bir ¢dziim vermedigi ve sadece klasik hiz alanini iirettigi gozlenmigtir. Bolim 4.5 de
ise konform doniisiim aracilifiyla dairesel boélgenin keyfi basit bagimh béigelere
doniigiimii ele alinmagtir..

5. Boliimde Poiseuille akiminin stabilitesi incelenmisg, akim fonksiyonunun
&£ye bagli olmayan ¢oziimleri aragtirimigtir.

ix



SUMMARY

THE STEADY FLOW OF SECOND ORDER FLUID IN AN

INFINITELY LONG CYLINDRICAL TUBE

Some materials, in Nature, show some fluid characteristics that can not be
defined by a linear viscous flow model. Such fluids are generally called non-
Newtonian fluids. The non-Newtonian fluid model is defined by the relation
between the stress and velocity gradient tensor at a point not being linear in the
constitutive equation, which defines the character of the fluid.

A model, which has not a viscoelastic component in non-Newtonian fluids, is
Rivlin-Ericksen fluids which is defined by

t=—pl+al+a,A +aA, +a,Al +aA] + (A A, +AA )+ )
a7(A12A2 +A2A12)+as(A1A§ +A§A1)

The fluid which is obtained by second order truncation of the expansion (1)
represented by

t=—pl+pA +a A, +a,A} ()

is called second order fluid. Here t represents the Cauchy stress tensor at a point, a;,
o and u are some materials constants, which may depend on temperature. The
tensors A;, A, ...A, are defined as follows

A =2d=(L+L")
A,=A +LA +A LT

A, =A +LA +A LT



and is called Rivlin-Ericksen tensors.

There are many studies inwhich the thermodynamic analysis and the stability
of Rivlin-Ericksen fluids are treated. These can be seen in the list of references. One
of them, Dunn and Fosdick [23] have shown that the following conditions must be
satisfied

a,+a,=0, 20, 20 3)

for the second order fluid to be consistent with thermodynamics. For this case the
constitutive equation (2) for second order fluid can be written as

t=—pl+uA +a(A,-A}) 4

The equation of motion for a second order Rivlin-Ericksen fluid can be
obtained in vectorial notation as follows

2
v
p{v, +wxv+gradu——f] =—grad p+ uV?v
2
&)
+a[V2v, + V2w x v + grad(v- Vv +%|A1]2):|

Here p is the pressure, (.) denotes the material derivate, f shows the external forces,
w is the spin vector which is defined as:

w=Vxv

To obtain non-dimensionalized equations of steady motion let us define
characteristic velocity U and characteristic length L and write the equation of motion
(5) in non-dimensionalized form as follows:

\%7] Vv + (VW x V) — (W x V) (6)

-1
Re

Here



peprll e vevlil
2 4

will be called the characteristic pressure. Furthermore we have also defined

e=PUL g=-2_.
y7 pL

By taking into consideration that the curl of the gradient is zero, the equation of
motion can be written as:

VX[—I-;—VZV'I'&‘(VZWXV)—WXV]:U @)
e

This is the equation of motion of steady flow for a second order incompres-
sible fluid.

Flow in a Cylindrical Tube

In the case of the steady flow of a second order fluid in a cylindrical tube, if
we assume that u=u(x,y), it is possible to define the velocity field in terms of a

stream function  as follows

@
<
o)

Y w=y i+v j+wk
Ox

where the unit vectors i, j and k are along the cartesian axes x, y, & & axis concides
with the axis of the cylinder whereas x,y axes are chosen within the cross section.
Then the equations of motion (7) become:

b v —vaw,), ==-(V7w), + sy, (V2w), ~y.(V?w), ) ®)
Y Re ¥
brow, —ww,), === (7). + sl (72w, ~y, (VW) ©

| S 2
“ge 7Yl VT, T, )

=Y, (VZW)y - '/,y (V2W)x

xii



Here (\)x,. shows the partial differentiation with respect to coordinates.
Considering the equations (8) and (9) together, it is seen that the following equation
can be written as;

1
YW —Yw, "TR;VZW +e(c//y(V w), -, (V’w)y): C (11)

Where the constant C is actually characteristic pressure gradient assumed to
be constant. We can see that by using equation (6). As a special case in which the
non-dimensional second order constant £ is sufficiently small namely either the
material constant e is small or the characteristic diameter L is very large will be
taken into account. We can then employ perturbation expansions for the stream
function and longitudinal velocity component as follows:

= 2 eaas
w=w,+ew, +&’w, +

Y =8y, +&" Y, o
C=P=P,+&P,+£’P, +---

When the equations (11) (10) and (6) are considered together the following equations
can be obtained in accordance to various orders of the ¢

V’w, =-ReP, (12)
Vzwl ::Re(wo.t'/,ly ~Wo,¥V1x "Fl) (13)
Viy, =0

Vzwz = Re(wox'//zy TW ¥, —Wo, ¥ — WiV, _I—)z)

4 2 2 2 2 (14)
\% WZ :Re(wo_yv wlx+v/1yv V,lx _Wlxv ylly ~w0xv wly)

Here equations (12), (13)y, (14); are Poisson’s equations and the others are
biharmonic equations. In this article, the solutions in terms of analytic functions of
these equations will be examined. The equation (12) can be solved as by using
analitycal functions

P,Re

zz + ¢(z)+ " (Z)

Wy =—
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where z=x+iy and Z is its conjugate, here ¢(z) is analytical function. 1In a
similar fashion, the first order of stream function can be expressed as

v, = 2Q2)+ 20(z)+ p(2)+ 5 (Z) (15)

here Q(z), ¢(z) are also analytical functions.

Analytical Functions in a Simply Connected Domain

Let us take a simply connected domain R that is bounded by a closed curve C
(Fig.4.2). In this case the analitic functions €)(z) and ¢(z) are single-valued and can
be expanded in Taylor series around z=0, which is assumed to be in the domain as
follows

A =Saz", pE)=3b"

n=0

here the coefficients a, and b, are constants which will be determined by using the
boundary conditions.

Analytical Functions in a Multiply Connected Domain

Let us consider a multiply connected domain which is bounded with the
curve Co externally and with the curves C1,(3,........... C, internally (Fig.4.3). In this
case the velocities should be single-valued even if the functions {z) and ¢(z) are not
single-valued. The conditions for complex velocity expressed by w=u+iv to be the
single-valued imply that:

@+ 0@ +e'@) =0,  |0@)+ 0@ ++' @) =0 (16)

Since the functions within the paranthesis are analytic, their derivatives will
be continuous. We try with the logarithm function, which has the same properties of
the function above. The derivative of the logarithm function is single-valued
although it is not single-valued itself. If the Eqn (16) is differentiated with respect to
zand Z it can be seen that the following expressions have to be satisfied.

o) =loe) =0
') =le"@] =0
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In a multiply connected region the structure of the functions Q(z) and ¢(2) is
determined as

n n

z) = Z;;:[-Iog(z -2,)+Q,(2), QZ)= Z%log(f -2,)+0Q,(2) an

k=1

n

n B'
(z—z,,)log(z—zk)—z-f;flog(z—zk)+kzjlog(z—z,,)+<oo(z)(1s)
=1

k=1

n

R

@(2) =

k=1

Here the functions Qo(z) and ¢@o(z) are single-valued and analytic in the
domain and can be defined by a Laurent expansion:

Q@)= Sa,z-2)" poE)= b, (z-2,)"

m=—wo m=—0

The problem now is to combine the separate Laurent expansions written
around the contours and find a solution for the whole domain. This seems rather
difficult.

In order to give an example to our problem we consider flow in an
impermeable pipe. It is straightforward to see that all the terms of perturbation
expansion for stream function are identically zero. At this stage the only difference
between the solution of this problem and the solution for ideal viscous fluid problem
is that a constant pressure gradient inducing the longitudinal velocity distribution is
replaced now by a constant characteristic pressure gradient. For second grade and
third grade Rivlin-Ericksen fluids solutions are possible for which the particle
velocities are those of the longitudinal flow. However, if the fourth grade constitutive
equation is valid, for the fluid, a steady flow in transverse planes is superposed on the
longitudinal flow [31].

As another example, the problem of suction or injection of the fluid along the
boundary of the tube is studied. If a layer of a permeable solid material is used as the
boundary of a region of fluid flow, fluid may be sucked or injected through the
boundary. In this case the normal component of the velocity will be the function of a
suction function at the boundary and the tangential component of the velocity will be
zero [37]. Therefore, the boundary conditions for the case of suction will be as
follows:

uy=u.n=fs) , u=0 (19)

If we expand the suction function, which is the function of the arc length s to
a perturbation series in £ the boundary conditions (19) can be written as

XV



Wle=0 i=012,...

dy. .
B =59 vl =F®  i=12,. 20)
ar
dz dz
- = L, — i:1,2,.--
‘”"dsLR e

Here F(s)defined as, F,(s) = I f,(s)ds

Here the problem will be examined in a circular cylindrical tube. Then the
parameter s will be equal to & Since F(6) should a 2r periodic function it is can be
expanded in Fourier Series. By employing the boundary conditions (20) the
component of velocity and stream function are determined as follows

wy(2,2) = (1-2zZ), Wo(x,y) = (1-x" - %)

v=C,+ i{(an" -;C_,,E”) (n+2) —nzf)}

Wi(x,9) =Cy + ZB— (C,Ge+iy) +C(x~ip) X +2) = n(x? +y’))]

u(x,y)= i E(— 2y(C,(x+iy)"+C_,(x —iy)"}r

i(C,, (x+iy)"™ -C_ (x- iy)”“‘X(n +2)—n(x? +y2)]

oD

49 == 3 | 26 25(C iy +C iy

n=1

(Cn (x+iy)"' +C_(x—i y)"“)((n +2)~n(x* + yz)]

w,(2,5) = g#ﬁ;’z)[zz@ﬁ +n)z 2@ +nf )+ (0 +Tn+8)|C,2" —C_7")

+(l —ZE)

2 inRe
M%) = ,,Z,:S(l+n)(2+n)

22+n)[C,(x+iy)" ~C_,(x—iy)" )+ (1~ x? = 37

[ + 7 +8)+ (¢ + y )1+ m)x? + y7)
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Here C, are the constants of F(#) function in the Fourier expansion. For a special
case, if F(6) function only has first two degree terms the functions above will be
simplified. The graphics of these functions are given in appendices .

Conformal Transformation

After having obtained the solution corresponding to the circular tube, the
solution for an arbitrary simply connected domain can be obtained through the well-
known conformal transformation Fig (4.9).

The expression z=h(o) establishes a correspondence between the points of
complex planes o and z.  Consequently the analytical functions under this
transformation will be written as follows:

Q2) = Qo)]=Q(0), ¢(2)=9glh()]=0,(),
And their derivatives can be evaluated by

AR 9l0) s QUE) 7@
A@=15 P@=37 T@=3 2

The suction function along the boundary 6R can be written as
K(s)=Flh(o)]=Fi(0). Hence the boundary conditions (20) on arbitrary simply
connected domain under conformal transformation take the form

h(&)Q,(0)+h(0)0,(5)+9,(0) +§,(5)|__,, = F,(6)

@1)
(r@Ri©)+H(@)R,E) +0i@)o] _, =

('@ 0) + M E) + 7@

This means that the flow at a circular tube can be transformed to an arbitrary
simply connected domain by the transformation mentioned above. By taking a
special transform function solution for a special domain can be obtained.

The Stability of Poiseuille Flow
In this section we have studied the linear stability solutions for the Poiseuille

flow. By using & parameter to add small perturbations to Poiseuille flow, then the
stream function and the longitudinal flow can be written as follows:
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w=w,+w,, =0y,

The equations of motion (10) and (11) for different orders of & can be written

2. 2 _ 2
Viw,=—CRe ,  w, Viw, =w, Viw,,
2
Viw, = Re(w,, y;, —Wo 1)

The equation governing the stability of motion tuns out to be:

2
0 0
4 2
Viy,=-N (Wo,rgy"'wo;;'a;) L4

Here N is defined as N*=&Re’.
If we consider circular cross section as an example, the stability equation
becomes

[V“ +2N2i2-] =0
692 Wl

62+16+__1_62 +ik—a—— 62+16+1 o —-z‘k—a—v/—o
o’ ror r2o0> o0 0\or* ror 1200 00) "

Here 2N? =k*. The stream function for linear stability analysis in Fourier modes
can be written as:

v = T(")ema

Here m shows the wave number. Because of the operator obtained in this case is
being linear, the factors are being commutative, the spectrums are being discrete and
simple eingenvalues being entirely different, the general solution can be expressed as
an arbitrary sum of separate solutions of factors:
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¥(r) =Y, (r)+'¥,(r)

Where the function ¥,(r) and W, (r) satisfy

d> 1d m? d> 1d m?
(zﬁ *:';*("""FD“’*(”*’ (E?*?‘?J‘("’”*?DT’(’FO

So, the solution can be expressed in terms of Bessel’s functions as follows :
V()= AJ, (Vkmr)+CY, (Jkmr)+ Bl ,(\kmr)+ DK  (Jkmr)  (22)
Y (7) has to be finite. Since
r—0. Y, (Nkmr)> o, K (Jkmr)— o

then we have to take C=D=0. The boundary conditions are applied for a circle with
radius equal to 1

=0

r-R

1
ur :—;V/ﬂ’ Uy =V,, url,.R =Ug

the equation (22) can be written as:
AJ, (Vkm)+BI,,(JVkm)=0, AJ.(Nkm)+BI.,(Nkm)=0

In this case, in order to have a non-zero solution the determinant of
coefficient matrix must vanish. Here the smallest root was reached for m=3,
k=17.01001182792537309334832959 The other values are given in Table 1. It is
possible to say that the instability begins after this value. The graphic of the stability
are given in Figure 5.1 and the other instability graphics can be seen on Appendices.
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BOLUM 1

GIRIS

Baz1 jeolojik malzemeler, sivi sabunlar, polimerik akigkanlar, hamur, bal
mayonez, ketgap gibi baz1 yiyecek maddeleri, asfalt, boya, kan gibi giinliik hayati-
mizda bolca kargilastigimiz maddeler akigkan 6zelliklerine sahiptirler fakat lineer
viskoz akis modeli ile yeterince tanimlanamayacak akigkan karakteristikleri gosterir-
ler. Bu Newtonyen davranistan ayrilan etkileri ifade edebilmek igin degisik modeller
One siiriilmiistiir.

Bu tipte akigkanlar Non-Newtonyen akigkanlar olarak adlandirilir. Gergekte
sirekli ortamin bir noktasindaki gerilme tansérii ile hiz gradyam arasindaki
bagintinin lineer oldugu akigkanlara Newtonyen, lineer olmadigi akigkanlara ise
Non-Newtonyen akigkanlar ad: verilir.

Non-Newtonyen akiskanlar mekanigi yakin bir zamanda 6zellikle madde
akig1 ile molekiiler yap arasinda bir bag kurmak isteyen fiziksel kimyacilarin poli-

merik malzeme galigmalan ile gelismeye baglamigtir denilebilir.
1.1 NON-NEWTONYEN AKISKANLAR

Madde akigim inceleyen reoloji Non-Newtonyen akiglar1 belli siniflara
ayirmigtir. Non-Newtonyen akigkanlarin genel olarak ii¢ grupta toplanabilecegi

sOylenir.

1. Herhangi bir noktadaki lmz gradyaninin o noktadaki kayma gerilmesine bagh
oldugu akigkanlar.

2. Kayma gerilmesi ve iz gradyam arasindaki iliskinin, akigkana uygulanan kayma

etkisi siiresine veya akigkanin gegmigine bagli oldugu akiskanlar.



3. Hem sivi hemde kat1 6zellikleri gosteren, deformasyondan sonra kismen elastik
yapisina doénen akigkanlar. Bu tiir akigkanlar genellikle viskoelastik akigkanlar
olarak adlandirlir.

Zamandan bagimsiz Newton tipi olmayan akigkanlarin biinye denkleminde
akigkanin bir noktasindaki hiz gradyani o noktasindaki kayma gerilmesinin basit bir
fonksiyonu olarak almir. Bu tiir akigkanlar Bingham plastikleri, pseudoplastik
(sankiplastik) akigkanlar ve dilatant akigkanlar olarak ii¢ grupta incelenebilir.

Bingham plastiklerinin biinye denklemi r, akma gerilmesine ve hz gradyanina
baglidir. Duragan haldeki akiskan 7, akma gerilmesinden daha kiigiik bir gerilmeye
uygun bir rijitlikle karg1 koyabilecek yapidadir. Eger 7, akma gerilmesi agilirsa yap1
pargalanir ve v -, kayma gerilmesi altinda Newtonyen bir akigkan gibi davranir.

Ornek olarak sulu g¢imento, ¢amur, yagh boya gibi akigkanlarin davraniginin
Bingham plastigine yakin oldugu gésterilebilir. Sankiplastiklerde ise hiz gradyam
arttik¢a viskosite diigmektedir. Bu durum kayma inceligi olarak adlandirilir. Bu tiir
akigkanlar kuvvet yasas: olarak bilinen ve ilk olarak Oswald ve Reiner tarafinda

ortaya konmus bir yap1 ile tamimlanir.

T =kL"

Bu tip akigkanlara erimig polietilen, polipropilen, bazi siispansiyonlar drnek
olarak gosterilebilir. Dilatant akigkanlarda ise hiz gradyamimn artmas: ile viskosite
artig gosterir.  Sankiplastiklerdekinin tersi olarak anlagilacag: tizere bu duruma
kayma kalinli adi verilir. Bu tiir akigkanlar da kuvvet yasas1 denklemi ile ifade
edilebilir. Ancak burada n>1 olmalidir. Bu tip akigkanlara sukroz erigi ile
titanyum oksidin olusturdugu siispansiyonlar 6rnek verilebilir. Bu tir akiskanlara
diigiik hizda kayma uygulandiginda akigkan bir pargaciktan digerine olan hareketi
kolaylagtirict etkide bulunur. Yiiksek hiz gradyanminda yogun pargacik gruplari
pargalanirlar, bogluklar artar ve malzeme yavag yavas genisler.

Zamana bagli Newtonyen olmayan akigkanlarda ise viskozite sadece hiz
gradyanina degil, kayma etkisinin uygulanma siiresine de baghdir. Bu tip akigkanlar
da, kayma etkisiyle yapisinin bozulmasina veya diizene girmesine gore sirastyla

Thixotropic akigkanlar ve Rheopectic akigkanlar olarak iki grupta ele alinabilir.



Thixotropic akigkanlarin temel 6zellifi sabit hizda kayma etkisi uygulandifinda
yapisinin sirekli olarak bozulmasi ve viskozitesinin zamanla azalmasidir. Yiiksek
kayma gerilmesi altinda yapilar1 tamamen bozulur. Rheopectic akigkanlarda ise
akigkanin yapisi kayma etkisiyle kademeli olarak diizene girer. Vanadyum pentoxit
ve bentonitin sulandirilmig ¢6zeltileri bu tip malzemelere 6rnek olarak verilebilir.

Ayn bir grup olarak viskoelastik akigkanlardan soz edilebilir.  Polimer
kimyacilart makromolekiiler yapiyr incelemek igin, kiigik genlikli hareketlerde
gecici mekanik cevabin deneysel olarak ve kinetik teori ile elde edilmesi igin
incelemeler yapmglardir.

Newtonyen olmayan akigkanlar igin en eski lineer viskoelastik model

v
T+AT=n,A,

biinye denklemi ile ifade edilen Maxwell modelidir. Burada T bir noktadaki gerilme

tansori, A ve 7, swasiyla gevseme zamam parametresi ve viskosite, A; 1. Rivlin

v
Ericksen tansori, (.) ise

v
X= %X +vVX - (Vv)' X -X Vv

seklinde tanimlanan Oldroyd tiirevidir. Viskoelastik akigkan modeline bir 6rnek |

T= —I{g:—[(l —i—j]e T +24,8(t— t')}L(t’)}dt’

bunye denklemi ile ifade edilen Jeffreys modelidir. Burada 7,,4,,4, malzeme

sabitleri, & dirac delta fonksiyonu, L ise hiz gradyam tanséridiir
Newtonyen olmayan akigkanlar igin gelistirilmig diger biinye denklemlerinden
omekler verilebilir. Oldroyd-B akigkaninda biinye denklemi

\Y% \%
AT+T=2u(L+4, L)



ile verilir. Burada A gevseme zamam, A, ise geciktirme zamam olarak adlandirilan

v
parametreler, (.) sembolii ise Oldroyd tiirevini géstermektedir. Ayrica

T=—p1+2noL—2ko%Lt—

bunye denklemi ile ifade edilen Walters'B akigkam da ilk akla gelen kullanisl
modellerdendir.

Newtonyen olmayan akiskan modelleri igin Kaynak [1-4]’e bagvurulabilir.

1.2 RIVLIN-ERICKSEN AKISKANLARI YA DA DIFERANSIYEL TiPTE
AKISKANLAR

Newtonyen olmayan akigkanlar igerisinde elastik bilesen igermeyen bir model
olarak Rivlin Ericksen ya da baska bir deyisle diferansiyel tipte akiskanlar 6nemli bir
yer tutar. Bu modelde akigkana ait biinye denklemi gerilme tansoriiniin deformasyon
tansori ve onun zamana gore degigik mertebe tiirevlerine baglihg: ile ifade edilir.

Rivlin Ericksen akigkaninin biinye denklemleri igin bagimsiz biinye
degiskenleri hareket ve sicaklik olan termomekanik malzemeler esas alinmiigtir.
Bagimli degigkenler ise gerilme, entropi, 1s1 akisi ve i¢ enerji yogunlugu olup stirekli
ortamlarin nedensellik aksiyomu geregince bu iki bagimsiz biinye degiskenine bagh

olarak ifade edilir. Bu durumda termomekanik malzemeler igin

t(X,?) = 3[x(X",1),0(X",¢'); X,1]
a(X,?) = Qx(X",1),8(X’,1); X, 1]

(1.1
e(X,1) = plx(X',1),0(X",1'); X, 1]

n(X,7) = N[x(X',1),6(X",1');X,1]

yazilabilir. Burada t gerilme tansorii, q 1s1 akis1 vektori, € i¢ enerji yogunlugu, 7

entropi yogunlugudur. X maddesel koordinatlar, x uzaysal koordinatlari, & sicakligi



ifade etmektedir. Hareket ve sicakhigin 3 tansér degerli, Q vektor degerli, g ve N -

ise skaler degerli fonksiyonelleridir.
Bu asamada siirekli ortamlarin bazi1 aksiyomlarindan kaynak [5]i referans
alarak kisaca bahsedelim. Bu aksiyomlar da tiim aksiyomlarda oldugu gibi dogadan

edindigimiz bazi izlenimlere dayanir.
Objektivite Aksiyomu

Bu aksiyom uzaysal koordinat takiminin herhangi bir rijid hareketi altinda
biinye denklemlerinin form-invaryant kalmas: gerektigini ifade eder. Bu birbirine
gore rijid hareket eden koordinat takimlarina yerlesmis go6zlemcilerin biinye
denklemine gore gozledikleri davramiglanin birbirinin aynis1 olmasi1 gerektigi
anlamindadir. Objektif olarak esdeger X ve x hareketleri i¢in her Q(f) ortogonal

matrisi, her b(¢) vektorii ve a sayist igin
XX, ) =QO)x(X,))+b(®), t=t—a (1.2)

bagintis ile tammlanmaktadir. (1.1) ile ifade edilen bagiml: biinye degiskenlerinin

objektif olmast i¢in objektif olarak esdeger herhangi iki harekette
t=QtQ", q=Qq, F=¢, =7 (1.3)

bagintilart saglanmalidir. Burada t,q, & ve 77 biiyiikliikleri sirastyla X koordinat

takiminda olgiilen gerilme tansorii, 1s1 akisi vektérii, i¢ enerji ve entropi
yogunluklarin1 ifade eder. Bu bagimli degigkenler (1.1) denkleminde x yerine X
koordinat1 (1.2) tamm dikkate alinarak yerlestirildigi takdirde

sfkx’, 7),6(X',7); X, 7]= Q@)3x (X', 1),0(X",1); X, 1]Q" (),

k(X 7).8(x",7); X, 7]= QU)x(X",7'), 6(X",1'); X, ],

pEX, D), 80X, 7); X, )= plx(X", 1), 00X, 1'); X, 1],



NEX',7),0(X’,7);X,7]= N[x(X',),0(X",); X,1]
veya

S[Q()x(X", ") + b(1), 8(X,1'); X, — a] = QU)I[x (X, 1),0(X", 1); X, Q" (),

olQ)x(X",#") + b(t),0(X",t'); X, 1 — a]= Q)Q[x(X",1),0(X", 1); X, 1],

plQ()x(X", 1)+ b(t),0(X",1); X, 1 —a] = plx(X',1),0(X",1'); X, 1], o
NQ@)x(X", ") + b(?),0(X",1'); X,1 —a]= N[x(X",#),0(X",t'); X, 1]
bagintilarim saglamalidir.
Maddesel Simetri Aksiyomu
Maddesel simetri aksiyomu agagidaki sekilde karakterize edilebilir.
X=SX+B (1.5)

Burada S ortogonal bir transformasyon grubunu, B ise X koordinat
takimindan 6telemeyi ifade eder. S tam ortogonal grup ise malzeme izotroptur.
Malzemenin izotrop olmasi ise malzeme 6zelliklerinin dogrultuya gore degigmedigi
anlamina gelir, malzeme 6zellikleri dogrultuya gore degisiyorsa anizotroptur denir.

Biinye denklemleri maddesel koordinat takiminin biitiin dénmeleri altinda

invaryant kaliyorsa malzeme hemitroptur.
Yoresellik Aksiyomu

Bu aksiyom bagimh biinye degiskenlerinin siirekli ortamin bir pargacigindaki
degerinin ancak o pargacifin yakin yoresindeki bagimsiz biinye defiskenlerinden
etkilenecegini ifade eder. Aksiyoma matematiksel bir yapt kazandirabilmek igin

biinye fonsiyonelinin X parcacigindaki degerinin, bagimsiz biinye degiskenlerinin



yalmzca X noktasini cevreleyen A yangaph bir agik yuvar igindeki X'
par¢aciklarindaki degerlere bagli oldugunu kabul edilir. Cismin karakteristik
uzunlugu D ile gosterildiginde A/D<<1 oldugu varsayilirsa ortamin bir noktasindaki
hareket Taylor serisine agilabilir ve A uzunlugunun ¢ok kiigiik oldugu g6z oniinde

tutulursa

x(X, ) =x(X, 1) +x (X, )Xy — X )+

1 N v , , (1.6)
5 X (XX = X HX = X, ) 4 X' —X| <A
yazilabilir. Aym agilim benzer gekilde sicaklik iginde yapilirsa
OX', 1) =0(X, 1)+ 0, (X, ') Xy — X )+
1 (1.7)

> KON Xy X )X, - X)) +..., [X'-X|<A

elde edilir. Bu yaklagiklik gergevesinde (1.6) ve (1.7) esitlikleri fonksiyoneller
iizerine uygulanirsa, fonksiyonlar artk X’ maddesel koordinatlarinin belirsiz
fonksiyonlari1 olmak yerine bunlarin polinom tiirii fonksiyonlarina doniigiir. Burada
agiktir ki A araligi ne kadar kiigiikse malzeme uzak komguluklarindan o kadar az
etkilenir ve biinye denklemlerine giren gradyanlarin mertebesi de o kadar kiigiik olur.
A aralii tamamiyla malzemenin yapisina baghdir. Basit malzemelerin 6zelligi

olarak (1.6) ve (1.7) esitliklerinde sadece birinci gradyanlar bulunur.
Bellek Aksiyomu

Siirekli ortamlarin bu aksiyomu da malzemenin simdiki hareket ve sicaklifina
uzak gegmisteki hareket ve sicakliginin etkisinin yakin gegmistekine oranla daha az
oldugunu ifade eder. Burada temel sorun malzemenin uzak gegmisinden ne kadar
etkilendigini belirleyebilmektir.  Yoresellik aksiyomunda kullanilan yaklagima
benzer bir yaklasimla, biinye fonksiyonellerinin ¢ anindaki degerlerinin hareket ve
sicakligin #'den ancak & >0 Oncesine kadar aldig1 degerlere bagli oldugu kabul edilir.

Yani ortam gozoniine alinan andan & kadar Oncesinde bagindan gegenleri



hatirlayacak, daha dncesini hatirlamayacaktir. Bu durumda x(X,¢") fonksiyonu 7 ani

civarinda Taylor serisine agilabilir.
x(X,") = x(X,1 - 7) = x(X, 1) - (X, ')z +—;—ii(X,t)‘rz —ee, 0<7<8  (18)

yazilabilir.
Simdi (1.1) esitliklerine yukanida bahsettifimiz aksiyomlar1 sirasiyla
uygulayacak olursak, ilk olarak objektivite aksiyomununun uygulanmasi ile

Q) 3[x(X",t—7) —x(X,1 - 7),0(X",t - 7); XJQT(?) =
(1.9)
3l - »)[x(X", 1 - 7) - x(X,1 - 7)] (X",1 - 7);X]

elde edilir. Yukandaki hal (1.1), gerilme tansériiniin biinyesel ifadesinin objektivite
aksiyomu altinda aldig1 haldir. Diger (1.1),34 ifadeleri de yani 1s1 akisi vektorii,
entropi ve i¢ enerji yogunlugu da benzer sekilde yazilabilir. Bundan sonraki
ifadelerde sadece (1.1); gerilme tansoriiniin biinyesel ifadesini ele alinacaktir.

Maddesel simetri aksiyomu geregince

3[x(X',t-7) - x(X,1 - 17),0(X’,1 - 7); X] =

(1.10)
S[x(SX'+B,1-7) - x(SX + B,/ - 7),0(SX’ + B, - 7);SX + B]
olur. Yoresellik aksiyomunun uygulanmasi ile 3 fonksiyoneli
Slx (=) % g (F =), X gy o (=), (1D

Ot —7), 0 (t =)o Orray o (t ~7); Dy, X

haline gelir. D, terimleri Taylor agilimindan gelen X'—X terimlerinden dolay:
alinmistir. Burada F; = X . (x,0)X,(x,7)3, fonksiyonelini tamimlayalim. Ayrica

basit malzemeler igin



Ca@=7)=0yx, (I —7)x,, (I —7)

(1.12)
o)
det t—7)|=4JldetCyp (¢ —7)| = —2>—
etprig (=)= Jldet Co 0= 0] =2
tamimlan gegerlidir. Bu durumda basit malzemeler igin biinye denklemleri
(1.13)

ta(X,0)=Fy [CMN (t-1), ,0—] (t—1),60(t- T),e,x (- T);X]xk,xxl,L

haline gelir. Son olarak diizgiin bellek aksiyomu geregince, (1.1); ile ifade edilen

gerilme tansori,

1,0 = Fo [Con s Coms Coavs - CPrar, p7, p, oo 0P,

(1.14)
0,6,6,-69,0,,0,,8, -6 ;X]x, o x,,
yapisinda ifade edilebilir. Sireklilik denklemi,
Po___ jor % Xo1) (1.15)
pX',t" 0Xy
seklindedir. Bu denklem 1s1 iletimi ihmal edilerek (1.14)’e uygulanacak olursa,
(1.16)

ly = j—lxk,le,LTKL [C,Caéa' . ‘C(p),e, ,X]

elde edilir.

Akigkan tanimi geregince, yogunlufunu degistirmeyen her konum referans
konumu olarak segilebilir. Bu ise uzaysal konumlarin maddesel koordinatlan
belirledigi anlamina gelir. Dolayisiyla herhangi bir 7 am i¢in  x, , =J,,  matris
formunda ise F=1 seklinde yazilabilirr Bu durumda (1.16) egsitliginde

j=det[F|=1veC=F"F=1 olacaktir. O halde Green deformasyon tansérlerinin

cesitli mertebe tiirevleri i¢in
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¢ = 2F7dF = 2d

(1.17)
CH=FTAF=A, r=12,.p

esitlikleri gegerli olur. Burada A, r. mertebe Rivlin-Ericksen tansorlidiir. Rivlin-

Ericksen tansorleri yay elemaninin zamana gore tiirevleri alinarak elde edilir:

d?‘
tl'

(ds?) = dx" A, dx

(1.17) esitlikleri (1.14) denkleminde gerilmenin agagidaki gibi Rivlin-Ericksen

tansorleri cinsinden ifade edilebilecegini gbsterir:

1.18
t=1[A,A,,A,,......A,,p,0 ,X] (1.18)
Cesitli mertebe Rivlin-Ericksen tansorleri agagidaki gibi tamimlidirlar:
A =2d
A, =A +LA +ALT
2 1 1 1 (1.19)

oooooo

A, =A +LA +ALT

Burada L=grad v dir. d= %(LT +L) ile sekildegistirme gradyam tansorii ve (j)
maddesel tiirev ifade edilmektedir.
Simdi (1.18) esitliginin bir 6zel hali olarak, sadece ilk iki Rivlin-Ericksen
tansorli alinirsa
t=1[A,,A,,0,0,X]
ve akigkanin homojen oldugu varsayilirsa,

t=1[A,A,,p,0] (1.20)

esitligi elde edilir. Akigkan izotrop olacagindan
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7jQA,Q", QA,Q", p,6]

yazilabilir. Eger t diizgiin davranan izotrop bir fonksiyon ise A; ve A: nin
polinomlart seklinde ifade edilebilir [6]. Bu durumda akigkanin bir noktasindaki

gerilme tansoriini ifade eden biinye denklemi,

t=-pl+al+a,A, +a,A, +a,Al +a,A) +a,(A A, +A,A)+
(1.21)
a,(ATA, +A,AD) +ay(A AT +AJA)

haline gelir. Burada @, (i=1...n), A; ve A, tansorlerinin invaryantlarina,

yogunluga ve sicaklia bagli olabilen malzeme katsayilandir. (1.21) ile elde
ettigimiz biinye denkleminin ifade ettii akigkanlara Rivlin-Ericksen akigkanlar1 ya
da diferansiyel tipte akiskanlar adi verilir, Hem teori ve hem de deneyciler
tarafindan ilgi géren bu akigkan sinifi ilk olarak 1955°te Rivlin ve Ericksen [4]
tarafindan verilmigtir. Diferansiyel tipte akigkanlarda deformasyon gradyaninin
gecmisinin sadece ¢ok kisa bir kismu (gergekte infinidesimal kismi) gerilme tansorii
Uzerinde etkilidir. Bu tiir malzemeler yavag yavag sonen bir bellege sahip olmalari
yerine, bellekleri hizla kaybolur, tiim yerel hareketlerin aniden kesilmesi ile gerilme
sadece hidrostatik basinca doniigiir Akigkan modelinin elde edilmesinde daha
ayrintil1 bilgi igin [5,7,8] kaynaklarina bagvurulabilir.

Ikinci derecede akigkanlar, matematik olarak kullamigh bir model olmasindan
dolay1 Newtonyen olmayan akigkanlar iizerinde yapilan galigmalarda oldukga genig
bir yer tutar. Bu caligmalara birkag ormek verecek olursak, Kim [9], ikinci derece
akigkan igerisinde bir elipsoidin hareketini de@isik Weissenberg etkileri altinda
incelemigtir. Kazakia ve Rivlin [10] eksenel silindirler arasindaki boyuna ve diizlem
oluglarn siiperposizyonunu silindirin dairesel eksenli sonsuz silindir olmas: halinde
caligmig ve i¢ silindirin boyuna kararli hareketini, boyuna basing gradyaniyla
gozlemlemiglerdir. Rajagopal [11] ikinci derece akigkanin donen paralel plaklar
arasindaki akimini incelemistir. Kazakia ve Rivlin [12] dikdortgen kesitli tipte
boyuna titresimlerin Poiseuille akimina etkisi iizerinde durmuslardir. Siddiqui ve

Schwarz [13] tiiple ikinci derece akigkanin peristaltik akimim galigmuglar ve Christie
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ve arkadaglan [14] ise eksenel donen silindirler arasindaki akimi Reynolds sayisinin
daha 6nce Fosdick ve Rajagopal [15] tarafindan tanimlanan absorbsion sayisina orani
izerinde pertiirbasyon yaklagimi ile incelemiglerdir. Chandra ve Oku-Ukpong [16]
caligmalarinda von Mises koordinat déniisiimiinii kullanarak ikinci derece sikigmaz
akigkanin akim egrilerini elde etmigler ve degisik problemlere uygulamiglardir.
Pakdemirli ve Suhubi [17] 6zel bir koordinat sistemi tamimlamiglar ve bu sistemde
ikinci derece akigkanlar ig¢in sinir tabakasi ¢oziimii yapmiglardir. Yine aym yil
kaynak [18]'deki ¢aligmalarinda ise bir o6nceki g¢aligmalarinda elde ettikleri
denklemler i¢in benzerlik ¢oziimleri gelistirmiglerdir.

Biz bu caligma kapsaminda sikigmaz bir ikinci derece akigkanin sonsuz
uzunlukta silindirik tiipte degisik simr kosullan altinda ¢éziimlerini ve bunlarin

bazilarinin kararlihin inceleyecegiz.

1.3 RIVLIN-ERICKSEN AKISKANLARININ TERMODINAMIK ANALIZ VE
STABILITE CALISMALARINA TARIHSEL BIR BAKIS

Akigkana ait biinye denklemi elde edildikten sonra, bu kisimda J. E. Dunn ve
K. R. Rajagopal’in kaynak [19]’da belirtilen ¢aligmasi temel alinarak Rivlin-Ericksen
akigkan modeli alinarak yapilan galigmalardan ve deneylerden bahsedilecektir. Dunn
ve Rajagopal adi1 gegen galigmalarinda diferansiyel tipte akigkanin termomekanigi ve
stabilitesi iizerinde durmusglar, bu tiir akigkanlarin tarihi boyunca ortaya ¢ikmig bazi
kanigikliklar1 kaldirmaya, belirsizlikleri netlestirmeye ¢aligmiglar ve bazi yeni
teoremler ortaya atmglardir.

Kullanimdaki matematiksel kolayligina bagli olarak son yillarda bu tiirde
akigkanlarin termomekanigi ve stabilitesi iizerine incelemeye deger veriler elde
edilmigtir.  “Bu ¢aligmalarin bazilarinin sonuglart bazen paradokslar, fiziksel
imkansizliklar, bazen de gergek ile teori arasi ¢akigmalar olarak agtklanmigtir. Bu
caligmalara dikkatli bir bakig, tiim bu problemlerin diferansiyel tipte akigkana ait
deneysel ve teorik sonuglarin, hayal ve belirsizligi ortadan kaldirmada hatali
agtklamalar oldugunu gosterir.” [19].

(1.21) denkleminin bir 6zel hali olan ikinci derece akiskanlar igin biinye
denklemi
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t=-pl+ A, +a A, +a,A} (1.22)

esitligi ile verilmigtir. (1.22) denklemini tam bir model olarak ele aldigimizda onun
bir alt sinifi olarak (@;=a»=0 alindiinda) Navier Stokes akigkamna ulagilir. ilk
olarak Criminale, Ericksen ve Filbey [20] 1958°deki ¢aligmalarinda, (1.22) ifadesinin
daimi, viskometrik akig olarak bilinen diferansiyel tipte akigkanin gerilmesini tam
olarak ifade ettigini gostermislerdir. Daha sonra akigkanlarin bir 6zel sintfi igin
yeterince yavas akiglarda (1.22) denklemini, Coleman ve Noll [21] s6énen bellegin
oOzel bir gesidi ile ideal akigkanda gerilme a¢iliminin ikinci mertebede kesilmesi ile
ele almig ve kullanmiglardir (Gergekte ikinci derece akigkan bir matematik yaklasim
degil de 6zel bir ilgi olarak sunulmustur). Ikinci derece akigkanlar iizerinde yapilan
baz1 galigmalarda, belli bir hipotetik malzemenin genel hareketinde bazi 6zel
durumlar g6zénine alindiBinda, (1.22) esitliginin bir noktadaki gerilme tansérii ile
aym noktadaki hiz gradyam arasindaki iligkiyi tamimlayan biinye denklemi olarak
alinmas: beklenen sonuglar vermemistir. Fakat (1.22) esitligi objektiflik ozelligine
sahip oldugundan bir akigkan davramgini incelemek igin motive edici bir model
oldugu soylenebilir.

Deneysel ve teorik ¢aliymalarda (1.22)’in katsayilarinin isareti yaklagilmasi
gereken sonuglarla farklilik gostermistir. Klasik lineer viskoelastisite igeren 6zel
buinye teorisiyle ¢aligmalari ile Coleman ve Markovitz [22] biinye denklemlerinde bir
lineerlegtirmeyle birlikte malzeme sabiti a; ve kayma gevseme modiilii G(-) arasinda
bir bag kurdular. Soénen bellegi belli 6zel tipte olan malzemeler igin (1.22) formunda

a; katsayis1 Coleman ve Noll [21] tarafindan
@, =-[sG(s)ds (1.23)
0

seklinde verilmistir. Normalde G(-)'nin pozitif oldugunun bir ispat1 olmadig: halde
onseziyle pozitif olmas:1 gerektigi diiginilmiigtir. Coleman ve Markovitz [22] bu
noktada tatminkar bir ispat yapilamiyorsa termodinamik bir 6nseziyle pozitif kabul

edilmigtir diyerek bu gorigii dogrulamiglardir. (1.23) ifadesi Coleman ve Markovitz
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tarafindan calisilan sénen bellek teorisi i¢in 6nemliyken, bu agamada (1.22) bir 6zel
akigkan tanimi olarak saglaniyorsa, G(-) *nin analizi @;’in igareti Uizerine yol gosterir.

Rajapogal ve Dunn ¢aligmalarinda x,,x,,x, kartezyen koordinat takiminda

v, =W(x,)

v, =v,=0

hiz alam ile ifade edilen bir basit kayma akimi ele almiglardir. Burada Truesdell ve
Noll [8] tarafindan tanimlanmig genel bir basit akigkan hareketi gerilmenin biinyesel
karsihig i karakteristik fonksiyon N,(-),N,(-),z(-) ve kayma oram « =v'(x,) ile
gosterilebilen tiirde bir harekete kargilik gelir. t’nin kartezyen bilesenleri yerine

sirastyla birinci ve ikinci normal gerilme farklan

N, =N()=T1,-T,

(1.24)
N,=N,(x)=T, ~T;

ve kayma gerilmesi fonksiyonu
t=1(k)=1,

seklindedir.

Eger basit bir akigkan uygulamast s6z konusu ise akigkanin viskometrik
fonksiyonu olarak alinan N,(-),N,(),7(-)'mn analizinde, objektiflik, z()'mn tek
fonksiyon olmasim ve N,() ile N,(-)'mn sifira giden ¢ift fonksiyonlar olmasim
gerektirir. Ayrica basit kayma akiminda sadece kayma gerilmesi oldugundan, akigin
mekanik enerjiyi yaymast durumu,z(x) mn « ile aym igaretli olmasim gerektirir.
7()'nin ve N,() ile N,()'mn her ikisinin birden orijinde strekli tiiretilebilir
olduklar1 varsayilsin. Bazi akigkanlar igin, birinci ve ikinci normal gerilme

katsayilar1 ve stfirinci derece viskosite agagidaki gibi tanimlanabilir:

¥, =lip &)y gy M), * = fim 1) ’(") (1.25)

Kk—>0 K‘ k0 K
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é, =—%Y’,, ¢, =¥,+¥, olsun. ¢ veg,’yi sirasiyla 1. ve 2. normal gerilme

katsayilar olarak alabiliriz:

N, =N1(K)=_2¢1K2 +O(K2)
N, =N,(x)=(2¢, + ¢, )x* + O(x?) (1.26)
7=1(c) = 4’ +O(x)

(1.22) formu igin hesaplanmast kolay bir 6rnek alalim.

N, =N,(x) = 2ax*
N, =N,(x)=(2a, +a,)x’ (1.27)
T=7(k) = ux

alalim. Ikinci derece akigkanlar i¢in ¢, =a,, ¢, =a,, u° = u oldupundan, N,(),
N,() ya da () karakteristik fonksiyonlar1 daha yitksek mertebe terimleri
barindirmaz. Ikinci derece akigkanda u,a,,a, malzeme modiilleri N,(), N,() ve
7(-) ’dan elde edilen 4°,4,,4, sayilarindan belirlenir.

Boylece (1.22) benzeri formda, bilinen akigkamn gerilmesinde bir geciktirme
agtliminda @,,4, ve u° ifadeleri iyi tammlidir denilebilir. Diger bir deyisle
Coleman-Noll’un geciktirme teoreminin hipotezlerine kargilik, bir malzeme i¢in
(1.22) tammi geciktirme parametresinde ikinci derece terimleri tutar. Ayrica diizgiin
basit kayma ailesinde (1.26) nin tiiretilebilir kabuliiniin belirmesiyle, oyle
malzemeler igin (1.22)’nin ikinci mertebede kesilmesinde ( M.a,,a,) katsayilar
ughisi (4°,¢,,4,) Gglisine esit olmalidir. O halde baz basit akigkanlarda,

viskometrik fonksiyonlarin en diisik mertebeli terimleri akigkanin malzeme
sabitlerini belirlemeye yaradig soylenebilir.

Ikinci derece akiskan modeli, igerik ve teorinin konulartyla oldugu kadar
deneylerle de 6nemli bir etkilesim igindedir. Markovitz ve Brown 1963’deki
¢alismala-rimin verilerinde N; ve N, nin « iizerinde quadratik bagimliligindan

bahsederken, Tanner’in 1970 verisinde bu bagimlilig: destekleyecek birgey yoktur.
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Bunun yerine Tanner’in verisi, diigitk kayma oranlarinda, polyisobutylene-cetane
solisyonunda N,(x) ve N,(x) igin sirasiyla, llcr, |xl7 sonuglarini, %1

polyethylene-oxid su soliisyonunda ise yine N,(x) ve N,(x) igin llclm ve ll(‘l”
sonuglarin1 vermigtir [19].

Son olarak (1.26) esitligindeki, Coleman ve Markovitz’in @, ’in isaretine dair
gorugleri kabul edildigi takdirde, yeteri kadar diisiik kayma oranindan N;’in pozitif
olmasi gerektigi goriilir. Bu, N;’nin pozitif degerleri boyunca kayma araliginin
tizerinde galisilan bir polyisobutylene-cetane ¢oziimii i¢in deneysel olarak bulunan
sonugtur. Yani, teori ve deneyin “bu goriniigte milkkemmel” uyumu izlenimine
ulagilir, ya da oyle goriiniir ki 30 yilin sonunda uzaktan bakildiginda (1.22) formu
sadece a, <0 degerlerinde kullanilmalidir [19].

Rajagopal ve Dunn bunlar1 anlatirken tarihin kaybedildigine dair bir baglik
atar. Coleman ve Markovitz’in sonucu (1.22) nin yapisinin sinirlanmasinda, bu akig
geciktirmesinde 6nemli ise de, (1.26) sonucu ¢ok ©zel malzemeler sinifina
uygulamada @, ’in igareti hakkinda birgey soylemez. Ikinci olarak, (1.22) nin kendisi
sonen bellek tizerine bir goriis benimsemediginden (ve bunu yapmakla kayma
gerilmesi modiili G(-) ile iligkilendirmede basarisizdir). (1.26) sonucu herhangi
gergek bir ikinci derece akigkanda e, ’in isareti iizerine bir yol gostericilik yapmaz
[19]. Dunn ve Fosdick [23] Coleman ve Markovitz [21] ve Ting [24], (1.22) ile
modellenmis bazi daimi olmayan akimlan incelediler ve @, <0 oldugunda goz
Oniine aldiklan higbir problemde siirli ¢6ziim olmadifini, @, >0 oldugu halde ise
Navier-Stokes benzeri fakat daha iyi davramiglan gézlediler. Coleman ve arkadaglan
sonraki ¢aligmalarinda ikinci derece akigkanin bir kanaldaki laminar kayma akiminin
aynntilarimt incelediler ve Ting’in sonuglarina dayanarak a, <O halinde kuvvetli
kararsizlik ve ¢oziimstizliik sonuglar1 buldular.

Ting [24] ve Coleman ve arkadaglar [25] (1.22) formunun biinye denklemi

olarak alinmasi durumunda en azindan @, > 0 olmas: gerektigini saptadilar.
Coleman «, <0 oldugunda belirli kanal genislikleri igcin simirlh ¢oziimiin

miimkiin olmadigim belirtir. Bu goriigiiniin siras1 geldiginde “ancak ve ancak”

giciinde de ifade edilebilecegini soyler. Bu son nitelendirme son derece kritiktir.
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Yani ona gore ¢oziimler @, >0 oldugunda herhangi kanal genisligi i¢in hem mevcut
hem de iyi davramgh olmalidir.

Burada gelinen son nokta “Rivlin-Ericksen formunun asimptotik bir
yaklagim” oldugudur. Maalesef Rivlin-Ericksen akigkanlan ya da bagka bir deyisle
diferansiyel tipte akigkanlar 5 yil boyunca, Coleman ve Noll’den 6énce bir yaklagim
fikri olmaksizin formiilasyon olarak alindi. Aslinda Rivlin agiklamalarinda bunun 8
yil oldugunu séyler.

Ting ve Coleman ¢aligmalarim1 kayma tipindeki hareketlerle sinirlandirmiglar-
dir. Aslinda Coleman ve arkadaglar1 zamana bagli basit kayma akiglarini incelerken,
Ting bu hareketlere ek olarak zamana bagimli, dairesel eksenli tiip boyunca
Poisseuille akimini aragtirmigtir.  Bu yazarlarin galigmalarinda, genelde ne iig
boyutlu hareketler, ne de (1.22) denklemindeki «, sabitinin degeri ele alinmgtir.
1974’de Dunn ve Fosdick [23] ikinci derece akigkanin ii¢ boyutlu akiglarim
incelediler ve o, <0 ve q, +a, =0 halinde akiglarin kararli olmadigim gosterdiler.
Daha sonra Fosdick ve Rajagopal [26] Dunn ve Fosdick’in elde etmis olduklart
sonuglar genislettiler ve a;, <0 iken a, +a, degeri ne olursa olsun ii¢ boyutlu
akislarin bitytik bir simfinin kararli olmadigini gosterdiler. Ayrica 1990°da Galdi ve
arkadaglar1 [27] sinirlandinlmamig bolgelerde ikinci derece akigkan hareketinin
stabilitesini arastirdilar ve sadece @, <0 ve x>0 oldugunu alarak durgun halin her
zaman yeteri kadar kiigiik uyanilar i¢in kararli oldugunu gosterdiler. Ayni zamanda
bu sonucun sinirlt bolgelerdeki akiglar i¢in de dogru oldugunu ifade ettiler. Dahasi
sinirlandinlmamig bolgelerde a, +a, degerine bakilmaksizin @, <0 ve u >0 ise
durgun halin kararli olmadigin1 gosterdiler. Galdi ve arkadaglar1 tim simirlandirilma-
mig bolgeler igin patlama yapan bazi yeteri kadar kiigiik uyarilar oldugunu
gosterdiler. Dunn ve Fosdick [19] ise @, <0, a,+a, =0 ve x>0 halinde baz1
bolgelerde tiim uyarilarin patlamalara neden oldugunu gosterdiler.

1981°de Joseph [28] n>2 igin n. derece akigkanlarin stabilitesi tizerinde
calisti. Biz burada bu ¢aligmadan bahsetmeyecegiz, fakat sunu sdylemeliyiz ki,
viskozite u negatif olmamasi gerektigi i¢in Joseph’in elde ettigi sonuglar a, <0
i¢in ikinci derece akigkanin durgun halinde kararl olmadigini dogruladi. Boéliim 2 de

bu ¢aligmalardan bahsedilmisgtir.



BOLUM 2

TERMODINAMIK ANALIZ VE STABILITE

Bu bolumde ikinci derece sikigmaz akigkanlarda termodinamik uyum
kosullar1 Dunn ve Fosdick [23]’in ¢aligmasi temel alinarak incelenecek ve malzeme
sabitleri tizerine gelen kisitlar elde edilecektir. Bagimli biinye degiskenlerini, (1.22)
formundan yola g¢ikarak bagimsiz biinye degigkenleri cinsinden fonksiyoneller

aracilifi ile yazalim:

t=-pl+t(0,g,L,L)
q=4§(8,0,L,L)
£=£8(0,0,L,L)
n=n(0,9,L,L)

@2.1)

Burada g=grad@, L=grad v dir. 8 sicakhigs, L, L’nin maddesel tiirevini, t akigkanin

bir noktasindaki Cauchy gerilme tansériinii, q 1st akisi1 vektoriinii, ¢ i¢ enerji

AAAAA

yonlarim temsil etmektedir. Daha dnce, ikinci derece sikigmaz akigkanlara ait biinye

denklemleri elde edilirken
j=detF=1, trL=0 (2.2)

oldugu ifade edilmisti. Simdi (2.1) ile ifade edilen biinye denlemleri Clausius-
Duhem egsitsizligine (2.2) sartlartyla birlikte uygulanirsa

q.9
P

P +70)—t. L+12<0 (2.3)
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esitsizligi elde edili. Burada y, w = £-01 seklinde ifade edilen Helmholtz

serbest enerji yogunlugu, t/? ise onun maddesel tiirevidir. 1/7 degiskenleri cinsinden,

tirevin zincir kurali uyarinca

W =9,0+,9+y, L+y, L
yazilabilir. Bu durumda Clausius-Duhem esitsizligi

.

p{(y>,,+n)é+¢,7g.g+¢L.L+¢L.L}~€.L+q—é950 2.4)

haline gelir. Bu esitsizlik 8, g, L cinsinden lineer oldugundan bu terimlerin keyfi

degisiminin korunabilmesi igin

—VYe=7
Yy =0 (2.5)
Ve =

olmast gerekir. Yani (2.5) ile elde edilen egitlikler Helmholz serbest enerji
yogunlugunun ve entropi yogunlugunun sadece @ ve L ’nin bir fonksiyonu olmasim

gerektigi kisitin1 getirir. O durumda (2.3) denklemi

p(/?L.L—i.L+%gSO (2.6)

haline gelir. Ikinci derece akigkanlar igin (1.22) ile elde edilmig olan gerilme tansorii

ifadesinde Rivlin-Ericksen tansérleri L veL cinsinden (1.19)’dan yerine yazilirsa

Cauchy gerilme tansorii

t=—pl+p(L+L")+a L+L +L* +L" +2LTL) +

2.7)
a,(LLT +L? + L7 +L'L)
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seklinde yazilabilir. Elde edilen (2.7) gerilme tansérii (2.6) esitsizligine yerlestirilir-

se Clausius-Duhem egsitsizligi agagidaki hali alir:

oy L L—p(L+L) . L-g@L+IF +1*+L" +2L'L). L -

- 2.8)
a (LI + I + L™ +L'L). L+ﬂé—9- <0

(2.8) diizenlenirse

pv, L-p(L+L") L-qL+L").L-
L

(@, +a,) (1 + LT +2LLT).L+9—59$ 0

kosulu elde edilir. Bu ifade g=0 hali i¢in saglanmalidir. Bu durumda L ’ya gore

esitsizlik lineer oldugundan L *Ii kismin kaybolmasi gerekir. Dolayisiyla
pv  L=a (L+L").L (2.9)

elde edilir. a>0ve A, A’ herhangi iki matris olmak iizere,
7 (a,A). A =2 A"+ AT) A
Je,
seklinde yazalim. Gateaux tiirevi ile bu ifade
d ~ a] ’ /T
—y(a,A+sA")_ =—L(A'"+AT).A
ds =0 p

olarak yazilabilir. Burada A =rA’ ve A=s+r tammlayalim. O halde

d .
_d—/'l—,y/(a’ M')

— a [ 'T []
. _—pi(A +A'T).Ar (2.10)
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yazilabilir. Elde edilen ifadenin (0,1) iizerinde integre edilmesi ile
¥(@,A) = (a0) + (A" + AT). A
P

elde edilir. O halde serbest enerji fonksiyonunun L cinsinden quadratik olmasi ile
(2.9) ifadesinin (2.10)’a dayanarak

P(0,L) =7 (@) +-L[L+ L[ @.11)
4p

seklinde yazilabilecegi goriilir. Burada y(6,0) = (6) olarak alinmigtir. (2.11)

esitligi 1. mertebe Rivlin-Ericksen tansérii cinsinden
B, _ a (. 12
w(e,A.):w(a)+;;|A.l (2.12)

olarak yazilabilir. (2.12)’nin bir sonucu olarak, ikinci derece akigkanlarda serbest

enerji fonksiyonu (. ,.) >min dengede bir minimuma sahip olmast igin
a, 20
olmas1 gereklidir.

(2.9) kosulu yerine yazilinca egitsizligin saglanmas: igin L cinsinden kubik

olan terimlerin yok olmasi gerekmektedir:

(@, +a,)? +L +2LL )L =0 (2.13)
Geriye ise sadece

u(L+17).L20 (2.14)
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esitsizligi kalir. (2.13), (2.14) ifadeleri aslinda yukarida e, igin elde edilmis olan

sonugla birlikte, ikinci derece akigkanin termodinamikle uyumlu olmast igin
a+a,=0, uz20, a,=20 (2.15)

sartlarinin saglanmasi gerektigini ifade eder. Bu durumda (1.22) ile verilmis olan

ikinci derece akigkana ait biinye denklemi
t=—pl+uA, +a(A,—A}) (2.16)

seklinde ele alinabilir.

Yine benzer gekilde biinye denklemi
t=-pl+uA, +aA, + aZAlz +BA; +5,(A A, +A,A)+ 5, (trAlz)Az
ile verilen ve tigiincii derece akigkanlar olarak adlandirilan 6zel bir Rivlin-Ericksen

akigkan modeli iizerinde termodinamik uyumluluk ve stabilite sartlann Fosdick ve

Rajagopal [15] tarafindan

pz0,p8,==0,20, 5,20

- 1/24,u B <a +a, < 1/24,u Ji

(2.17)

olarak elde edilmigtir. Fosdick ve Rajapogal bu ¢aligmalarinda, 1980 yilinda
Serrin’in [29] Navier-Stokes teorisi i¢in klasik sonucu ve Dunn ile Fosdick’in [23]
ikinci derece akigkanlar iizerine ¢aligmalarini esas alarak yola ¢ikmiglardir. Burada
iigiincii derece akigkanda (2.17) ile verilmis olan termodinamik uyum ve stabilite
sartlarinin elde edilisi iizerinde durulmayacak, sadece yukaridaki sonucun verilmesi

ile yetinilecektir.



BOLUM 3

SIKISMAZ IKINCI DERECE AKISKANLAR ICIN ALAN
DENKLEMLERI

ALAN DENKLEMLERININ VEKTOREL OLARAK ELDE EDILMESI

Ikinci derece akigkanlar igin biinye denklemi ve termodinamik uyum sartlan
Bolim 2 de elde edilmisti. Biinye denkleminde gegen birinci ve ikinci Rivlin-
Ericksen tansorleri ise Bolum 1'de (1.19)2 ile verilmigti. Bu durumda akigkana ait
biinye denklemi (2.16) ve (1.19),; ifadelerinden

3.1
t=—pI+yA1+a[(A,),+(gradA,)v+LTL——LLT] 3-1)

olarak ifade edilebilir. Burada p basing, u viskosite katsayisi, @ = @, sicakliga bagli

olabilen malzeme modiilii, A; ise (1.19); de tamimli 1. Rivlin Ericksen tansoriidiir.

Akigkanin sikigtirilamaz oldugu kabul edildigi takdirde sikismazlik kosulu
V-v=0 (3.2)

seklindedir. Lineer momentumun korunumu yasasindan elde edilen Cauchy hareket

denklemi ise vektorel formda
Vit+pf=pv (3.3)
olarak yazilir. Burada f dig kuvvetleri, v hizin zamana gore maddesel tiirevini temsil

etmektedir. (3.3) hareket denkleminde gerilme tansérii yerine (3.1) ile verilen ikinci

derece akigkana ait gerilme tansorii ifadesini yerlestirelim:
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—grad p+ udivA, + adiv(A)), +

, (.4)
adiv[(grad A, v + 'L - LIT = p(v - )

yazilabilir.  Esitligin sol tarafi igin gerekli olan baz ifadeler agagidaki gibi

hesaplanabilir.
div A, =div (L +L") = div (grad v + (grad v)" ) = Vv (3.5)
[(grad A, )v] =0 ) = vt ey e (3.6)
L - )= v, vhy v b 3.7

(3.6) ve (3.7) nin diverjanslari sirasiyla,

[div ((grad A, )v) = (v'.av* + v, v*), =

i k i k i k i k (38)
ViV +V iV y +Vj. LY +Vj &V

. NI ‘ o,
Joiv (L - L) 5= vty = Vw1, (3.9)
. 5 . k i k :
=V, iV v, v - Vv " —viav

olacaktir. (3.8), (3.9) ifadeleri toplanir ve (3.2) sikigmazlik kosulu gozoniinde

bulundurulursa
Vv v e +v vk e VR St - (3.10)
haline gelir. Elde edilen ifade
W, h = OV @ v+ Vi, V) (vt v, V) (3.11)

seklinde yazilabilir. Aslinda yukaridaki ii¢ ifade sirastyla

2vViW | grad(v-V?v), %(grad|A,|2) (3.12)
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olarak yazilabilir. Burada W = —;—(L ~L") ile taniml1 ¢evri tansériidiir. Bu durumda

sikigmaz ikinci derece akigkana ait olan (3.4) hareket denklemi

~grad p+uViv+a(V’v), +a(Vwxv)+

3.13
agrad(v~V2v+:11-lA1|2)=P(‘°’“f) e

haline gelir. Burada w gevri vektérii olmak iizere, w=V xv geklindedir ve v,

maddesel tiirevin tanimindan

2
\":v,+wxv+grad% (3.14)

olduguna gore (3.13) esitligi tekrar diizenlenirse

M’

p[v, +wxv+grad—2——f} =—grad p+ uV’v
(3.15)

+a[v2v, +V?wxv+grad(v- Vv +:11-|A,|2)]

haline gelir. Elde edilen (3.15) denklemi genel bir sikigmaz ikinci derece akigkana
ait hareket denklemidir.

Bu denklemi boyutsuzlagtirmak igin L karakteristik uzunlugu ve U
karakteristik hiz1 segelim ve denklemlere giren biiyiiklikleri boyutsuzlagtiralim:

*®

vV = * p t.:ﬁ

:pUZ’ L

p (3.16)

Y
U 2
Boyutsuz biiyiiklikler cinsinden (3.15) denkleminde gerekli olan bazi ifadeler

Vv=—qu' , V2v=%V2v' , w=rotv=va=g—Vw
L L L

*
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N V) U
“a o a I G170

2

Viw==-Vw" , v,

(w xv")

WXV =

4

seklinde olacaktir. Yukandaki esitlikler (3.15) denklemine yerlestirilir ve elde edilen

ifade L ile garpilirsa daimi akim halinde (*); =0 olacagindan
ye,

U2

2 2
v A
W X v+V%—=—Vp+p’ZL V2 v+ ,3:2 [V2 wxv+V (v. V2 v)+ V|—;,—] (3.18)

elde edilir. Burada boyutsuz hiz, basing ve zamani temsil eden * isler kolaylik

agisindan kaldiriimugtir. (3.18) deki katsayilar igin

Re=2YL (3.19)
7}
g (94
pL’

tanimlarn verilebilir. Bu halde (3.18) denklemi

2 A 2
A% £p+lv2|— —&( (v. V2v)+|-—:;l— ) =éV2v+e[V2 WXV]-WXV (3.20)

seklinde yazlabilir. (3.20) denkleminde esitligin sol tarafinda gradyan altindaki

ifadeler igin

= lvlz 2 IAIIZ
p=p+7—8(v.V V+-—4—-) (321)

biyiiklugii ile belirlenen karakteristik basing fonksiyonu tammlandig takdirde sol

taraf sadece karakteristik basincin gradyani olacaktir:
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Vﬁ=}%V2v+e(V2wxv)—wxv (3.22)
e

Basing fonksiyonu (3.21) esitliginden

i

5 2 |A1|2
p=p——2——+£(v.V v+ 2 ) (3.23)

seklinde yazilabilir.
Burada gradyanin rotasyonelinin sifir olacag, Vx(V¢) =0, goz oniinde

tutulursa (3.20) esitliginden hareket denkleminin
Vx[—;;V2V+8(V2wxv)—wxv]=0 (3.24)

olarak ele alinabilecegi goriiliir. Yukandaki esitlik genel anlamda sikismaz bir ikinci
derece akiskamin vektorel formda daimi akimda hareket denklemidir ve segilen

koordinat takimindan bagimsizdir,



BOLUM 4

IKINCi DERECE AKISKANIN SILINDIRIK TUP
ICERISINDE HAREKETI

Bu bolimde ikinci derece akigkanin bir uygulamas: olarak dairesel kesitli bir

silindirik tip alinmig ve akigkanin tiip igerisindeki hareketi degisik sinir kosullan
altinda incelenmigtir.
4.1 ORNEK PROBLEMIN HAREKET DENKLEMLERI

Ikinci derece bir akigkanin silindirik tiip igerisinde hareketiu=u i+ vj+wk

hiz alani altinda incelenmigtir. Burada i, j, k birim vektorleri x, y, £ kartezyen
koordinatlari boyuncadir. & koordinati silindir ekseni boyunca alinmig olup x, y
koordinatlar kesit tizerinde segilmigtir (Sekil 4.1).

Problemin ¢oziimiinde (3.24) ile elde edilmis olan boyutsuz hareket

denklemleri gozoniine alinacaktir. Uzunluklar tiipiin en kesitinin ¢apt L, hzlar bir
karakteristik U hiz1 ile boyutsuzlagtinimig olarak alinacaktir.

-

N m——

Sekil 4.1 Silindirik Tip Kesit.
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u=u(x,y) ve v=v(x,y) seklinde alindiginda (3.2) siireklilik denkleminin (x,y, &)
kartezyen koordinat takimindaki ifadesi

ou ov ow

—t—3—=0 4.1

; Y (4.1
olarak yazilir. Burada

u:.a_z/.’];:_g_'/_/_ (42)

olacak sekilde bir w =w(x,y) fonksiyonu tammlayalim. Bu durumda (4.1)
denklemi

2 2
Oy Oy  ow_

=10
Oxdy 0Oxdy O0O&
olacaktir. Bu durum bdylesi bir hiz alaninda hizin boyuna bilegeninin & koordinatin-
dan bagimsiz, yani w=w(x,y) seklinde olmas1 gerektigini gosterir. Ele aldizimz
fonksiyonu igin y=sabit yazarak y fonksiyonunun iizerinde sabit degerler aldig: bir

egri ailesi elde etmis oluruz. Bu ailenin herhangi bir noktadaki normali

olur. Yani hiz vektorleri = sbt. egrilerine tegettir. O halde bu egriler diizlemsel en

kesitte akim fonksiyonu egrileridir. Bu nedenle y fonksiyonuna akim fonksiyonu
ad1 verilir [30, s.80].
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3. Bolimde genel hiz alam igin vektorel formda elde edilmis olan (3.24)

hareket denklemine y akim fonksiyonu cinsinden
V=, V., W) (4.3)

iz alanint yerlestirmeden once (4.3) hiz alani ele alindigr takdirde (3.24) hareket

denkleminde gerekli olan bazi ifadeleri hesaplayalim.

2
A/ 1
VzV:(VZWY’—VZ'//x’Vzw)’ ITI:_Z—(WyZ +'//x2 +W2)
VW XV =(W(V W), =, VY w(Vw), -y, V'Y,
~y (VW) +y,(V’w),)

W X V=(—wa - '/’:VZ‘//a—WWy _ WyV2W>_way + l//ywx)

2
V|
V|7| = (l/,y'//-w + '//x.//,\:t + wwx,!/,yl/,_‘{v + v/x'/,-‘?' + wwy,O)

2
IAI[2 =4tr(d?), |AT‘I= 2;,;/@2 -I-%[(l//», —y ) +w’ +wy2]

Yukaridaki ifadeleri kullanarak (4.3) ile verilen hiz alam igin akiskanin

hareket denklemlerini yazalim:

W =), = (VW) +5 V), v, (VW) ), )
W, =y w,), === (7w, +2 (. (V) ~y,(VW),), 43)

”év“vfw(wy(vzw)x W (V2W), +,(V'Y), —v,(V*p),) (4.6)

=y . (V¥), -v,(Vly),

Burada V? kartezyen koordinatlarda



ile tamiml1 Laplace operatorii, V* ise

3 64 N 64 64

V4 ax4 Zaxlayz + 6_}’4

ile tamimli biharmonik operatordir. (), (-), ifadeleri ise sirasiyla x ve y’ye gore
kismi tiirevleri temsil etmektedir. Yukandaki ii¢ esitlikten ilk ikisine dikkat edilirse

aralarinda bir iligki oldugu gériliir.

1
Fy = Wy, —yw,), == (V) ~ely, (V). ~v.(Vw),),

1
Gx = ('//x y W, )x +—1?e-(V2W)x —g('//x(vzw)y -V, (Vzul)x)_‘r
fonksiyonlarini tanimlayalim. F,, +G,, =0'dir. Bu durumda

1
F=yw,-vw, —TR;Ww—a(wy(VZw)x —y. (V'w),)-g(x)=0  (48)

1 '
F.=@w -yw,), —E(Vzw)x —g(c//y(Vzw)x —y/x(Vzw)y)x ~-g'(x)=0 (4.9
F, =—-g'(x) =0 olacaktir. Bu g(x)=C yazilabilecegini gosterir. (4.8) esitlifinden
1
VW = VW —ely,(V'w), —y.(V'w),)=C (4.10)

yazabiliriz. Bu durumda bilinmeyen akim fonksiyonu ve boyuna hiz bilegeni
tizerinde iki denklem (4.10) ve (4.6) problemin hareket denklemleridir.
Basing fonksiyonu ise (3.23) araciligiyla
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1 2 2 2
P=P- 0,y +w)+ e{y, (Viy), W, (Vi) +wViw+2p " +

—;-[(y/yy —p ) wlew?]} 4.11)

seklinde yazilabilir.
4.2 PERTURBASYON ACILIMI

Denklemlerde akigkanin yogunluguna, karakteristik boyuna ve malzeme
sabitine (3.19), esitligi ile bagl olan & parametresini g6zéniine alalim.

Malzeme sabiti a fiziksel olarak ikinci mertebe etkileri, /. uzunlugu ise
dairesel kesitin karakteristik ¢apini ifade etmektedir. Bu asamada ikinci mertebe
etkilerin az oldugu, ya da karakteristik boru g¢apinin ¢ok biiyiik oldugu 6zel bir hal
ele alinabilir. Bu halde ikinci mertebe etkilerin karakteristik boru ¢apina orani olan &
parametresi kiigiik bir parametre olacaktir. O halde akim fonksiyonu ve boyuna hiz
bileseni bu parametre tizerinde bir pertiirbasyon serisine agilarak denklemler adim
adum lineerlestirilebilir. ¢ =0 durumu lineer viskoz akiga karsi geldiginden burada

w=w,, u=0,v =0 olacaktir. Bu durumda ¢ iizerinde pertiirbasyon agilim:

W=W, +EW, +& W, +-e

! (4.12)
W=y ey, e

seklinde yazilabilir. Bu durumda (4.10) ve(4.6) hareket denklemleri

(ey, +¢&%y, +e00), (W, +EW, +E W, +ee), —(eY, + MY, 1),

(Wo +ew, +82w, ++9), —
1 2 2 2 2 2
EV (wy +ew, +&°w, +'-~)—8[(6‘!//| +& l//z)y(V (w, +ew, +&°w, +---))x -

(6w, +6%,), (V2w + &w, +8%w, +--), |= C, +6C, + 6°C, +--
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(v, +32‘//2 +"')x(V2(3V/1 +32'//2 +"'))y —(ey, +32V/2 +"')y
(V2 (ey, +82y, +-9), +

1
E‘V“(‘ﬂ//l +32'//2 +"')_8[(3V/1 +€2'//2 +"')x(V4(8V/1 +82'//2 +"'))y -

(sy, +&%y, +---)y(V4(al//, +&y, +---))x Hw, +EW, +:0)

(VZ(w0 +&w, +'“))x — (W, +&W, +---)x(V2(w0 +ew, +---))y]: 0
haline gelir. Elde edilen bu ifade £'un mertebelerine gore toparlanirsa

&° mertebesinde

V2w, = —-ReC, (4.13)

&' mertebesinde
Viw, = Re(wox'//ly ~Wo, ¥, — ()
(4.14)
Viy, =0
&? mertebesinde
V2wz = Re(wo,%y WLV, —Wo W, WL, —C)
(4.15)
Vi, = Re(w,,V’w,, L, Vi - Vi, -, Vi, )

esitlikleri elde edilir. Karakteristik basincin bulundugu (3.22) denklemi (4.3) hiz
alani kullamlarak asagidaki gibi yazilabilir:

P, = é( ), - ew(vw), Y V) ww, +p Vi

5 =L

Py =0 (V). - s(w(v?w), +v,v%)+ ww, +y, Vi (4.16)

"

P =+ Viw - s(y/x (V’w)y +y, (V’w)x)— WY, FYw,



34

Burada karakteristik basing

P =P, +eP, +&' Py +o

(4.17)

seklinde pertiirbasyon serisine agilir ve (4.12)'de verilmis olan pertiirbasyon serileri

ile birlikte denklemlere yerlestirilirse (4.16) esitlikleri £un degisik mertebe ifadeleri

cinsinden

£° mertebesinde

Do, = WoW,,
Poy, = WoWy,
_ 1 .,
Pog =EV Wo

&' mertebesinde

_ 1
P = E(sz’l )y — wo(Vzwo )s HWoWy, FW W,

i

ply:”_Re

_ 1
P :“]};VZWI ¥ Wo, Vi, Wo,

&? mertebesinde ise

1
_'(szlz )y "wx(vzwo)x —wo(vzwl)x TWoW,, +

p2x=Re

2
wyw,, +w,w, +y, Vi,

_ 1
D2y = —T—R;(VZWZ ) =W (V2w )y~ (V?w, )y tWoWyy +

2
ww,, +w,w, +y,, Vi,

1

Re V2w2 - ‘//lx(vzwo )y —¥, (Vzwo ) — Wo W2y —

pz.g =

l/’lywlx + l//2xw0y + '/llxwly

olacaktir.
Aymi gekilde basing fonksiyonu da

2 2
(V) —wo(Viw,), +wowy +wiw

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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P=Po+Ep +E Pyt

seklinde pertiirbasyon serisine agilir ve (3.23) denklemi gézoéniine alinirsa basing

fonksiyonunun degisik mertebe bilegenleri sirasiyla

- 1 5
Py = Do “_z’wo
1 2 2
b =D +'2‘(wox +W,, ) (4.21)

- 1
P, =P, _E(W”z +W1y2 +w.?)+w, Vi,

seklinde yazilabilir.
(4.18)-(4.20) ifadelerine dikkat edilirse karakteristik basincin pertiirbasyon

agilimindaki terimleri

P, =-B¢ +%w§ +sbt, P, =-P&+ww, +sbt vep, =-PE+ f(x,y)+sbt

seklindedir. Burada P,,P,P, klasik anlamda karakteristik basing gradyam olan
sabitlerdir. (4.18); ve (4.13)'den C, = P,, (4.19); ve (4.14) 1 'den C, = P,, (4.20); ve

(4.15)’den ise C, =P, oldugu goriiliir. (4.10) hareket denkleminin sag tarafindaki
sabitin karakteristik basingtan kaynaklandigi agiktir. Bu durumda (4.13)-(4.15)

denklemleri yeniden yazilirsa

V*w, =-ReP, (4.22)

V?w, =Re (w(,xt//,y —Wo, Wy, — 7’;) (4.23)

Viy, =0 (4.24)

V’w, =Re (w0xy/2y F WL W, — Wo W — Wi W, — 7) (4.25)

Vi, = Re (W, (V'W,), +¥,, (V). ¥ (VW) — Wo (VW) (4.26)
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olacaktir.

Dy = —Pé e, py=—R& 4
esitliklerini ele alalim. Basing fonksiyonunun boyutsuzlagtirilmasi (3.16), ile

R
pU?

seklinde verilmigti. Bu durumda

— F,L
p=- p;jz 5 4o
P, = ; ;;‘2 (4.27)
oldugu goriilir. Aym gekilde
'p—l_-:._}_)lg+... . pl=_1)1§+'"
esitliklerinden
= PL
= 2]2 (4.28)
Do=—F&+-, py=-PBf+:
esitliklerinden ise
= PL
> = p;] A (4.29)

oldugu goriliir.
(4.22)-(4.26) denklemlerine dikkat edilirse, (4.22), (4.23), (4.25)

denklemlerinin Poisson denklemleri digerlerinin ise biharmonik denklemler oldugu
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goriliir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimii igin pratikte birgok yontem kullambir. Bu
yontemler yar1 ters yéntem, ¢arpanlarina ayirma yontemi, trigonometrik ve ortogonal
fonksiyonlarla ifade edilen seri ¢oziimler ve karmagik diizlemde analitik
fonksiyonlarla ¢oziimler olarak oOzetlenebilir. Biz burada karmagik diizlemde
¢oziimle ilgilenecegiz. Bu amagla bir sonraki kisimda Laplace denkleminin, Poisson
denkleminin ve biharmonik denklemin karmagik diizlemde analitik fonksiyonlarla

¢oziimiinden bahsedilecektir.
4.3 ANALITIK FONKSIYONLARLA COZUM

Laplace operatorii kartezyen koordinatlarda

2 2
VZ:a%J’aaz
y

(4.30)

seklindedir. z=x+iy ve zZ=x-iy egitlikleri aracilifiyla kompleks diizleme

gegilirse, tiirevin zincir kurali uyarinca

8 _ 00z o0& _0 0

ox 0z0x 0zodx 0z 0%

(4.31)
o _0o o0& _,0 0
0y 0z90y 0zoy 0z 0z
ve

2 2 2 2
0 _ 0 +2 0 4 0
ox* 0z 020z 07’

2 2 2 2
62:_(’) +2 6_—62 (4.32)
oy 0z 0202 0z

o? o* o

7 —2)

=i
ox*dy? ((')z 0z

bulunur. (4.30) denkleminde (4.32) ifadeleri yerine yazilirsa (4.30) ile verilmig olan

Laplace operatoriiniin
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62
Vi=4 (4.33)
0z02
seklinde yazilabilecegi goriiliir. Ayni iglemler kartezyen koordinatlarda
4 4 4
vt =2 9 9 (4.34)

+2 +
ox* ox*oy* oyt

olarak ifade edilen biharmonik operator iizerine uygulanirsa, operatoriin kompleks
diizlemdeki ifadesi
a4

Vt=16
0z%0z"

(4.35)

olacaktir. Bu durumda ¢éziim koordinatlara gore integre edilerek elde edilebilir.
Ormnek olarak V?® =0 Laplace denklemi ele alimirsa kompleks diizlemde bu

denklem @ =0 olacaktir. Denklem z ve Z ’ye gore integre edilirse

@ = f(z)+h(z)

bulunur. Burada f ve A4 argimanlarinin analitik fonksiyonlaridir. ® fonksiyonunun
kompleks eslenigi ® = f(z)+#(z) seklindedir. @ fonksiyonu reel ise ®=®
olacaktir. Bu ise f(z)=h(z) olmasi gerektigini gosterir O halde Laplace

denkleminin analitik fonksiyonlarla ¢6ziimii

@ = f(2)+ f(2) (4.36)
seklindedir.
Simdi V*® = 0ile ifade edilen biharmonik denklemi ele alalim. Denklemi

V=0

x=V'@ (4.37)
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olarak ele aldigimizda

z=1G)+7()

olacaktir. Bu durumda (4.37) esitliginde y fonksiyonu yerine yazilirsa

Vi@ Jen=4T YOO

olacaktir. 1ki kez integre edilirse ® fonksiyonu
O =z[ f(2)dz +z[ F(Z)lz + [m(2)dz +h,(2) (4.38)
olarak bulunur. Burada (4.38) esitligindeki bazi terimler igin

[roE=-02, [F@dz=0@)

(4.39)
[h@Ez=0(2), 1) =p,G)

tammlanim verelim. ® fonksiyonu reel ise kompleks eslenigine esit olacaktir. O

durumda (4.39) da verilmis olan fonksiyonlar
2.(2)=5,)=5() ve 0,(z)=0,(z)=0(2)

seklinde ifade edilebilir. O halde biharmonik denklemin analitik fonksiyonlarla

¢Ozimi
0 = zQ(z)+ 20(z) + ¢(z)+ 7(2) (4.40)
seklinde olacaktir. $imdi yukarida elde edilen ¢oziimleri ele aldiimiz problemin

¢oziimiine uygulayalim. (4.22) Poisson denkleminden boyuna hizin ilk terimi (4.36)

gozoniine alinarak
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P,Re
4

2z +¢(z)+ 4(2) (4.41)

0=~

olarak, (4.24) biharmonik denkleminden ise akim fonksiyonunun birinci mertebe
terimi (4.40)’da elde edilmig olan ¢6ziime dayanarak

v, = 2Q(z)+ 20(z) + o(z) + 3(2) (4.42)

olarak bulunur. Burada ¢(z), Q(z) ve ¢(z) fonksiyonlar1 bdlge igerisinde
arglimanlarina g6re analitik, sinir kosullarindan belirlenecek fonksiyonlardir.

(4.22)-(4.26) denklemleri, karmagik diizlemde tiirevler (4.31) ve (4.32)’deki
gibi alinarak kompleks diizlemde yeniden diizenlenirse

2
Viw, =4 ZZ‘;’; =—ReP,

viw, =49 = 2iRe(Wy, W, — Wo.¥,,) — Re B
1 Py 0:¥12 0:¥1z 1
o’y
Vi =16-2Y1_—¢ 4.43
'/,l azz 6.2_2 ( )
Viw, =4 Py = 2iRe (Wo,¥/5, — Wo,W»; + Wi,W, —W,¥1;) — Re P,

0? .
Vi, = 16622—‘5;2 = 2iRe (W, (V2W,); = Wos (V2W,), +¥1,(V0)s =11, (VW)

seklinde ifade edilebilir.
4.3.1 Basit Bagimli Bélgelerde Analitik Fonksiyonlarin Yapilar:

Kapal1 bir C egrisi ile sinirlanmug basit bagimlh bir R bélgesi g6zoniine alalim Sekil
(4.2). Bu durumda (4.41) ve (4.42) ile elde edilmis olan sifirinci mertebe boyuna hiz
ve birinci mertebe akim fonksiyonlarinin iginde bulunan analitik ¢(z), Q(z) ve
@(z) fonksiyonlar: tek degerli olur ve Taylor agihmini kabul ederler. Bu

fonksiyonlar z=0 civarinda seriye agilirsa
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Q(z) = ianz" , 9(2)= ibnz"

n=0

$2)= 2"

kompleks eslenikleri ise

a@-=Yaz ., 5@=357

n=0
- o0
)=z
n=0

Sekil 4.2

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

seklinde yazilabilir. Burada sorun siur kogullarindan a, , b, ve c, kompleks

katsayilar dizisinin belirlenmesidir.

4.3.2 Cok Bagimli Bolgelerde Analitik Fonksiyonlarin Yapilari

Digtan Cy egrisi i¢ten de C;, Cs ... C, egrileriyle sinirli gok bagimli bir bolge

g6zoniine alalim (Sekil 4.3). €(z) ve p(z) fonksiyonlar tek degerli oimadan hmzlar

simrda tek degerli olabilir. @=u-iv kompleks hizim tammlayalim. @ kompleks

hizinin eglenigi @ = u+iv olacaktir.

Sekil 4.3
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Hiz bilegenleri akim fonksiyonu cinsinden kompleks diizlemde

(3

{3 F)

seklinde ifade edildigine gore, kompleks hiz ve eslenigi, y akim fonksiyonu

D

cinsinden
0=22%Y H-2%Y (4.49)
174 x
seklinde yazilabilir.
Kompleks hiz

o=co,+&w,

seklinde pertiirbasyon serisine agilirsa (4.49) esitliginden kompleks hizin birinci

bileseni

—2i M 3”’1 o, =2 (4.50)

T &

olacaktir. (4.50) esitliginde gerekli olan tiirevler akim fonksiyonunun fonksiyonunun
(4.42) deki yapisindan

v, =ZQ()+ Q@) +9'(2), ¥ =)+ (@) +P'(2) (4.51)

olacaktir. O halde (4.50) de ifade edilen kompleks hizin sinirda tek degerli olmasi

i¢in

E@+0@+e'@) =0, |a@)+@++'@f =0 @52
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olmasi gerekir. Dolayisiyla analitik fonksiyonlarin yapilar iizerine gelecek kisitlar
(4.52) esitlikleri yapisindadir.
Bu agamada yardimct olmasi igin kendisi tek degerli olmayan fakat tiirevi tek

degerli olan logaritma fonksiyonunu inceleyelim. log(z—2z,) fonksiyonunun

kendisi tek degerli olmadan tiirevi tek degerlidir. z, noktast C, igerisinde

Z,

keyfi bir noktadir. Logaritma fonksiyonu
log(z—-2z,) = loglz - zk|ei” = loglz - zkl +i6

seklinde yazilabilir. Yani bir C, gevresi tizerinde bir kez dolamldiginda 8,2z kadar

artifindan, 4, C, tizerinde herhangi bir nokta olmak iizere

flog(z -z, )]'; =2rxi

olacaktir. Eger C, egrisi z, "y1 kugatmazsa

[log(z —Z )]j =0
olur. Buna gore (4.52) sartlarina dénelim. Parantez igerisindeki fonksiyonlar

analitik fonksiyonlar olduklarina gore tiirevleri de siirekli olacaktir. Sirasiyla z ve

Z ye gore tiirevleri alinirsa
) +o' @l =0, lo@+a@f=0, [@'@+a'@l=0 (453

bulunur. O halde

@l =[a@] =0
(4.54)
")l =lp @)l =0
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olmalidir. (4.54); den [Q"(z)]j = [ﬁ"(i)];1 = 0 oldugu kolayca goérilir. Bu kogullar
(4.52) ve (4.53)’ui saglar. (4.54) esitliklerini dikkate alarak
2 A, , % B, ,
Q(z) = ZZ—IOg(z -2, )+Q(2), @'(2)=) —log(z-z,)+@,(2)

k=1 &7 k=1 470
yazalm. Burada Q,(z) ve @,(z) ele alinan bélgede tek degerli analitik
fonksiyonlardir. Ay ve By lar ise sinir kogullarindan hesaplanacak sabitlerdir. Cj

egrisini igine alan bir C; egrisi iizerinde matematik negatif yonde sigrama

__2A 27
Pek=-=, Pek=3"

bl--2Z, Fek-2
ﬂ 2z

olacaktir. (4.53),’den B, = 4, ve (4.53);’den B, = A4, oldugu goriilir. Bu durumda

n n

Q2) = Z%‘r—log(z -z)+Q,(2), Q@)= Z;—;log(f -z,)+Q,(2)

k=1

k=1
(4.55)
? < Zk = < Ak — bl 3
@) =2 tloglz-z)+¢i(2), (@)= 25, 1o8@ - 2,)+7,(2)
k=1 k=1
yazilabilir. Ikinci ifadeler integre edilirse
" 4, " 7,
@(z) =D =5z~ z,)log(z-2,) - ) “tlog(z - z,) +
1 27T r=1 2
> B 1og(z - 2,) +94(2)
1 27
o n Ak _ _ n Ak _
¢(z)=Z;(z-—zk)log(z—zk)—zz—log(z—zk)+ (4.56)
k=1 k=1

" B’ _ _
2: £ log(z - z,) + @,(2)
k=1 271-
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olacaktir. Burada B} — 4, = C, tammlayahm. O halde (4.56) ifadesi

¢(z)=ig‘;;-(z-zk)log(z—z»é%log(z—zk)wo(z)

k=1

(4.57)

n

P@)= 374z - 2,)log(E - 2)+ 3. L IoB(E ~ )+ 74(2)

k=1

seklinde yazilabilir. ilke olarak Q,(z) ve @,(z) fonksiyonlar1 Laurent a¢ilimiyla

belirlenir.  Sorun A ve B katsayilariyla birlikte bu agilimdaki katsayilan
belirleyebilmektir. Ancak bu ilke yaklagimi o6zellikle ¢ok delikli bolgelerde

yiiriimez. Bir delik civarinda

Qu(2)= 3.0,G-2,)", 0o(D)= 3b,(z-2,)" (4.58)

m=— m=—o

yazilabilirken bagka bir delik civarinda bagka bir a¢ilim gereklidir. Tiim delikler igin
gegerli agilimlan birlestirip biitiin bolgede gegerli ¢oziimii bulmak genellikle gok

zordur,
4.4 SINIR KOSULLARI

Bu kisimda problemin ¢6ziimiinde analitik fonksiyonlarda ortaya gikan katsa-

yilarin belirlenmesi i¢in problemin yapisina uygun iki ayr durum ele alinacaktir.
4.4.1 Homojen Sinir Kogullan1 Altinda Problemin Incelenmesi

Biharmonik denklemin ¢oziimiinde siir kosulu olarak homojen sir
kosullar1 alinirsa bir 6zel ¢6ziim olarak sifir ¢éziimii alinabilir. Bu durum problemde
fiziksel olarak, tiipiin hareketsiz oldugu ve yiizeyde herhangi bir etkinin olmadig
halde, ele aldigimiz akigkan tiipiin geperlerine yapistigi yani viskoz oldugunu igin,
sinirda hizlarin sifir olmas: haline karsilik gelir. (4.42) ile elde edilmig olan akim

fonksiyonunun birinci mertebe bilegeni i¢in sinir kosulu



Vil =0 (4.59)

ise y, =0 (4.24) denkleminin bir 6zel ¢dzimiidir. Bu durumda (4.22)-(4.26)

denklemleri olduke¢a basitlegir:

VZWOz - p:) Re
V2W,= - I—), Re
Viw,= Re(_—ﬁz +Wo Wsy —Wo yV’2x)

V=0

Yukaridaki esitliklerden anlagilacag: iizere bu 6zel ¢6ziim akim

fonksiyonunun ikinci mertebe bileseni olan y,i¢in de aym tip denklem uretmistir.
Bu agamada aym gekilde y,=0 ¢6ziimii ele alindiginda wy, w; ve w; lerin yapisinda

da bir farklilik yoktur. O halde su soylenebilir. Akim fonksiyonunun tiim terimleri
sifirdir ve bu ¢oziim sadece boyuna hiz alan iretmistir. Bu durumda ideal viskoz
akig problemi ile sadece bir noktada farklilik gorilmiistir. Ideal viskoz akista
boyuna hiz alam sabit basing gradyam ile belirlenirken burada sabit karakteristik
basing gradyan ile belirlenmektedir.

ikinci derece akigkan iizerinde yapilan benzer caligmalar incelendiginde
Rivlin [31] 1976 yilindaki galigmasinda Langlois ile birlikte yaptiklar ¢aligmalardan
bahseder. Bu c¢aligmada ikinci ve iigiincii derece akigkanlarda ¢oziimiin ancak
boyuna hz alami iizerinde miimkiin oldugu, fakat biinye denklemi olarak dérdiinci
derece akigkan ele alinirsa doniigiim diizlemlerindeki kararli akimimn boyuna akim

tizerine siiperpoze edilebilecegi gosterilmisgtir.

442 Akigkanmin Tipin Yiizeyleri Boyunca Emildigi Durumda Problemin

Incelenmesi

Baz1 kat1 malzemeler kiigiikk delikli, gegirgendir. Teoride ve ozellikle

biyofizik alaminda 6nemli uygulama alanlart bulan delikli tabaka problemlerinden
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ilki 1953 de Berman tarafindan sinirlan gegirgen bir kanalda klasik akigkan hareketi
incelenerek ele almmugtir. Glleken [32] ¢aligmasinda daha sonra Sellers’in ayni
kanalda biiytik Reynolds sayilar1 i¢in ¢aligdigini, Yuan ve Bermanm ise sirasiyla
dairesel ve tiggensel kesitli borularda emme problemini incelediginden bahseder.
Nonlineer akigkanlar iizerine bu tiir ¢aligmalar daha yakin tarihe dayanmaktadir.
Narasimhan [33] 1961 yilinda igice gegirgen iki silindir arasinda Reiner akigkan i¢in
agik bir ¢6ziim bulmugtur. Rivlin-Ericken akigkan modeli {izerine, Kaloni ve
Siddiqui [34] tigiincii derece Rivlin-Ericksen akigkaninin paralel, hareketsiz diskler
arasinda iiniform emme halinde analizini yapmiglardir. Yine aym yil Maneschy ve
arkadaglar1 [35] aym akigkan modelinde sonsuz, ge¢irgen plaktan sabit bir hizla
emme problemini sayisal yontemle ¢aligmuglardir. Buggish ve Aksel [36] ise ikinci
derece akigkanin Ekman tabakasindan sabit bir hizla emilmesi probleminde
pertiirbasyon yontemi kullanarak bir yaklagik ¢6ziime ulagmiglardir.

Eger gecirgen bir kat1 malzeme tabakasi akigkan akiginin siir bélgesi olarak
kullaniliyorsa akigkan sinir boyunca emiliyordur. O halde akim bdlgesinde akigkanin
hizinin normal bileseni tizerine uygun bir smir kosulundan bahsedilebilir. Kisaca
hizin normal bilegeni sinirdaki emme fonksiyonu ile ayni alinabilir. Eger simrdaki
gegirgenlik, yada bagka bir deyisle emme fonksiyonu V ise yilzeydeki hizin normal
bileseni de V°dir, tegetsel bilegeni ise sifirdir. Deneysel incelemelerde elde edilen
sonuglar yukarida bahsedilen kosullarin kullamilmas: igin iyi bir yaklagim oldugunu
gosterir [37].

Bu durumda

u, =un= f(s)

4.60
.o (4.60)

yazilabilir. Burada s smur efrisi boyunca yay parametresi, f{s) ise emme
fonksiyonudur. Bir noktadaki normal ve teget vektorleri '

dy dx dx dy
— —’————- . t: T — 4.61
" (ds ds) (ds ds) (4.61)

olarak tanimlandiZna gore (4.60) sinr kosullar
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dy dy _

u, =u.n=ugs~—v%=f(s), u, =u.t=u§sx—+vg-0 , Rde

olacaktir. (4.3) hiz alanindan # ve v yerine yazilirsa

dy dx dy dx dy )
L py =L = , — -y —=0, ORd 4.62
vy ds Vs ds ds /), v, ds Vs ds ¢ (462)

haline gelir. (4.62), esitligi kompleks diizlemde 1y, % =y, % olarak yazihir.
s

Burada emme fonksiyonunu da zayi1f emme varsayimu ile £ cinsinden

() =& fi(s)+&" fr(s)+

seklinde seriye agar ve (4.12), pertiirbasyon serisi ile birlikte yukaridaki sinir
kosullarinda kullanirsak bu kosullar

W, =0 i=012,..

%m = f(s) i=12,... (4.63)

El _y B o
Wizds‘aR WiEdSaR it A

seklinde yazilabilir. Yukandaki sinir kosullari keyfi bolgelerde emme problemini

karakterize eder. Bir sonraki kisimda 6zel bir bélge segilip problem goziilecektir.
Dairesel kesitli tiipte emme problemi:

Problem basit bagimli, R yaricaphi dairesel bolgede tiipiin simrlari boyunca
emme oldugu varsayilarak ele alinirsa, (4.63) ile verilen simr kosullarinda gegen f{s)
emme fonksiyonu 8’ nin bir fonksiyonu olacaktir. Boyutsuzlastirmada karakteristik

uzunluk Z=R alinmistir. Bu durumda sinirda z= € olacaktir. Birinci mertebe akim
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fonksiyonu igerisinde gegen (z)ve@(z) fonksiyonlari |z|s 1°de analitiktir. Bu

durumda sinir kogullar

wl,=0 i=012:

dy, ,
———d"; =£0), wl,=[f0)do=F©®) i=12 (4.64)
oR
dz dz
e =Y. — f=1.2.--+
Viegel, Va6, T

seklindedir. Burada F(8)

F(6)= [ /,(6)d6

ile tammml1 sinirda verilmig bilinen bir fonksiyondur. Agiktir ki bu fonksiyon 27z
periyodiktir. F(@+2zx)=F(f) Bu halde en genel anlamda Fourier serisine

acilabilir:

F(9)= %ao +Y (a,cosnb +b, sinnd)

n=1

(4.65)
1 2z 1 2z
a,=— [F(0)cosn8d6 b, =— [F(@)sinnode
7 0 ﬂ- 0
Burada a, ve b,, n=1,2,.... sabitlerdir. Seri biraz diizenlenirse
F@)=>C.e™ (4.66)

n=——a

yazilabilir. Burada kompleks sabitler

2z 2z
C, = —l—(an —ib,)= 1 IF(G Ncosn6 —isin n@d6 = L IF(H )e " de (4.67)
2 2z 27
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olarak tammlanmigtir. Aym gekilde
Y )=izjﬂF(e)e"""de
27" Y 2w

yazilabilir.

Problem basit bagimli bolgede ele alindifindan analitik fonksiyonlar ve
kompleks eglenikleri (4.45)-(4.48)’de verildigi gibidir. (4.41) denkleminden sifirinct
mertebe boyuna hiz bilegeni

w, =—I—)°fe 2Z+P(2) + ¢ (2)

olarak bulunmustu. ¢(z) ve ¢(Z) analitik fonksiyonlart (4.46),(4.48) deki gibi
alinarak, (4.64); siir kogulu uygulanirsa

PRe -

Wol,_o = +Zce +Zc e =

0
n=0

olmalidir. Buradan ¢,+¢,=1, n=1igin c,=c¢,=0 oldugu gorilir. O

halde

Re 1_22),  wyx,y) =28

w,(z,Z) = (1-x* - y?) (4.68)

sonucuna ulagilir.  (4.68) ile elde edilmig olan sifirinci mertebe boyuna hiz

bileseninin katsayisini

olacak sekilde alalim. Bu durumda (3.19), ile Re = pUL seklinde tanimlanmig olan
U
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2

Reynolds sayis1 ve (4.27) P, = P;f seklinde bulunmus olan karakteristik basing
P

gradyaninin sifirinci mertebe bileseni yerine yazilirsa

2
U, = ol =1
4Uu

esitligi elde edilir. Burada boyutsuzlagtirmada kullamilmig olan karakteristik U hizi

y=bk
dp

(4.69)

ile tammli, tiptn yarigapina, basing gradyanmmna ve viskoziteye bagli bilinen bir
hizdir. Bu durumda (4.68) esitlikleri

Wwo(z,E)=(1~22),  wy(x,y)=(-x*—?) (4.70)

olarak yazilabilir. Boyuna hizin sifirinct bileseni wg’a ait grafik Sekil 4.4 de
verilmistir.

Akim fonksiyonunun birinci mertebe terimi (4.42) ile bulunmugtu. Akim
fonksiyonu igerisinde gegen analitik fonksiyonlarin yapilan (4.45) ve (4.47) de
verildigi gibidir. (4.64), siir kosulunda, F(6) fonksiyonunun yapis1 (4.66) da
oldugu gibi alinarak kullanilirsa,

Zianz"+zia"2”+ibnz”+il7n'z'” =F()
n=0 n=0 n=0 n=0 7=e'

-] -] o) o0 a0
e—xazanemo + e—xﬂzb—ne-mﬂ + aneme + an e—mH — chema
n=0 n=0 n=0 n=0

n=-w

olacaktir. Bu esitlik diizenlenirse
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Zan+lein0 + ic—lnﬂe—inﬂ + ibneine + il‘)‘ne—mo — Z”:Cneinﬂ
n=0

n=—1 n=-1 n=0 n=—w

haline gelir. Ayni mertebeli terimler toparlanirsa

(@ '*"_11)"'(]’0 +170)=C0
a,+a,+b,=C,
a,+a, +b =C, (4.71)

a,,+b,=C,,-n=2

a,,+b,=C_,,--n>2

-ns

oldugu goriiliir. Yiizeyde hizin tegetsel bileseninin sifir olmasi ile elde edilen (4.64),

siur kosulu,

Q(z)= i naz"', ¢'(z)= i nb,z""
n=0

n=0

veE

)=z, 7()= nbz"
n=0 n=0
oldugu g6zoniinde tutularak uygulanirsa

ie' {e’”’ > na, et 4 dae™ + anne“’(" ‘)} =
n=0 n=0

n=0
. i8 - ~if(n-1) “ ind - 17 -i6(n-1)
~ie’$> na,e +> a,e™ +> nbe
n=0 n=0 n=0

yazilabilir. Elde edilen ifade diizenlenirse
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Z‘o:(n + l)an 2ot i(n + l)ﬁn e 10(n1) | i nb, e + i nB" e~
n=0 =0 n=0

n=0

haline gelir. Ayni mertebeli terimler toparlanirsa
a,+a, =0
a,+3a,+b =0
a,+3a,+b =0 @72)

(n+2)a,, +nb,=0,---n>2

(n+2)a,, +nb, =0,---n>2

n+l

olmasi gerektigi goriiliir. Sinir kogullarindan elde edilen (4.71) ve (4.72) esitlikleri
birlikte ele alinirsa analitik fonksiyonlarin katsayilar1 F(6) fonksiyonunun katsayilar

cinsinden agagidaki gibi belirlenir:

(4.71) ve (4.72);den b, +b, =C,

@71, ve (472, den @, = _EZi
@71)sve (472 den  a, = _%
T1)sve(4.72)4den  n>2 i¢cin a,,,=——2 ve b, =——-+=
(4.71); ve (4.72)4 d 2 igin  a,, "g b, (";Z)C,,
Al)sve(4.72)sden  n= icin @, =——" ve b =-— i
(4.71)s ve (4.72)s d 2 igin @, "C2 5, (n;rz) c.

F(6) fonksiyonu bilinen bir fonksiyon oldugundan artik €X(z), @(z)analitik
fonksiyonlarinin katsayilari dolayisiyla akim fonksiyonu, katsayilari, bilinen C,’ler
cinsinden belirlenmigtir. Ve akim fonksiyonu (z,Z)’nin bir polinomu geklinde

asagidaki gibi yazilabilir;
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v,=C,+ i[(C”z” ZC‘”E") (n+2)- nzi)] (4.73)

z=x+iy , z =x-iy olduguna gore (4.73) ile belirlenmis olan birinci mertebe akim

fonksiyonu (x,y) diizleminde

i(5,9)=Co + ZB (C.x +iyy +C(x—ip)" X(n+2) —n(x? +y’))] (4.74)

n=1

seklindedir.  Akim fonksiyonunun kutupsal (r,6) koordinatlarindaki ifadesi

x=rcos @.y=rsin @ donugimii ile
v, (r.0)=C,+ Z{% (Ce™ +C_e™)(n+2)- nrz)ji (4.75)
n=1
seklinde yazilabilir. Bu durumda hiz bilesenleri, u =, ve v =~y ’den

() =3 [g C20C 0t ip) +CLu(eiy) e

i(Cn (x+iy)™" -C_ (x—iy)™" )((n + Zj ~n(x* + yz)]
(4.76)

o

059 == 3 | 2 2Cola+ 1) +C o)

n=1

(C,,(x +iy)"' +C_ (x —iy)”")((n +2)-n(x* + yz)]

olarak bulunur. Hizin tegetsel ve gembersel bilesenleri ise

u, = > Uy =Y,

ifadelerinden (4.75) akim fonksiyonu esitligi kullanilarak
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o n-1
u,= ;[in r2 (Ce™ —-C_e™Yn(1-r*)+ 2)]

@77

) n-1
Uy,=— Z[rz (C,e™ +C_e™Yn® +2n)1-r? )]
n=1

olarak elde edilir. Ozel bir hal olarak, F(6) fonksiyonunda sadece e"®’nin + birinci

ve ikinci mertebe terimleri bulunmasi durumunda
C,=C,=0, n>2
olacaktr. Bu durumda akim fonksiyonu, a, b, c, d reel katsayilar olmak {izere,

C,+C,=a, C,-C =ib, C,+C_,=c¢, C,-C_, =id olarak ele alinabilecegi-
ne gbre akim fonksiyonu

wi(x, %) =%(ax—by)(3—x2 —y) et - )= 2d)2- 57 - %)

olacaktwr. Akim fonksiyonuna ait grafikler Sekil 4.5°de verildigi gibidir. Bu

durumda u, ve v, hiz bilesenleri ise
U(5,9) =200 435 =) - Sy 22 - 2 - ") +4ey1- )
v(x,y) = %(3x2 +y*-3) —gxy —2dy(2-3x% — y*) + 4dx(1 - %)

olacaktir. Hiz profilleri a, b, ¢, d’nin degisik degerleri i¢in Sekil (4.6)’da verildigi
gibidir. Bu &zel hal i¢in (4.77) ile elde edilmig olan u;, ve u;, bilesenleri ise

U, = —-;—(3 —r)(bcosO + asin@) - 2r(2 - r*)(d cos26 + csin20)

Uy = —%(1 —r?)acos@ + bsin@) — 3r(1 - r*)(ccos20 — dsin26)
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olacaktir. Hizin birinci mertebe bilegenine ait tegetsel ve gembersel hizlarin grafikler
a, b, ¢, d’nin degisik degerleri i¢in Sekil (4.7)’de verildigi gibidir.

Simdi birinci mertebe boyuna hiz bileseni w,’i belirlemeye galigalim. wy ve
v, fonksiyonlar1 bilindifine gore (4.43),; denkleminin sag tarafi artik asagidaki
sekilde bilinmektedir:

2
Vw, = 4%—‘— = inRe (n(zZ - 1) - 2)(C,,z” - C_,,E")— PRe

Bu ifade sirastyla z ve Z° ye gore integre edilirse

W, = gm(nz(ﬁ—m(nzf—8>)(CnZ" -C,z")

-2 24 0()+ ()

sonucuna ulagilir. Q(z) ve ﬁ(’z‘) analitik fonksiyonlarinin katsayilan (4.64); (i=1

i¢in) smur kosullundan yukaridakilere benzer iglemler sonucunda

_ _PRe
a,+a, =

_ inRe 2 S
a, ——_8(1+n)(2+n)(n +7n+8k‘,, nx1

- _ inRe 2
a, = __8(1+n)(2+n)(n +7n+8k?_,, nz1

olarak belirlenir. O halde w, fonksiyonu agagidaki gibidir:

= - inR o~ = 2 n =n
w,(z,z)=§ﬁ;—+—n)[zz(n(l+n)zz—2(2+n)z)+ (n +7n+8)KC,,z -c,z")
+£‘£5(1—zf)

4
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Burada

olacak sekilde alalim. Bu durumda (3.19), ile Re = pUL seklinde tanimlanmig olan
7]

PL

Reynolds sayist ve (4.28) ile P, = T seklinde bulunmus olan karakteristik basing
P

gradyaninin birinci mertebe bileseni yerine yazilirsa

_AL _

= =1
4Uu

U,

esitligi elde edilir. Burada boyutsuzlastirmada kullanilmis olan karakteristik U hiz1

_hRR
4u

U (4.78)

ile tamimly, tiiplin en kesitine, basing gradyanina ve viskoziteye bagl bilinen bir
hizdir. O halde

w(2,2) = gs—(ﬁ%[zf(n(l +n)zZ - 202+ n)2)+ (n* +7n+ 8)IC,,Z" - C_,,'z"')
+(1-22)
(4.79)
w,(x, ) = i inRe [0 + T+ 8) + (62 + YD) n(1 + m)(x? + ) —

= 3(1+n)(2+n)
202+ m)?|(C,(x + i)' - €L (x~i9)" )+ (1~ x? = y?)

yazilabilir. F(6) fonksiyonunun sadece ve +e™’mn birinci ve ikinci mertebe
terimleri bulundurmas: halinde (4.79) ifadesi
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w(x,y) = :ﬁe—{@ +(x*+ )2 +y? - 9)Xay +bx) +
(4.80)

% (13+(x2 +yH)(3x% +3y° —16))(61'()::2 +y2)+2cxy)}+ (1-x*-3%

olarak yazilabilir. Boyuna hizin birinci mertebe bileseni olan w; fonksiyonun
grafikleri a, b, ¢, &’nin degisik degerleri i¢in Sekil (4.8)’de verildigi gibidir.

Dairesel Kesitli Silindirik Tiipte Sabit Emme Hali
Yukaridaki ¢6ziimlerde sabit hizla emme hali ¢dziimde yer almamaktadir. Bu
kisimda ayni bir ¢6ziim olarak dairesel kesitli silindirik tiipte tiipiin yiizeyleri

boyunca akigkanin sabit bir f, hizi ile emildigi hal incelenecektir.

(7,0) kutupsal koordinatlarinda hiz alam akim fonksiyonu cinsinden
w, =2 U, =Yy, (4.81)

seklindedir. Sabit emme fonksiyonunu

RO (4.82)

seklinde alalim. (4.81) ve (4.82) ifadelerinden akim fonksiyonuna ait smir kogullar;

hizin normal bileseninin emme fonksiyonuna esitleyen smir kosulu

Wigloe = S (4.83)

ve tegetsel bilegenine ait siir kogulu ise kutupsal koordinatlarda
er R = 0 (4'84)

olacaktir. (4.84) kosulu y; fonksiyonunun y; = y; (6) seklinde alinabilecegini
gosterir. O halde V*y, =0 biharmonik denklemi kutupsal koordinatlarda
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64
207" "

seklinde yazilabilir. Parametreye gore dort kez integrasyonla akim fonksiyonu

v, =4+ BO+C* + DG’

seklinde bulunur. (4.83) smr kosulu altinda yukarida elde edilmis olan akim
fonksiyonunun katsayilar1 C=D=0, B=f;, olarak bulunur. O halde birinci mertebe
akim fonksiyonu, akigkann tiipiin ylizeyleri boyunca sabit bir f; hzi ile emilmesi

durumunda
v, =4+ 1,0 (4.85)

seklinde ifade edilir. Bu durumda (4.23) denklemi kutupsal koordinatlarda
Viw, = Re(l Wo,W1 — b)) (4.86)
r

olarak yazilir. Sifirmc1 mertebe boyuna hiz kutupsal koordinatlarda w, = (1 —r?)
olarak yazildigina gore (4.86) denklemi

V’w, = —Re(f, + P) = ReD, 4.87)

olarak elde edilir. Burada D, sabit karakteristik basing gradyanm: ve sabit emme

fonksiyonunun toplam olan bir sabittir. Smirda w, IaR =0 oldugundan (4.87)

denkleminden w, fonksiyonunun, w, fonksiyonunun ¢&ziimiinden sadece katsay:

farkhligi ile ayrilacagi agikga goriiliir.
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4.5. KONFORM DONUSUM ARACILIGIYLA PROBLEMIN KEYFI BOLGELE-
RE AKTARILMASI

Buraya kadar olan kisimlarda problem sir egrisi bir daire oldugu durumda
ele alindi. Yukarida elde edilmis olan denklemleri ve sinir kosullarint herhangi bir
basit bagimli bélge i¢in genellestirmek miimkiindiir. Bu genellestirme diizlemler
arasindaki gegisi saglayacak bir déniigim fonksiyonu kullanilarak yapilir.

B

Sekil 4.9 Konform Déniistim

z=h(o) fonksiyonel bagntis1 o kompleks diizleminin o =¢ +in noktalar: ile z
kompleks diizleminin z=x+iy noktalar1 arasinda karsilikli bir baglant: kurar. (Sekil
4.9). z=h(o), odiizleminin bir R bblgesinde analitik oldugu taktirde z degerlerinin
hepsi z diizleminde bir R’ bolgesine ait olurlar. Dolayisiyla R bolgesi A(o)

doniigiim fonksiyonu aracilifiyla R’ bdlgesine doniigiir.
(4.63) smir kogullarmin konform tasvir altinda alacagi hali belirleyelim
z = h(o) doniisiimii altinda analitik fonksiyonlar

Q(z) = Qo) =Q,(0), BE) =0k@E)]=5,) (4.88)

o(2) = o[h()]=0,(0), P(Z)=@]=5)

olacaktir [38]. Emmeyi karakterize eden F{(s) fonksiyonu ise z = (o) d6niigiimiiyle
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F(s)=F [h(a)] = F,(c) olacaktir. oeC ile stmirl degerlerini gostersin. (4.88) deki

analitik fonksiyonlarin tiirevleri

dz) _ dO(0) do _ (o)

Q'(z)= = 4.89
= "4 & W) (4.89)
' ¢;(0) D= ﬁ;(6:) e 51'(5)
_ ') = 2a9) =919) 4.90
9'(2) W)’ (2) o)’ ¢'(z) ") (4.90)
olacaktir. O halde (4.63) sinir kogullar,
di_dsdo di_ df d5
ds do ds’ ds do ds
oldugu g6zoéniine alinarak
h(@)Q, (o) + o) (F) +o,(0) +§,(T) = F,(0) C uzerinde
(4.91)
N o— ' [ ™ = ’ d
(@) +H@RE) +9l(@) 5 =
C uzerinde

(F@1(0)+ Ko@) + @)

olacaktir. Doniisiimiin birim daire iizerine olmasi halinde o =e"?,5 =e™ =o' ve
swnir egrisi, C :]al =1 seklindedir. s yay parametresi ise @dir. O halde z=h(o)

doniigiimiiniin  keyfi basit bagimli boélgeyi birim daireye doniigmesi halinde

problemin sinir kogullar:

h(@)(0) + h(o)D(F) +9,(0) +5,)|_, = F(0)
(4.92)
(:@)% (o) + ()%, @) + 9], _ =
- ("), (0) + M) )+ 7/@))5]_,
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olacaktir. R bolgesi sonluysa ve z=0 baglangic1 bolge igindeyse A(c) z=0’a 0=0
karsilik gelecek sekilde yazilabilir. Bolgede tekillik olmadigina gore z = A(o)

déniisiimii 0=0 civarinda Taylor serisine agilabilir. Bu durumda
ho)=Y d,c" (4.93)
k=0

yazilabilir.  Fj(o) fonksiyonu R bolgesinin C ¢evresinde verilmig, bilinen
degerlerden, birim dairenin |o|=1 st iizerine z = k(o) bagmtist ile tek olarak
belirlenmigtir. [, (o) fonksiyonu €, (o) ve @,(o) analitik fonksiyonlan iizerine
lolsl kapali bolgesi bolgesinde siirekli olma sartimn kosulmasim akla getirir.

F(o) fonksiyonunu dairesel kesitli tiipte yiizeylerde emme oldugu halde ele

aldigimiz gibi en genel halde
F(o)=).C,o” (4.94)

seklinde alabiliriz. Fakat burada C, katsayilarinin daha 6nce ele almig oldugumuz C,
katsayilan ile aym olmadigina dikkat etmek gereklidir. Analitik fonksiyonlarin
yapisi da bolge basit bagimli oldugundan bir 6nceki uygulamada ele alindig gibidir.

Bu durumda (4.92) ile belirlenen sinir kogullar, (4.93) seri agtlim yerine yazilirsa

o0

f:Jka‘kZaﬂa" +id,to"‘i2i,,a‘" +ib,,o" +il;,,a"" = iC,,cr"
k=0 k=0 n-0 n-0 no

n-0 n--oo

o — [ [+ o o
{deo—"Znana"“ +> kd,o*'y a0 + an,,o”"} o=
k=1

k=0 n=1 n=0 n=1
— ;7 k+1 - ~ k - 1 = 7 1 1
~k+ n —  _-nt —n+ -
~$> kd, o™ a,0"+) dyot DY na,c™ +Y o™ o
k=1 n=0 k=0 n=1 n=1

olacaktir. Burada
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Za a”Zad —Z(Zaw r}f“ri(i a,.,a ,)ﬂ

m=0 n=0\ r=0 n=1 \ r=0

oldugu gozoniine alinarak

3 G007 + 3 S )0 + 3 (S )0 +

n0 k=0 m1 k-0 n0 -0
3 (zw: d.a,, o " +Zb o +Zb c” iC,,o"
n=1 k=0 n=0 n=0 n=—00
(4.95)
Z (z (n+ k)dkam-lz Jo + z (Zk @ JO F Z (Z (k+n)d,, @ )o" +
n=0 k=0 n=1 k=) n=0 k=1
Z(ikd,‘am)a +an o" {Z(de a,,)o" +Z(Z(k +n)d,, a,)o" +
n=1 k=1 n=0 k=1 n=1 k=0

i(ikdhnak)o- +Z(Z(k+n)d aH")O' +an0' }

n=0 k=1 n=1 k=0

yazilabilir. Ayni mertebeli terimlerin egitliinden katsayilar arasinda

by +b, + Y (d,a, +d,a,)=C,
k=0

En +Z(Ek+ﬂak +da,,,)=C, n=12,-
=0

b, +Z(3kak+,, +d,, a3)=C, n=12-

k=0

Y k(d,a, +d,d,)=0

k=0

nb, + Z(Zk +n)d,, a, +d,a,,)+nda,+da)=0 n=12,-

nbn + Z(Zk +n)(gkak+n + dkweak) +n(30an +dnzio) =0 n=12,---

k=1
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iligkileri bulunur. Yukarnida ele alman konform dénigim agilimi keyfi doénigim

fonksiyonlart igin gegerlidir. Daha sade olarak d, =d, olmas1 halinde

by +b, + > d(a, +a,)=C,
k=0

D kdy(a, +a,)=0

k=0

S 2k(d,,,a, +d,d,,,) +n(d,a, +d,a@,)=-nC,, n=12,

2%
k=1

> 2k(d,ay,, +d,,,a,)+nda, +d,a)=-nC, n=12,--(4.96)

k=1

bn = Cn - Z(dkakvm +dk+na_k) n= ]727"'

k=1

En = C—n - Z(dk+nak +dkak+n) h= 1’2’"'

k=1

yazilabilir. Uygulama agisindan 6zel hallerde (4.96) esitlikleri ¢ok daha basite
indirgenebilir. Egitliklerde bulunan ve emme fonksiyonunu karakterize eden C,
katsayilart iizerine emmenin fiziginden kaynaklanan bir takim kisitlar getirilebilir.

Fakat ilke olarak d, lar ve C, ler bilindigine gére sonsuz denklem takimindan
sadece sonsuz a, ve b, bilinmeyeni bulunacaktir.

Bir uygulama olarak kenarlar1 yuvarlatilmig (n+1) kenarli poligona benzeyen

ve bolgenin i¢ini dairenin igine geviren

o
z= PRy (4.97)

déniigtimiinii g6zoniine alalim. (4.97) doniigimiinde 6=0 a karsilik z=0 gelmektedir.

Doéniigimiin 0=0 civarinda seri agtlimi

- m ﬂ’m n+l)m+
k(o)=Y (-1 nTﬂ-a‘ Dt (4.98)

m=0
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olacaktir. #=3 alinmasi halinde z = -+ kenarlari yuvarlatilmig dortgeni daireye

3+4A0

¢eviren doniisimiin seri agilimini bulmak igin (4.98) agiliminda 7 yerine 3 yazmak

3 kenarlari

o ﬂ'm
eterli olacaktir; A(o) =Y (-1)" ——oc*"! | »=2 halinde ise z =
y (@) ;( )" g I

yuvarlatilmig tiggeni daireye ¢eviren doniigiimiin seri agilimi ise aym sekilde (4.98)

m
/1 3m+1

agiliminda » yerine 2 yazmak suretiyle, s(o) = Z(—l)"’ o seklinde elde
m=0

2m+l

edilir.



BOLUM 5

POISEUILLE AKIMININ STABILITESI
Bu béliimde Poiseuille akimi iizerine lineer stabilite analizi yapilmig, akimin
&den bagimsiz ¢éziimlerinin stabilitesi aragtirilmigtir.
Hareket denklemleri 4. B6ltim’de (4.6) ve (4.10) ile agagidaki gibi verilmig-
ti.

y

1
WY, — WY, —ie—Vzw—a w,Vw, -y, Viw,)=C

1
v, (Vz'/,)y -V, (Vz'//)x + EV"V/ - g(wy(vzw)x — W, (Vzw)y (5 1)

+y,(V'y), -y, (Viy),) =0

Lineer stabilite analizinde Poiseuille akimina kiigiik pertiirbasyonlar verece-
giz. Bunun i¢in hizin boyuna bileseni ve akim fonksiyonu iizerinde & parametresi
kullanarak ktglik bir artim ekleyelim:

w=w,+ow +- 52)
W=§W1 Foee

(5.2) agihmlari (5.1) hareket denklemlerine yerlestirilirse

1 )
(W, + 5""1;)5!1/1,, = (W, + 6w, )oYy, _’Ee"vzwo —EVZWI -

8[5'//1,,«V2W0)x +§(V2W])x)_5v,lx((v2wo)y +5(V2W1)y)]+’" =C
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)
5W1x5(V2V/1)y - 5’/’1,,5 (V’y1), +EV4V’1 —& [(w,, +6 Wiy J(V?W,), +6 (VPw)),)
~(Wo, + W, J(VPW,), +8 (V'w,),) +8%,, (Vyp), =8y, (Viyy) 1+ =0
haline gelir. & nin degisik mertebelerdeki terimleri diizenlenirse

& =1 mertebesinde Viw,=—CRe ,  w,,(V'w,), =w, (V'W,),

Viw, = Re(w,.y,, — woyV’1x)
& mertebesinde (5.3)
Viy,=¢ Re(w()y (V'w,), - Wo, (V'w, )y)

oldugu goriilir. (5.3); esitliginden

2 -
V wlx . Re(wOu'llly + wo_\:'//l,\y - walex F wo,;'//l,\:()

Vzwly = Re(wo,y'l’ly TWo ¥Wiy ~Wo, Wi, woy'//uy)
hesaplanir ve (5.3), denklemine yerlestirilirse, stabiliteyi belirleyen denklem

V4'//I =& Rez [w0y (WO,QWIy + wavllxy - wayy/lx - wo,xyl//ln) -

(5.49)
Woy (Wo,y'/’l y TV ¥y ~ Vo, ¥ —Wo yy/l:.y)]
olarak bulunur. Kolayca belirlenebilecegi gibi bu denklem
5 oY
Viy, = -eRe2(w0x 5; —W,, 5;) v, (5.5)

seklinde de yazilabilir. Burada ¢ ve Re sayis1 (3.19) esitliklerinden hatirlanacak

olursa
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2rr2r2 2
_cL_pULzaU

ERe’ 0
pl’  p’ )7

I

olacaktir. Bu asamada
gRe’ = N? (5.6)

olarak tammlayalim. Bu durumda (5.5) denklemi

2
Viy, :_Nz(wox”a__w i) i (5.7

olarak yazilabilir. (5.7) ifadesi

2
D’ = (WO.\' 'éa;‘ Wo, %}

seklinde bir operatdr tamimu ile

(V*+ND*)y, =0 (5.8)
olarak yazilabilir. Dikkat edilirse (5.8) ifadesindeki operatoriin
(V* —iND)(V? +iND)y, =0
seklinde iki operatériin garpimi olarak yazilabilecegi agiktir. Burada
D, =(V?*~iND), D,=(V?+iND)
operatérlerini tanimlayalim. D; ve D, operatorleri lineer, ¢arpanlan komiitatif ve D,

ve D, ’nin spektrumlan ayrik ise ¢oziim asagidaki denklemlerin ayr1 ayn ¢oziimleri-

nin bir toplam: olarak ifade edilebilir.
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(V> -iND)y, =0, (V2 +iND)y! =0

O halde (5.8) denkleminin ¢6ziimii v, =y, +y; olarak yazilabilir.

Simdi dairesel kesitli silindirik tiip i¢in (5.7) denklemini diizenleyelim. w,

fonksiyonunun dairesel tiipte ¢oziimii (4.70) denklemiyle

w,=1-x-y*

olarak bulunmugtu. Gerekli tiirevler buradan hesaplanir ve yerine yazilirsa dairesel

kesitli tiip igin stabilite denklemi

P G DA
Viy, = ZN( 8y yaxJ 5.9

olarak elde edilir. Kutupsal koordinatlarla kartezyen koordinatlar arasinda doniisiim
x=rcosé, y=rsind olduguna gore (5.9)’da gerekli olan kismi tiirevler tiirevin zincir
kurali ile

0 0 . .0 cosf O
—=¢0 —=s5inf—+ =
ox o r 90 > oy or r 06

olarak hesaplanir. O halde (5.9) denklemi kutupsal koordinatlarda

2
[V“ +2N? 6‘902 )y/, =0 (5.10)
seklinde ifade edilebilir. Burada
2eRe* =2N* =k? (5.11)

tanimlayalim ve (5.10) daki operatorii iki operatoriin ¢arpimi olarak asagidaki gibi

yazalim:
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(V’ +ik%) [Vz —ikgaé)yll =0 (5.12)

(5.12) esitligi V? operatoriiniin kutupsal koordinatlardaki ifadesi kullanilarak

— +
o ror oo o0

7 1o 16 _o8Y\o* 10 1 6% 0
— = k -t 5 —ik—
or* ror r°oé 06

]y/, =0 (5.13)
haline gelir. Lineer stabilite analizinde Fourier modlari formunda akim fonksiyonu

w, = P(r)e™ (5.19)
seklinde verilebilir. Burada m dalga sayisidir.

l//lr - \P!(’,)eima’ '//1,7 - \Pﬂ(r)eima’ Vig :im\};(r)eima’ '/’]gg — _mZIP(r)eimﬂ

tarevleri (5.13) esitliginde yerine yazilirsa (5.13)ifadesi

(d_22+li+( _L”_ZZ_D(izz_Jrli_(m#_”;D\P(r):o (5.15)
dar® rdr r dr® rar r

olacaktir. Carpanlara dikkat edilirse ilkinin Bessel denklemi, ikincinin ise modifiye
Bessel denklemi oldugu goriiliir.  (5.15) denklemindeki operatér lineer, garpanlar
komiitatif, spektrumlar1 ayrik ve basit 6zdegerleri tamamen farkli oldugu igin genel

¢Ozlim

(5.16)
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denklemlerinin keyfi ¢6ziimlerinin toplami geklinde ifade edilebilir:
Y(r)=Y,(r)+ ¥, (r)
Buna gore ¢éziim
¥(r) = A (Nkmr)+CY, (\kmr) + BI (Vkmr)+ DK, (Vkmr) (5.17)

seklinde yazilabilir. Burada J Bessel fonksiyonu, Y ikinci tip Bessel fonksiyonu, /

modifiye Bessel fonksiyonu, X ise ikinci tip modifiye Bessel fonksiyonudur.
Inceleme dairesel kesitli tiipte yapildigina gore tiip yarigap: 7 sifira giderken

hizlarin sonsuza gitmesi so6z konusu olamaz. Bu durumda r — 0 iken ¥ sonlu

kalmalidir. Bessel fonksiyonlar
r = 0 igin Y (Nkmr)—> o, K (Vkmr)— o

karakterindedir. O halde (5.17) denkleminde ¥(r)’nin r sonsuza giderken sonlu

kalmasi ancak C=0 ve D=0 alinmast halinde miimkiindir. Bu durumda
¥(r) = AJ,, (kmr)+ BI ,(Jkmr) (5.18)

olacaktir.
Akigkan viskoz olarak kabul edildiginden ve tiiptin geperlerinde herhangi bir
emme tirii etki olmadifindan hizlar tiipiin yiizeyinde sifir olacaktir. Bu durumda

siir kosullart

u =u, =0, OR'de . (5.19)

r

olacaktir. Kutupsal koordinatlarda
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u=u.e, +uye,
e, =icosf+jsinf, e, =-isinf+ jcosd

u, =ucos@+vsin@, wu, =-usin@+vcosd
seklinde oldugu hatirlanirsa hiz bilegenleri
u, =y,cos@—y sinf, wu,=-y, siné~y, cosd

veya

ur = ;'//0 > uﬂ = ~Wr

olarak hesaplanabilir. (5.14) ifadesinden y, = ¥(r)e’™ olduguna dikkat edilirse
(5.19) sinir kosullan

Y(H=0, ¥Y'1)=0
olacaktir. O halde (5.18)’den 1 yarigapli bir dairesel silindir i¢in

AJ, (Nkm)+ BI, (Vkm)=0, AJ. (Nkm)+ Bl (Vkm)=0 (5.20)
olmalidir. Bu iki denklemin A=B=0 trivial ¢oziimiinden farkli ¢6ziimler ancak
katsayilar matrisinin determinantinin sifir olmasi ile elde edilebilir. Yani problem

aslinda bir 6zdeger problemidir. O halde katsayilar matrisi

J () 1, (Vlm)
J! (Jkm)  1',(\lm)

=0

olmalidir. Dolayistyla 6zdegerleri belirlemek igin
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J (Jkm)I'. (Skm) = J' (JIe)I  (\Jlm) = 0 (5.21)

denklemi elde edilir. Degisik m dalga sayilarina karg1 (5.21) denkleminden koékler
Mathematica programi kullanilarak hesaplanmistir. Bu degerler Tablo 1°de goriile-
bilir. En kigik koke birinci adimda m=3 degerinde ulagilmigtir:
£=17,01001182792537309334831959. O halde stabilitenin bu degerden sonra bozul-
maya bagladig1 soylenebilir.

(5.11) ifadesinden hatirlanacag: iizere
26Re’ =k’ (5.22)

seklinde tanimlanmigti. Tablo 1°de verilen & degerleri akigkanin ikinci mertebe
malzeme sabiti £a ve Reynolds sayisina (5.22) esitliginde verildigi gibi baglidir.
Dolayisiyla biiyiik £ degerleri igin Reynolds sayisinin da biiyiik oldugu soylenebir.
Stabil hale ait grafik Sekil 5.1°de , diger bazi m ve k degerlerine kars1 gelen
grafikler ise $ekil 5.2-5.14°de verilmigtir. Grafiklere bakildiginda (5.14) de verilen
akim fonksiyonun periyodik yapisi nedeniyle, m dalga sayisinin iki kat1 kadar hiicre
oldugu gozlenmektedir. Hiicrelerin igindeki akigkan pargaciklar1 sadece o hiicrenin
iginde dolagmakta, yani bir lokal hareket yapmaktadir. Burada grafiklere dikkat
edilirse, 6zellikle Sekil (5.5)’e dayanarak, k degerinin artmas: ile birlikte yani biiytik
Reynolds sayilarinda g¢ahgildiginda hareketin  yerel hareketten uzaklagtigi
soylenebilir. Burada tam olarak bir tiirbiilanstan s6z edilemez. Ama buyiik %
degerleri igin grafikler akimin tirbiillansa yaklastifi izlenimi vermektedir. Daha

ayrintili bir sayisal ¢aligma ile bu durum aydinlatilabilir.



SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢aligmada sonsuz uzunlukta silindirik bir tiipte stkigmaz ikinci derece
Rivlin-Ericksen akigkaninin daimi akimi ele alindi. Problem basit bagimli ve g¢ok
bagimli bolgelerde genel olarak ifade edildi. Basit bagimli bélge iizerine, tiipiin
dairesel kesitli olmasi halinde, ¢oziimler, tiipiin hareketsiz oldugu, yiizeylerinde
herhangi bir emme olmadig halde ve tiipiin yiizeylerinde akigkanin genel bir nitelik-
sel emme fonksiyonu ile emilmesi durumunda verildi. Keyfi basit bagimli bolgeler-
de goziimlere ulagmak igin daire iizerine konform doniigiim ele alinarak, problemin
genel yapisi elde edildi.

Bu ¢aligmanin devami olarak problemin ¢ok bagimli bélgelerde, bir kag delik
civarinda incelenmesi Onerilebilir. Bu incelemenin ardindan problem burada verilen
yapi ile keyfi ¢ok bagimli bolgelere konform doniigiim aracilifiyla aktarilip ¢oziimler
elde edilebilir.

Son boliimde Poiseuille akiminin stabilite analizi ele alindi. Bu g¢aligma
kapsaminda sadece &den bagimsiz ¢oziimlerin stabilitesi aragtinldi. Caligmanin bir

devami olarak £ye bagh ¢6ziimlerin stabilitesinin incelenmesi Gnerilebilir.
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Sekil 4.4 wy hiz profili.
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2,d=05

Sekil 4.6.a u; hiz profili a =1, b=1, ¢

/
.w.\\
57

Sl
Y

e

2, b=-2, ¢=0.25,d=-0.5

Sekil 4.6.b u; iz profili @
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Lb=1c¢=2d=05

Sekil 4.6.¢c v, hiz profili a

=0.5

0.125, d

2,b=-1¢

Sekil 4.6.d v, iz profili a
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1, b=1,c¢=2d=05

Sekil 4.7.a u, iz profili a

2, b=-2, ¢c=025d=-05

Sekil 4.7.b u,, mz profili a
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2, d=05

Sekil 4.7.¢ u,, mz profili a=1, b=1, ¢

=2, b=-2,¢=025 d=-05

Sekil 4.7.d »,, hiz profili a
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,b=~1,¢=0.5d=4

Sekil 4.8.a w, iz profili a

Lb=lc=2,d=16

Sekil 4.8.b w; hiz profili a
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Sekil 5.1 m=3, ~17,01001182792537309334831959 degerleri i¢in Poiseuille akiminin
stabilite analizinde akim g¢izgileri
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Sekil 5.2 m=1, k= 21.260397694611597656792400951 degerleri i¢in Poiseuille akiminin
stabilite analizinde akim ¢izgileri
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Sekil 5.3 m=2, k= 17.438517710159830430431717725 degerleri igin Poiseuille akiminin
stabilite analizinde akim g¢izgileri
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Sekil 5.4 m=4, k= 17.416457674197273534627823121 degerleri igin Poiseuille akiminin
stabilite analizinde akim ¢izgileri
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i

Sekil 5.5 m=1, k= 297.760114605133883921946668784 degerleri igin Poiseuille
akiminin stabilite analizinde akim ¢izgileri
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Sekdl 5.6 m=1, k=60:628671820020479445998995094 Sekil 5.7 m=2, k= 42.291324775737467622761645039
defferleri igin Poiseuille akmmun stabilite analizinde degerleri igin Poiseuille akimmun stabilite analizinde
akim gizgileri akim cizgileri

Sekil 5.8 m=3, k= 37.007137292499337984636771436 Sekil 5.9 m=4, k= 35.026975956695265937741962470
deperleri igin Poiseuille akiminmn stabilite analizinde degerleri i¢in Poiseuille akiminin stabilite analizinde
akim gizgileri akim ¢izgileri
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il 5.11 m=2, k= 76.907542455465272207]324941 12
i15.10 =1, k= 120.079236582622467912541915670 Seki o A k= 22 o

Sek“ lf:rll? in Poiseuille akimmn stabilite analizinde deferleri i¢in Poiseuille akimmnin stabilite analizinde
S g

Sekil 5.12 m=3, k= 63.43459 k= 57.379640977670755237790305024
degerleri l¢in Poiseuille akim degerleri igin Poiseuille akiminin stabilite analizinde
akim gizgileri

3190704559819059026963 Sekil 5.13 mrg
min stabilite analizinde ’
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Sekil 5.14 m=3, k= 511.04402683698077856030137715 degerleri igin Poiseuille
akiminn stabilite analizinde akim ¢izgileri
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