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ABSTRACT

In this study, symmetric receding contact problem for an elastic layer resting on an elastic half
plane loaded by means of two rectangular rigid stamps is considered according to theory of
elasticity. The problem is solved under the assumptions that all surfaces are frictionlesss, the
effect of gravity forces is neglected. The problem is reduced a system of integral equation in
which the contact pressures are unknown functions by using the integral transform tecnique
and boundary conditions of the problem. The system of singular integral equation is solved
numerically by making use of appropriate Gauss-Jacobi integration formulas. Numerical
results for the contact pressures and contact areas are investigated for various dimensionless
quantities.

OZET

Bu calismada, yarim diizlem iizerine oturan ve rijit iki dikdortgen blok araciligiyla yliklenmis
bir tabakanin simetrik ayrilmali temas problemi elastisite teorisine gére incelenmistir. Temas
eden tim yiizeyler siirtlinmesiz olup, kiitle kuvvetlerinin etkisi ihmal edilmistir. Problem
integral dontlisiim teknikleri ve smir sartlar1 kullanilarak temas gerilmelerinin bilinmeyen
fonksiyonlar oldugu bir integral denklem sistemine indirgenmistir. Uygun Gauss-Jacobi
integrasyon formiilleri yardimiyla integral denklem sistemi sayisal olarak ¢ozlilmiistiir. Temas
gerilmeleri ve temas uzunluklarina ait sayisal sonuglar gesitli boyutsuz biiytikliikler i¢in
belirlenmistir.

GIRIS
Miihendislikte pek ¢ok durumda ytikler yapinin farkli elemanlar1 veya boéliimleri arasindaki
temas ile aktarilirlar. Giinliik hayatta temas ¢ok rastlanan bir olgu olup; karayollari, havaalani

pistleri, demiryollari, tahil ambarlari, yakit tanklari, celik birlesimler ve temeller gibi
miihendislik yapilarinda 6nemli rol oynar.
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Temas mekanigi son yillarda pek ¢ok arastirmaya konu olmustur. Erdogan ve Gupta [1]
temas ve catlak problemlerinde sik¢a karsilasilan tekil integral denklemlerin sayisal ¢oziim
yontemleri incelemislerdir. Erdogan ve Cakiroglu [2] rijit diizlem iizerine oturan elastik
tabakanin siirtiinmesiz temas problemini ¢ézmiislerdir. Ozsahin ve Taskiner [3] yarim diizlem
lizerine oturan elastik tabakanin siirtiinmesiz temas problemini ele almislardir. Wang ve Lui
[9] Airy gerilme fonksiyonu metoduyla sonlu sayida fonksiyonel derecelendirilmis tabakadan
olusan egri kirisleri elastisite teorisine gore incelemislerdir. EI-Borgi ve Abdelmaula [8]
homojen yarim diizlem {izerine oturan fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin siirtlinmesiz
temas problemini incelemislerdir.

Rijit dikdortgen blok problemlerinin zemin mekaniginde Ozellikle temel giivenliginin
aragtirtlmasinda onemli bir yeri vardir. Dikdortgen panglar zemin iizerine oturan temeller
olarak diisiiniilebilirler.

Bu ¢aligmada elastik yarim diizlem iizerine oturan simetrik rijit iki dikdortgen blok ile iletilen
iki tekil yiik ile yiiklenmis homojen izotrop bir tabakanin siirtlinmesiz ve ayrilmali temas
problemi elastisite teorisine gore incelenmistir ve tabaka ile blok arasindaki ve tabaka ile
yarim diizlem arasindaki boyutsuz temas gerilmeleri g¢esitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in elde
edilmistir.

PROBLEMIN FORMULASYONU

Problemde elastik tabaka ile simetrik rijit bloklar (—a,—b) ve (a,b) araliklarinda, elastik
tabaka ile yarim diizlem ise (—C,C) araliginda temas halindedirler. Problemde h tabaka
yiksekligini G,,v, (i =1 2) tabaka ve yarim diizleme ait malzeme sabitlerini gostermektedir.
Problemin geometrisi ve yiikleme durumu simetrik oldugundan hesaplar (0,c0) araliginda

yapilmistir. Problem diizlem hal i¢in inceleneceginden z ekseni dogrultusundaki kalinlik birim

alinmistir
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Sekil 1. Simetrik rijit iki dikdortgen blok araciligiyla yiiklenmis ve yarim diizlem iizerine
oturan elastik tabaka

Problemin ¢dziimiinde kullanilacak U;(X,Y), V,(X,y) yer degistirme bilesenleri ve o,;(X,Y),

0,i(%Y), 7,(X,y) gerilme bilesenleri elastisitenin temel denklemleri ve Fourier doniisiim

teknikleri kullanilarak elde edilmistir.

Elastik tabaka icin yer degistirme ve gerilme ifadeleri;

U0 9) =2 [ (A + A)e # + (A + Ay Jsin(ex)ds W

Vi(x,y) = I{[AHEH)%}”{ Aﬁ(%—y)AA}e”}cos@x)dz: 2)
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A, e§y+{—§(A3+A4Y)+( A, e“}COS(fx)df (4)

26 Y ET{ E e N | efY}sin(gx)dﬁ ©
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seklindedir.

Yarim diizlem i¢in yer degistirme ve gerilme ifadeleri;

Ua(x¥) == [[ (B, + B.y)e® Jsin(x)d ©)

V,(x,y) =ET{—81+(ﬁ—y)Bz}efy cos(£X)d ™
Ty &

r a2 ]| 2B 1B+ G, b cos(exa ®
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seklindedir.

Yukaridaki ifadelerde gegen x; (i=12) bir malzeme sabiti olup diizlem sekil degistirme
halinde x; =(3—4v;), diizlem gerilme halinde ise x; =(3—v;)/(1+v;) olarak verilmektedir.

v, (i=1,2) tabaka ve yarim diizleme ait Poission oranlarini temsil etmektedir.

Problemin simetri 6zelligi de dikkate alinarak katsayilarin belirlenmesinde kullanilacak olan
sinir sartlart asagidaki gibi yazilabilir.

0 0<x<a
o, (X, h) = Y=p,(x) as<x<b (11)
0 b<x<oo
T, (X,h)=0 0<x<oo (12)
_[=p,(%) 0<x<c
Gyl(x’o)_{ 0 C<X<o 13)
0,(x,0)=0,,(x,0) 0<x<w (14)
7, (X,0)=0 0<x<oo (15)
7,,,(X,0)=0 0<x<ow (16)
% Vl(x,O)—VZ(x,O)]zo 0<x<c (17)
0
= V,(x,h)]=0 a<x<b (18)

Bu ifadelerde gecen p,(x) blok ile elastik tabaka arasindaki, p,(Xx) ise elastik tabaka ile

yarim diizlem arasindaki bilinmeyen temas gerilmelerini gdstermektedir. Problemin denge
sartlart asagida tanimlanmustir.

b

[ (x)dx =P (19)

.[ P, (Xz )dxz =2P (20)
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Sinir sartlariin (1-6) nolu gerilme ve yer degistirme ifadelerinde yerlerine yazilip ters Fourier
doniisiimleri alinmasi sonucu 6 bilinmeyenli 6 adet denklem elde edilmis, bu denklem
sisteminin ¢éziimiinden de gerilme ve yer degistirme ifadelerinde gecen bilinmeyen katsayilar
(A, A, A, A, B,B,) hesaplanmistir. Elde edilen katsayilar (17) ve (18) nolu sinir sartlarinda

yerlerine yazildiginda ve gerekli ara islemler yapildiginda temas gerilmelerinin bilinmeyenler
oldugu iki tane tekil integral denklemden olusan bir integral denklem sistemi asagidaki gibi
elde edilmistir.

b 1 1 c
L (t) 4k, (Xt ———|id , (t,)K, (%, t,)dt, =0 21
!p(){ (% ){“Xl ti_xj} t1+£p() (% t,) (21)
[ Pk )+ | pzaz){mxz,tz)ﬁtt = }o (22)
Yukaridaki ifadelerde gecen;
(6,8) = [ £ [(2-2" —8hze™) - 2]sin(x,) cos(ét)d 3
K, (%,,t,) = T%(Ze“‘f —2e% —2h&e™ —2h&e®™ ) sin(&(t, —x,))dé (24)
_ Lwi he 3hg h 3hEY @i
Ky (X%,,t,) _1+,B-(|;A(4e 4e™ —4h&e™ —4hée™ ) sin(Ex,) cos(&t)d & (25)
1 11 an 2h -
k4(Xz’tz)=moK[(1—e F —ahge™) —1]sin(£(t, —x,))d& (26)
A= (2" —e"™ +4h*£%™™ 1) (27)
_& (1+x,)
p= G, L+x,) (28)

olarak tanimlanabilir.

Integral denklemlerin sayisal ¢dziimleri Gauss-Jacobi integrasyon formiilasyonu ile
gerceklestirilecektir. Bu integral denklem sistemine Gauss-Jacobi metodunu uygulamak igin
oncelikle denklem takiminin tanimli oldugu integral araligint (—1,1) ’e normalize etmek

gerekmektedir. Bunun i¢in &=z/h degisken doniisimii yapilmis ve asagidaki boyutsuz
biiytikliikler tantmlanmistr.
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b-a b+a

XizTSl +T X2 :CS2 (29)
b—a_ b+a
p(b—ar+b+a)
1 1 cr.
g1(r1) = 2 P/h 2 gz(rz) = % (31)

Tanimlanan boyutsuz biiyiiklikkler integral denklemlerde ve denge sartlarinda yerlerine
yazilirsa;

1 1 h c
J.¢1(l’) k(sl’r)+ s +2M+r1_51 rl+_|.l¢2(r2)ﬁk2(sl,r2)dr2:0 (32)
b-a

j¢1(r) 28 (s, n)dr, +J.¢2(r){ Ki(s,07) + }drz (33)
j¢1(r1)drl -1 (34)
J.¢2(I’2)dl’2 =2 (35)
ifadeleri elde edilir. Burada;

k (%, 1) =k (s, 1) (36)
kz (X1’t2) = kz (511 rz) (37)
ka(X27t1) = k3(82, rl) (38)
K,(%,,t,) =K, (S,,1,) (39)

seklindedirler.

Rijit blogun kenarlarinda temas gerilmeleri singiilariteye sahip oldugu igin (32) denkleminin
indisi (+1) dir. Elastik tabaka ve yarim diizlem arasindaki temas gerilmesi iki ucunda sinirh
oldugu i¢in g(£1) =0 ve (33) denkleminin indisi de (-1) dir [1]. Buna gore,
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g(r;) =G(r;).w(r;) (40)

w(r,)=(1-r)" @-r;)" (41)

ifadelerinde «ve f Katsayilar1 (32) denklemi i¢in (a=/£=0.5), (33) denklemi igin
(a=p=-0.5) olarak belirlenmistir. Sayisal ¢6ziim ydnteminin uygulanabilmesi i¢in
yukaridaki esitlikler kullanilarak denklemler asagidaki lineer denklem takimina
dontistiiriilmiistiir.

N b—a 1 1
W. G, (r. )| —Kk (S,
; 1i l(ll) 2h 1( 1k 1|)+ s +2(b+a)+l’li—31k (42)
1i 1k (b_a)
N c
+ZW2iGZ(r2i)Hk2(Slk'r2|):O
i=1
N b-a N c 1
ZWliGl(rli)Wi%(szk’rli)+ZWZiGZ(r2i) Hk4(32k’r2i)+ﬁ =0 (43)
i=1 i=1 2i ~ 92k
b-ag
5 2 WG (1) =1 (44)
2h =
I N
EzwziGz (r;)=2 (45)
i=1
Bu ifadelerde gegen s,,s,, 1, 1,, W, ,\W,, sirasiyla
r, :cos(ﬂlll;_llj (i=1..N) I, =cos(zﬁ} (i=1..N) (46-47)
S, :cos(n 22;(] :lzj (k=1..N-1) s, :cos(%%j (k=1,..N +1) (48-49)
wei=wN=_7=" w, ="~ i=2..N-1 50-51
1i 1i 2N _2 1i N _1 (I ) ( )
1-r,°
w, N =2 i=1..N 52
N = (i=1..N) (52)

olarak ifade edilmektedir.

Elde edilen lineer denklem sisteminde G,(r;) ve G,(r,;) (i=1...N) temas gerilme degerleri
ve (c/h) boyutsuz temas uzunluklari olmak tizere (2N +1) tane bilinmeyene karsilik
(2N +1) tane denklem bulunmaktadir. (42) da (N). denklem yerine (44) ifadesi yazilmistir.
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(43) deki (N/2+1). denklem uygunluk bagintisina karsilik gelir ve sonucu otomatik olarak
saglayacagindan denklem sisteminin disina alinmigtir. Boyutsuz temas uzunluklari (c/h)

degerleri iterasyon yardimiyla elde edilmistir.

SONUCLAR
(b—a)/h blok genisligini, (b+a)/(2h) blogun simetri ekseninden uzakligini, G, /G, kayma

modiilii orami elastik tabakanin yarim diizleme gore rijitligini ifade etmek iizere, tabaka ile
blok arasindaki ve tabaka ve yarim diizlem arasindaki boyutsuz temas gerilmeleri gesitli
boyutsuz biiyiikliikler i¢in elde edilmistir.

Sekil 2 ve 3’de sirasiyla G, /G, malzeme oranmnin elastik tabaka ve blok arasindaki
B(x)/(P/h) ile elastik tabaka ve yarim diizlem arasindaki P,(x)/(P/h) temas gerilmelerinin
dagilimlarina etkisi verilmistir. G;/G, malzeme oraninin artmasiyla elastik tabaka ve blok

arasindaki temasin sag uca yakin gerilme degerleri artmaktadir, sol ucuna yakin gerilme
degerleri ise azalmaktadir. G, /G, malzeme orani arttik¢a tabaka ve yarim diizlem arasindaki

temas uzunlugu da artmaktadir. Temas uzunlugu arttik¢a temas gerilmesinin alacagi en biiyiik
deger azalmaktadir ve bu degeri aldig1 noktanin konumu simetri ekseninden uzaklagsmaktadir.
Ayrica elastik tabaka ve yarim diizlem arasindaki temas gerilmesinin simetri ekseni iizerinde
(c/h=0) aldig1 degerler artmaktadir.

16 08
(1) G,/G,=0.05
(2) G,/G=1
(1) G,/G,=0.05 ) ve | ) (3) G,/G,=4
12 (2)G,/G=1
(3) G,/G,=4
g 5 ® S0 \
.l 3 02
0 — 7T ’ [ N
04 0.8 12 1.6 2 ° ! cih : !
c/h
Sekil 2. Rijit blok ve tabaka arasindaki Sekil 3. Tabaka ve yarim diizlem
boyutsuz temas gerilmesinin G, /G, arasindaki boyutsuz temas gerilmesinin
malzeme oranina gore degisimi G,/G, malzeme oranma gore degisimi
((b—a)/h=1.25, (b+a)/(2h) =1.25) ((b—a)/h=1.25, (b+a)/(2h)=1.25)

XIX. Ulusal Mekanik Kongresi 593



Karabulut*, Adiyaman® Oner® ve Birinci*

Sekil 4 ve 5’de sirastyla blok genisliginin p,(x)/(P/h) ve p,(x)/(P/h) temas gerilme
dagilimlarina etkisi incelenmistir. Blok genisligi arttikca p,(X)/(P/h) temas gerilmesi daha
genis bir alanda etki gostereceginden ortalama degeri azalmaktadir. (b—a)/h orani arttikca
elastik tabaka ve yarim diizlem arasindaki temas uzunlugu artmakta ve p,(x)/(P/h)

gerilmesinin simetri ekseni tizerinde aldig1 degerler azalmaktadir.

20 0.5
(1) (b-a)h=0.75 8; }E:;‘;ﬁ'.li?j?
o BEmm s
12 4 03—
: 8 — 02 —
)
4 — o 0.1
o
0 — 1 \ T 0 \ \ T
0 0.5 1 1.5 2 25 0 1 2 3 4
c/h c/h
Sekil 4. Rijit blok ve tabaka arasindaki Sekil 5. Tabaka ve yarim diizlem
boyutsuz temas gerilmesinin blogun arasindaki boyutsuz temas gerilmesinin
genisligine gore degisimi blogun genisligine goére degisimi

Sekil 6 ve 7°de ise sirastyla bloklarin simetri ekseninden olan uzakliklarmim p,(X)/(P/h) ve

P, (X)/(P/h) boyutsuz temas gerilme dagilimlaria olan etkisi incelenmistir. Bloklar simetri

ekseninden uzaklastikca; elastik tabaka ve blok arasindaki temasin sag ucuna yakin gerilme
degerleri artmakta, sol uca yakin gerilme degerleri ise azalmaktadir. Bloklarin simetri
ekseninden olan uzakliklarinin artmasi elastik tabaka ve yarim diizlem arasindaki temas
uzunlugunu arttirmakta, p,(X)/(P/h) gerilmesinin simetri ekseni iizerinde aldig1 degerleri

onemli 6lclide azaltmaktadir.
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(1) (b+a)/(2h)=0.75
(2) (b+a)/(2h)=1.5
(3) (b+a)/(2h)=3
(1)
@)

Zle ¢ ®
Q

Sekil 6. Rijit blok ve tabaka arasindaki
boyutsuz temas gerilmesinin blogun
simetri ekseninden uzakliina gore

degisimi ((b—a)/h=1.25, G,/G, =4)

0.5

(1) (b+a)/(2h)=0.75
(2) (b+a)/(2h)=1.5
(3) (b+a)/(2h)=3
0.4 -

0.3 —

Pa(X)
P/h

0.2 —

0.1 —

c/h

Sekil 7. Tabaka ve yarim diizlem
arasindaki boyutsuz temas gerilmesinin
blogun simetri ekseninden uzakligina gore

degisimi ((b—a)/h=1.25, G, /G, =4)
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