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X=y

Sekil 1.1: Periyodik potansiyelin (latisin) (a) Ustten goriinlst, (b) Diyagonal kesiti.

Penrose Karolari, 1973 yilinda Gnli Ingiliz Fizikgi Sir Roger Penrose tarafindan bulunmustur. Bu
karolarin en énemli 6zelligi diizlemi sonsuza kadar kaplayabilmeleri fakat periyodik olarak
kaplamalarinin imkansiz olmasidir.

Kristal yapi igerisindeki atomlarin belirli bir noktada yigiimalariyla diizensizlik iceren potansiyel
(edge dislocation) elde edilir.
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Sekil 1.2: Diizensizlik igeren potansiyelin (a) Ustten gériiniis, (b) Diyagonal kesiti.
1.2 Latis iginde Solitonlar

Latis iginde soliton dalga elde edebilmek igin dalganin yayllma sabitinin veya dzdegerlerinin belirli
araliklarda olmasi gerekir, bu araliga bant arah§ (band gap) denir. Perlyodik yapilara diizensizlik
(defect) eklendiginde veya yar kristal (quasicrystal) yapi igerisinde soliton ¢éziim elde edilmeye
calisiidiginda, bant araliginda bilyiik degisiklikler olmaktadir [5, 6, 9, 14].

Latisin olmadigi ortamda soliton ¢6zim elde etmek ¢ok zordur, elde edilen ¢dziimlerde gok kiglik
pertiirbasyonlarla gokerler [13].

1.3 Model
Bu galismada soliton ¢dzlimler elde etmek igin kullanilacak fiziksel sistemin yonetici modeli, lineer

olmayan ve bir dis potansiyel iceren NLS (Non-linear Schrodinger) denklemi olarak verilmistir. Bu
denklem

2 2
AN a_2+g_2 U-vU+ufu (1)
oz \ox* oy

seklindedir.
Burada potansiyel (latis) yapisini ifade eden potansiyel,

v =V, (cos® X +cos’ Y) )
seklinde periyodik olarak alinmis, bu potansiyelin ayrilabilir tipte olmasindan faydalanilarak,

sncelikle NLS denklemi tek boyutlu Mathieu denklemine dénistlriimUstdr. Tek boyutlu Mathieu
denklemi
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_‘“_":”1 (X) _ 2 _
P Vycos” Xu, (X) =THY (X) 3)

ile verilmektedir. Burada , denklem sisteminin 6zdegderlerini, Vo potansiyel derinligini
gostermektedir. Bir sonraki bélimde (3) denkleminin spektral yéntemler ve pertiirbasyon
yaklagimiyla ¢6ziimi ele alinacaktir.

2. NLS DENKLEMININ LINEER SPEKTRUMU
2.1 Mathieu Denkleminin Pertiirbasyon Yéntemlerle Géziimii

Mathieu denkieminin pertlirbasyon yéntemieriyle ¢dzimi Grimshaw ([11]) tarafindan detayli olarak
incelenmistir. Pertiirbasyon yéntemleri sonucunda elde edilen ¢éziim

1 1
H =5Vo—§Voz 4)

seklindedir.
Bu sonug, Musslimani ve Yang'in ([8]) calismasiyla uyumludur.
2.2 Mathieu Denkleminin Spektral Yéntemlerle Goziimii

Mathieu denklemi, q reel degisken olmak lizere
—u'+2qcos(2x)u =u (5)

Seklinde yazilabilir. (5) denkleminin 6zdegerlerini spektral ydntemlerle bulmak igin, denklem kesikli
(discrete) hale getirilip ikinci dereceden Fourier matrisi elde edilir. Elde edilen matrisin 6zdegerleri
sayisal yontemierle bulunur [10]. Bulunan ézdegerlere gére bant araliyi (band gap) elde edilir (bkz.
Sekil 2.1 (a) ). Bant araligi temel soliton elde edilebilecek 6zdeger araligini ifade eder.

—— ——r————v - 4

’e 'u T A Ty & L.1 (“'zf

Sekil 2.1: V=Vg(cos®X+ cos?Y) potansiyelinin (a) spektral yontemlerle, (b) SR ydntemiyle elde edilen bant
araliklari.

Spektral ydntemlerle elde edilen bant araliginin Musslimani ve Yang'in calismasinda ([8]) elde
edilen bant araligiyla uyum iginde oldugu gériilir.

3. LATIS iCINDE SOLITONLAR VE STABILITELERI
3.1 Spektral Renormalizasyon (SR) Yéntemi

Bu calismada NLS denkleminin soliton ¢éziimlerini elde etmek igin Ablowitz ve Musslimani’nin
ortaya koydugu SR yéntemi kullanilmistir [7]. SR yénteminde NLS denklemi Fourier uzayinda ele
alinip, lineer olmayan terime (JUJ°U) gore bir yakinsama faktérii belirlenir [4]. Bu galismada
yakinsama kosulu 107 olarak alinmistir.
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SR yontemi kullanilarak (2) denkleminde verilen potansiyelin varliginda NLS denkleminin lineer
olmayan bant yapisi incelenmistir. SR yontemiyle elde edilen sonuglann, ikinci bélimde ele alinan
pertiirbasyon ve spektral yontemin sonuglariyla uyumlu oldugu Sekil 3.1’den gorilebilir.

Sekil 3.1: V=Vo(cos>X+cos?Y) potansiyelinin SR yontemiyle elde edilen bant araligi.
3.2 Soliton Kuvveti ve Kararlilik Analizi

Lokalize dalgalarin (solitonlarin) lineer olmayan kararlihg incelenirken, ilk olarak soliton kuvvetiyle
solitonun lineer olmayan kararlihgr arasindaki iliksiyi ortaya koyan Weinstein-Rose (WR) kararlilik
kriterleri agiklanmustir [12,13]. WR kararliik kriterlerinin kullanilabilmesi igin birinci lineer olmayan
bant araligindaki solitonlarin kuvvet-6zdeger grafigi ¢izilmistir. Solitonun kararli olabilmesi igin
soliton kuvvetinin (P), zdeger (p) arttikca azalmasi (egimin negatif olmasi) ve soliton kuvvetinin
kritik deger (P.) olan 11.7 den kiiglik olmasi gerekir [2]. Soliton kuvveti

o w 2

P= j ”u (x,y)l dxdy ®)

—a0 -

ile verilir. V=Vo(coszx+coszY) potansiyeli i¢in kuvvet-6zdeger analizi Sekil 3.2'de yapilmistir.

; ‘

i
I

Sekil 3.2: V=V0(coszx+coszY) Potansiyeli igin V=4 iken kuvvet-6zdeger grafigi.

Kuvvet-6zdeger analizi yapildiktan sonra, NLS denklemindeki tlirevier (Ux Ve Uyy) sonlu farklar
yéntemiyle dogrudan géziilmiis ve solitonlar dordiinci dereceden Runge-Kutta yontemiyle
ilerletilerek soliton kararliliginin sayisal analizi yapiimistir [2]. Kayma (lokalize olmus solitonun,
ilerlerken farkll bir latis hiicresine kaymasi) nedeniyle olugan kararlilik bozulmalarini incelemek
amaclyla, soliton ilerlerken agirlik merkezinin (CM) yerindeki degisimler gériintilenmistir. Son
olarak, sayisal ydntemle elde edilen kararhilik analizlerinin WR kararlilik kriterlerine uyguniugu
gbsterilmistir [4]. Solitonun agirlik merkezinin yeri

n ™

1 . 2
CM:;J I(x+zy)|u| dxdy )

—n =0
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ile verilir.

Ornek olarak simdiye kadar ele aldigimiz V=V,(cos?X+cos®Y) potansiyeli igindeki temel solitonun
faz ve genligine %1 gurilth eklendigindeki kararlihgr Sekil 3.3'te incelenmistir.

(a)V0=2 p=1 (b) centers of mass
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Sekil 3.3: V=V (cos?X+cos?Y) potansiyelinin lokal minimumunda V=2, p=-1 iken elde edilen temel solitonun
faz ve genligine %1 giiriiltd eklenip yuritiimesi sonucundaki (a) En biiylik genlik degeri A(z), (b) Solitonun
agirhk merkezinin yayilma uzakliina gére degisimi, (c) Solitonun baglangig konumundaki (z=0) diyagonal
kesiti, (d) Solitonun ilerledikten sonraki (z=10) diyagonal kesiti.

Sekil 3.3'e gore V=2 p=-1 iken V=V,(cos?X+cos?Y) potansiyelinin lokal minimumunda temel
solitona %1 girdilti eklenip, potansiyel iginde ilerletildiginde, maksimum genlik degeri ve solitonun
agirhik merkezinin yeri ihmal edilecek kadar kiiglk degisimler gstermektedir. Bu bilgilere gére
temel solitonun kararlr kald1gdi goralr.

4. DUZENSIZ POTANSIYEL iGINDE SOLITONLAR
4.1 Bant Yapisi

Diizensizlik igeren potansiyel, §(x, y)= 377[—‘[an‘l 2 olmak tizere
X
V()c,y)=%[ZCos(k_‘x+6’(x,y))+2cos(kyy+1)]2 (8)

seklinde tamimlanir. Burada dizensizligi yaratan 8(x,y) faz fonksiyonudur. Dizensizlik iceren
potansiyelin lstten goriinlisu ve diyagonal kesiti Sekil 4.1'de gosterilmistir.
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$ekil 4.1: Diizensizlik igeren potansiyelin (a) Ustten gériiniist, (b) Diyagonal kesiti.

Onceki bélimde aniatilan SR metodu kullanilarak diizensizlik igeren potansiyel icin elde edilen
bant yapisi Sekil 4.2'de gosterilmistir.
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withoul dislocation
with distocation |

i
Sekil 4.2: Diizensizlik igeren potansiyelin birinci lineer olmayan bant aralig.

Sekil 4.2'den goriildiiga gibi periyodik latis iginde dlizensizlik yaratildiginda birinci lineer olmayan
bant arali§i daralmaktadir.

4.2 Soliton Kuvveti ve Kararlihgi

Onceki bélimde anlatilan SR metodu kullanilarak, diizensizlik igeren potansiyel i¢in elde edilen
kuvvet -dzdeger grafigi Sekil 4.3'te gdsterilmigtir.

17—

Sekil 4.3: Diizensizlik igeren potansiyelin Vo=12.5, ke=k,=21 iken kuvvet—-Gzdeger grafigi.

Sekil 4.3'ten goriildigil gibi baslangicta latisin maksimumuna odaklanan her soliton igin giiclin
degeri kritik deger olan 11.7’den biytiktiir. Yani maksimuma odaklanan solitonlar kararl degildir.
Latis minimumuna ve diizensizligin bagladigi noktaya ( potansiyel kafesinin merkezine) odaklanan
solitonlar igin giig kritik degerden kiigtiktiir ve p'niin 0.95'ten kiigiik oldugu yerlerde edim negatiftir.
Dolayisiyla minimuma odaklanan ve 6zdegeri 0.95'ten kiigiik olan solitonlar karari olabilir (bkz.
Sekil 4.4).

(a)V0=12.5 p=-1 (b) centers of mass

52[ |I\'| _'.II \ as
SILE
44 .,'II \‘/ !I l\-l_ _I.'II ) 02.' - SI
I ) (c; z=0 " ) F (dl)z=10 ’
(TR T
el '|1:||||!_|\| ||l M
| T

o i

x=y x=y

il .m IALAAAAN 3 ! lJ

']
5

Sekil 4.4: Diizensizlik igeren potansiyelinin lokal minimumunda V,=12.5, p=-1 iken elde edilen teme!
solitonun faz ve genligine %1 giiriiltii eklenip yuriitilmesi sonucundaki (a) En bliylk genlik degeri A(z), (b)
Solitonun agirlik merkezinin yayllma uzakligina gére degisimi, (c) Solitonun baglangig konumundaki (z=0)
diyagonal kesiti, (d) Solitonun ilerledikten sonraki (z=10) diyagonal kesiti.
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Sekil 4.4’'ten goriildiigi gibi maksimum genlik degeri ve solitonun agirlik merkezinin yeri kligik
degisimler gostermektedir. Bu bilgilere gore temel solitonun kararl kaldigi gorGlir.

u degeri 0.95'ten biiyiik oldugunda veya soliton maksimuma odaklandiginda kararli
kalmamaktadir. Maksimuma odaklanan ve p degeri 0.5 olan solitonun kararl olmadigi Sekil 4.5'te
gosterilmistir.

(a)V0=12.5 p=05 (b) centers of mass
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Sekil 4.5: Diizensizlik igeren potansiyelinin lokal maksimumunda V,=12.5, p=0.5 iken elde edilen temel
solitonun faz ve genligine girilti eklenmeden yiritiiimesi sonucundaki (a) En bly(k genlik degeri A(z), (b)
Solitonun agirlik merkezinin yayilma uzakhgina gére degisimi, (c) Solitonun baglangig konumundaki (z=0)
diyagonal kesiti, (d) Solitonun ilerledikten sonraki (z=10) diyagonal kesiti.

Sekil 4.5'ten gorildiigu gibi solitonun faz ve genligine giiriiitii eklenmemesine ragmen maksimum
genlik degeri ve solitonun agirlik merkezinin yeri blyik degisimler gdstermektedir. Bu bilgilere
gore temel solitonun kararlh kalmadigi géralir.

5. YARI KRISTAL (PERIYODIK OLMAYAN) LATIS IGINDE SOLITONLAR
Bu galismada yari kristal potansiyeller, ke = k, = 21T olmak lzere

fei(k(xﬂr)y)

n=0

2

i (5.)= % ©

N2

seklinde tanimlanir.

Yukaridaki denklemde N=>5 olarak alinirsa Penrose-5, N=7 olarak alinirsa Penrose-7 latisi elde
edilir. Penrose-5 ve Penrose-7 latislerinin lstten gortintsleri Sekil 5.1'de gdsterilmistir.

(@) alail (b)

Sekil 5.1: (a) Penrose-5 latisinin tistten goriinish, (b) Penrose-7 latisinin Ustten gorinisa.

Penrose-5 ve Penrose-7 latislerinin tek maksimumiari ve ¢ok sayida lokal minimumlari vardir.
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5.1 Penrose-5 ve Penrose-7 Latislerinin Bant Yapilari

SR metodu kullanilarak Penrose-5 ve Penrose-7 potansiyelleri igin elde edilen bant araliklari Sekil
5.2'de gosterilmistir.

30

Penrose-5
Penrose-7

25 | F 4

20

Sekil 5.2: Penrose-5 ve Penrose-7 latislerinin birinci lineer olmayan bant araliklari.
Penrose-5’in birinci bant arali§i Penrose-7’nin birinci bant araliindan daha genistir.
5.1 Penrose-5 ve Penrose-7 Latislerinin Soliton Kuvvetleri

SR metodu kullanilarak, Penrose-5 ve Penrose-7 potansiyelleri igin elde edilen kuvvet-6zdeger
grafigi Sekil 5.3'te gosterilmistir.
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$ekil 5.3: Penrose-5 ve Penrose-7 latislerinin V=12.5 iken kuvvet — 6zdeger grafigi.

Penrose-5 ve Penrose-7 latislerinin kuvvet 6zdeder grafikleri ve bant yapilar ¢ok benzerdir.
Penrose-5 latisinde egiminin negatif ve kuvvetin kritik deger 11.7'den kiiglik oldugu bélge Penrose-
7'den daha genistir. Dolayisiyla Penrose-5'te kararli soliton elde edilebilecek aralk daha genistir.
Penrose-5 ile ilgili kararhlik analizleri Ablowitz ve digerleri tarafindan detayl olarak incelenmistir [3].

5.2 Penrose-7 Latis Solitonlarinin Kararliiklar

Penrose-7 solitonlarinin lineer olmayan kararlihidi, solitonun latisin maksimumum veya
minimumunda elde edilme durumuna gore iki farkli halde incelenmistir. WR kararlilik kriterlerini
kullanabilmek igin Penrose-7 potansiyeli kullanildiginda elde edilen birinci lineer olmayan bant
icerisindeki solitonlarinin kuvvet-6zdeder grafidi gizilmistir. Penrose-7 solitonlarinin lineer olmayan
kararlilik analizi Gglinct bollimde verilen sayisal ydntemle incelenmis ve bu kararlilik analizinin WR
kararhlik kriterlerine uygunlugu gosterilmistir.
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Penrose-7 latisinde V,=12.5, p=-1 igin minimuma odaklanan solitonun kararlihigi Sekil 5.4'te
incelenmistir.

(a)V0=12.5 p=1 (b) centers of mass
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Sekil 5.4: Penrose-7 latisinin lokal minimumunda V=125, y=-1 iken elde edilen temel solitonun faz ve
genligine %1 girilti eklenip yuriitilmesi sonucundaki (a) En biiyiik genlik dederi A(z), (b) Solitonun agirlik
merkezinin yayllma uzakligina gére degisimi, (c) Solitonun baglangig konumundaki (z=0) diyagonal kesiti, (d)
Solitonun ilerledikten sonraki (z=10) diyagonal kesiti.

Sekil 5.4'ten gérildigi gibi maksimum genlik degeri ve solitonun adirlik merkezinin yeri kliglk
degisimler gdstermektedir. Bu bilgilere gére temel solitonun kararli kaldigi géritar.

Penrose-7 latisinde Vo=12.5, p=0.5 igin minimuma odaklanan solitonun kararliig: Sekil 5.5'te
incelenmistir. p=0.5 degeri igin kuvvet-6zdeger grafiginde egim pozitiftir, incelenen solitonun
kararsiz olmasi beklenir.

(a)V0=12.5 p=0.5 (b) centers of mass
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$ekil 5.5: Penrose-7 latisinin lokal minimumunda V=12.5, y=0.5 iken elde edilen temel solitonun faz ve
genligine giiriiltd eklenmeden yir{itiilmesi sonucundaki (a) En bilyiik genlik degeri A(z), (b) Solitonun agirlik
merkezinin yayiima uzakligina gére degisimi, (c) Solitonun baslangig konumundaki (z=0) diyagonal kesiti, (d)
Solitonun ilerledikten sonraki (z=10) diyagonal kesiti.

Sekil 5.5'ten goriildigi gibi solitonun faz ve genligine guriiltil eklenmemesine ragmen maksimum
genlik degeri bilyik degisimler gostermektedir. Bu bilgilere gére temel solitonun kararli kalmadig

goralur.
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Musslimani ve Yang'in galismasina gore potansiyel derinligi (Vo) arttirilarak kararsiz olan soliton
kararli hale getirilebilir [8]. Sekil 5.5'te incelen soliton igin V=35 alindi§inda soliton kararl hale
gelmektedir [1]. Benzer sekilde potansiyel derinliginin sifir olmasi durumunda kararli soliton elde
etmek mimkiin degildir.

6. SONUG

Bu calismada, kompleks kafes yapilar (latis) icindeki lokalize dalgalarin (solitonlarin) birinci lineer
olmayan bant yapilari ve lineer olmayan kararliliklan (stabiliteleri) incelenmistir. Calismada,
periyodik (kristal) potansiyel, diizensizlik (defect) iceren potansiyel ve periyodik olmayan (yari
kristal) potansiyel igindeki solitonlar ayri ayri incelenmistir. Potansiyellerin bant yapilari analitik ve
sayisal yaklagimlarla incelenmistir. Solitonlarin kararliliklari incelenirken gesitli sayisal algoritmalar
kullaniimig ve bulunan sonuglarin Weinstein-Rose (WR) kararlilik kriterlerine uygunlugu
gosterilmistir.

Potansiyel igerisinde diizensizlik yaratildiginda birinci lineer olmayan bant yapisinin daraldigi, yani
kararli soliton elde edilebilecek arahgin daraldigi gérilmistir.

Penrose-5 ve Penrose-7 solitonlarinin mod profilleri, kuvvet-tzdeger grafikleri ve bant yapilari
kargilagtirilarak gcok benzer dzelliklere sahip oldukian gérilimiistiir. Penrose-7 solitonlarinin, lokal
minimuma odaklanan ve WR kararlilik kriterlerine uyan temel solitonlarinin kararli olabilecegi
gosterilmistir.

Potansiyelin olmadigi ortamda soliton elde etmenin mimkiin olmadidi ve potansiyel derinligi (Vo)
arttinlarak kararsiz solitonun kararl hale getirilebilecegi 6rneklerle gésterilmistir.
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