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OZET

Bu galigmada iki tabakalt bir elastik ortamnda nounlineer dalgalarin yayilina-
sin1 modelleyen bir sinirdeger probleminin asimptotik ¢éziimii ingaa edilmigtir.
Caligma beg boliimden olugmaktadir.

11k béliimde once elastik dalga yayilmasi problemlerinin tarihi geligimi kisaca
ozetlenmigtir. Tkinci bolimde nco-Ilookean malzemelerden meydana gelen iki
tabakali bir ortamda genellestirilmig kaymna dalgalarim yoneten hareket denk-
lemleri ve onlara eslik eden smir kosullart verilmigtir. Uglincii bolimde boyle
bir ortamda nonlineer kayma dalgalarinin nodiilasyonu bir singiiler pertiir-
basyon yontemi yardunt ile incelenmis ve bu dalgalarin sclf modiilasyonunun
asimptotik olarak bir nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi ile karakterize
edilebilecegi gosterilmistir. Bilindigi gibi NLS denkleminin ¢oztimlerinin davra-
mglari, denklemin katsayilarinin igaretine kuvvetli olarak baglidir. Goéziimlerin
nonlineerlige baghligint incelemek i¢in, tabakalart meydana getiren malzemele-
rin lineer ozellikleri sabit tutulinus, nonlincer sabitler degistirilerek katsayilarin
dalga sayisina gore degigimleri elde edilmigtir. Bu sonuglardan zarf soliton
tipi dalgalarin varhigini tabakali yarim uzayin nonlineer yapisina bagl oldugu
goriilmugtlir. Ayrica, ¢; ve ¢y tabakalardaki lineer yayilma hizlarini, ¢ ’de
sistemdeki kayma dalgalarinin faz hizim gostermek tlizere ¢; < ¢ < ¢z igin
bulunan sonuglarin, ikinci tabakanin kalinhig sonsuza gotirildiginde, daha
once tabakali bir yarim uzayda Love dalgalarinin modilasyonu igin bulunan
sonuglara doniigtigl gosterilmigtir.



NONLINEAR WAVE MODULATION
IN A TWO LAYERED ELASTIC MEDIUM

SUMMARY

In this work, we have considered the propagation of small but finite am-
plitude waves in a plate of uniform thickness which is composed of two layers
occupying the regions

Py = {(X1, X2, X3)|0 < X3 < by, —00 < (X1, X3) < o0} (a)

and

Py = {(Xl,Xz,X;;)I — hz < Xz < 0,——00 < (le,X3) < OO} (lb)

in the reference frame X, , k = 1,2,3; where X} denotes the material co-
ordinates of a point referred to the rectangular Cartesian system of axes. It
is assumed that the layers have different material characteristics and stress
and displacements are continuous at the interface Xy = 0 and the bound-
aries X3 = hy; and X; = —hy are free of tractions. Then, a shear horizantal
(SH) wave described by the equations

Tr = X + u,g(XA, t)ék;; v=1,2 (2)

is supposed to propagate along the Xj-axis in the media. In (2) the super-
cipts v refers to the layer P, and P respectively; u% is the displacement
of a particle in the Xj-direction in a layer, x; are the spatial rectangular
coordinates, ¢ is the time and éxx is the Kronecker symbol. The summa-
tion convention on repeated indiced is implied in (2) and in the sequel of this
section, and Latin and Greek indices have respective ranges (1,2,3) and (1,2)

Let £y be the Cauchy stress tensor field accompanying the deformation field
(2); in the absence of body forces, the equations of motion in the reference state
take the following forms

v v v _ v Y g -
111~ Uzili13=0 , tag,2 — Usalys = 0

53,1 + tgs,z + 1'53,3 = pyliy (3.a,b, c)

where subscripts preceded by a comma indicate partial differention with re-
spect to coordinates X and an over-dot represents the partial differentiation
with respect to . A

When the constituent materials of the media are hyperelastic then there
exit strain energy functions ¥¥ characterizing the mechanical properties of the
materials. If the material are homogeneous and isotropic then X* are functions
of the principle invariants of the Finger deformation tensor c,:,l = TkKTLK -
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Here it is assumed that the constituent materials are homogeneous, isotropic
and incompressible and their strain energy functions are of the form

= Br(IY). (4)

Where
I" = tre™" =34 uf sl 4. (5)

This class of materials is called generalised neo-lookean and for such a material
the stress constitutive equation can be expressed as

k= —pdu + Byt (6)

where p(Xk,t) is an arbitrary pressure {function, and

)
®=257>0. (1)

For the deformation field (2) the component of the Cauchy stress tensor arc
found to be

to,g = ) to,g = q)'tl,g,,a 3 t33 = (ug,l + ug,z)q) y P = o (8)

Hence it is seen that the first two equalions of (3) are satisfied identically, and
the third gives

J au 6u 62u
el (1) (1) —
Ov b] v Y
D@0y D am iy -l (10)
where
X=X1, Y=X2, Z=X3, u:ul, U=u2. (11)

The conditions of vanishing tractions on the free surfaces and continuity of
stresses and displacements at the interface yield the following boundary con-
ditions accompanying the equations (9-10);

0
5—;; =0 on Y =h (12)
Ou Ov
_ ) 9% _ 5297 _
u=v and @ ET% =9 57 Y=0 (13a,b)
Ov ;
W = on Y = —hz (14)

The problem under consideration is the nonlinear self modulation of a group
of waves centered around the wave number k and the frequency w i.e., a quasi-
monochromatic wave train. The harmonic-resonance phonemane is excluded.
The amplitude of the wave is assumed to be small but finite. Thereflore the
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problem is investigated by employing the inethod of multiple scales. Following
the usual procedure of the method u and v are expanded in the following
asymptotic power series in a small parameter € > 0 which measures the degree
of nonlinearity and, at the same time, the narrowness of the side-band width
of the carrier wave number centered around a specific wave number;

oo

u = Z €"un(Zo, T1, T2, Y, b0, t1, t2)
n=1
V= Ze”vn(mg,ml,wg,y, to,tl,tz) (15)
n=1
where . ‘
z=€X , ti=¢€t (16)

are the multiple scales introduced to specify the slow variations of the ampli-
tude compared with the phase of the carrier waves, and y =Y.

Hence, writing first the equations and boundary conditions (9-14), in terms
of the new independent variables (3.9) and collecting the terms of like powers
in € yield a hierarchy of equations and boundary conditions from which it is
possible to determine u, and v, successively. Up to third order in ¢ these are
given as follows

O(e) :
LPu =0, £Pv=0 (17a,b)
0
—5%3 =0 on y=h (17¢)
u; = vy and %—7%};—=0‘ on y= (17d,e)
v, =0 on y=—h (171
ay y 2
O(e?) :
.C((,l)ug = Lgl)ul ng)vz = E?)vl (18a, d)
.a_u?. =0 on y= hl (186)
dy
uy = vy and —8—12—7%=0, on y=0, (18d,¢€)
Oy Oy
%=0 on y=—h,y (18f)
9y
O(e3)

LM = £, + L%, + nyNo(uq) (19a)
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LPvs = L%, + L) + naNy(v1) (190)
8'&3

Fy- =0 on y=h (19¢)
Uz = V3 and
0 0 0 d
e Y5 -3 ’Yﬂz ! Qo(Ul) ﬂlﬂQo(ul) on y=0 (194, €)
ay 0y
6’03 :
—é-y— 0 on y=—h, (191)

where [,f,l), Ef,z),. .. ng’ are linecar and Qp ve ANy are nonlinear differential
operators defined respectively as

Wy TY_ 2(P _
£ = g ¢ (amg + ay2) . v=1,2
M, — _ 0% 2 0%
LY = 2[6t06t1 c"a:cgale’
W, _ [0 0% 0% 3%
Ly = [8tf+26t06t2 c"(ang“Zamoaxz)]’ (20)

(¥) = (52)"+ (%’-5)2,
Noh) = 5= (5 o) + 5(5o.Qo9))-

Here ¢, , v = 1,2 are the velocities of shear waves, and n, are nonlinear
material parameters of the layers and they are defined as;

E =l , n=25""3)/p (21)

and
Ry = QU(3) y T I‘L2/lu'1 ’ IHV = n'//clzz (22)

Note that, as usual in these types of asymptotlic analysis, the problems at
each step are linear. Moreover the first order problem is simply the clasic linear
wave problem. Accordingly we take the solutions of (17a,b), for ¢ < ¢z < ¢,
as;

[>»]
Uy = Z{A§"(x1, Ta, by, tp)e PP 4 Bfl)(ml,xz, ty,t2)e PV}l 4 c e (23a)
=1

oo
v = c® T1, T2, by, ta)e P2V 4 p¥ T1,Tq, b1, b2)e P2 )il 4 oo (23D
1 1
=1

where
b=ko—wty , p,=(/d—1)"* (24)
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and Ag') , Bf') , C{') and Dg') are functions of slow scales (z1,z3,t1,12) , k is
the wave number, w is the angular frequency, ¢ = w/k is the phase velocity
and c.c. denotes the complex conjugate to the preceding terms. Then the
substitution of (23a,b) into the boundary conditions (17¢-f) yields

WIUSI) =0 (25)
where .
ol = [, 50, ¢, by o
and
—ilkple”kplhl —ilkple‘“kmhl 0 0 -
0 0 ilkpye=ikrahe  _ilkp,eitkraha
Wi= (27)
ilkpy —ilkp; —iylkps ivlkp,
L] 1 -1 -1

Note that det W; = 0 gives the dispersion relation of the linear waves, i.e.

p1 tan(khypr) + yp2 tan(khep,) =0 . (28)

Since the harmonic resonance phonemona is excluded in the analysis then
for 1> 2
det W, # 0 (29)

Hence the solutions of the homogenous algebraic equations (30) are found to
be
Ug1)=A1(.’1}1,{I)2, t1,t2)R Ugl) =0 for | Z 2 (30)

where A, is a complex function repesenting the first order slowly varying am-
plitude of the wave modulation, to be determined in higher order perturbation
problems, and R is a column vector satisfying

WR=0 . (31)

The solutions u; and vy of the second order problem can be sought as
U2=.ﬁ2+a2 ; '02=7)-2-|-"l;2 (32)

where W, and U, are the particular solutions of nonhomogeneous differential
equations (18a,b) while u; and v, are the solutions of the homogeneous equa-
tions
LP%=0 , £P% =0 (33)
satisfying the following nonhomogeneous boundary conditions defined from
(18c-f) by considering the decompositions (32);
Oy Jiy

el Al = 4
By 3y on y = hy, (34a)



:lZz — 52 = —(ﬁg — -’62) and (341))

6172 8‘(72 _ aﬂz 6'_0—2 _

By ay‘_(ay“ 8y) on y=0, (34c)
Ov, 0y B
5 - oy on y = —hs,. (344d)

The solutions @, and T, are found by using the method of undetermined coef-
ficients. For u,; and ¥, as in the first order problem we let

o0
Up= Z[Agl)(ml, T, by, 1g)eFP1Y 4 B;I)(ml, T, by, 12)e” Y] L ce.  (35a)
I=1

o]
Uy = Z[Cé”(wl, T2,11, tz)ei"‘””’+D§')(r61 » T2, L1, tZ)E—ukmy]eM +c.c. (35b)
I=1
Then the use of (35) together with the solutions u; and 3, in (34a-d) yields

w,U{) =p{ (36)

where

bg]) - _7(6A1 3W1 aAl GW,

o )R , b=0 for 1£1.  (37)

Since det Wy = 0 and b{") # 0 in order that the equation (36) is algebraically
solvable for UL the compatibility condition
L.b; =0 (38)
must be satisfied where L is a row vector defined by
LW;=0 . (39)
The condition (38) leads to the result

JdA, JA, w
- - S = = ——
6t1 + ‘g 8.731 0 ’ ‘y k’ (40)

A

and then Ugl) is found to be

8A, (OR _ OR
(1) _ _ ;04 0R
UM = 4,R —i (6k+v )

B, " e (41)

where A; = Aj(z1,72,t1,12) is a complex function representing the second
order slowly varying amplitude of the wave modulation, and it can be de-
termined from higher-order perturbation problems. But, since this work is
centered around the weakly nonlinear waves the aim is here to obtain just the
uniformly valid first-order solution. Therefore it is suflicient to obtain A; ,
and this will be done at the third order. (40) only implies that the amplitude
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remains constant in a frame of reference moving with the group velocity V; of

waves. That is,
.Al = Al(.'l,']—‘/:qt],:l)z,tz) (42)

Note that, for [ > 2 since it is assumed that detW; # 0 for I # 1 and
since bg) =0for [# 1, then
u'=o0 for 1>2 (43)

Thus the solution of the second order perturbation problem is completed.

The solutions of the third order problem can be decomposed as in the second
order, i.e.
U3=‘?I:3+ﬁ3 ve '()3'——‘-”!73-{-7)-3 (44)

The particular solutions of the nonhomogeneous differential equations (19a,b)
are found by the method of undetermined coefficients. For U3 and v3 as in the
previous case we let

o0
U= Z [A:gl)($1, T, 11, 1)e PV 4 B;gl)(ml , Tg, by, bp)e kP! ”] e te.c.
=1

'173=Z [C:S,l)(xl, T2, 1, t2)e72Y 4 DY) (4, wz,tl,tz)e_ilkmy] ¢’ +c.c. (45a,b)
=1
Then the boundary conditions (19¢-d) yield:

w,UY) = b (46)

where bg) =0forall#£1,3, bff') # 0 and bz(,l) is defined as

(1) 3 6W1 aAz _ 6W1 8A2 o 6W1 6A1 _ 6W1 6./41
by’ = ’( dw Ot; Ok 6m1)R ’( dw Ot; Ok amz)R
+_];(62W1 02A1 _ 262W1 aZ.Al 62W1 82A1)R

o\ 9w 0 Owdk 01,0t, ' Ok* 0z

OW, 824, OW,; A, \(OR _ OR .
( ok 927 Ow axlatl)(ﬁl?+%a_w)+m“4‘| A (47)

Here F' is a constant vector. The explicit form of the vector bgs) is not given,
since in the sequel it will not be required.

For | =1, in order that (3.38) is algebraically solvable for U the com-
patibility condition
Lb{" =0 (48)
must be satisfied. If we assume that .4, depends on z; and ¢; through the
combination z1~V,t; as A, then the compatibility condition yields the following
equation for Ajy;
(0A; OA1\ =0%A1 %, . 12
— — )+I'——+AJA =0 49
(G Ve )t HAMIMA (49)

2
Oz?
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where

1dV, 1dw LW .
F=sat =50 - A=-LF/(L%'R). (50)

By defining the following non-dimensional variables and consl;a.nts

T=wty , E=ke Y z2—Vyiz)=k(z) — Vyi)

A=kA; , T=kT/w , A=AJwk? (51)
(49) can be written in the standard NLS equation formn as

0A  0*A
i+ F6—£2 + AJAPA=0 - (52)
Thus our task is completed, since a solution for A is derived from (52) for a
given initial value of the form

A(£,0) = Ao(¢) (53)

then the first-order solutions u; and v; can be constructed by (23). Note that
the initial value for A is related to the initial values of displacements in the
layers via (23).

The analysis is also carried out for the case in which ¢; < ¢ < ¢; . The
nonlinear modulation of the waves is also governed by a NLS equation whose
coeflicients I and A are different from the ones given in (50). It is also observed
that in the limit ha/h; — oo the NLS equation obtained here recovers the
result for the nonlinear modulation of Love waves.

It is well known that the criterion whether I'A > 0 or 'A < 0 is impor-
tant in determining how a given initial data will evolve for long times for the
asymptotic wave field governed by the NLS equation. An initial disturbance
vanishing as |{|] — oo tends to become a series of envelope solitary waves
if TA > 0, while it evolves into the decaying oscillations if A < 0. As
the properties of solutions strongly depend on the sign of the product TA |
the variation of it with the nondimensional wave number kh; is evaluated for
the lowest branch of the dispersion relation giving appropriate values to the
material constants. As a result of the numerical evaluation of T'A for fixed
linear material properties, it is observed that the envelope solitary waves may
exist depending on the nonlinear constitution of the layered media.
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BOLUM 1. GIiRiS

Elastik dalgalarin yaytlmasi ile ilgili ¢aligmalarin orijinini 1gigim tabiatimn
agiklanmasi ile ilgili aragtirmalar olugturmaktadir. 19. yiizyihn ortalarinda
1g1gin elastik bir ortamda (aether) yayilan bir uyar (disturbance) oldugu diigii-
nilirdid. IFresnel (1816) ve Thomas Young (1817)’ in dencysel araglirma-
lari, birbirine dik iki diizlemde polarize olmug iki 151k demetinin birbirleri
ile girigim yapmadiklarim gostermigtir. Bu sonuglardan hareketle Fresnel bu
olayin yalmizca enine dalgalarla (yayilima dogrultusuna dik yonde yerdegis-
tirmeye sahip dalgalar) agiklanabilecegini ileri siirdii. Fresnel’in bu agiklama-
s1 elastisite ile ilgili galigmalara gligli bir ivine verdi ve o zamann biiyiik
matematikgilerinden Cauchy ve Poisson’un konuya ilgi duymalarimi sagladi
[1]. 1822 senesinin sonlarina dogru Cauchy klasik elastisite teorisinin temel-
lerini kurdu ve hareketin gerilme ve yer degigtirme denklemlerini buldu. Daha
sonra Poisson 1829 senesinde sonsuz bir ortamda bir elastik yayilmanin genel
olarak boyuna (sikigina) ve enine (kayma) dalgalarin bir birlegimi oldugunu
farketti [1]. Poisson, hareketi betimleyen yerdegistirme denklemlerinin yeteri
kadar diizgiin ¢ozimlerinin biri bir skaler potansiyelin gradyant:1 olan digeri
de bir solenoidal alani temsil eden iki yerdegistirme bilegeni ile temsil edilebi-
lecegini ve potansiyel fonksiyon ve solenoidal yer degistirme alaninin yayilma
hizlar sirast ile boyuna ve enine dalga hizlari olan dalga denklemlerini sagla-
diklarimi gosterdi. Daha sonra Poisson’un bu ¢aligmast 1852 senesinde Lame
tarafindan tamamlanmyg ve genel bir clastodinamik yerdegigtirme alaninin her
biri bir dalga denklemini saglayan bir skaler potansiyelin gradyant: ile bir
vektor potansiyelin rotasyonelinin toplam olarak temsil edilebilecegi goste-

rilmigtir [1,2].

Elastik dalgalar iizerinde yapilan ¢aligmalar devam etmis ve Stokes 1849’-
da simirsiz homojen izotrop elastik bir lineer ortamda Poisson’un sonuglarini
tiretmigtir [1.2]. Bu tarihlerde Cauchy (1830) ve Green (1839) dizlem dal-

galarin kristal yapiya sahip ortamlarda yayilmalarini incelemiglerdir. Stokes
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ve daha sonra Love 1903’de tekil kuvvetlerin olugturdugu elastik dalgalara
ait ¢oziimleri incelemiglerdir. Sinirsiz bir elastik ortamin bir noktasina ani
olarak etkiyen kuvvetlerin olugturdugu yerdegistirmeleri temsil eden temel
singiiler ¢oztimler ilk defa Stokes taralindan tiirctilmiglir. Daha sonra love
gecikmig (retarded) potansiyelleri kullanarak zamana bagli nokta yiik prob-
lemini ¢ozmiigtir [1,2]. Ayrica Love 1882'de Kirchoff tarafindan skaler inho-
mojen dalga denkleminin ¢6ziimleri igin geligtirilen integral gosterilimini elas-
todinamik igin genellegtirmistir [2]. Bu tarihlerde 15:1gin tabiatt belirlenmis
ve buna bagl olarak clektromagnetik tcori geligmis bulunmakta idi. Bu ne-
denle elastik dalgalarin yayilmasmi incelemek ayri bir matematiksel fizik dah
olarak devam etmis ve daha sonra da konu degigik alanlardaki geligmelerden
etkilenmeye baglamigtir. Bu alanlardan 4azilan sismoloji, malzemelerin tah-
ribatsiz muayenesi, elektronik sinyal igleme cihazlar1 teknolojisi olarak belir-

tilebilir [3,4,5,6).

1887’de Rayleigh, bir homojen izotrop elastik yarim-uzayin serbest yiiziinde
yayilan, yerdegigtirme vektorii ylizeyin normal vektorii ile yayilma dogrultusu-
nun olugturdugu diizlemde uzanan yiizey dalgalarimin var oldugu matemalik-
sel olarak ortaya gikarmgtir [2,3,6,7]. Daha sonraki tarihlerde depremlerin
sismografik kayitlari yapilmaya baglaninca Rayleigh ve Stokes’un teorik in-
celemelerinin sonuglarinin gosterdigi gibi yerdegistirmelerin esas olarak boyu-
na, enine ve Rayleigh yiizey dalgalarina karsi gelen li¢ parcadan olugtugu

gozlemlenmigtir [3].

Boyuna, enine ve Rayleigh ylizey dalgalari hareketlerinde dalgalarin faz
hizlar1 sabittir, yani dalgalar dispersif degildirler. Diger taraftan gene ho-
mojen elastik malzemelerden meydana gelen gubuk, plak, farkli malzemeler-
den olusan tabakal yarim-uzay gibi, dalga kilavuzlar: olarak da adlandirilan,
ortamlarda yayilan dalgalar simir ylizeylerinde olugan yansimalarin etkisi ile
dispersif olurlar, yani faz hizlann dalga sayisina bagh olarak degigirler. Her
iki tipten lineer elastik dalgalar ile ilgili cesitli problemler yukarida belirtilen
uygulama alanlarinin da ctkisi ile 19. ylizyil ortalarindan glintimiize kadar

pek cok incelemenin konusunu olugturmuglar ve bu glinde olugturmaya devam



etmektedirler [2,6,7].

Elastik dalgalarin yayilmasina biinyesel nonlineerligin etkilerinin incelen-
mesi de bugiinkii tarihten asagi yukari.clli sene 6ncesinden baglamigtir. 1k
caligmalar daha ¢ok sonsuz ortamlarda ivine ve sok dalgalarinin yayilmast
ile ilgilidirler [8,9,10]. Daha sonra bunlarin yamnda gubuk, plaka v.s. gibi
simrlanmig ortamlarda sonlu statik yerdegistirmelerden sonra olugan sonsuz
kiigiik yerdegigtirmelere sahip problemler ele alinmigtir. Bu problemler sonucta
lineer kisini tiirevli denklemlerle modellenirler, fakat nonlineerligin etkileri bu
denklemlerin katsay1 fonksiyonlarinda ortaya gikmaktadirlar. B&ylece nonli-
neer zamandan bagimsiz gckil degistirmelerin, dolayisi ile biinyenin nonlineer
karakteristiklerinin lineer yayilma olayina etkilerinin gozlemlenmesine ¢aligil-

mugtir [10].

Son zamanlarda yukarida bahsedilen tiirden galigmalarin yaninda énceleri
akigkanlar mekanigi, plazma fizigi, hidrodinamik v.s. de oldukga yaygin olarak
kullamlan asimptotik yontemler kullamlarak, dalga yayilmas: olaylarinda dis-
persiyonun ortaya ¢ikmasina neden olan sinirlara sahip nonlineer elastik or-

tamlarda gegitli tipten problemler incelenmistir [11-22].

Bu galigmada farkli iki clastik malzemeden yapilmig uniform kalinhiga sahip
iki tabakali bir ortamda sonlu genlikli nonlineer kayma (SII) dalgalarim yay1l-
mas! ele alinmigtir. Bu tip bir ortamda sonlu genlikli uzun dalgalarin yayil-
masi daha 6nce [22]’de incelenmigtir. Burada problemi matematiksel olarak
modelleyen bir nonlineer sinir deger probleminin asimptotik ¢éziimii ingaa
edilmigtir. Asimptotik analizde zayif nonlineerlik ile dispersiyon, uzun dalga
limilinde dengelenerck, asimplotik dalga alanmm bir modifiye Korteweg-de
Vries (mIKdV) denklemi ile karakterize edilcbilecegi gosteriligtir. Daha sonra
bu (lgtll{lClnin kararl (steady-state) ¢éztimleri fizerinden ortamin geometrik ve

biinyesel 6zelliklerine bagh olarak soliton tipi ¢oziimlerin varhig tartisilmgtar.

Bu galigmada ise ayni simir deger probleminin nonlineer dalga modulasyonu
icin asimptotik analizi yapilmigtir. Analizde zayif nonlineerlikle dispersiyon

dengelenerek, dalga modiilasyonunun bir nonlineer Schrodinger (NLS)
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denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmigtir. Bilindigi gibi NLS denkle-
minin ¢éziimlerinin davranigit, denklemin katsayi fonksiyonlarinin ¢arpimlarinin
igaretine baglidir {23-24]. Bu nedenle ele alinan problemin asimptotik ¢oziim-
lerinin nonlineerlige bagliligini incelemek igin tabakalari meydana getiren mal-
zemelerin lineer 6zellikleri sabit tutulmus, nonlineer biinyesel sabitler degis-
tirilerek denklemin katsayilarinin dalga sayisina gore degigimleri elde edilmigtir.
Bu sonuglardan soliton tipi dalgalarmm varhginmin nonlineer 6zelliklere bagh

oldugu gozlemlenmigtir.



BOLUM 2. IKI TABAKALI BIR NONLINEER ELASTIK
ORTAMDA GENELLESTIRILMIS KAYMA
SH DALGALARI

2.1. Genellegtirilmis Kayma Hareketi

fJg boyutlu uzayda bir noktanin, aynmi dik kartezyen eksen takimina gore
uzaysal ve maddesel koordinatlar: sirasi ile (z1,z2,z3) ve (X1, X, X3) ligli

sirall sayilari ile gosterilmek tizere
ok = Xibrr + uz(Xa,t)0s (2.1)

denklemi ile belirtilen bir gekil degigtirme genellegtirilmig kayma hareketi ola-
rak adlandirihr [25]. (2.1) denkleminde wus bir pargacigin X5 ekseni dogrultu-
sundaki yerdegistirme fonksiyonunu, ¢ zamani, é;x da Kronecker semboliinii
gostermektedir. Latin indislerinin (1,2,3), Yunan indislerinin ise (1,2) degerle-
rini alacaklarini ve (2.2)’de ve bu béliimde bundan sonra tekrarlanan iki Latin
indisi tizerinde 1’den 3’c kadar, tekrarlanan iki Yunan indisi iizerinde ise 1’den

2’ye kadar toplam yapilacagim kabul ediyoruz.

(2.1) ile tanunlanan genellegtirilmig kayma harcketine ait sekil degigtirme

gradyanlari
1 0 0 1 0 0
[ex]=10 1 0, Xxul=1] 0 1 0 (2.2)
uzy usz |1 —uzy —Uuszz 1

olarak bulunur. (2.2)’de virgiilden sonraki bir alt indis bunun belirttigi kartez-

yen koordinata gore kismi tiirevi gostermektedir. Dikkat edilirse
j=detlzr ] =1 (2.3)

dir. Dolayisi ile (2.1) ile belirtilen genellestirilmig kayma hareketi izokorik bir

sekil degistirmedir, yani bu hareket esnasinda hacim degigimi olmaz. Buna
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bagli olarak bdyle bir hareketin meydana geldigi ortamin yogunlugu, p ,
degigmez; yani

p = po = sabit (2.4)
dir.

Simdi ortannn sikigmaz homojen izotrop hiperelastik bir cisim oldugunu ve

gsekil degistirme enerjisi fonksiyonunun, Finger gekil degigtirme tansorii
c,:,l = Tk, KTLK (2.5)
'nin yalmzca birinci invaryants
I=trc'=34+K* |K®=ugausa (2.6)
'nin fonksiyonu oldugunu kabul edelim, yani
Y= %) (2.7)

olsun. Boéyle malzemelere genellegtirilmig neo-Hookean malzemeler denir ve
bunlar i¢in gerilme biinye denklemleri, ¢ Cauchy gerilme tansorini goster-

mek {izere,

te = —pop + (I)CZII (2.8)

olarak ifade edilirler [22]. (2.8)’de p = p(Xk,t) hidrostatik basing fonksi-

yonudur ve harekete bagh olarak hesaplanir. ¢ ise

‘1
® = 2%’; (2.9)

olarak tanimlanir.

(2.1) igin ¢3! tansoriiniin bilegenleri (2.2) kullanilarak

1 0 U3z
cl=]0 1 U3 3 (2.10)
U3zl U332 1+ K?

olarak bulunurlar. Bu sonuglar (2.8)’de yerlegtirilirse gerilme bilegenleri
th1=—-p+® , to=13=0 , taz=tl30 = Quz,

tas=—p+(1+EK)® |, lpn=—p+® (2.11)



olarak elde edilirler. Eger

T =4/l +15 (2.12)

bagintisi ile bir kayma gerilmesi tanimlanirsa (2.11)’den
T=0K (2.13)

yazilir. K kayma deformasyonunu 6lgtiigi i¢in, K’min katsayisiolan ® ortamin

genellestirilmig kayma modiilii olarak adlandirilabilir. Bu modiili

f=® (2.14)
ile gosterelim. (2.6) kullamlirsa
., 1d¥
H= KdK (2.15)
ve
Y
T=pK = ¥I7e (2.16)
yazilabilir. Bitiin K’lar i¢in
. 1dX
o= o7 >0 (2.17)

oldugunu kabul ediyoruz. Ayrica, p klasik Lame sabiti olmak tizere

(0) = (2.18)
dir.
Eger bitin K’'lar igin
dji
K <0 (2.19)

ise ortam kaymada uniform olarak yumusama (softening in shear), fakat eger

bitin K’lar igin
djt
EE >0 (2.20)

ise kaymada. uniform olarak sertlegme (hardening in shear) davranigi gosterir.

(2.16) turetilerek
i Ay i
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yazilabilecegi i¢in yumusgayan malzemeler igin

Cdr o
K C—l-R: <T (222)
sertlesen malzemeler igin ise
L dt
K T (2.23)

olacag: ortaya gikar.

Simdi p basing fonksiyonunun genel olarak X, ve X3 'nin yamnda X3 iin
de fonksiyonu olacagim dikkate alarak, (2.1) ile tanimlanan hareketin denklem-

lerini, hareketi etkileyen kiitle kuvvetleri bulunmadiginda, referans konumunda

ti1g —usatina =0 , ta22 —usglaz =10

t13,1 + t232 + tazz = potis (2.24)

olarak yazabiliriz [22]. (2.24)’de w3 ’lin ilizerindeki noktalar zamana gore
kismi tlirevleri gostermektedir. (2.11) kullamilarak bu denklemler baz ara

iglemlerden sonra

(—p+®)1+uz1pz =0
(—p+®)2+usap3z=0 (2.25)
(Pus1)1 + (Pusz2),2 — potiz = p3
formlarina indirgenirler. (2.25)’deki son denklemden
P3 = K’O(X1)X27 t) (2.26)
oldugu gorilir. Bu denklem integre edilirse
p= !‘Eo(Xl, Xz, t)X3 + KZI(XI,Xz, t) (227)

elde edilir. Burada & ve &y keyfi fonksiyonlardir. (2.27), (2.25) deki ilk iki
denklemde kullanihirsa

Kol = 0 y Ko,2 = 0 (228)

olmasi gerektigi ortaya ¢ikar. Buradan da f keyfi bir fonksiyon olmak iizere

Ko = f(t) (2.29)
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olarak bulunur. Bu sonug dikkate alinirsa (2.25)’deki ilk iki denklem

—K1,1 + U3,1f(t) + (I),l =0 s —Ii1,2 + ug,,;f(t) + q)’z =0 (230)

formlarina déntigtirler. Bu son denklemler integre edilerek, ¢ keyfi bir fonksi-

yon olmak lizere ki ,

Ky = d + 'ltgf(f.) - g(f) (2.31)
olarak elde edilir, ve p igin
p=f(t)Xs+ @ +usf(t) - g(t) (2.32)

yazilir. (2.32) kullamlarak (2.11) de verilen gerilme bilegenleri igin agagidaki

ifadeler elde edilirler;
tin =t = —f(t) Xz —uaf(t) —g(t) , tiz=1ta1=0

ta3 = <I?u3,o, ) t33 = —f(t)X;_:, - u;;f(t) - g(t) + I{2q> (233)

Dikkat cdilirse |X3] — ooigin &y, {22, 133 gerilincleri sonsuza gider. Diger
taraftan bu limitle fiziksel nedenlerle gerilmelerin simirli kalmalart gerekir.

Bunun saglanmasi icin
f(t)=0 (2.34)

olmasi gerektigi ortaya gikar. Diger taraftan ortamin dogal durumunu gerilme-

siz kabul edersek, bunun saglanmasi igin
9(t) =0 (2.35)
olmas1 gerekir. Sonugta bu varsayim altinda
p=29 (2.36)

ve

lapg=0 | laz=Puz, , t33=K?® (2.37)

olarak bulunur. Dikkat edilirse bu durumda (2.24)’deki ilk iki hareket denklemi

ozdeg olarak saglanir ve {iglincii denklem de

(Puz)a + (Pusz)2 = poils (2.38)
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olarak yazilabilir.

Simdi bu denklemin hiperbolik bir denklem olmasi kogulunun ¥ iizerinde
getirecegi kisitlamay: ortaya gikartmaya galisalm.  py > 0 oldugu igin ,
(2.38) denklemin sol taraflinim bu bélgede eliptik bir operator olmasi gerek-
lidir. Bunun iginde

(2 i +0) (25202, 40) - (292 2, >0 (239
olmasi gerekir. Buradan da (2.16) ve (2.21) kullanilarak

d® dr
@(I(EI? +9) = o >0 (2.40)

olmasi gerektigi ortaya gikar. Daha once ® = i > 0 oldugu kabul edildigi
icin, (2.40) esitsizliginin gerceklemesi igin

dd dr

olmasi gerektigi goriiliir. (2.16) kullanilirsa (2.41) egitsizligi

d?y
dK?

>0 (2.42)

olarak yazilabilir.

Biz bu gahgmada sonlu fakat kiigitk genlikli bir dalga yayilmasi probleminin
asimptotik ¢oziimii ile ilgilenecegimiz i¢in gerilme-gekil degigtirme bagintila-
rinin, (2.37) ve hareket denkleminin, (2.38), yaklagik formlarimi kullanacagiz.
Bu yaklasik denklemleri tiiretmek amaci ile ¥ 'min I ’min analitik fonksiyonu
oldugunu kabul ederek, bu fonksiyonu I —3 ’lin kuvvetleri cinsinden agagidaki
formda bir seri olarak yazabiliriz;

SN =) ap(I -3 (2.43)
=0
Burada ¢, sabitleri

1 drX

= Ijm(‘ ) (2.44)

olarak tanimlanmaktadirlar ve referans konumunda enerjinin sifir olmas: igin
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olmas: gerekir. Bu dikkate alinarak (2.43)’den
¥

=7 = o1+ 2m K2 4+ O(K* (2.46)

yazilir ve (2.46) kullanilarak gerilme bilegenleri

tap =0 , loa = 2(cq + 202 K?)uz o + O(K®)

t3,3 = 2 [\’2 + O(]X"‘) (247)

olarak bulunur. (2.46)’dan (2.38) hareket denklemi de
iy — c*uz.an = nN (uz) + O(K®) (2.48)

olarak yaklagtirilir. Burada

S=ulpo , p=201 , n=4day/po (2.49)

ve
N(u3) = (us1 Q(ua))1 + (us2 Q(us)),2 (2.50)
Q(uz) = K? = U3 AU3,A (2.51)

olarak tamimlanmaktadir ve ¢ lineer dalgalarin yayilma hizin1 géstermektedir.

Bu yaklagimda ( yani mertebesi K* ve daha yiiksek terimler ihmal edildi-

ginde ) (2.14) ile tanimlanan genellegtirilmig kayma modiili
fi = po(c® + nK?) (2.52)

dir. Dikkat edilirse ¢® > 0 oldugu igin eger n > 0 ise K arttik¢a ji monoton
olarak artacak, fakat n < 0 ise monoton olarak azalacaktir. Dolayisi ile eger
n > 0 ise ortam kayma hareketinde sertlegen bir davranig, fakat n < 0 ise
yumugayan bir davramg gosterecektir. ji(K) > 0 kabul edildigi igin, biitiin
K’lar igin

E+nK:>0 (2.53)
olmali. Diger taraftan, (2.48) denkleminin hiperbolik olmasi igin de (2.41) veya
(2.42)’ den biitiin K’lar igin

4+ 3nk?>0 (2.54)
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egitsizliginin saglanmas: gerektigi goriliir. n > 0 oldugunda (2.53) ve (2.54)
egitsizlikleri bitiin K’lar igin saglanir. Fakat n < 0 oldugunda bu egitsizliklerin
her ikisinin birden saglanabilmesi igin

2

0< K2 < - 55
< <3|n| (2.55)

kogulunun saglanmasi gerekli ve yeterlidir. K kayma deformasyonunu olgtiigii
icin (2.55) dalga hareketinin genligine bir kisitlama getirir. Biz sonlu fakat
kiigiik genlikli dalga harcketleri ilc ilgilendigimiz igin bunun saglandigini kabul

edebiliriz.
2.2. 1ki Tabakah Bir Elastik Ortamda SH-Dalgalar:

Baglangi¢ konumunda
Py = {(X1,X3,X3)| 0 < X3 < hy,—00 < (X1, X3) < 00} (2.56a)
ve
Py = {(X1, X2, X3)] — hy < X; €0,—00 < (X1, X3) < o0} (2.560)

bdlgelerini dolduran ve farkli elastik malzemelerden olugan uniform kalinlikh
iki tabakadan olusan bir siirekli ortam gozoniine alahim. X, = 0 ara yiizeyi
boyunca yerdegistirmelerin ve gerilmelerin siirekli oldugunu ve Xo=h; ve X;=

—hy serbest ylizeylerinde de gerilmelerin sifir oldugunu kabul edelim.

Simdi bu tabakali ortam igerisinde X; ekseni boyunca yayilan ve
zr = XKrbric + ug")(XA,t)ékg v=12 (257)

denklemleri ile tanimlanan kayma dalgalarim (SH-dalgalarini) goézoniine ala-
lim. Burada ugl) ve u:(f) , swras1 ile P} ve P, tabakalarindaki nokta-
larin X3 yoniindeki yerdegigtirmelerini gostermektedir. Alan biiytiklikleri
tizerindeki, u(!) ve u(®’’deki gibi, parantez igerisindeki 1 iist indisi biiyiikliigiin

P; tabakasina, 2 st indisi ise P, tabakasina ait oldugunu gosterecektir.
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Tabakalarin sikisamaz hiperelastik malzemelerden olustugunu ve bunlarin
§ §

i¢ enerji fonksiyonlarimin
2t = 5010 v=1,2 (2.58)

yapisinda olduklarini varsayalim. Ayrica (X1, X2, X3) yerine (X,Y,Z) ve
uV = u , u® = vy yazalim. Bu durumda probleme ait hareket denklemleri

(2.38)’den

Ju 0 du d*u .
5% o7y = g (259
0 Ov 0 %
ax®5x) 3 (q)(?) ay) = o ap (2.60)

olarak yazilir.

Y =0 ’da yerdegistirmelerin ve gerilmelerin stirekli oldugu ve Y = hy -
ve Y = —hy serbest yuzeylerinde de gerilmelerin sifir oldugu kabul edilmigti.
Bunlar dikkate alinarak ve (2.37)’de kullanilarak agagidaki simir kogullan elde
edilir [19,22];

Oou

Y = hl ! de W =0 (261)
4 ou v
F_ gt _ WOt _ 5@ 9v ,
Y=0"da u=v ve o 57 P 57 (2.62a,b)
ov
Y = —hy'de Iy = 0 (2.63)

Sonlu fakat kiigiik genlikli dalgalar halinde daha onceden yapildigi gibi mer-
tebesi K* ve daha yiiksek terimler ihmal edilerek (2.59-63) denklemleri ve sinir

kogullar1 agagidaki gibi yaklagtirilabilir;

62u %u 0% d 6 du d  Ou
A T N A T o ) B YY)

0% 0%y 9% d  Ov 0  Ov
a2 25zt oy =elax (Gx 9+ 555

Q(v))} (2.65)
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]
Y=h ‘de a—;—,‘-= (2.66)

, _ Ou Ov Ju
Y=0 ’da u=v ve v Yoy = 7'3263/ Qv)— ﬁla?Q(u) (2.67a,b)

dv
Y==hy 'de —_— .68
g de 3y 0 (2.68)

Burada ¢, , n,, 7, B, sabitleri, v = 1,2 asagidaki gibi tamimlanmglardir.

v do) v v
¢ = ald nypy = (3) = 4af Vo= M) (3) = 2a£ )

o dI
_ 2 = — o ¢
=0 0 P=g s pe=a (2-69)
ve (2.51)’de tamimlandig gibi
d
Q) = (o277 + (527 (2.10)

dir. ¢; birinci ortamda, c; de ikinci ortamda lineer dalgalarin yayilma hizlarini

gostermektedir.



BOLUM 3. IKi TABAKALI BiR NONLINEER ELASTIK
ORTAMDA SH DALGALARININ NONLINEER
MODULASYONU

3.1. Girig

Farkli ve sikiginaz nonlineer neco-Hookean elastik malzemelerden yapilmig ve
uniform kahnlikli iki tabakadan olugan bir ortamda SH dalgalarinin yayilmas:
olay1 matematiksel olarak Boliim 2.2 'de verilen (2.59-60) denklemleri ve (2.61-
63) smur kogullar ile betimlenir [19,22]. Boyle bir ortamda sonlu fakat kiigiik
genlikli nonlineer uzun dalgalarin yayilmas: [22]’de incelenmigtir. Burada bu
tip dalga hareketlerinin asimptotik olarak bir modifiye Korteweg-deVries
(mKdV) denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilinig ve bu denklem tize-
rinden tabakalarin nonlineer 6zelliklerinin asimptotik dalgalarin yayilma karak-

teristiklerine etkileri incelenmigtir.

Bu galigmada [17]’de verilen asimptotik yéntem kullanilarak yukarida ta-
mmlanan tabakali ortamda SH-dalgalarinin nonlineer self modulasyonu ince-
lenmektedir. Burada, ¢ SH-dalgalarinin faz hizimi, ¢; ve ¢ birinci ve
ikinci ortamda lineer kayma dalgalarinin yayilma hizlarim gostermek izere,
¢ < ¢3 kabulu altinda, ¢ < ¢; < ¢ ve ¢ < ¢ < ¢ durumlar ayr ayri
ele alinmaktadir. Her iki durumda da nonlineer self modulasyonun asimptotik
olarak bir nonlineer Schrédinger (NLS) ile karakterize edilebilecegi gosterilmig-
tir. Daha sonra c¢; < ¢ < ¢; halinde eger ikinci tabakanin kalinhig: sonsuza
gotiriiliirse nonlineer denklemin ka,tsa,y1~1a,r1n1n, [17])’de tabakali yarim uzayda
SH-dalgalarinin nonlineer self modulasyonu igin tiretilen NLS denkleminin

katsayilarina indirgendigi gosterilmigtir.
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3.2.1 ¢g<cg<ec igin Analiz

Kigiik fakat sonlu genlikli SH-dalgalarinin self modulasyonunu incelemek
i¢in degigik Slgekler yontemini kullanacagiz [17,26]. Bunun igin X,Y vet ye-
rine

=X, ti=€t , y=Y i=0,1,2 (3.1)

bagintilar: ile yeni bagimsiz degigkenler tammlayacagiz ve u ve v ’yi bu yeni
degigkenlerin fonksiyonlan olarak goézoniine alacagiz. Burada ¢ > 0 nonli-
neerligin mertebesini belirten kii¢lik bir parametre, x1,23,%;,%; ise yayilma
olayinda yavag degigimi karakterize eden degigkenlerdir. §imdi u ve v ’nin
e cinsinden agagidaki gibi uniforin olarak gegerli asimptotik agilimlara sahip

olduklarin1 varsayiyoruz;

o0
n
u= E €"un (o, 1, T2, Y, to, L1, 12)

n=1
v = Z envn(an T1,%2,Y, t07t11t2) (32)
n=1
Dikkat edilirse eski ve yeni bagiumsiz degiskenlere gore tiirevler arasinda
0 0 a  ,0 0 a a ,0 a 0
at_'at_o“?%]“ Oty 6X—6mo+€6m1+6 dzy, ' OY Oy (3-3)

bagintilar1 gegerlidir.

(2.64-65) ile verilen hareket denklemleri ve (2.66-68) sinir kogullarina (3.3)
doniigimii uygulanir ve daha sonra da (3.2) agihmlan kullanthirsa, € ’un
aym kuvvetlerinin katsayilar: egitlenerek wu, ve v, 'nin ardagik olarak hesap-

lanabilecegi bir problemler hiyerarsisi elde edilir. Bunlardan ilk t¢ti agagida

verilmektedir:
O(e) :
E((,“ul =0, [,((Jz)vl =0 (3.4a,b)
3]
y=hy'de 3’;—1- =0 (3.4¢)
y=0' da Uy = vy ve Qu—l—— %=0 (3.4d, €)

Jy Jy
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y = —hy 'de - =

O(e?) :

L:(()l)’bh = ﬁgl)ul [,(()2)7)2 = £52)’U1

y=h1'de — =0
¥
a'U,2 802
y= de Uy =0y , (?y (9:1/ 0
y = —hy 'de 6—13’/"1:0

O(e) :
L:((,l)u;; = ££l)uz + ££‘)u1 + nyMo(uy)

£(()2)v3 = ,ng)'l)z + ;ng)vl + ngNo(’Ul)

Oug

y=nhy'de — =
Jy

=0’ de wuz=wv3 ve

0 Ovg d 0
Ty "y = gy Bolon) ~ Aig Q)
' Jvs -

y= —'hz de 6y 0

Burada E(()"), £§”’ , zﬁ"’, Qo ve N, differansiyel operatérleri

£ = Btf ‘ (g_l‘%+%;—‘f),
2 2
Ly = "z[ai,gtl - aifog)ml}’
g [, PV L0
Cg )?b == [ o} + 2(’)!()(')12 a r'z’(()m% + 234?700-’172)] ’
o) = (52) + (32)"

W) = 5= (5 o(#)) + 5 (S 0).

olarak tanimlanmaktadirlar.

(3.4f)

(3.5a, b)
(3.5¢)
(3.5d, e)

(3.51)

(3.6a)

(3.6b)

(3.6¢)

(3.6d,¢)

(3.6/)

(3.7a)

(3.7b)
(3.7¢)
(3.7d)

(3.7¢)
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Dikkat edilirse, (2.59-63) veya (2.64-68) denklemleri ile tanimlanan non-
lineer problem lineerlestirilirse, (3.4a-[) denklemleri ile tamimlanan e mer-
tebesindeki pertiirbasyon problemine eg yapida bir problem elde edilir. Yanlz

bu problemde u ve v
u=u(X,Y,t) ve wv=v(X,Y,t) (3.8)

yapisinda fonksiyonlar olacaklardir ve bunlar, problem ¢ozilerek tamamen be-

lirlenirler. ¢ mertebesindeki lineer problemde ise u; ve vy
U1 = Uy (320, T1,T2, Y, to, tl, tz) , U1 = U1 (:1:0, T1,Z2,Y, to, tl, tz) (39)

yapisinda fonksiyonlardir ve agagida goriilecegi gibi bu mertebeden problem
coziilerek, u; ve vy ’in ancak zo,t vey degigkenlerine bagliliklar: agik olarak
hesaplanabilir. Diger degigkenlere bagliliklar1 daha iist mertebe problemler-
den belirlenecektir. Dikkat edilirse ikinci ve tigiincli mertebedeki problemler
de, sagdaki terimler bir onceki mertebedeki problemlerden bulunacaklar igin
birinci mertebedeki problem gibi lineer problemlerdir. Yalmz bu problemlerde
denklemler ve bazi siir kogulu artik inhomojen yapida olacaklardir. Simdi

sirasi ile bu problemlerin ¢dziimlerini ingaa edecegiz.

Birinci mertebe problemdeki (3.4a,b) denklemlerinin ¢6ziimleri degiskenle-

rin ayrilmas1 yontemi kullanilarak agagidaki formlarda elde edilebilirler;

o
Uy = A(l) $1,$2,t1,t2 6ilkp1y + B(l) 331,.’132,t1,t2 e—ilkmy e“"s + c.c.
1 1
I=1

V1 = Z{Cl(l)(xl’ Ty b1y £2)e Y 4 D (21, g, 11, 12)e ™ WP} e + cc. (3.10)
=1
Burada ”c.c.” sembolleri 6nceki terimlerin kompleks eglenigini gostermektedir.

Ayrica k dalga say1s1, w agisal frekans olmak tizere

ve bu kisimdaki analizde ¢; < ¢z < ¢ kabul edildigi igin

c? 1/2 c? 1/2
= (_2 —1) y P2 = (—2 - 1) (3.12)

Cl C2
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olarak tammlanmaktadirlar. ¢ ise faz hzidir. Agl) , BY | C’,u) , DIV dalga
genligi fonksiyonlaridir ve problemin sinir kogullarindan elde edileceklerdir.

Bunun igin (3.10) ¢6zlimleri (3.4¢-f) simir kogullarinda kullanilirsa

T
1
uf? = [aP, B, o, Df| (3.13)
ve
ilkpyelteiht  —ilkp; e itkeih 0 0
0 0 ilkpge=itkrrhe  _ilkp, cilkpahe
Wi= (3.14)
ilkps —ilkpy ~iylkp, iylkp,
I 1 1 —1 -1

olarak tanimlanmak tizere Ugl) vektori i¢in

w,ull =0 (3.15)
homojen ccbrik denklem sistemleri clde edilir. Dikkat edilirse

det W, =0 (3.16)

dan

p tan(khypy) + yp2 tan(khop,) =0 (3.17)

elde edilir. (3.17) bagmntisi lineer dalgalara ait dispersiyon bagintisidir. Bold-
miin baginda da belirttigimiz gibi bu ¢aligmada bir % dalga sayist civarinda
merkezlenmig bir dalga katarinin nonlineer self-modiilasyonunu inceliyoruz.
Bu nedenle yayilan dalgalarin dalga sayilarinin harmonik rezonans kogulunu

saglamadiklarini kabul ediyoruz, yani
1>2 igin det W; # 0 (3.18)
dir. Bu kogul altinda (3.15)’in ¢oziimleri R
W, R=0 (3.19)
denklemini saglayan bir situn vektorii olinak tizere

=1 igin UV = Ay (2, 22, 11, 12) R (3.20)
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ve

1>2 igin U =0 (3.21)
olarak elde edilir. (3.19)’un bir ¢oztimii de

RT _ (ei(kthz—k’llm)C()S(kth2) : ci(kh2m+kh1pl)w’ c‘2ikh2p2, 1) (322)
cos(khyp1) cos(khipr)

dir. (3.20) ve (3.21) kullanilirsa birinci mertebe ¢ozlimler igin (3.10)’ dan
Uy = A](Rleikmy + Rge*ikmy)eid’ + c.c.

vy = .Al(R;;eik”’y + 1246""’“’”")6“’s + c.c. (3.23)

Burada R; ¢=1,...,4 ,(3.22)'de verilen R vektoriiniin bilesenlerini, A, ise
modiilasyonun birinci mertebe, yavag degigsen kompleks genligini gostermek-
tedir. Dikkat edilirse (3.23)’de verilen birinci mertebe ¢oziimi tamamen be-
lirlemek igin A; i hesaplamak yeterli olacaktir. Bu fonksiyon daha yiiksek

mertebe problemlerden belirlenecektir.

(3.23)’de verilen birinci mertebe ¢oziimler ikinci mertebe pertiirbasyon prob-

leminin (3.5a,b) denklemlerinde kullamlirsa buradan

LMy = 2%i(Rye*Y + Rye * 1) MY 4 c.c. (3.24a)
[,((,2)'02 = 2i(Rae™" + Rye ¥ MY + c.c. (3.24b)

denklemleri elde edilir. Burada

o= 2k 2
M7 =w o, +c, 52, (3.25)
olarak tanimlanmaktadir. (3.24) denklemlerinin ¢éziimlerini
Uy = Uy + 'ﬁz ve vy = Uy + "(72 (326)

formlarinda iki parcaya ayiralun, oyleki @, ve T, , siras: ile (3.24a) ve (3.24b)

denklemlerinin 6zel ¢éziimleri, uy ve vy ise
i =0 , P =0 (3.27a, b)

homojen denklemlerinin (3.5¢-f)’ den tiretilen

Juy 1y

Y GUa _ _T¥2
y=nh de By Gy

(3.28q)
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y=0 da (U — V3) = — (U — a) (3.28b)
662 6”62 _ (?’LLz 6’1—)2
By T ey T ( dy ' oy ) (3.28¢)
8:172 61)2
= —1] le — = 3.
Y P de G - 9y (3.28d)

homojen olmayan sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri olsunlar. (3.24a,b) denk-
lemlerinin 6zel ¢oziimlerini belirsiz katsayilar yontemi ile bulabiliriz. Bunun

icin W, ve T, 'yi sirasi ile
uy = (Cy ey 4 Czc"ik”‘y)yei"" + c.c. (3.29a)

Ty = (Cae™P?¥ + Cye ™ Y )ye + coc. (3.290)

formunda segebiliriz. Bu ifadeler (3.24a) ve (3.24b) *de kullamilirsa gerekli ara

islemlerden sonra

C, = M(l) C, = M(l)
kPl Cl
Cy= -2 1@ Co= 2@ (3.30)
Cgklh p c%kpz N

elde edilir. (3.27a,b) homojen denklemlerinin ¢oziimleri, birinci mertebe prob-

lemde oldugu gibi,

—Z[A( )(xl, T4, 1y, tz)e'”‘””-l—B(l)(m, Ta,t1,12)e” z""””’]e’“‘ +cc (3.31a)
1=1 '

Up= Z[Cél)(xl, T2, 1, tz)e"kmy+Dg”(:I:1, T, by, tg)e_i"‘”’y]ew’ +cc. (3.31b)
l.—

olarak bulunur. Ag) , B(” C'U) Dg) ikinci mertebe dalga genligi fonksiyon-
lanidir ve bunlar (3.28a-d) sinir kogullarindan hesaplanacaklardir. (3.13) deki
gibi

Uy =AY, BY, ¢, DPIF (3.32)
vektorli tammlanirsa, bu vektorler igin; (3.31a,b) ¢ozlimleri (3.28a-d) simr

kosullarinda kullanilirsa agagidaki inhomojen cebrik denklem sistemi elde edilir;

w, U = bl (3.33)
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(3.33)" iin sagindaki b\ vektorleri, I =1 igin

[—Ci(1+2kpihy)e? P —Co(1 —ikpyhy ) thrrhn ]
~Ca(1—ikpyhy)e P22 —Cy(14-ikpyhy)eikp2ha

b = (3.34a)
—~C14+C)+~(C3+Cy)

! 0 ]

ve

[>2 igin b{" =0 (3.31h)

dir. 'W; matrisinin ve R vektoriiniin tamimlar: kullanilarak gerekli hesapla-

malar yapilirsa

(3.35)

A OW, OA OW
o _ . 1 1 1 1
by’ = Z(atl dw Oz, Ok )R

oldugu kolayca gosterilebilir. det W; = 0 ve bgl) # 0 oldugu igin (3.33)

denkleminin [ = 1 igin ¢oztimi olmasi i¢in LL ,

LW, =0 (3.36)
ile tanumlanan bir satir vektor olmak tizere

L.bgl). =0 (3.37)

uygunluk kogulunun saglanmas: gerekir. (3.36)’ dan L,

B 1 v kp, sin khypy
L= ( " coskhypy’ cos khaps’ L cos khip ) (3.38)

olarak hesaplanir. (3.19) bagintis1 & ’ya gore tiiretilirse

oW, oW, dR JR _
(i + 1 R W (5 + ) =0 (339)
elde edilir. Burada
dw
V=2 (3.40)

dir, yani grup hizin1 gostermektedir. Simdi (3.39)’u soldan L ile carpar ve

(3.36)" y1 kullamirsak

V,=— (La;zl R) / (Lagzl R) (3.41)
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oldugu ortaya ctkar. Bu sonug ve (3.35) kullanilirsa (3.37) uygunluk kogulun-

dan A, fonksiyonunun
A, DA,
AL Vihd )
6t1 + g 6.’13]

denklemini saglamasi gerektigi bulunur. Bu sonug A, ’in V, grup hizi ile

=0 (3.42)

ilerleyen bir referans gergevesinde sabit kaldigim gosterir, yani A; fonksiyonu
.A] = A|(m[—V9t1,m2,t2) (343)

yapisinda olacaktir. (3.39) ve (3.42) kullamlirsa, ! =1 icin (3.33) denkleminin
¢Oziimiiniin

L0A; (aR (‘)R)

e \ok T o

Ugl) = Az(xlam% tl,tz)R_ ok

(3.44)

olarak yazilabilecegi goriilir. Burada A, dalga modulasyonunun yavag
degigen ikinci mertcebe genligini tetnsil etinektedir ve gercktiginde yukart mer-
tebe pertiirbasyon problemlerinden elde edilir. Fakat biz bu galigmada sonlu
fakat kiiglik genlikli hareketlerle ilgilendigimiz i¢in yalnizca A; ' i belirle-
meye ¢ahgacagiz. | # 1 icin det W; # 0 ve bg) = 0 oldugundan (3.33)

denkleminin ¢oziimii
1>2 igin U =0 (3.45)
dir.
Boylece birinci ve ikinci mertebe ¢oziimleri tamamlamig olduk fakat A; -
fonksiyonunu tam olarak belirleyemedik. Bu nedenle {i¢iincii mertebe pertiir-
basyon problemi ile ilgilenecegiz. Eger birinci ve ikinci mertebe ¢oziimler

liglinci mertebe problemin (3.6a-b) denklemlerinde kullamilirsa gerekli ara

iglemlerden sonra bu denklemler agagidaki formlara doniigtrler;
ﬁgl)us___ (Dleikmy_|_D2yeikmy+D36—ikpxy+p4yc—ikp1y_|_
D531y L Dye=3kp ‘y) e +e.c.+ (e 'li terimler) (3.46a)

[:(()1)‘03 — (D7eik”2y+'D8yeik”2y+’Dge"ikp2y+Dmye’ik”“’+

'DueSik””-l—Dlge—sik”’y) e +c.c.+erB Y terimler) (3.46b)
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Burada
Dy =2iR M + 201 2 M + RN 4 2% R M) — Preikipaha—mi)

D, —_-_21(62@ )Rl( 2 4 ke? am)Mﬁ’
Dy =2ReM) + 28552 M) + BN 4 2R M) — Py eikeahatrii)

Dy =2i(gh ) Ha(wik + kel ) M)

Ds = Qleik(P2h2—3m h1) , Dg= Qlcik(mhz+3m h1)

Dy =2iRM + 205 2 MY + RaN® + 2i R M} — Pye?ikreta
Dy =-2 (%ﬁz) R3( 5 T kczazl)M?l)

Dy =2RME + 202 MY + RN + 2R M7 — Py

Do =2i(ghs ) Ra(wids + ke ) MY

D“ — Qaeclzkpzhg , DIZ — Qae—szpghg (3470—1)
ve
(a) Aﬁ 29Ap (o) _ o ORy ., ORs
M) = (w0 e .,)’N ("‘d 74 6t2A1)’ = (55 +% %)

Pr= n1k4(9p'; +2p} +9)S*| A" Al
Q1= nik*(9pf — 2p} — 3)S°|Ai° As
S= cos(khaps)/ cos(khypi)
Py= nak*(9pi+2p} + 9)|A1|"4,

Qy= 712A:4($);;;—2;)§—:i)|A.|2A. (3.48¢—[)
dir. |A4;] de A;’in modiiliinii géstermektedir.

Ikinci mertebe problemdeki gibi iigiincii mertebe problemin ¢oéziimlerini
Uz = 63 + Ua ve vz = :63 + D3 (349(1, b)

formlarinda iki parcaya ayiralim, dyleki @3 ve 3 , sirast ile (3.46a) ve (3.46b)

denklemlerinin 6zel ¢ozlimleri, u3 ve v3 ise

V% =0 , £P%=0 (3.50a—b)
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homojen denklemlerinin (3.6¢c-)’ den tiiretilen

‘)"i; l)_:;

y = hy 'de (—(;—lyi = —%;; (3.51a)
y=0"da Uz — U3 = —(Uz — U3) (3.51b)
_no 8u3 653 6'&3 6'03 6'01 6u1

y=0"’da T oy ((?J it ) ’Yﬂz QO(vl) ﬂl——Qo(ul)
(3.51¢c)
0v3 03 ,

= =l "’ —_— = ———— .5

Y 1y 'de 3y dy (3.51d)

homojen olmayan sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri olsunlar. %3 ve 3 ozel

goziimleri de

wy) = F{N (@1, 22,81, 12,9)e™ + cc. (3.52a)
7 = G (21, 22, 1, 12,9)e™ + c.c. (3.520)

olmak tizere
Uz ( ) u(3) ve Tz = v(l) +7 '“(3) (3.53a, b)

seklinde lineer bagimsiz iki fonksiyonun toplami olarak ifade edilebilirler.

=1 igin .'F() ve g“) ’
.7:(1) (&1 +Ey)ye* Y+ (E3+Eay)ye —ikpry £ kYt £e3RPIY ¢ ¢, (3.54a)

O = (& + Eay)ye™™ + (& + Eroy)ye™ Y + £ ®*PY + E13e™ Yt cc.
(3.540)
formlarinda secebiliriz. Bu ifadeler (3.46a,b) denklemlerinde kullanilirsa gerek-
li ara iglemlerden sonra & , 1 =1,...,12, katsayilan
81 = ZD] /2]66?])1 - D2/4k20¥p¥ gg = 2D2/4kc%p1
& = —iD3/2kc3py — Daf4k*cEps &y = —iDyfdkEp
= D5 /8k2c2p} = D /8k>C3p?
87 = ZD7/2kC%p2 — D8/4k2c§p§ gs = ZDg/‘UCC%pz
59 = —z'D9/2kc§p2 — 'Dlo/4kzc%p§ 810 = —iD10/4kC%p2
811 = D11/8kzc%p§ 812 = 'D[2/8kzc§pg (355)

olarak elde edilebilirler. @) ve ﬁ:(f) ¢oziimleri de benzer yol izlenerck he-
saplanabilirler. Fakat ileriki kisimlarda bu fonksiyonlarin agik ifadeleri gerekli

olmayacagindan ﬂ“:(,s) ve 6&3) ¢oziimleri hesaplanmayacaktir.
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u3 ve v3 igin,yani (3.50a,b) ve (3.51a-d) denklemleri ile tanimlanan prob-
lemin ¢6ziimii igin, bir énceki pertiirbasyon problemindcki gibi hareket edile-

cektir. (3.50a,b) denklemlerinin ¢oziimleri

o0
uz= Z [A:(sl)(xl, Za, 1y, tz)cukmy-l-B;(l,l)(ml, T, by, t2)e“i"‘””’] e te.c.
=1

(oo
v3= Z [Cgl)(xl , Ta, b1, tg)eilk”zy+Dg)(m1 , T, 1, tz)e"i"‘”y] e t-c.c. (3.56a,b)

=1
olarak yazilir. Burada Ag) , B§” , C'él) ve D:(,l) icincii mertebe dalga

genligi fonksiyonlaridir ve bunlar (3.51a-d) sinir kogullarindan hesaplanacak-

lardir. (3.13) ve (3.32)’ deki gibi
ug) =149, BY, ¢, pPr (3.57)

vektori tanimlanirsa, bu vektorler igin; (3.56a,b) ile birlikte g, vy, ug, ve,-
Us, U3 ¢ozimleri (3.51a-d) sir kogullarinda kullanilarak agagidaki inhomojen

cebrik denklem sistemleri elde edilir;
w,U{ = ). (3.58)

(3.58)" in sagindaki vektorler [ =1 ve [ =3 igin sifirdan farkh, 1 # 1,3 igin

ozdeg olarak sifirdir. [ =1 igin oldukga uzun iglemlerden sonra

(1) — 6W1 B.Az _ 3W1 6A2 o 6W1 6.A1 _ 6W1 6./41
b3 - Z( Bw 6t1 6/6 6:111 >R Z( 8w 6t2 ak 8:1:2)R
+l (82W1 62.A1 _ 262W1 62A1 82W1 62A1)R
2\ 9w? 02  ~0wdk 0z,0t; ' Ok* Oz}
oW, 3%°A4; OW, 0%A; \ (OR R
+( )(

- -+ Voo ) + FlA 3.59
Ok 0a? dw O0z0l/ \ Ok + gaw)+ |4 " Ay ( )

olarak elde edilir. (3.59)" daki F vektorlinlin bilegenleri agagidaki gibi

tamimlanmaktadirlar;

Fy =—B1h k3(9p1 4+ 2p +9)S3ikhara
Fy =—Pah k' (9pi+2p2+9)eikhare
Fy =By (9p1+2p2+9)% sin khipy — 361 £ (9p} — 2p —3)S% sin 3khapy

—vﬂzﬁg(%‘é +2p2+3) sin khaypy — %7[}2%(9])3 —2p2—3) sin 3khyp,
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—B1{2k3p; (14+9p?) sin khypr + 2k3p) (1—3p?) sin 3khyp } S°
—27B2k3(1+9p3) sin khopy —2yB2k3py(1 — 3p3) sin 3khapy]etkhare
Fy =-p 4%2%-(9[)‘14 —2p2—3)S3 cos 3khypyeikhar

+ﬂ2§g(9pg —2p2 —3) cos 3khgpyetFhare, (3.60)

bg’) vektoriiniin acik formu, daha sonraki hesaplarda kullamlmayacagr igin
verilmeyecektir. det W; =0 ve bgl);éﬂ oldugu igin (3.58) denkleminin

[=1 igin ¢6ziminiin olmasi igin
Lb{" =0 (3.61)

uygunluk kogulunun saglanmast gerekir.l=3 igin (3.58)’in ¢ozimi
det W;#£0 oldugu igin

U =w;1b{) (3.62)
olarak elde edilir. [#1 ve [#3 igin isc, det W;#£0 ve bg):——_O oldugundan,
(3.58)’ in ¢dzlimleri

v =0 |, 1#1,3 (3.63)

olarak elde edilir. U’ ve Uga) ’ in agtk yapilarina birinci mertebe uni-
form gegerli ¢oziimii elde etmek igin ihtiyag olmadigindan bu vektorlerin agik

yapilarim elde etmeye galigmayacagiz.

Simdi analizi (3.61) uygunluk kogulunu inceleyerek siirdiirecegiz. (3.41)

kullanilarak bu kogul hesaplanirsa

(0A dA 0’ A, 2 0A; d0A;
' 3.64
’(atz +V-"aa:2)+' a7 2+ AL A i (2 5 Vo =0 (3.64)
bagintis elde edilir. Burada [ ve A sabitleri
~ 9*W, ’W, 9*W,
_ 2
F=—[GL( %+ g R
IW, dW;\ (OR oR oW, -
+L( ok Ve Ow )(Ec“i-‘gaw)]/(ll Ow R)' (3-650)
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A=-LF/ (Lagzl R). (3.65b)

olarak tanimlanmmsgtir.

Eger W;R = 0 denklemi k ’ya gore iki defa tiiretilir ve sonug baginti soldan
L satir vektori ile carpilirsa elde edilen ifade (3.65a) ile kargilagtinldiginda

Al

poldly _1dw
T3dk T 2dR?

(3.66)

oldugu ortaya gikar. A, fonksiyonu bir sekilde belirlenirse (3.64) denklemi
A; ’in hesaplanmas: igin kullanilabilir ve bdylece problemin birinci mertebe
uniform gegerli ¢6ziimii ingaa edilebilir. Dikkat edilirse, eger Az 'nin z; ve ¢,

degigkenlerine A; gibi bagh oldugu kabul edilirse, yani .4; 'nin
Az = Az(.’l)l g ‘/ytl,{vz, tz) (367)

yapisinda oldugu kabul edilirse,

0A; 0A;

St Veg, =0 (3.68)

olacaktir. Bu durumda (3.64), yalnizca A4 igin bir denkleme doniigtir. Daha

sonra agagidaki boyutsuz degigkenler ve sabitler tanimlanarak
T =wiy=wet; =we?t
E=ke Nz~ Vytz) =k(z1—Vt1) = ek(z — Vi)

A=kA, , T=kT/w , A=Ajwk? (3.69)
bu denklem agagidaki forma dontistirilir;

BA A -
Za—T-{_F??F-l_AIAI A=0 (3.70)

(3.70) denklemi nonlineer Schrodinger (NLS) denklemidir ve birgok degisik
alanda nonlineer dalga modillasyonunu asimptotik olarak karakterize etmek

igin tiretilmigtir [23,24,25]. Boylece, A ¢oziimii (3.70) denkleminin

A(€,0) = Ao(¢) (3.71)
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geklinde verilen bir baglangi¢ degeri igin bulunduktan sonra birinci mertebe
coziimler (3.23) denklemleri kullanilarak ingaa edilirler. (3.71) baglangi¢ dege-
rinin (3.23) araciligs ile birinci mertebe yerdegigtirmelerin baglangic degerlerine

bagli oldugu agiktir.

Burada su noktaya dikkat ¢ekmek gerekmektedir. Bir kritik k. dalga
sayisinda temel dalganm (I=1), laz luz, bunun igiincii harmoniginin faz hiz
ile ayn1 olursa yukarida elde edilen birinci mertebe ¢oziim artik uniform olarak
gecerli olmayacaktir. Ginki boyle bir durumda (k., w.) ve (3k., 3w,) ciftleri
ayn1 anda dispersiyon bagintisim saglayacaklardir. Yani, hem det W; =0 hem
de det W3 =0, (k.,w.) igin sifir olur. Bu durumda (3.62)’ dan k& — k. igin
U:(,S) "lin smirsiz olarak biiyliyecegi goriiliir. Dolayisi ile €Uz , €U; ’ den
daha baskin olur. Bu ise (3.2) asimptotik agilimlarinin uniform olarak gegerli
olduklar1 varsayum ile ¢eligir. Bir bagka deyigle boyle bir durumda yukarida
elde edilen birinci mertebe ¢o6zim uniform olarak gegerli olmayacaktir. Bu
olaya iiclincii harmonik rezonans denir. Bir kritik dalga sayisinda bu tip bir
olay olugtugunda temel mod ile onun figlinci harmonik bilegeni arasinda e-
nerji transferi olugur. Yani temel modla, ligiincii harmonik arasinda bir lineer

olmayan etkilegme olusur.

Genel olarak bir kritik dalga sayisi ve ona kargt gelen frekans, (k., w.),i¢in
hem det W; =0 hem de det W,, =0, me{3,5,7,9,...} , olursa temel mod ile
onun m. harmonigi arasinda harmonik rezonans olugur. Bu durumda (3.15)’in
¢oziimiinde, det W,,, =0, oldugu igin Ugl) ’den bagka Ugm) de sifirdan farkli

olacaktir. Dolayis: ile birinci mertebe ¢oziim
UN=AR, , UM=A"R,, , UV =0 ,1#m (3.72)
olacaktir. Burada R, ve R,
W,R,=0 , W,R,=0 (3.73)

olarak tammlanmaktadir. Eger pertiirbasyon analizi buradan itibaren iler-
letilirse bu halde Aﬁ” ve Aﬁ"" icin bir kuple lineer olmayan denklem sistemi
elde edilir [22]. Fakat biz bu ¢aligmada harmonik rezonans olayim incele-

meyecegiz.
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3.22. ¢ <c<ae igin Analiz

Bu bolimde ¢ < ¢ < ¢; igin onceki bélimde tanimlanan problemin
asimptotik ¢ozlimiinii ingaa edecegiz. Bu durumda da perturbasyon problem-
lerinin ¢oziimleri yine bir 6nceki boliimdeki gibi hareket edilerek ingaa edilir.
Yalmzca v, ¢6ziimlerinin yapisinin degismesinden gelen farklihklar olacaktir.

Bu nedenle analiz miimkiin oldugu kadar kisa tutulacak, sonuglar verilecektir.

¢1 < ¢ < ¢z oldugunda birinci mertebe problemdeki (3.4a,b) denklemlerinin

¢oziimleri,

oo
Uy = Z [Agl)(:vl, T, tl, tg)eilkmy-f-Bfl)({l)l, ZTa, tl, tz)e_ilkmy] ei'¢+c.c.
=1

V= Z [Cl(l)(wla T2, t1, t2)6~”°"y+Dgl)($1, Z3, 1, tz)e""’y] etcc  (3.74)
=1

olarak yazilir. Burada

v=(1--)/? (3.75)
olarak tanimlanmaktadir. Dikkat edilirse u; ¢6ziimii bir onceki halde oldugu
gibidir, fakat v; ’in yapisi degigmektedir. Bu g¢oziimler (3.4c-f) sinir kogulla-
rinda kullanilirsa

w,u{) =0 (3.76)

elde edilir. Burada UY) yine (3.13) ile W ise agagidaki gibi tanimlanmaktadir;

[ilkpyeitribr _flkp, eilkril 0 0
0 0 —lkvetkvhr  [kye—tkvha
Wi= (3.77)
B 1 1 —1 —1 ]

det W; = 0’ dan dispersiyon bagintis1 (3.17) yerine
p1 tan(khip) = yv tanh(khav) (3.78)
olarak bulunur. (3.18) varsaymm altinda birinci mertebe ¢oziumler

Ugl) - A1($1,$2, t1,t2)R (379)
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ve
1>2 i¢in UP =0 (3.80)

dir. R vektori (3.19) ve (3.77)’den

RT — (se—ikmh]—kuhg : Scikmhl—kuhg , e—Zkuhz ; 1) (381)
olarak elde edilir. Burada
S = cosh(kvhy)/ cos(kpyhy) (3.81a)

dir. (3.79) ve (3.80)’ den birinci mertebe ¢oziimler
U = .A1(Rleik”1y + Rze_ik”‘y)ei¢ + c.c.

vr = A (Rae ™Y + R,;ek"y)ei"’ + c.c. (3.82)

olarak yazilir.

ikinci mertebe ¢oziimii ingaa etmek igin bir onceki bolimdeki gibi hareket

edilecektir. Yalmz bu halde T, ve v, sirasi ile agagidaki yapilarda olacaklardir;

Ty = (Cae™™¥ + Cae®¥)ye™ + c.c. (3.83a)
52 = Z[C‘y)(azla T, t1 ) tZ)e—“wy + ])g)(ml sy T2, tla t2)elkvy]eil¢ +c.c. (383b)
=1

Bu ¢bzimler kullanilarak gerekli hesaplamalar yapilirsa; Ugl) i¢in yine (3.33)

denklem sistemi elde edilir. Fakat bu halde bgl) vektori

[—Cy(1+ikpyhy)ePitt —Cy(1~ikpyhy)etFrih ]

—C3(14 lcz/hg)ek"h2 —Cy(1— kvhy)e kv
by = (3.84)
—HC1+Ca)+v(C3+Cy)

0
yapisindadir ve Cy ve Cy (3.30)" deki gibi, C3 ve Cy ise

o

iR
Cs= =M a0 M (3.85)

- 2 11
cskv

Ci =
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olarak tammlanmaktadirlar. L.b®) = 0 uygunluk kosulundan yine A’ in
(3.42) denklemini saglamast gerektigi ortaya gikar. L vektoril ise (3.37)" den
(3.77) kullanilarak

L= ( — ! 2 1, —vkv tanh(kuhg)) (3.86)

cos khyp; ’ cosh khav

bulunur. Ikinci mertebe ¢dziimler bu halde de (3.44) ve (3.45) formlarindadir-
lar. Bu ifadelerde R (3.81)’ de tanimlanan vektordiir.

Birinci ve ikinci mertebe ¢dziimler diglincii mertebe problemin (3.6a-b) den-

klemlerinde kullanilirsa bu denklemler agagidaki formlara doniigiirler;

,Cgl)u;; = (D1 *P1Y L Doy et 4 Dye~*P1Y L Dyye FPIUL-

D5e*P1¥ | Dge =3P W) e +c.c.4+ (€53 ’li terimler) (3.87a)
Cgl)vg = ('D7e"k""’ —I—'Dgye_k"” +Dge*Y + Dloyek"y—}-

Dyre~ Y 4Dy, esk"y) e?+c.c.+ (e:":"’"’S ’li terimler) (3.87b)

Burada

Dy =2iR1M§11) + 24 ;’TIM(I? + RN 4 22'R1M§12) _ Pye-ikmp
Dy =2 gk ) B (waiy + ketal ) MY

Dy =2iR MY + 285 2 MY + RN + 28 RMS) — Preihims

Di =2i(zh ) Ba(wids + kel 2 )M

Ds = Q] e—3ikh1p1 . De= Q1 e3ikhip

Dy =2RM + 2052 MY + BaN'® + 2R M _ Pye-2hvhs
Dy =) oo + i) M

Dy =2RMP + 20,2 MD + RN® + 20 R M) — Py

Dro ( zk,,)R4( -+ kcgaz )Mﬁ)
Dll = Q36—3kuh2 , D12 = Q363kyhz (388&—[)
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ve

75| = A:"(gp’: + 2])% + S))S"lAl IzAl

Q1= nyk*(9p? — 2p? — 3)5°| 4,2 4,
ﬁg: n2k4(91/4+2V2 + Q)C—Zk”hz I.A1|2A1

Q3= nakM (914202 —3)e~3kvh2| 4,2 A, (3.89¢—d)
dir. Daha 6nceki bolimdeki gibi hareket edilerek tiglinci mertebe problemin
¢ozimleri

Uz = ’ﬁ;} + U3 ve vz = "53 + U3 (390)

formunda aranabilirler. @3 , U3 6zel ¢ozlimleri de 'tig) T;'g) (3.52a,b) ile

tanmimlanarak ve (3.53a,b) deki gibi
U= + 7 ve, Ty ==v%) + %) (3.91)

seklinde iki fonksiyonun toplami olarak ifade edilebilir. Bu durumda

I=1igin F ve g{V
,7-'3(1)=(81+82y)yeik”1y+(S3+54y)ye_ik”‘y+Sseaik”’y—I—&;e_sik”‘y-I—c.c. (3_920)

G = (& + Esy)ye ™Y +(Es+Eroy)ye™ + E11e PV 4 £13¢*V fcc. (3.92b)

formlarinda segilebilir. Bu ifadeler (3.46a,b) denklemlerinde kullanihirsa gerekli

ara iglemlerden sonra ¢, 2 =1,...,12, katsayilar

& = 1Dy [2kcipy — Dy f4kEi i} & = iDy/Akeipy
&3 = —iD3/2kcp, — Da/dkcip? &y = —iDyf4kcipy
Es = D5 /8k2cip? & = De/8k*2p?
&7 = D¢ /2kcZv + Dg/4k*c2v? & = Dg/4kciv

E = —Dy/[2kciv + Do /1K E1? Eio = —Dyo/AkcEv

811 = —'Du/8k2c§1/2 812 = —'D12/8k263112 (393)
olarak elde cdilirler. (3.50a,b) ve (3.51a-d) denklemleriyle %3 ve U3 igin tanim-

lanan problemin ¢bziimleri

o0
U= Z [A:(zl)(fcl, T2, U1, iz)e”k”’y+13§1)(:c1, Za, 1, tz)e"“k”ly] e te.c.
=1
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oo
53:2 [ngl)(ml, oy b1, t2)e” "+ DY) (24, 23, 14, tz)e”‘”y] e e (3.94a,b)
=1
olarak yazihir. Bu ¢ozlimlerle birlikte uy , vy , up , v, Uz , U3 ¢Ozlmleri

(3.51a-d) sinir kogullarinda kullanilirsa U:(,” i¢in
w,U{? = b{ (3.95)

denklemleri clde edilir. F vektoriniin bilegenleri

Fi= —p1hik*(9p} +2p? +9)83
Fy= Bahok*(9v*— 202 +9)e3kvhe
F3= f ﬁ%(gp‘f +2p% +9)83 sin khyp, — 36, ﬁ%(gp‘f —2p? —3)83sin 3khypy
ﬂﬂz’;—i(gl/‘l . 21/2+9)(1 _ g—2kvha )e—Zkuh2
—%7ﬂ2%i(9y4+21/2 —3)e~3kh2 sinh(3khyv)
—B1{2k3p1 (14-9p?) sin(khypy ) +2k3p; (1 —3p?) sin(3kh1p1)}$3
+yBa{—KPu(1+3v2)e~0kvhe 3y (1 —9u?)e~1vhe
+H3v(1—9v?)e~%vhz 4 E3u(14-302)}
Fy= —P135(9p1—2pt —3)5° cos(3khipy)

—ﬂz%(glfl +2v% —3) cosh 3khyve3khev, (3.96)
olarak tanimlanmak {izere (3.61) uygunluk kogulundan (3.60) denklemi elde
edilir. (3.68) varsayimi altinda bu denklemden kA; = A i¢in yine (3.70)’ deki
NLS denklemine ulagihir.

3.23 ¢ <c<c igin he — oo Limiti ve Baz1 Gozlemler

hy — oo igin boliim 3.2.2’ de incelenen problem fiziksel ve geometrik olarak
daha 6nce [17]’ de incelenen tabakali ortamlarda Love dalgalarmin nonlineer
modiilasyonu problemine doniigiir. Bu nedenle boliim 3.2.2’deki sonuglarin da
[17) de elde edilen sonuglara doniigmesi gerekir. {17]’ de de modiilasyon NLS
denklemi ile karaktcrize edildigi igin A , I" katsayilarina déniigecegini gostermek

yeterli olacaktir.
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Dikkat edilirse

S T cosh(kvhs) kv _ 1
hlmr]vo o koo cos(kpy ) ¢ 2 cos(kpyhy)
1
lim ————— =10
hasoo cosh(kvhy)
hlim tanh(kvhy) =1 (3.97)

dir. Bu durumda (3.78) dispersiyon bagintis:
pban(khyp)) = v (3.98)

'yve doniigiir. Bu ise Love dalgalarina ait dispersiyon bagintisidir. Bu limitte
(3.81) ve (3.86) denklemleri ile tanimlanan R ve L vektorleri de siras: ile

1 : 1 .
T - —tkpyhy tkpihy .
R (2cos(kplh1)e ' 2cos(k7)1h1)e 05 1) (3:99)

ve
1

‘S (_ cos(kpihi)

formlarina doniigiirler. R ve L 'nin sifir olmayan bilegenlerinin [17]’ deki L ve R-

0,1, —'7Icu) (3.100)

vektorlerinin bilegenlerine egit olduklar goriiliir.

Diger taraftan
1

a3 1
li S e 3.101
thI%o s 8 COS3(k]J1 ’2,1) ( )
ve \
1
hlim e k2 cosh(3kvhy) = 5 (3.102)
200

oldugu dikkate alinirsa gerekli ara hesaplardan sonra

Fy= —pihik*(9p]+2p}+9)(1/8cos’(kp1 k1))

Fa= f %?—(9])’,‘ +2p2 +9)(1/8cos(kpr 1)) sin khip,
_ﬂlgz"%(gp‘l‘ —2p?—3)(1/8cos?(kps h1)) sin 3khqpy

—7/32%1(91/" +22-3)1
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—B1{2k3p1 (1 +9p?) sin(khp1 ) +2k3p1 (1 — 3p?) sin(3kh1p1) } (1/8cos® (kpi1 k1))
+yB2k3v(14-3v?)
Fy = ——ﬂlz%(gp‘{ —2p?—3)(1/8cos®(kpy h1)) cos(3khyp;)

B (9 4207 3) 1, (3.103)
I3 deki

—B1{2k%py (1+9p7) sin(khypy ) +2k%py (1 —3p?) sin(3khyp1 ) }(1/8cos®(kpy 1))
(3.104)

terimi (3.98) dispersiyon bagmtisi kullanilarak
— By (14+3%0?) (3.105)
formunda yazilabilir.

Yukaridaki sonuglardan hemen goriliirki (3.103)’ deki Fy , F; ve Fy sirast ile
[17) deki F} , F; ve F3 'e 6zdeg olarak esittir. (3.100) gozoniine alinirsa L.F ’ler
de ozdesg olarak esit olacaklardir. Dolayisiyla A katsayilari esit olacaklardir.-
h2 — oo limitinde dispersiyon bagintisi (3.98)" e doniigtiigi igin I katsayilar

da egit olacaklardir.

3.2.4. NLS Denklemlerinin Baz1 Basit Coziimleri ve A , T

Katsayilarimin Dalga Sayisina Gore Degigimleri:

Once NLS denklemlerinin diizlem dalga ¢oziimiinii ve diizlem dalgalarinm
kiigiik pertiirbasyonlar altinda stabilitesini inceleyecegiz. Kolayca gosterilebi-
lirki

ko iajayade .
A= 5 doe 0 ap = sabit (3.106)

fonksiyonu NLS denkleminin bir ¢éziimiidiir ve bu bir diizlem dalga gosterir.
Simdi A’ 1
A= %a(f, 7)eé) (3.107)

olarak alalim. Bu kullanilirsa (3.70) NLS denklemi a ve b igin
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ar + F(abgg + 2a5b5) =0 (3.108(1)
A
ab, — ~4—a3 — I'(age — ab?) =0 (3.108b)

denklem sistemine doniigiir. Simdi @ ve b 'nin (3.106)’ de verilen diizlem
dalga ve tizerine etkiyen kiiglik pertiirbasyonlardan olugtugunu kabul edelim,

yani ay ve by kiigiik pertiirbasyonlar gostermek iizere

A
a=kay+a,(é,7) , b= —4—-k2ag7' + b(&,7) (3.109)

olsun. Buifadeler (3.108) denkleminde kullanilir ve a; ve b; ’in kiigiik olduklar1

kabulu dikkate alinirsa agagidaki lineerlestirilmig denklemler elde edilirler;
ayr + kaorblge =0
3 \12.2
kaobh— = ZAk g1 — I‘a1£5 =0 (3110)
Bu denklemin ¢oziimleri K reel olmak iizere

ay = Aoei(h’é_n’r) N bl = B()Ci(Kﬁ_Q‘r) (3111)

geklinde aramrsa, goriillirki nontrivial ¢6ztim igin

3 Ak?ql
2 _ p2p040q _ 2 0
0 = KA - T )

(3.112)

olmali. Verilen bir K igin eger 'A < 0 ise (3.112)’ den '’ min daima reel
olacag goriiliir.Bu durumda a,ve bysimirlt kahrlar. Fakat eger 'A > 0 ise ),
K < (V3/2)kao(A/T) degerleri igin kompleks olacaktir. Bu durumda aq ve by -
sinirs1z olarak biyirler. Dolayisiyla I'A < 0 oldugunda (3.106) diizlem dalgas:
kiiglik pertiirbasyon altinda stabil kalacaktir, 'A > 0 oldugunda bu dalgalar

stabil olmayacaklardir.

a; ve by lincerlestirilinig ¢oztimleri ¢ok kisa zaman arahginda gegerli ol-
malarina ragmen 'A > 0 veya I'A < 0 olmast NLS denklemi ile karakterize
edilen asimptotik dalga alaninin verilen bir baglangig datasindan uzun zaman
araliginda nasil geligecegini etkiler. Bilinmektedir ki }£] — oo da sifira giden

bir baglangig uyarisi eger I'A > 0 ise formu agagida verilecek olan bir dizi
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solitona, fakat eger I'A < 0 ise sonen titresimlere doniisiir. Bu nedenle soliton
tipinden ¢6ziimlerin mevcut olup olamayacagina karar verebilmek igin T'A ter-
iminin igaretinin dalga sayisina ve ortamlarn mckaniksel ozelliklerine gore
ne gekilde degistigini bilimek gerekir. Fakat yapi g¢ok karmagik oldugu igin
ntimerik iglem yapmadan bu igin iginden ¢ikmak miimkiin degildir. Burada
lineer malzeme ozellikleri ayni fakat lineer olmayan ozellikleri degisen baz
malzemeler igin I'A 'nin kh; ’e gore degigimi incelenmigtir. Lineer 6zellikleri
belirleyen v ve c3/c;  igin sirasi ile 2.159 ve 1.297 alinmigtir. Ayrica

c1 <c<cy oldugu kabul edilinig ve ha/hy = 5 alinmigtir. Nonlineer malzeme
parametreleri (B, 32) igin sertlegen ve yumusayan malzemelerden meydana
gelen degigik yapilar temsil edecek gckilde degerler segilmigtir. Sonuglar gekil
2,3,4 ve 5’ de gosterilmektedir. Bu sgekillerden nonlineer 6zelliklerin I'A 'nin

igaretini kuvvetli olarak etkiledigi gozlemlenmektedir.

Simdi kisaca zarf soliton ¢oziimiinden bahsedecegiz. NLS denkleminin,
A(€,7) = ¢(n)eBE g = ¢ _Vor | Vo = sabit (3.113)

formundaki ilerleyen dalga ¢oziimleri Jakobian eliptik fonksiyonlar cinsinden
ifade edilebilirler. Bu ¢éziimlerin de davranigi A ’min igaretine baghdir. Bun-

larin agik formlar tizerinde durmayacagiz. Simdi
n — oo igin ¢ = 0 ve dé/dp — 0
ve T'A > 0 olsun, bu durumda ¢ fonksiyonu igin ¢oziim
$(n) = dosech((A/20)"* ¢of) (3.114)

olarak elde edilir. Burada

Vo=2KI' ve (TK?-Q)/A¢= % (3.115)

dir. (3.114) ¢6z{imi zarf solitonu olarak. adlandirilir [23,24].



SONUQ

Bu ¢aligmada uniform kahnlkli farkli neo-Hookean ortamlardan olugan iki
tabakali bir ortamda kiigiik fakat sonlu genlikli kayma (SH) dalgalarinin modii-
lasyonu incelenmigtir. Bu amagla olayi matematiksel olarak modelleyen bir
nonlineer sinirdeger probleminin asimptotik ¢oziimi ingaa edilmigtir. Analizde
zayif nonlineerlikle dispersiyon dengelenerek, dalga modiilasyonunun asimp-
totik olarak bir nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi ile karakierize edilebile-

cegi gosterilmigtir.

Elde edilen NLS denkleminin katsayilar, I' ve A , ortamin lineer ve nonli-
neer fiziksel 6zelliklerine ve dalga sayisina baghdir. Sonsuzda sifira giden bir
baglangi¢ uyarisi eger 'A > 0 ise bir dizi solitona, fakat eger I'A < 0 ise sdnen
titregimlere doniiglir. Bu nedenle soliton tipinden ¢oztimlerin varhigina karar
verebilmek igin I'A teriminin igaretinin dalga sayisina ve fiziksel 6zelliklere
gore ne gekilde degigtigini bilmek gerekir. I’ ve A 'nin yapilar1 ¢ok karmagik
oldugu igin I'A sayisal olarak degerlendirilmistir. Bu degerlendirmede lineer
ozellikler sabit tutulmug, nonlineer 6zellikler degistirilerek I'A 'nin kh, ’e gore
degigimi incelenmigtir. Elde edilen sonuglardan nonlineer 6zelliklerin I'A 'nin

ozelliklerini kuvvetli olarak etkiledikleri gozlemlenmigtir.
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Sekil A.1. Faz ve grup hizlarinn khq’e gore birinci, ikinci, iiglinci ve
dordiincii dallar igin degigimleri. Lineer model parametreleri y = 2.159 ve
Cg/cl = 1.297.
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Sekil A.2. I'A’min khy’e gore degisimi ( birinci dal igin). Her iki tabaka
yumugayan malzeme. (Bi,82) degerleri (-0.5,-0.5), (-0.5,-2.0), (-2.0,-0.5) ve
(-2.0,-2.0) olarak alinmmstir.
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Sekil A.3. TA’nm khy’e gore degigimi ( birinci dal i¢in). Her iki tabaka
sertlegen malzeme. (f1,32) degerleri (0.5,0.5), (0.5,2.0), (2.0,0.5) ve (2.0,2.0)
olarak alinmugtar.
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Sekil A.4 T'A’mn khy’e gore degigimi (birinci dal igin). Birinci tabaka
yumugayan, ikinci tabaka sertlegsen malzeme. (8, 82) degerleri (-0.5,0.5),
(-0.5,2.0), (-2.0,0.5) ve (-2.0,2.0) olarak alinmmstir.
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Sekil AZ. TAnmn khi’e gore degigimi (birinci dal igin). Birinci tabaka
sertlegen, ikinci tabaka yumusayan malzeme. (81, 8;) degerleri (0.5,-0.5),
(0.5,-2.0), (2.0,-0.5) ve (2.0,-2.0) olarak alinmugtr.
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