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OZET

Bu calismada, damari éngerilmeli ve degisken yaricapli ince bir tip, kani da viskozitesi radyal
dogrultuda degisen ve sikistirilamayan bir Newton akiskani gibi varsayarsak ve indirgeyici
pertiirbasyon yontemini kullanarak bdyle ortamda uzun dalga yaklasimi halinde linear
olmayan dalgalarin yayilimi incelenmis ve evolusyon denklemi olarak degisken katsayili
Korteweg-deVries- Burgers (KdV-B) denklemi elde edilmistir. Bu denklem igin ilerleyen

dalga ¢ozimi aranmis ve degisen yarigap nedeniyle eksen boyunca dalga hizinin da degistigi
gosterilmistir.

ABSTRACT

In this work, treating the artery as a prestressed thin elastic tube with variable radius and the
blood as an incompressible Newtonian fluid with variable viscosity, the propagation of
nonlinear waves in such a composite medium is studied, in the longwave approximation,
through the use of reductive perturbation method and the variable coefficient Korteweg-
deVries- Burgers (KdV-B) equation is obtained as the evolution equation. A progressive wave
type of solution is presented for the evolution equations and it is shown that the wave speed is
variable along the tube axis.

1.GIRIS

Kiglk fakat sonlu genlikli dalgalarin bukdlebilir tipler igerisindeki yaythmi problemi
Johnson [1], Hashizume [2], Yomosa[3], Demiray [4-6] gibi bilim adamlari tarafindan
incelenmistir. Bu tip problemleri incelemenin esas nedeni buyik damarlarda pals dalgalarinin
yayilimi gibi biyolojik uygulama alani bulmasindandir. Butiin bu ¢alismalarda, kan ideal bir
akiskan veya sabit viskoziteli Newton akiskani seklinde modellenmistir. Viskoz akiskan
halinde tup duvarina tam yapisma kosulunu saglatmak mimkin olmadigindan, bu
calismalarin biyuk ¢ogunlugunda kan ideal akiskan gibi isleme sokulmustur. Arastiricilar bu
zorluklari yenmek icin alan denklemlerinin enkesit boyunca ortalamalarini alma veya
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tabakali akiskan modeli gibi yollara basvurmuslar [7], ancak doyurucu bir sonug
alamamislardir. Bilindigi gibi plazma ve hicrelerden (6zellikle alyuvarlar) olusan kan
sikistirilamayan ve Newtoniyen olmayan bir akiskandir. Biyuk damarlarda kan akimi
sirasinda damar ceperindeki alyuvarlar merkeze dogru gider ve bu bdlgelerde hicre
yogunlugu ( hematokrit orani) diser, dolayisiyla viskozite diser. Diger yandan, Poiseuille
akimindan bilindigi gibi ¢epere yakin yerlerde kayma hizi yiiksek degerlere ulastigindan bu
bolgelerde viskozite merkeze gore disuktir. Sonug olarak dairesel silindirik borularda akim
sirasinda damar geperine yakin yerlerde viskozite diisiik, merkez kisimlarda ise yiiksektir. iste
kanin bu akim oOzelligi nedeniyle arastirmacilar tabakali akim modeli ortaya atmislardir.
Burada dis tabakay: ideal akiskan, i¢ tabakay! da viskoz akiskan olarak isleme sokmuslardir.
Ancak burada da tabakalarin kalinligi ve ara ylizeylerdeki kayma gerilmesi uyumsuzlugu hala
¢Ozumlenmemis sorulardir.

Bu calismada, kanin yukarida aciklanan ozelliklerinden esinlenerek, degisken viskoziteli bir
akiskan modeli ortaya atiimistir. Bu modelde viskozitenin damar ¢eperinde sifir, merkezde ise
en blyuk degerini aldigi varsayillmistir. Kani bu tip bir akiskan, damari da ongerilmeli
degisken vyaricapli ince bir tlp kabul ederek bdyle bir kompozit ortamda zayif nonlinear
dalgalarin yayilimi problemi incelenmistir. Uzun dalga yaklasimi halinde indirgeyici
perturbasyon yontemi kullanarak evollsyon denklemi olarak degisken katsayili Korteweg-
deVries- Burgers (KdV-B) denklemi elde edilmistir. Bu evolusyon denkleminin ilerleyen
dalga tipi ¢6zimi aranmis, degisken yaricapin dalga hizini da degisken yaptigi gozlenmistir.

2. TEMEL DENKLEMLER
2.1. Tup Denklemleri

Baslangi¢ yaricapi Ry olan dairesel silindirik bir tiipiin Po(Z") degisken i¢ basincina maruz
kaldig1 dustntlirse, tip Uzerindeki herhangi bir noktanin konum vektori

fh=[r—f'(2)]e +7%, 2" =12 )

z

seklinde yazilabilir. Burada X, eksenel dogrultudaki germeyi, r, tuplin koordinat
merkezindeki sekil degistirmis yaricapini, f*(z")yaricap degisim fonksiyonunu,e e, e,
ise silindirik koordinatlardaki baz vektorlerini gostermektedir.

Kalbin pompalama hareketi sonucu olusan kan akimi sirasinda tlpte radyal dogrultuda
u*(z*,t*) dinamik yer degistirmesi olusacaktir. Damarin yataklanma kosullari nedeniyle
eksenel yondeki yer degistirme ihmal edilecektir. Buna gore, tip Uzerindeki bir noktanin
konum vektori

rz[ro—f*(z*)+u*]+er+z*eZ (2)

seklinde verilebilir. O halde meridyen ve yanal yondeki germeler
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seklinde verilebilir. Burada ( )’, ilgili blyuklugun z* "ye gore tlrevini gdstermektedir.

Koordinat dizlemleriyle kesilmis kiicuk bir tip elemani g6z 6nilne alinirsa, tipln radyal
dogrultudaki hareket denklemi asagidaki bicimde verilebilir

! * 2. %
L | B B Y T R S @
) 0N, oz oz ) o | AH %, oz

Burada X tlpin sekil degistirme enerjisi fonksiyonunu, p kayma moduliini P’ akiskan
reaksiyon kuvvet yogunlugunu, p, ise tiip malzemesinin kiitle yogunlugunu gdstermektedir.

2.2.Akiskan Denklemleri

Bilimsel incelemeler kanin plazma adi verilen disuk viskoziteli bir sivi ile hiicrelerden
olustugunu gostermektedir. Bu hiicrelerin blyik cogunlugu alyuvarlardir. Alinan bir kan
numunesinde hiicre hacminin kan hacmine oranina hematokrit orani adi verilir. Yapilan
deneysel calismalar artan hematokrit orani ile viskozitenin arttigini, artan kayma hizi ile de
viskozitenin dustigunt gostermektedir. Silindirik bir boru igerisinde bir kan akimi
distinuldigunde, Poiseuille akimindan da anlasilacagl gibi, boru ceperine yakin yerlerde
kayma hizi cok buyik degerlere ulasir, dolayisiyla buralarda viskozite dusuktir. Keza,
merkeze yakin yerlerde hiz yiiksek cepere yakin yerlerde dusik oldugundan, Bernoulli
yasasina gore ceperlerdeki basing merkeze nazaran daha yuksektir. Bu basing farki radyal
dogrultuda merkeze dogru bir basing gradyanti olusturur ve hicrelerin merkeze dogru
hareketini saglar ve bunun sonucu olarak da gepere yakin yerlerde hematokrit orani oldukca
distk duzeylere iner. Silindirik boru icerisindeki akim géz o6niline alindiginda, gepere yakin
yerlerde viskozite diisiik, merkeze yakin yerlerde ise viskozite yiiksektir. iste kanin bu
davranis bicimi nedeniyle tiip ici akimda cesitli modeller ortaya atilmistir. Bunlardan bir
tanesi tabakali akiskan modeli olup dis tabaka ideal akiskan gekirdek kisim ise viskoz akiskan
olarak isleme sokulmaktadir. Ancak bu modelde tabakalarin kalinhginin ne olacagi, viskoz
akiskan bolgesindeki kayma gerilmesinin nasil dengelenecedi gibi sorular cevapsiz
kalmaktadir.

Iste bu calismada, degisken viskoziteli akiskan modelinin yukaridaki olumsuzluklari
giderecegi ve boru icerisindeki kan akimin daha iyi karakterize edecegi dusunulerek bdyle bir
model ortaya atilmistir. Bu modele gore viskozite radyal dogrultuda degisken, ceperde sifir
degerini almaktadir. Boyle bir viskoz akiskana ait hareket denklemleri ve sinir kosullari
asagidaki gibi verilebilir

oL Y AR\ VAR s =]

—+V —+V, L

ot or oz p, or

. oN* 1oV Vo oV NN )
()] — == T 2T vy (1) == =0,

W()[ar2 ror r? az*zj Y()ar
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OV OV e OVe 1 0P

ot " oor oz p, ot
oV 1av aZV av*
— vy’ —= =0, 6
vy (r )[ T T j v'(r )[ P j (6)
%+V—r+%=0, (7)
or r oz
ve sinir kosullari
V' =ai*+ —f*'+a—u* Vi
ot oz ,
A, A ou"\fov,” oV,
P’ P-2 r + r — 4+ —2 ||r=r,. 8
d Ai pfvv() pfvv()[ a*}{ 2 o H . (8)

Burada V',V," radyal ve eksenel dogrultudaki hiz bilesenlerini, P basing fonksiyonunu, p,
akiskanin kitle yogunlugunu, v kinematik viskoziteyi, y (r) viskozite degisim fonksiyonunu,
r, ise tlpun nihai yaricapini gostermektedir.

Uygun boyutsuzlastirma parametreleri tanimlayarak asagidaki boyutsuz alan denklemleri elde
edilir

2 1
p - 1 mo°u +ig_i f'+ou/oz ©)
A —f+U[ A, O A, 0N, Oz ou.. 1
{1+(—f’+)z}
ov, WV, ov, +Vz%+@
ot OX 0z oX
oV, 1 ov. V. oV,
W()[ xax x> 01° j 10)
v, +V, v, +VZ%+@
ot OX oz oz
o, Llov oV v, , oV,
X 44—t "(x 0 11
¥ )[ X OX azzj v )( axj (1)
%+\£+8VZ :O’ (12)
oX X oz
ve sinir kosullari
ou ou
\Y =—+ -f'+—)V
rX=hg_t.y ( az) 7| X=Dg_f 4y
Lou)(avz v, 13)
a ox oz )l
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seklini alir. Burada x =YRO ve A, =% bigciminde tanimlanmistir.
0

3.UZUN DALGA YAKLASIKLIGI

Bu kisimda, ici akiskan ile dolu 6ngerilmeli bir elastik tup icerisine kictk fakat sonlu genlikli
uzun dalgalarin yayilmasi incelenecektir. Bunun igin uzun dalga yaklasimi esas alinacak ve
indirgeyici pertiirbasyon yontemi [8] kullanilacaktir. incelenecek problemin bir sinir deger
problemi olmasi nedeniyle asagidaki sekilde gerilmis koordinat takimi kullanilacaktir

g =¢"*(z-ct), t=g%z (14)

Burada ¢ Kkicuk bir parametre olup nonlinearligin, dispersiyonun ve dissipasyonun
mertebesini karakterize etmekte, cise daha sonra belirlenecek olan bir 6lgut parametresidir.

(14) denkleminden z ¢ozilir, z=t/e¢¥* ve f(z) ifadesinde vyerine konursa
f(z)= f(r/s3/2) seklini alir. Tup yarigapindaki degisimin etkisini hesaba katabilmek igin
f(z) fonksiyonunun mertebesinin ¢¥? olmasi gerekir. incelenmekte olan problem icin f (z)
fonksiyonunun f(z)=¢h(t) seklinde oldugu varsayilacaktir. Ayrica, denklemlerde gorilen

degiskenlerin asagidaki bicimde ¢ parametresi cinsinden bir asimptotik seriye agilacagi kabul
edilecektir.

U=¢gl, +&°Uy,+....., V, =g (sVr(l)Jrsz\/r(Z)Jr...),
V,=eVP +e V@ + ., P=P%+gPW4+¢?P? + .,
pP=p,+eP, +8252 o Y (X) =74(X) +ey,(X) +¢ Zyz(x) +..
(15)
Burada viskozite degisim fonksiyonuy (x) asagidaki gibi lineer kabul edilmistir.
X
X)=l-————. 16
[y Y 10
Buna gore y,(x),y,(x) ve v,(X) katsay! fonksiyonlari asagidaki bicimde verilebilir
X X X (u,-hY’
YO(X)=1—E, yl(x)zg(ul_h)xVz(x):k_eg[uz_lT}- 17)

(15) ve (17) acihmlari (9)-(13) de verilen denklemlerde yerine konur ve & ’nun benzer
kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenirse asagidaki denklemler elde edilir.

365



O (&) mertebesinden denklemler

% 0 avr(l) +Vr_(1) . avz(l)
19)4 "o X o

v @ &) ® &)

LD B g Ve (V) g g
o 0o OX X OX

ve sinir kosullari

ou, —

x=hg CE Pr|x-

=0

(18)

AL =pP®. (19)

O (¢°) mertebesinden denklemler

ov® op 2\/ M 1 ov Y Y, ® v
S Py () = 27500
og OX x OX X2
_C_aVZ(Z) L aﬁl V(l avz v +V(l) avz(l)
0E 0t ot ox t g

ovV® 1ov® @ vl 1ov®
_Vyo(x)[ -t ——2t—+ ZJ 1( )[ _—ZJ

ox> X ox  0&? X OX
, aV ® av (2) (1)
_VVO(X)[ oF o j_v 1 (X )
oV (2) V (2) oV (2 oV (9)
r _,’_ r _,’_ z _,’_ z
x  x 0 ot

=0, (20)

ve sinir kosullari
O
{V(“r(u —h)av } =M My

x=dg 8& 8& z
av(l)}

X%y

I:)r(Z) = {Ez + (ul —h) % Yo Yo (X) (21)

Burada, v viskozite katsayisinin O(e¥?) mertebesinde, yani v =¢*% seklinde, oldugu kabul
edilmistir.

Denklemleri tamamlayabilmek icin P® ve P® terimlerinin u radyal yer degistirmesi
cinsinden acik ifadelerini bilmek gerekiyor. Bunun i¢in A,,A, germelerinin seri acthmlarini
bilmek gerekiyor. Gerekli acilimlar yapilirsa

Ma, A, =M +e(u—h)+e’u, +.. (22)
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elde edilir. Bu agilimlar (13) denklemiyle belirlenen P ifadesinde yerine konursa P®ve P®
ifadeleri asagidaki bicimde verilebilir

PY =B, (u, —h), (23)
@ _ o’
P —h 24
: [w jaé + Bt + By (U, =)’ (24)
Burada B, B, ve B, katsayilari asagidaki bicimde tanimlanmistir
10X 1 Y 1 8% 1 8%
Bo= 0%, B, = SEE SO N B (25)

% n, Mok, b hAg Oy 2k, Oy
3.1 Alan Denklemlerinin Cozimu

Bu kisimda (18)-(24) arasinda verilen alan denklemlerinin ¢6ziiml, sonugta da bu
bayuklikleri yonetecek evolisyon denklemleri elde edilecektir. (18) ve (19) denklemleriyle

verilen O(s) mertebesindeki denklemlerin ¢ozimiinden
W=UED), B=pU -, v =B swe)

2
vo__PY, e 2 (26)
2c o€ A

elde edilir. Burada w,(t) eksenel yondeki daimi akimi karakterize eden bir fonksiyon,
U (&,t) ise bilinmeyen bir fonksiyon olup evoliisyon denklemi daha sonra elde edilecektir.

(26) ile verilen cozimler (20), (21) ve (24) denklemlerinde yerine konursa
O(e ?) mertebesinden diferansiyel denklemler asagidaki sekli alir

Bl ZU v &a_uz
ax 2 082 A.Bc ag
)
AR Bl p 2 dh 2B, U 2;31W( )au
& & Ao 08N ga
2/ (2 (2) 2 2
L x| eV +iavz +Lavz , VB, auzx_v_pha_uz:
A ox* X 0OX Ay OX  2),C O c o
avr(Z) +Vr(2) .\ aVZ(Z) +&6_U+& dWl (’C)

=0, (27)
OX X o0& cot ¢ dt
ve sinir kosullari
Ve X:%:_C%_i_?ﬁ U@U [31 ou &Wl(r)_U’
o0& 2c 0§ 2c ag c o0&
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— mc?
P, x=hg [ - Boj aﬁ Bluz + Bz (U h) (28)

oA,
(27) denklemi (28) ile belirlenen sinir kosullari altinda ¢oziliirse
Bl ZU X2 +&6_UX

P2 =Py ag A C OF
v - B ey
) 4 222 +W,(E,7)
V(Z) Bl as_U 3_1 %+&6_U+&% X, (29)
" 16c 08’ 0 c ot c do

elde edilir. Buradaw, ve p, bilinmeyen iki fonksiyon olup asagidaki denklemi saglarlar

W, p, o U dh 2B, 0U 2B, OU _
Ca§+a§+ﬁla B %Uag 7, 1()(5& : (30)

(28) de verilen sinir kosullarl kullanilirsa asagidaki evoliisyon denklemi elde edilir
N (5 B |yu (A, m By |oU v U
ar 2}\9 Bl ag 16 4n, 2B, )0E® 2c o&?
2 B, o 1d
+—W == h —+=——(w,—h)=0. 31
{Aﬂ ) [Bl zxﬁj(r)}aa 2ar o

Bu evolisyon denklemi U =0 hali icin de gecerli olmalidir. Bu ise ancak ve ancak
W, (r): h(r) olmasiyla mimkiindir. Bu durumda (31) evoliisyon denklemi asagidaki sekli
alir

oy ouU o°U 63U

o +U— oE —H, a&z + U, a& uh(x )E: - (32)

Burada p,, u,, p, ve p, katsayilari asagidaki bicimde tanimlanmistir.

LB Vo %, m B B3
W= [2}\9 Blj, HZ_ZC’ M3 [16"'4% 2[31} Wy B, 2}\9- (33)

(32) evolisyon denklemi degisken katsayili Korteweg-deVries-Burgers (KdV-B) denklemi
olarak adlandirthr. Bu denklemde

r’:r,g'=g+u4jh(s)ds (34)
0

seklinde bir koordinat dontsimu kullanilirsa asagidaki sabit katsayili KdV-B denklemi elde

edilir

ouU ouU o°U o'V

A Y U T 35
a,c! l“l']_ a&! l“l'z aglz l“l'3 a&!?} ( )
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Bilindigi gibi bu evollsyon denklemi

a 3u} 2
U=—+—"2—(sech®¢ +2tanh¢g),

My 25pp,
Ko f
g =m{a | h(s)dl} (36)

seklinde ilerleyen bir dalga ¢oziimiine sahiptir [9]. Faz fonksiyonu ifadesinden gorilecegdi gibi
dalga 1sinlari artik dogrular degil (g,r)dijzleminde bir egriler ailesinden ibarettir. Bunun bir
sonucu olarak da dalga hizi sabit olmayip eksenel dogrultudaki koordinatin bir fonksiyonudur.
Burada t 'nun uzaysal, & ’nin de zaman degiskeni oldugu gtz 6niinde bulundurulursa dalga

hizi
dt 1

V, =——=— =
de a-ph(r)
seklinde verilir. Bu degisken hiz damarlardaki daralmanin (stenosis) bir sonucudur.

(37)

4.SONUC

Bu calismada, damari degisken vyaricaph ve ongerilmeli ince bir tup, akiskani da
sikistirilamayan ve degisken viskoziteli bir akiskan gibi isleme sokarak, uzun dalga limiti
halinde, ortamda zayif nonlineer dalgalarin yayilimi problemi incelenmis ve evolusyon
denklemi olarak degdisken Kkatsayili Korteweg-deVries-Burgers(KdV-B) denklemi elde
edilmistir. Uygun bir degisken dénistimi ile bu evolusyon denklemi bilinen sabit katsayili
KdV-B denklemine donustirilerek bu denkleme ilerleyen dalga ¢ozimu aranmistir. Elde
edilen sonuclara gore: (1) dalga isinlar birer dogrular degil edriler seklinde ortaya
¢tkmaktadir. (2) Bunun bir sonucu olarak, dalga hizi da eksenel koordinat ile degismektedir.
Bu her iki degisime de stenosisin, damar yaricapindaki degisimin, neden oldugu soylenebilir.
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