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OZET

Bu galigmada elastik yarim diizleme oturan tabakanin siirtiinmeli degme problemi Elastisite
Teorisine gore ¢oziilmiigtiir. Tabaka dairesel pang aracitiiyla tekil yiikle bastirilirken, panga
aym zamanda yatay bir kuvvet etki ettirilmigtir. Pang ile tabaka ve tabaka ile yarim diizlem
arasindaki siirtiinme etkisi dikkate alinmigtir. Problem integral doniisiim teknigi ve siir
sartlarinin kullanilmasiyla degme uzunluklarinin ve degme gerilmelerinin bilinmeyen oldugu
iki tane tekil integral denklemden olugan bir integral denklem sistemine indirgenmistir. Tekil
integral denklemin sayisal ¢oziimii, denge ve uygunluk sartlar1 da dikkate alinarak, Gauss-
Jacobi Integrasyon formiilasyonuyla gergeklestirilmis, silirtinmeli ve siirtinmesiz durumda
degme bolgelerinde olugan degme uzunluklari ve degme gerilmeleri bulunmustur.

ABSTRACT

In this study, frictional contact problem for a layer resting on a homogeneous substrate is
considered according to the theory of elasticity. The layer is indented by a rigid cylindrical
stamp and subjected to concentrated normal and tangential forces. The friction between the
layer and the stamp and between the layer and substrate is taken into account. The problem is
reduced to a system of singular integral equations in which the contact pressure functions and
the contact areas are the unknown by using integral transform technique and the boundary
conditions of the problem. The system of singular integral equation is solved numerically by
making use of Gauss-Jacobi Integration formula, considering equilibrium and consistency
conditions. Numerical results for the contact pressures and the contact areas, are given, in the
case of friction and frictionless.

1.GIRIS
Bir ¢ok yapinin ve mekanik sistemlerin elemanlari birbirleri ile degme halinde oldugundan

degme problemleri miihendislik uygulamalarinda onemli bir yer tutmaktadir. Degme
halindeki elemanlarda meydana gelen deformasyonlar, degme uzunluklar, degme gerilmesi
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dagilimi yapinin davraniginda 6nemli rol oynamaktadir.  Elastik yarim diizleme, ¢eyrek
diizleme, rijit zemine veya bir bagka tabakaya oturan tabakanin siirtiinmesiz degme
problemleri [1-5]’de integral d6niigiim teknigi ile ¢dziilmiistiir. Bu ¢alismalarda yiiklemeden
Once sonsuz olan degme uzunlugu yiiklemeyle beraber, tabakanin degdigi diizlemden
ayrilmasi sonucu, sonlu bir bélgede kalmakta ayrilmali degme séz konusu olmaktadir.

Degme problemleri ile ilgili yapilan g¢ahgmalarin biiyiik bir kisminda ¢dziimi
kolaylastirmak i¢in degme bolgelerindeki siirtinmenin etkisi géz ardi edilmistir. Pratikte
degen elemanlar arasinda daima bir siirtiinme mevcut oldugundan bu siirtiinme etkisini
dikkate alarak yapilan goziimler gergege daha yakin sonuglar verecektir. Rijit zemine oturan
ya da tam yapistk olan ve rijit bir pangla bastirilan tabakanin siirtiinmeli degme problemi
[8]’de, yarim diizleme tam yapigik tabakanin siirtiinmeli degme problemi [9]°da verilmistir.
[10] ve [11]’de elastik bir tabaka ile kapli yarim diizlemin siirtiinmeli degme problemi ele
alinmigtir. [10]°da yiik dairesel bir pangla, [11]°de ise dikddrtgen bir blok ile iletilmistir.
Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilmis tabakanin siirtiinmeli degme problemi
[12-14] de incelenmistir. Tabakanin siirtinmeli degme problemi Sonlu Elemanlar Yéntemi ile
[15)de ve Simir Elemanlar Yéntemi ile [16] ve [17]’de verilmistir. Tekil yiikle elastik yarim
diizleme bastirtlan tabakanin siirtiinmeli degme problemi [18]’de incelenmistir.

Bu gahsmada elastik yarim diizleme oturan ve rijit dairesel bir pang ile bastirilan
tabakanin siirtiinmeli degme problemi elastisite teorisi ile incelenmistir. Pang P tekil yiikiiyle
bastiritirken, yatayda da Q =nP lik yatay kuvvet etki ettirilmektedir. Pang ile tabaka ve
tabaka ile diizlem arasindaki siirtinme etkisi dikkate alinmistir. Tabakanin kiitle kuvveti
ihmal edilmistir.

2. PROBLEMIN FORMULASYONU

Problemde pang ile tabaka (—a,b) araliginda ve tabaka ile yarim diizlem (—c,d) araliginda

degme halindedir. Yiiksekligi # olan elastik tabaka x ekseni boyunca (— 00, + 00) araliginda

uzanmaktadir.
by

Sekill. Problemin geometrisi

Biinye denklemleri ve yer degistirme, sekil degistirme bagintilari yardimiyla gerilmeleri yer
degistirmeler cinsinden yazmak miimkiindiir.
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Kiitle kuvvetlerinin olmadig1 durumda iki boyutlu Navier denklemleri

o | ou, Ov
A+ u)—| —L+ +uVu, =0 la
(1, ”f)ax{ax ay} HVu, (1a)
6u. ov,
s )_{E%_y'}*ﬂﬂzv,:o (1b)

olarak bulunur. u, vev, j=1,2 sirasiyla x, y dogrultularindaki yer degigtirme bilesenlerini
ifade etmektedir. A Lamé sabitini, p kayma modiiliinii gostermektedir.
u,(x,y) ve v (x,y) yer degistirme bilesenleri Fourier doniigiimii seklinde agagidaki gibi

yazilabilir.
1 m —tax
1, (67) =5~ [, (@.9)e"" da (29)
1 .
v, = [v,(@, )™ da (2b)

Burada ¢, (a,y) ve v, (a,y) sirastyla u,(x,y) ve v,(x,y) yer deZistirme bilegenlerinin
ters Fourier doniigiim fonksiyoniaridir.

(2a,b) ifadelerinin gerekli tiirevleri alinip (1a,b) denklemlerinde yerine yazilarak; Navier
denklemleri, kismi tiirevli diferansiyel denklem takimindan adi diferansiyel denklem takimina
dontstiiriilir ve bu denklem takiminin ¢6ziimii sonucunda yer degistirme ifadeleri tabaka igin

1, (x,y) = i T [(A, +By)e ™ +(C, + D‘y)e“-"] e “da (3a)

(5 y) = ——i | HA, +[ﬂ+yJBl}e”’y +[— C +(—K—'—y)D,Je‘”} e"“da  (3b)
27 e a a

ve elastik yarim diizlem

Uy (x,¥) = L T [(Cz + Dz.V)3|a|y]e_imda (4a)

v, (%, y)——gl_j P |{ c, +(| B ]D} |a|y}e"""da (4b)

olarak bulunur. (3a,b) ve (4a,b) yer degistirme ifadeleri biinye denklemlerinde yerlerine
yazildiginda gerilme bilesenleri tabaka igin

T, (X, ) 1.7 (K3 w o x, —1 a | i
72'11 —gl_J; {Ae +( 5 +yJB|e +Ce® + y—T Die da (5a)
X, T ;
y'( y)=2L1J.a[A e+ ( +1+y)Be 4 Cle” + [y—K'+]]D,e"y}"‘”da (5b)
o7 2a
FACS 1 T - - - i
y'( Y) _——I { @ +( -l +y)B.e »-Ce® —(y——’(' llee"y]z"“‘da (5¢)
2z 2, 2a

olarak bulunur. Elastik yarim diizlem igin gerilme ifadeleri ise agagidaki gibidir:
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o

2u, 2T e

UY:{X:Y) 1 .= 'aly X, +1 [aly —iox

————=—i[ o C,e™ +|y——=2— D,e do (6b)
24, 21 o 2]

Tx,:(x»y} 1 = ,aly K2—1 o —iax

= —— [ ldlC, e +]y- {D,e” do 6¢
2u, 2n _'Ll = Y Jo| 72 (6c)

Gerilme ve yerdegistirme ifadelerinde gegen 4,,B,,C,,D, bilinmeyen katsayilar olup
problemin sinir sartlarindan bulunacaktir. j =1 indisi tabakay1, j =2 indisi ise yarim diizlemi

ifade etmektedir.x bir malzeme sabitidir: Diizlem sekil degistirme halinde k=(3-4 v), diizlem
gerilme halinde ise k=(3- v )/(1+v ) olarak alinmaktadir. v Poisson orani ifade etmektedir.

3. SINIR SARTLARI VE INTEGRAL DENKLEMIN ELDE EDILMESI

Probleme ait sinir sartlart y =0 ve y =-—h igin agagidaki gibi yazilabilir.

oux0)={ K S 72
0= {00 st ) )
o, (x,=h) =0, (x,~h) -~ <X <0 (7¢)
Tt (X4,=h) = 7,5 (x,~h) —0<x<w (7d)
onah) =B RUARRLI (7¢)
Fon (i) = {2 AR 9
M _ gy —a<x<b (8a)
ox
ai[vI (x,~h) —v,(x,—h)] =0 —c<x<d (8b)
X

Denge sartlari ise

b d
[Pyt =P, jpz(t)dt =P (9a,b)

olmaktadir. Yukaridaki sartlarda gegen p,(x); rijit pang ile tabaka arasinda, p,(x) ise tabaka

ile elastik yarim diizlem arasinda olusan bilinmeyen degme gerilmesi fonksiyonlaridir. a ve b

rijit pang ile tabaka arasindaki, c ve d ise tabaka ile elastik yarim diizlem arasindaki degme
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uzunluklaridir . F(x) yiikii ileten egrisel rijit pangin gekil fonksiyonunun tiirevini ifade

etmektedir.Dairesel pang igin R pangin yarigap: olmak lizere

X
F(X)—}; (10)

olarak yazlabilir. (7a-f) siir sartlarinin yardimiyla A;,B;,C,,D,; katsayilar1 bilinmeyen
degme gerilmesi fonksiyonlari p,(x) ve p,(x)’e bagh olarak bulunur. Bulunan bu katsayilar

(8a) ve (8b) nolu sinir sartlarinda yazilip gerekli ara iglemlerden sonra iki tane tekil integral
denklemden olugan bir integral denklem sistemi elde edilir.

b d
1 1
wlpl(xl)-’_%_[pl(tl)’:t S +k“(x,,t|):|dt, _;Jklz(xl”z)pz(’z)dtz = H(x) (11a)
-a I 1 -
d ' b
7> 1 1
@, py(x)+ 22 | ko (5sts) | Pa ()l == [ py(t) by (g )ty = 0 (11b)
Tl —x, LS8
Integral denklemlerde gegen
(x,-1) (e, =) —m(x, - 1)
, = y ., = N = =-1 12 ’b’
) =10 % w1 y =17 i, + 14 m(x, +1) N=7, (12a,b,c)
4u, x
H(x)=—"1-= 13
(x) x, +1I'R (13

olarak tammhdirlar. &, (x,,2,),k,(x,,2,) , ky (x,,2,) Ve kyy(x,,2,) ekte verilmistir,

4- IKINCI TUR TEKIL INTEGRAL DENKLEMIN SAYISAL COZUMU

Integral denklemleri sayisal ¢ziime hazir hale getirmek i¢in o =z/h degisken d6niisiimii

yapilmis ve asagidaki boyutsuz biiyiikliikler tanimlanmigtir.

b _ _
z‘,:a+ r,+b—-a, x,=a+bs,+b a (14a)
2 2 2 2
d+c d—c d+c d-c
1, = 5 r,+ 5 X, = 5 s, + 3 (14b)
_Pis) _ Pa(sy)
#,(s)) PIh $,(s,) = PIh (14¢)
Boyutsuzlagtirmalar ve degisken degisimleri sonucunda integral denklemler
y b 1 14
a5+ j’¢,(r,)[r — +k“(s,,r,)]dr, —;Iklz(s,,rz)gbz(rz)drz “H'(s) (153)
-a 1 1 -¢
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16 .
(02¢2(s2)+ I¢z(rz |: +kzz(32a"2)j|drz_;Ik2|(szar|)¢|(r|)dr1 =0 (15b)
2 —c
olarak degisir. Burada
' b b . +d
K, (s,h)= h kn(sn’]) Klz(sl:"z)='02—hk|2(sn"z) (16a,b)
. b+a . c+d
Ky ($y,n)=—— 2h ky(sy,1m), ’sz(sz’rz)zwkzz(sz’rz) (16¢,d)
. 4 G 1 b+ta b-a
H = ! + 17
Y YA I AT (7

olarak tanimlidir. Denge sartlari da agagidaki gibi degisir:

b+a c+d

j &, (r)dr, =1, I¢z(r2)dr2 =1 (18a,b)

integral denklemler ilk terimlerinin varhgmndan dolay: ikinci tiirdiir. Integral denklemlerin
sayisal ¢oziimleri [19,20]°de verilen Gauss-Jacobi Integrasyon Formiilasyonu ile

gergeklestirilecektir. Integral denklemlerin ¢oziimii

0,(r)=g,(r)w, () (19)
olarak aranir. Integral denklemlerin indeksi “-1” dir. “-1” indeks igin ¢6ziim ydntemiyle
g,;(r;) fonksiyonunun N noktadaki degerleri igin intcgral denklemlerden lineer denklem

takimu elde edilir.

Z gl(ru |:r 1 +h Sy, i|+z gz(rz:)klz(slarz) H(s,,) (20a)
TTY

i=l

1
ZWZ, g0(r Ve (Sym,) + Z Wy g, (r, )[ﬁ +hpy (53,1 )] =0 k=12.N+1  (20b)
2i 2k

i=1

Denge sartlari
b+a d+cd
Z g.(r.,)—— Z N z,)— (1a,b)
i=| i=l
olmaktadir. Burada
wr)==r)"(A+r)"  j=12 22)
1 W, =iy w, -1y,
a,=—1In : .}' + Ny B, == ] -In ’7}/’ +M,, (23a,b)
27 | w, +iy, Im | o, +iy,
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olarak tamimlidirlar. N, ve M, , 0<Re[a ,B,]<1 sartini saglayacak gekilde belirlenir.

r, ve s, gerilme bulunacak noktalardir ve ilgili Jacobi Polinomunun kékleridir.

PO )=0 i=12,s N (24a)
Po T (s,)=0 k=12, N+1 (24b)
(a,+4))
7=_l2N+“f+ﬂf C(N+a;, +DI(N + B, +1) 2 25)
’ T (N+1) [(N+a,+B,+1) Plﬁ"”””(,,,,Plb'I’i'””,ﬂ

Bilinmeyenler her bir integral denklem igin N tane g (r,) deBerleri ile a/h,

b/h,c/h d/h degme uzunluklari olmak iizere 2N + 4 tanedir. Her bir integral denklemden
elde edilen N +1tane lineer denklem ve probleme ait 2 tane denge sartiyla beraber, 2N +4
bilinmeyen igin, yine 2N +4 denklem elde edilir. Integral denklemlerde N tane bilinmeyen

g,;(r;) degerleri igin N +1 tane denklem oldugu goriilmektedir. Integral denklemlerdeki

herhangi bir denklem digar alinarak, denge sartlariyla beraber saglatilmaya ¢alisilacaktir. Bu
sayede her bir integral denklem igin uygunluk sart1 da saglanmis olmaktadir.
Bilinmeyen degme uzunluklarina (a/h, b/h, ¢/ h, d/h) baslangigta rast gele degerler

verilir.Lineer denklem sistemi g¢oziilerek g,(r;,) degerleri bulunur. Bu degerler ve degme

uzunluklar denge sartlarinda ve lineer denklem sisteminden digari alinan iki denklemde
yazilarak sartlarin ve denklemlerin saglanip saglanmadigina bakilir. Istenilen hassaslik

saglanana kadar iterasyonlara devam edilir.

5- SONUCLAR VE IRDELEME

Rijit dairesel pang ile elastik tabaka ve elastik tabaka ile elastik yarim diizlem arasindaki
degme uzunluklarinin siirtiinme katsayistyla degisimi Tablo 1 ve Sekil 2-3 ile verilmigtir.
Siirtiinmesiz halde a/h ile b/h ve c/h ile d/h birbirine esit olmaktadir. Siirtiinme
katsayisi arttikga b/ h ve c/h artarken a/h ve d/h azalmaktadir. Bununla beraber degme
bolgelerindeki toplam degme uzunluklars siirtiinme katsayisi arttikga artig géstermektedir.
Siirtiinmesiz halde degme gerilmelerinin dagilimi y eksenine gore simetriktir ve en
biiylik degerlerini x =0 noktasinda almaktadirlar. Siirtiinmeli halde degme gerilmelerinin

dagihmindaki simetri bozulmaktadir. Elastik yarim diizlemin elastisite modiilii tabakaya gére
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¢ok biiyiik oldugu durumda (G,/G, =10); her iki degme bolgesinde olusan degme

gerilmelerinin en bilyiik degerleri siirtiinme katsayis1 arttikga belirgin bir miktarda

azalmaktadir (Sekil 4-5).Diger taraftan elastik yarim diizlemin elastisite modiiliiniin tabakaya

gore gok kiigiik oldugu durumda (G, /G, =0.1); p™ (x)/(P/h) siirtinme katsayisi arttik¢a

¢ok az azalmakta, p;™ (x)/(P/h) ise siirtiinme katsayis1 arttikga artmaktadir (Sekil 6-7).

Tablo 1. Degme uzunluklarinin siirtiinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, RIh=100, G, (P/h)=500, x, =K, =2)

Stirtinme katsay1st, @ Pang ile tabaka arasindaki degme Tabaka ile yarim diizlem
(,b’]_ =1- Olj) uzunluklari arasindaki degme uzunluklar
n a, a, alh blh (a+b)/h clh dlh (c+d)/h
0 0.5 0.5 0.309858 | 0.309858 | 0.619717 1.154568 | 1.154568 | 2309137
0.4 | 045781 | 0.51414 | 0.266485 | 0.360385 | 0.626869 | 2.240747 | 0.599402 | 2.840149
0.8 | 041705 | 0.52822 | 0.211435 | 0.438495 | 0.649930 | 3.775358 | 0.287731 4.063089
i 0.3976 | 0.53523 | 0.178563 | 0.489735 | 0.668298 | 4.575253 | 0.180487 | 4.755740
05 coccacba oo b by el 5.0 “ i | i
40 | [
0.4— -5 .
P L
_ L j
g - 3.0
03] (a+b)i2h g
" Q
1 )ED 2.0 —
A . (c+d)2h
0.2 ]
1.0
] (di)
f e e T
0.1l|||.||r||||||-||.|||| 0.0 T T IR R0
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

n

Sekil 2-3. Pang ile tabaka ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme uzunluklarinin
siirtinme ile degisimi (G,/G, =2, R/h=100, G, (P/h)=500, x, =x, =2)
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220 |

pi(x)
Plh

1.65 —

1.10 - |

ey

—ooo
00 £

N —

0.6

Sekil 4. Pang ile tabaka arasindaki degme
gerilmesinin siirtiinme ile degigimi
Gy /G, =10, R/h =100, G, (P/h)=500, Kk, =2, K, =2

0.4 0.0

N

»
=]
13

x/h
Sekil 6. Pang ile tabaka arasindaki degme
gerilmesinin siirtiinme ile degisimi

G, 1G, =0.1, R/h=100, G, P/ h)y=500, K, =2, &, =2

0.9 t .
pa(x)
Plh
0.6 —
. —n=0
[ —-—n=04
——n=038
03 ———n= 1
0.0 ===ty '“-__:‘:::::' : T
50 40 30 20 10 0.0 1.0
x/h

Sekil 5. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki
degme gerilmesinin siirtinme ile degigimi
G, 1G, =10, R/ h=100, G, (PIh)=500, K, =2, t, =2

0.4 I M I [ =
p!(":): L :
Plh | i
0.3
n:
——ip =
_’7:
02 — === = —

x/h

Sekil 7. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki
degme gerilmesinin siirtiinme ile degisimi
G, /Gy =0.1, RIh=100, G, (P1h)=500, k; =2, K, =2
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21 ]

08—l — oo 1 il e o 1 e o 0wl |
pi(x) - [ P - —RIh=50
o ——RIh=50 Plh —~—RIh=250 a
Plh RIk=250 06 -
—~—Rik= 6| -~ — RIh=1250 \
14 —=-R/h=1250 .
| : :
"‘I Koyu n=0 L I'. i
07 | \.A¢Ik n= ! .":I
| o \‘\ .\
. [t .‘\‘"-., l'l :".
’.I :‘ "\Il. .\ L ." I‘\I.
/ 1 i, T Y
0.0 o il - i i S 111
-2.0 -1.0 0.0 1.0 20 3.0
x/h

Sekil 8. Pang ile tabaka arasindaki degme

Sekil 9. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki
gerilmesinin pang yarigap: ve siirtiinme
ile degigimi

degme gerilmesinin pang yarigapi ve
stirtiitnme ile degisimi
(G,/G, =2, G /(PIh)=250, x, =2, Kk, =2)

(G,1G, =2, G, (PIh)=250, x, =2, Kk, =2)

doas o0 Lo [T 0.68 ——b 1 I |
(%) Py —G,/G, =05 : P, (x)
Plh s —=Gi /G =1 Plh, [
0.75 — 4 B G /G =2 051 —
\I“,ll' \ [
" \ '.I \ 3 3
0.50 — A VA = 034 —
) (R '
4 b [
i Vil
i i L
0.25 i it Ve : 047 —
o h i '
| [ Iil L
I i P
.':/ 11 i 5
0.00 | LA—— e 0.00 ——-
-1.00 0.00 1.00 2.00 40 2.0 0.0 20
x/h xlh
Sekil 10. Pang ile tabaka arasindaki degme Sekil 11. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki
gerilmesinin kayma modiilleri orani ve degme gerilmesinin kayma modiilleri
stirtiinme ile degisimi orani ve siirtinme ile degigimi
(R/h =250, G, (P !h)=250, K =2, K,=2)

(R/h=250,G,[(P/h)=250,x,=2,x,=2)
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Pang yarigapt (R/h) arttikga, siirtiinmeli ve stirtiinmesiz durumda pangin altinda ve
tabaka ile yarim diizlem arasinda olugan degme gerilmelerinin degerleri azalmaktadir ($ekil
8-9). Siirtiinmeli durumda pang yarigapt arttikga degme bolgelerinde olugan degme
gerilmelerinin en biiyiik degerleri saga dogru kaymaktadir.

Yarim diizlemin elastisite modiilii arttikga (G, /G, artar), siirtiinmeli ve stirtiinmesiz

durumda, her iki degme bdlgesinde olusan degme gerilmeleri artmaktadir. Siirtiinmesiz
durumda x =0 noktasinda olugan degme gerilmelerinin en biiyiik degerleri ise siirtiinmeli

durumda yarim diizlemin elastisite modiilii azaldik¢a saga dogru kaymaktaditr.

KAYNAKLAR

[1] Ratwani,M. ve Erdogan, F., “On the Plane Contact Problem for a Frictionless Elastic
Layer”, International Journal of Solids and Structures, 9, 921-936, 1973.

[2] Civelek,M.B. ve Erdogan, F., “The Axisymmetrical Double Contact Problem for a
Frictionless Elastic Layer”, International Journal of Solids and Structures, 10 , 639-659, 1974.
[3] Kahya, V., Ozsahin,T.S.,Birinci,A. ve Erdol, R., “A receding Contact Problem for an
Anisotropic Elastic Medium Consisting of a Layer and a Half Plane”, International Journal of
Solids and Structures, 44, 5695-5710, 2007.

[4] Keer, L. M., Dundurs, J. ve Tsai, K. C., “ Problems Involving a Receding Contact
Between a Layer and a Half Space”,Journal of Applied Mechanics, 39, 1115-1120, 1972.

[5] El-Borgi, S., Abdelmoula, R. ve Keer, L., “A Receding Contact Plane Problem
Between a Functionally Graded Layer and a Homogeneous Substrate™”, International

Journal of Solids and Structures, 43, (3-4), 658-674, 2006.

[6] Aksogan,O., Akavci, S. ve Becker, A.A, “The Solution of the Nonsymmetrical Contact
Problem of an Elastic Layer Supported by two Elastic Quarter Planes Using Three Different
Methods”, C.U. Journal of Faculty of Engineering and Architecture, 12, 1-14, 1997,

[7] Comez, I.,Birinci, A. ve Erdol, R., “Double Receding Contact Problem for a Rigid Stamp
and two Elastic Layers”, Europen Journal of Mechanics, A/Solids, 23, 301-309, 2004,

[8] Jaffar, M.J., “Elastic Strips in Sliding Contact”, Journal of Strain Analysis for Engineering
Design, 26, (3), 193-199, 1991.

[9]King, R.B. ve O’Sullivan, T.C.,” Sliding Contact Stresses in a two-Dimensional Layered
Elastic Half-Space”, International Journal of Solids and Structures, 23 (5), 581-597, 1987.
(10)] Ma, L.F ve Korsunsky, A.M, “Fundamental Formulation For Frictional Contact
Problems Of Coated Systems”, International Journal Of Solids And Structures, 41 (11-12),
2837-2854, 2004.

[11] Ma, L.F, Korsunsky, A.M. ve SunK., “Contact of Coated Systems Under Sliding
Conditions”, Journal of Tribology, 128, 886-890, 2006.

[12] Guler, M.A. ve Erdogan, F., “Contact mechanics of graded coatings”, International
Journal of Solids and Structures, 41, (14), 3865-3889, 2004.

[13] Guler, M.A. ve Erdogan, F., “The Frictional Sliding Contact Problems of Rigid
Parabolic and Cylindrical Stamps on Graded Coatings” International Journal Of Mechanical
Sciences, 49, (2), 161-182, 2007.

453



[14] Ke, L.L. ve Wang, Y.S., “Two-dimensional Contact Mechanics of Functionally Graded
Materials with Arbitrary Spatial Variations of Material Properties ” International Journal of
Solids and Structures, 43, (18-19): 5779-5798, 2006.

[15] Anderson, 1.A. ve Collins, 1. F., “Plane Strain Stres Distributions in Discrete and Blended
Coated Solids Under Normal and Sliding Contact”, Wear, 185, 23-33, 1995.

[16] Nowell, D. ve Hills, D.A,, “Contact Problems Incorporating Elastic Layers”,
International Journal of Solids and Structures, 24, (1), 105-115, 1988.

[17] Garrido, J.A., Foces,A. ve Paris, E., “B.E.M. Applied to Receding Contact Problems
with Friction”, Mathematical and Computer Modeling, 15, 143-154, 1991,

[18] Boduroglu, H. ve Delale F., “Elastik bir Tabakanin Siirtinmeli Degme Problemi”,
DOGA: MAG/ CAG, 17-26, 1980.

[19] Krenk, S., On Quadrature Formulas For Singular Integral-Equations Of 1st and 2nd
Kind Quarterly Of Applied Mathematics, 33, (3), 225-232, 1975.

[20] Erdogan, F., Gupta, G.D. ve Cook, T.S., “Numerical Solution of Singular Integral
Equations, in Methods of Analysis and Solution of Crack Problems, Noordhoff, Groningen-
1973.

Ek

ky(x,1)= M, (x,0)+1, Ny (x,1), ki (xt,) =M\, (x,,0,) +1, Ny (x,8,)

kZI(xZ’tl):¢[M2I(x2’tl)+nl Nz|(x2’tl)]’ kzz(xz’tz):¢[Mzz(x2’t2)+772 sz(xz’tz)]
M, (x,1,) = I[ [e T _4ghe ™ —1]—1:|sma(t -x)da

da’h®
) 2ah

1 l

N,,(x,,t,):%'fliA[ P (-l — +1J+1}cosa(t, -x,)da

M, (x,t,)= T [2( 1+ah)e“3""+2(1+ah)e"”']sma(t - x)da

Ny, (x),t,) —20he™® +2ahe™ Jcosa(t, — x,)da

0

M, (x,,1) I 2(1 ah)e™ —2(1+ ah)e™ ]sm a(l, - x,)da
0

Ny (xy,t) = I—A-[— 2ahe™™ + 2ahe™ ]cos a(t, —x,)da

M, (x,,t,) = I[ [e““’"+l+4ahe ]+l}sina(tz—x2)da

N”("Z”z)=f{ { 14 2(- 1+‘i“_”) e
)

J + 1} cosa(t, —x,)da

- m(x, +1)
m(k, +1)+x, +1
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