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HOMOJEN OLMAYAN (FGM) KURESEL BASINCLI KAPLARDA
INHOMOJENLIK PARAMETRESININ ETKIiSi
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ABSTRACT

Using the infinitesimal theory of elasticity, power series solutions for stresses and
displacements in functionally-graded spherical vessels subjected to internal pressure alone are
obtained. The material properties are assumed to be isotropic with exponentially-varying
elastic modulus through the thickness and the Poisson’s ratio is assumed constant. Stress
distributions depending on an inhomogeneity constant are calculated and presented in the
form of graphs. The inhomogeneity constant which includes continuously varying volume
fraction of the constituents is empirically determined. The values used in this study are
arbitrarily chosen to demonstrate the effect of inhomogeneity on stress distribution.

OZET

Bu calismada sonsuz kiigiik elastisite teorisi kullanilarak, yalnizca i¢ basinca maruz kalan
fonksiyonel dereceli kiiresel kaplarda meydana gelen gerilmeler ve sekil degistirmeler igin
kuvvet serileri ile ¢oziim yapilmistir. Malzeme 06zelliklerinin izotropik oldugu, elastiklik
modiiliiniin kalinlik boyunca {istel olarak degistigi ve Poisson oraninin sabit kaldig1 kabul
edilmistir. Gerilme dagilimlarinin inhomojenlik parametresine bagli olarak degisimi
hesaplanmis ve grafikler ile sunulmustur. Bilesenlerin siirekli degisen hacim fraksiyonu igeren
homojensizlik sabiti ampirik olarak belirlenir. Bu c¢alismada kullanilan degerler

inhomojenligin gerilme dagilimi iizerindeki etkisini gostermek i¢in keyfi olarak secilmistir
1.GIRIS

Son yillarda yapisal bilesenler olarak Fonksiyonel Dereceli Malzemelerin (standart
terminoloji ile FGM) kullanim1 ¢ok yayginlagmistir. FGM ler mikroskobik 6l¢iide homojen
olmayan (inhomojen) ve mekanik o6zellikleri bir ylizeyinden digerine dogru siirekli ya da
yumusak bi¢cimde degisim gosteren kompozit malzemelerdir. Bu siirekli degisim FGM lerdeki
gradyan Ozelliklere neden olmaktadir. Bu malzemeler genel olarak seramik ve metal
karisitmindan ya da farkli malzemelerin kombinasyonlarindan olusmaktadir [1]. FGM
konsepti ilk olarak 1984 yilinda bir grup malzeme bilimci tarafindan Japonya’da; ucaklar,
uzay araclar1 ve diger miihendislik uygulamalarinda kullanilabilecek c¢ok yiiksek termal
dirence sahip malzemeler olarak ortaya c¢ikmistir [2]. Bu malzemeler daha ¢ok 1s1 kalkani
seklinde kullanimlan ile dikkat ¢ekmistir. FGM ler, istenilen termomekanik 6zelliklerin
kazandirilabilme kabiliyeti ile ¢ok biiylik bir uygulama potansiyeline sahiptir [3]. Termal
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bariyer olarak kullanilmanin yani sira, potansiyel uygulamalarinin bir kismi1 da birbirinden
farkli malzemeleri birlestirmek i¢in FGM leri arayiizlerde kullanarak baglanma mukavemetini
arttirmak ve artik gerilmeleri azaltmaktir; disliler, rulmanli yataklar ve takimlarda ise
asinmaya karst direngli tabakalar olusturmaktir [4]. FGM yapilara iliskin ¢alismalar genel
olarak termal gerilme ve deformasyon analizleridir [5-8]. Inhomojen ortamlar iceren kati
cisimler mekanigi spesifik sinir deger problemleri i¢in genel ¢ézlimler tiretmek her zaman zor
olmustur. Bu zorluk yiiziinden, inhomojen katilar mekaniginde kullanilan biitiin islemlerde
malzemenin inhomojenligi basit bir fonksiyonla tanimlanmaktadir. Ornegin, Kassir ile
Chauprasert [9] ve Kassir [10] tarafindan ele alinan orta diizlemdeki elastisite problemlerinde

Poisson orani V sabit, kayma modiilii ise derinligin bir iistel fonksiyonu olarak, u(y) = ugy™
seklinde tanimlanmistir. Bert ile Niedenfuhr [11], Reddy ile Srinath [12] ve Gurushankar

paslanmaz celik ve nikel gradyenli basit mesnetlenmis silindirik kabuklarin titresimini
Love’n teorisi ve Rayleigh-Ritz metodunu kullanarak incelemistir. Tiitiincii ve Oztiirk [15]
Poisson orani sabit, elastiklik modiilii ise degisken olan malzemelerin agisal simetrik
yapilardaki gerilme dagilimini incelemistir. Onlar i¢ basinca maruz fonksiyonel dereceli
silindirik ve kiiresel kaplar i¢in gerilme ve yer degistirmeye ait kapali form sonuglar elde
etmistirler. Radyal koordinatin artan pozitif lstel degerlerine karsin olusan gerilme
genliklerinin azaldigin1 gosteren benzer bir ¢aligma da Horgan ve Chan [16] tarafindan
yayimlanmistir. Chen ve Lin [17] FGM in 6zelliklerinin iistel fonksiyon formunda degistigini
kabul etmis ve FGM lerden yapilmis kalin cidarli silindir ve kiiresel basingli kaplar elastik
analizler yapmiglardir. Argeso ve Eraslan [18]silindir ve tiiplerin termo-elastik tepkilerini
malzemenin Poisson orani, elastisite modiilii, akma gerilmesi, termal iletkenlik ve termal
genlesme katsayist gibi Ozelliklerinin farkli oldugu durumlar ig¢in incelemistir. FGM
plakalarin ii¢ boyutlu ¢oziimleri Reddy ve Chang [19] tarafindan transfer matris metodu
kullanilarak niimerik olarak elde edilmistir. Lim ve He [20] ise piezoelektrik plakalarin
gerilme analizinde fonksiyonel dereceli degisen piezoelektrik ozellikler igin kesin ¢dziim
yapmustir. Piezoelektrik FGM plakalar lizerine benzer ¢alismalar Liew ve arkadaslari[21,22]
tarafindan da gergeklestirilmistir. Bu tiir plakalarda Lim ve arkadaslar1 tarafindan [23] transfer
matris metodu ve asimptotik acilim metodu birlestirilerek serbest titresim analizleri
yapilmistir. Ng ve arkadaslar1 [24] FGM plakalarda stabil olmayan bolgeleri belirlemek igin
parametrik rezonanst Hamilton yontemi ve Bolotin metodu kullanarak incelemistir. Bu
calismanin amaci, i¢ basinca maruz kalin cidarli kiirelerdeki gerilme ve yer degistirme
sonuglarin1  elde etmektir. Malzeme, kalinligi dogrultusunda elastiklik  modiilii

E(r) = E,e”" fonksiyonu ile iissel olarak degisen, izotropik oldugu kabul edilen malzeme i¢in

gecerli denklemin “niimerik ¢0ziimii” olmamakla beraber, bu denklem yalnizca uzun
islemlerle Frobenius metodu kullanarak kuvvet serileri ile elde edilebilmektedir. Fonksiyonel
bagimlilik hem elastiklik modiilii hem de Poisson orami i¢in ele alindiginda niimerik ve
karigiklik teknikleri kullanilarak basit ve ¢oziilebilir bir sonu¢ ortaya ¢ikarilamamaktadir.
Coziimii  basitlestirmek adina Poisson oraninin gerilme T{izerindeki Onemsenmeyecek
derecedeki etkisi gdz ardi edilmis ve kalinlik dogrultusunda sabit bir Poisson oran1 v kabul
edilmistir. Horgan ile Chan, Chen ile Erdogan ve Erdogan’in ¢alismalarinda da oldugu gibi bu
tir yaklagimlarin yapildig1 bircok calisma literatiirde yer almaktadir. Bu caligmada
inhomojenligin gerilme dagilimina etkisini gostermek icin c¢esitli keyfi £ degerleri
kullanilmistir ve bu keyfi degerler herhangi bir gercek malzemeyi temsil etmemektedir.
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2. PROBLEMIN MATEMATIKSEL FORMULASYONU

Kalin cidarli kiiresel basingli kaplarda gerilme dagilimi hesaplanacaktir. izotropik
malzemenin elastik modiiliiniin

E(r)y=Eye” (1)

fonksiyonu ile degistigi kabul edilmektedir. Sekil degistirme — yer degistirme denklemleri ve
esas denklemler

du

L= 2a
e =5 ()
6=, =2 (2b)

r
Vo =Vs=Voy =0 (2¢)
0,=C6 +Che,+Ch 8, (3a)
0,=0, =Ch,e, +C, &, +C125¢ (3b)
seklinde ifade edilir. Buradav, Poisson orani olmakla birlikte,
. E,(1- . E

Ch =C1019ﬂ’ =( o(=vo) )eﬂr ve Cj, =Clozeﬂ} =( 0% )eﬂr
seklindedir.
Denge denklemi
d 2(c, —

O-)” + (O-r 0-0) — 0 (4)

dr r

ve yukarida verilen elastik sabitler, (1) ve (3) kullanilarak radyal deplasman denklemi
asagidaki hali alir.

Fu"+r(Br+2u' +Qvpr —2u =0 (5)
C
Burada v = —2 = 0 gy
n 1=y

(5) numarali denklem
u(r) = Zakrk” (6)
k=0

formunda Frobenius Metodu ile ¢oziilebilir. (5) numarali denklemde yerine yerlestirilirse;
4 = (k+s—-1)+2v
Yok s+ 2)(k+s—1)

Ba,, (7)

tekrarlama ifadesi elde edilir ve (s —1)(s +2) = 0 karakteristik denklemini verir. Karakteristik
denklemin kokleri (s, =1,5, ==2) olup, ¢6ziim (6) numarali denklemdeki gibidir. (7)
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numarali denklemin £ = 1, 2, 3,... degerleri ile a¢ilimi a, katsayisini a,ve Gamma
fonksiyonuna bagl olarak

Y - (=D TG +s)°T(k+s+2v) Ba
ST+ 20Tk + )0k +3+8)1+5)2+s)s

®)

seklinde verir. Tk kok olan s = 1 i¢in sifir olmayan keyfi sabit a, =1 alinirsa tekrarlama
bagintisi

. 6D T(k+1+2v)

= 9
Rk +3)IT(1+2v) ©)
formunu alir. Burada bir k tamsayisi i¢in ['(k +1) = k! 6zelligi kullanilmistir. i1k ¢dziim,
u = art” (10)
k=0
olarak verilmistir. s = —2 igin ise ikinci ¢6zlim,
. ) d -
U, =Z{(s+2)ak(s)rk }S:_z logr+2{£[(s+2)ak(s)]} P (11)
k=0 k=0 s=—2

formunda olacaktir. ilk olarak logaritmik carpan,

&2 fos R = (s +2)(=D TG +5)’T(k+s5+2v) b ks
Z; s+, (or }2 - a‘)kz_;'[r(s Pk + )Tk +3+9)1+)s+Ds" |,
_a N (=D (k=2+2v) k-2 _ Qo 3N DTk +142v) o0 4
) kz;' rav-orG-oran’ "~ 2P AT —omaian” "
(12)

seklinde agilmigtir. Burada I'(0) =ooveI'(~1)=oo0ldugu i¢in toplama islemine k& = 2’den
baslanildigina dikkat edilmelidir. Son formu elde etmek igin indislerin k& —k+2’ye
degismesi gerekmektedir.

Denklem (11)’deki ikinci terimi agmak i¢in asagidaki bagintilar kullanilmalidir;

log[(s +2)a, | = 10{{ (~D) T3 +5)°T(k +5+2v) ‘o }

Cs+2v)I'(k+s)'(k+3+s)1+s)s
—log[(-1)* B*a, |+ 21og T3+ s) + log I'(k + s + 2v) (13)
—logl'(s+2v)—logl'(k +s)—logl'(k+3+s)—log(s+1)—logs

Tiirevi basitlestirmek i¢in terimin logaritmast alinmigtir. Tiirev alinarak ve Psi(Digamma)

fonksiyonu t//(z)=dilogl"(z)=%z)) seklinde tanimlanarak (8) numarali denklem elde
Z z

edilir:

_a,  (=D)'T(k-2+2v)

(s +2a,(9)}, = rav -T2’ (14
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Burada da I'(0) = ve I'(~1) =©o0ldugu i¢in, indisler Denklem 12’deki gibi diizenlenmistir.
Denklem 11°deki ikinci terimin son hali

Z{ [<s+2>ak<s)]}

=2

k+3 15
CDTRATH2V) gt (44 20 (1) =y (2 = 2) 4+ pr(k + 14 2) (13)
ﬂ Z CQ2v - 2)k!(k +3)!
—yk+)—y(k+4)
olmaktadir. Boylece ikinci ¢oziim elde edilir ve bu ¢oziim
u, =Zbkrk“ 10gr+2bkckrk+l (16)
k=0 k=0

seklindedir. Yukaridaki ifadede a, keyfi bir sabit oldugu icin @,/ terimi 1 olarak kabul

edilmistir. Katsayilar agik bir sekilde asagidaki gibi verilmistir.

_(=D"Prk+1+2v)
2k (k+3)!IT(2v - 2)

/3k

k

¢, =(1+2p(D)-ywQRv-2)+yk+1+2v) -y (k+1) -y (k +4))

Sonug olarak, Denklem 5’in tam ¢6ziimii
u(r) = Au, + Ay, = 4, ar™)+ 4, b logr+ > b, ™) (17)
k=0 k=0 k=0

seklinde olmaktadir. Burada A; ve A, sabitleri, r = R; ‘de 0, =—Pver=R, ‘de o, =0 sinir
sartlar1 kullanilarak elde edilir ve

__GD (18)
1
CZBI _Cle
C.D
) E (19)
Cle _CZBI

olarak bulunur. Buradaki diger sabitler ise

C, = Z(k+1+2v)ak

k=0

8

C, =Y b (1+(k+1+2v)(c, +logR )R,

k=0

||
[M]s

B, (k+1+2v)a,R,

bl
Il

0

MS

B, =) b,(1+(k+1+2v)(c, +10ogR,))R,

=
I
(=]
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5
C101 ™

E,(1-v,)
1+vy)(A=2v,)

0
11

D =- ve C° =( )

seklinde ifade edilmektedir. Ayrica gerilmeler de standart Hooke kanunu ile hesaplanabilir.

3. NUMERIK UYGULAMALAR
i¢ v=03,R =0.6,R, =1.0
P =123.degerleri igin ¢izilen grafiklerle Sekil 1-3’te gosterilmistir. Sekil 1 birim i¢ basing

altindaki cesitli £ degerlerine sahip FGM kiire i¢in deplasmanlar1 géstermektedir. FGM kiire
icin inhomojenlik parametresi () azaldik¢a olusan deplasman degeri artmaktadir.

U =Clu,,0,,0, sonuglari, birim basing ile ve

032
HEE — B=10

e =30

0zg 3
026 3

0z4g 3
nzz 3
020 3
08 3
016 3
STER

012 3

0,40 3
npe ...
0,06 3

44—
0.6 0,7

1.0

Sekil 1. FGM kiirede kalinlik boyunca radyal deplasman dagilimi

Sekil 2 birim i¢ basing altindaki cesitli £ degerlerine sahip FGM Kkiire i¢in radyal gerilmeleri
gostermektedir. FGM kiire i¢in inhomojenlik parametresi (f) arttikca radyal gerilme
degerinin azaldig1 goriilmektedir. Sekil 3 birim i¢ basing altindaki ¢esitli # degerlerine sahip
FGM kiire i¢in tegetsel gerilmeleri gostermektedir. > 1 oldugu durumda yarigap arttikga
tegetsel gerilme artarken, £ < 1 oldugu durumda tegetsel gerilmenin azaldigi gériilmektedir.

0,0

i—4&=110
----- A=20
R L Et i
-0,2 - el
04 o
g ] g
] Sekil 2. FGM kiirede kalinlik
-0.5 1 . boyunca radyal gerilme
a dagilinmu
0,5 ] z.-F'--
-1.0 ] v T ' T T T T T
05 oy 05 09 1.0

P
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1,00 4

0,45 3
U,EID—; ,;5’:30
055 3
0,50 3

0,75 3

e

0,70 3
u,ss-g e
EI,BEI—E P
0,55-5 et

0,50 3

oas T

Sekil 3. FGM kiirede kalinlik boyunca tegetsel gerilme dagilimi
4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismanin amaci niimerik sonuglardan ¢ok, ileriki ¢aligmalarda kullanilabilecek olan
¢oziilebilir sonuglar elde etmektir. izotropik FGM kiiresel basingli kaplar i¢in sonsuz kiigiik
elastisite teorisi kullanilarak gerilme ve deplasman c¢oziimleri elde edilmistir. Malzeme
Ozelliginin radyal dogrultuda elastik modiiliiniin eksponansiyel degistigi kabul edilmistir.
Kuvvet serilerinde yirmi terim kullanilarak bes basamakli hassasiyete ulasilmistir. Literatiirde
elastik ozellikleri basit iistel form ile degisen FGM kiireler ayrintili bir sekilde incelenmesine
ragmen eksponansiyel degisen Ozelliklere iliskin ¢ok az sayida ¢alisma vardir. Sonuglar,
pozitif degerli bir inhomojenlik sabitinin gerilme ve deplasman iizerinde biiyiik bir etkisi
oldugunu gostermistir. Gerilim dagilim1 kontrolii i¢in, tasarim amact ile bakildiginda,
inhomojenlik parametresi kullanigh bir tasarim parametresidir.
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