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ABSTRACT 

Using the infinitesimal theory of elasticity, power series solutions for stresses and 
displacements in functionally-graded spherical vessels subjected to internal pressure alone are 
obtained. The material properties are assumed to be isotropic with exponentially-varying 
elastic modulus through the thickness and the Poisson’s ratio is assumed constant. Stress 
distributions depending on an inhomogeneity constant are calculated and presented in the 
form of graphs. The inhomogeneity constant which includes continuously varying volume 
fraction of the constituents is empirically determined. The values used in this study are 
arbitrarily chosen to demonstrate the effect of inhomogeneity on stress distribution.  

ÖZET 

Bu çalışmada sonsuz küçük elastisite teorisi kullanılarak, yalnızca iç basınca maruz kalan 
fonksiyonel dereceli küresel kaplarda meydana gelen gerilmeler ve şekil değiştirmeler için 
kuvvet serileri ile çözüm yapılmıştır. Malzeme özelliklerinin izotropik olduğu, elastiklik 
modülünün kalınlık boyunca üstel olarak değiştiği ve Poisson oranının sabit kaldığı kabul 
edilmiştir. Gerilme dağılımlarının inhomojenlik parametresine bağlı olarak değişimi 
hesaplanmış ve grafikler ile sunulmuştur. Bileşenlerin sürekli değişen hacim fraksiyonu içeren 
homojensizlik sabiti ampirik olarak belirlenir. Bu çalışmada kullanılan değerler 
inhomojenliğin gerilme dağılımı üzerindeki etkisini göstermek için keyfi olarak seçilmiştir 

1.GİRİŞ 

Son yıllarda yapısal bileşenler olarak Fonksiyonel Dereceli Malzemelerin (standart 
terminoloji ile FGM) kullanımı çok yaygınlaşmıştır. FGM ler mikroskobik ölçüde homojen 
olmayan (inhomojen) ve mekanik özellikleri bir yüzeyinden diğerine doğru sürekli ya da 
yumuşak biçimde değişim gösteren kompozit malzemelerdir. Bu sürekli değişim FGM lerdeki 
gradyan özelliklere neden olmaktadır. Bu malzemeler genel olarak seramik ve metal 
karışımından ya da farklı malzemelerin kombinasyonlarından oluşmaktadır [1]. FGM 
konsepti ilk olarak 1984 yılında bir grup malzeme bilimci tarafından Japonya’da; uçaklar, 
uzay araçları ve diğer mühendislik uygulamalarında kullanılabilecek çok yüksek termal 
dirence sahip malzemeler olarak ortaya çıkmıştır [2]. Bu malzemeler daha çok ısı kalkanı 
şeklinde kullanımları ile dikkat çekmiştir. FGM ler, istenilen termomekanik özelliklerin 
kazandırılabilme kabiliyeti ile çok büyük bir uygulama potansiyeline sahiptir [3]. Termal 
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bariyer olarak kullanılmanın yanı sıra, potansiyel uygulamalarının bir kısmı da birbirinden 
farklı malzemeleri birleştirmek için FGM leri arayüzlerde kullanarak bağlanma mukavemetini 
arttırmak ve artık gerilmeleri azaltmaktır; dişliler, rulmanlı yataklar ve takımlarda ise 
aşınmaya karşı dirençli tabakalar oluşturmaktır [4]. FGM yapılara ilişkin çalışmalar genel 
olarak termal gerilme ve deformasyon analizleridir [5-8]. İnhomojen ortamlar içeren katı 
cisimler mekaniği spesifik sınır değer problemleri için genel çözümler üretmek her zaman zor 
olmuştur. Bu zorluk yüzünden, inhomojen katılar mekaniğinde kullanılan bütün işlemlerde 
malzemenin inhomojenliği basit bir fonksiyonla tanımlanmaktadır. Örneğin, Kassir ile 
Chauprasert [9] ve Kassir [10] tarafından ele alınan orta düzlemdeki elastisite problemlerinde 

Poisson oranı  sabit, kayma modülü ise derinliğin bir üstel fonksiyonu olarak, μ(y) = μ0ym 

şeklinde tanımlanmıştır. Bert ile Niedenfuhr [11], Reddy ile Srinath [12] ve Gurushankar 
[13]da yoğunluğu ve rijitliği aynı şekilde üstel biçimde modellemiştir. Loy ve ark. [14] 
paslanmaz çelik ve nikel gradyenli basit mesnetlenmiş silindirik kabukların titreşimini 
Love’ın teorisi ve Rayleigh-Ritz metodunu kullanarak incelemiştir. Tütüncü ve Öztürk [15] 
Poisson oranı sabit, elastiklik modülü ise değişken olan malzemelerin açısal simetrik 
yapılardaki gerilme dağılımını incelemiştir. Onlar iç basınca maruz fonksiyonel dereceli 
silindirik ve küresel kaplar için gerilme ve yer değiştirmeye ait kapalı form sonuçlar elde 
etmiştirler. Radyal koordinatın artan pozitif üstel değerlerine karşın oluşan gerilme 
genliklerinin azaldığını gösteren benzer bir çalışma da Horgan ve Chan [16] tarafından 
yayımlanmıştır. Chen ve Lin [17] FGM in özelliklerinin üstel fonksiyon formunda değiştiğini 
kabul etmiş ve FGM lerden yapılmış kalın cidarlı silindir ve küresel basınçlı kaplar elastik 
analizler yapmışlardır. Argeso ve Eraslan [18]silindir ve tüplerin termo-elastik tepkilerini 
malzemenin Poisson oranı, elastisite modülü, akma gerilmesi, termal iletkenlik ve termal 
genleşme katsayısı gibi özelliklerinin farklı olduğu durumlar için incelemiştir. FGM 
plakaların üç boyutlu çözümleri Reddy ve Chang [19] tarafından transfer matris metodu 
kullanılarak nümerik olarak elde edilmiştir. Lim ve He [20] ise piezoelektrik plakaların 
gerilme analizinde fonksiyonel dereceli değişen piezoelektrik özellikler için kesin çözüm 
yapmıştır. Piezoelektrik FGM plakalar üzerine benzer çalışmalar Liew ve arkadaşları[21,22] 
tarafından da gerçekleştirilmiştir. Bu tür plakalarda Lim ve arkadaşları tarafından [23] transfer 
matris metodu ve asimptotik açılım metodu birleştirilerek serbest titreşim analizleri 
yapılmıştır. Ng ve arkadaşları [24] FGM plakalarda stabil olmayan bölgeleri belirlemek için 
parametrik rezonansı Hamilton yöntemi ve Bolotin metodu kullanarak incelemiştir. Bu 
çalışmanın amacı, iç basınca maruz kalın cidarlı kürelerdeki gerilme ve yer değiştirme 
sonuçlarını elde etmektir. Malzeme, kalınlığı doğrultusunda elastiklik modülü 

reErE 
0)(  fonksiyonu ile üssel olarak değişen, izotropik olduğu kabul edilen malzeme için 

geçerli denklemin “nümerik çözümü” olmamakla beraber, bu denklem yalnızca uzun 
işlemlerle Frobenius metodu kullanarak kuvvet serileri ile elde edilebilmektedir. Fonksiyonel 
bağımlılık hem elastiklik modülü hem de Poisson oranı için ele alındığında nümerik ve 
karışıklık teknikleri kullanılarak basit ve çözülebilir bir sonuç ortaya çıkarılamamaktadır. 
Çözümü basitleştirmek adına Poisson oranının gerilme üzerindeki önemsenmeyecek 
derecedeki etkisi göz ardı edilmiş ve kalınlık doğrultusunda sabit bir Poisson oranı   kabul 
edilmiştir. Horgan ile Chan, Chen ile Erdoğan ve Erdogan’ın çalışmalarında da olduğu gibi bu 
tür yaklaşımların yapıldığı birçok çalışma literatürde yer almaktadır. Bu çalışmada 
inhomojenliğin gerilme dağılımına etkisini göstermek için çeşitli keyfi  değerleri 
kullanılmıştır ve bu keyfi değerler herhangi bir gerçek malzemeyi temsil etmemektedir. 
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2. PROBLEMİN MATEMATİKSEL FORMÜLASYONU 

Kalın cidarlı küresel basınçlı kaplarda gerilme dağılımı hesaplanacaktır. İzotropik 
malzemenin elastik modülünün 

reErE 
0)(             (1) 

fonksiyonu ile değiştiği kabul edilmektedir. Şekil değiştirme – yer değiştirme denklemleri ve 
esas denklemler 
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ve yukarıda verilen elastik sabitler, (1) ve (3) kullanılarak radyal deplasman denklemi 
aşağıdaki hali alır. 
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formunda Frobenius Metodu ile çözülebilir. (5) numaralı denklemde yerine yerleştirilirse;  
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tekrarlama ifadesi elde edilir ve 0)2)(1(  ss karakteristik denklemini verir. Karakteristik 

denklemin kökleri ( 2,1 21  ss ) olup, çözüm (6) numaralı denklemdeki gibidir. (7) 
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numaralı denklemin k = 1, 2, 3,… değerleri ile açılımı ka  katsayısını 0a ve Gamma 

fonksiyonuna bağlı olarak 
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şeklinde verir. İlk kök olan s = 1 için sıfır olmayan keyfi sabit 10 a  alınırsa tekrarlama 
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şeklinde açılmıştır. Burada  )0( ve  )1( olduğu için toplama işlemine k = 2’den 

başlanıldığına dikkat edilmelidir. Son formu elde etmek için indislerin 2 kk ’ye 
değişmesi gerekmektedir. 
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Türevi basitleştirmek için terimin logaritması alınmıştır. Türev alınarak ve Psi(Digamma) 
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Burada da  )0( ve  )1( olduğu için, indisler Denklem 12’deki gibi düzenlenmiştir.  

Denklem 11’deki ikinci terimin son hali 
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şeklinde ifade edilmektedir. Ayrıca gerilmeler de standart Hooke kanunu ile hesaplanabilir. 

3. NÜMERİK UYGULAMALAR 

 ,,0
11

*
rruCU   sonuçları, birim iç basınç ile 0.1,6.0,3.0 0  RRi  ve 

.3,2,1 değerleri için çizilen grafiklerle Şekil 1-3’te gösterilmiştir. Şekil 1 birim iç basınç 

altındaki çeşitli  değerlerine sahip FGM küre için deplasmanları göstermektedir. FGM küre 
için inhomojenlik parametresi ()  azaldıkça oluşan deplasman değeri artmaktadır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. FGM kürede kalınlık boyunca radyal deplasman dağılımı 

Şekil 2 birim iç basınç altındaki çeşitli  değerlerine sahip FGM küre için radyal gerilmeleri 
göstermektedir. FGM küre için inhomojenlik parametresi ()  arttıkça radyal gerilme 
değerinin azaldığı görülmektedir. Şekil 3 birim iç basınç altındaki çeşitli  değerlerine sahip 
FGM küre için teğetsel gerilmeleri göstermektedir.  > 1 olduğu durumda yarıçap arttıkça 

teğetsel gerilme artarken,  < 1 olduğu durumda teğetsel gerilmenin azaldığı görülmektedir.  

  

 

 

 

 

Şekil 2. FGM kürede kalınlık 
boyunca radyal gerilme 

dağılımı 
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Şekil 3. FGM kürede kalınlık boyunca teğetsel gerilme dağılımı 

4. TARTIŞMA VE SONUÇLAR 

Bu çalışmanın amacı nümerik sonuçlardan çok, ileriki çalışmalarda kullanılabilecek olan 
çözülebilir sonuçlar elde etmektir. İzotropik FGM küresel basınçlı kaplar için sonsuz küçük 
elastisite teorisi kullanılarak gerilme ve deplasman çözümleri elde edilmiştir. Malzeme 
özelliğinin radyal doğrultuda elastik modülünün eksponansiyel değiştiği kabul edilmiştir. 
Kuvvet serilerinde yirmi terim kullanılarak beş basamaklı hassasiyete ulaşılmıştır. Literatürde 
elastik özellikleri basit üstel form ile değişen FGM küreler ayrıntılı bir şekilde incelenmesine 
rağmen eksponansiyel değişen özelliklere ilişkin çok az sayıda çalışma vardır. Sonuçlar, 
pozitif değerli bir inhomojenlik sabitinin gerilme ve deplasman üzerinde büyük bir etkisi 
olduğunu göstermiştir. Gerilim dağılımı kontrolü için, tasarım amacı ile bakıldığında,  
inhomojenlik parametresi kullanışlı bir tasarım parametresidir. 
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