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OZET

Bu galismada, halka kesitli bir kanalda, sikistirilamayan ve viskoz iki akigkandan olugan karigim
igin zamana bagll genellestirilmis Couette akimina ait hiz dagilimlari incelenmistir. Karigimi
olusturan bilesenler arasinda kimyasal tepkime olmadig: diisiiniilerek, ilgili biinye denklemleri
korunum denklemlerinde yerine yazilmis ve her bir bilesene ait hareket denklemleri elde
edilmigtir. Hareket denklemleri, olayin fizigi ile uyumlu olan yari ters ¢dziim metoduyla ve sonlu
Hankel integral ddniisiimiinden faydalanilarak analitik olarak ¢oziilmiis ve her bir bilesen igin
hiz dagilhimlari sonsuz seri agilimlari bigiminde bulunmugtur. Parametrelerin gesitli degetleri igin
elde edilen hiz dagilimlarinin grafikleri gizilmigtir.

ABSTRACT
In this study, unsteady generalized Couette flows of a binary mixture of chemically inert
incompressible viscous fluids in an annulus are investigated. The governing equations of the
binary mixture has been obtained by substitution of constitutive equations into balance
equations. The governing equations, have been solved with the help of finite Hankel transform
and exact solutions have been obtained as infinite series. The results have been presented in
graphical forms for different values of the parameters.

1. GIRiS

Miihendislikte birgok uygulamada, karigimlarin hareketi s6z konusudur. Bu uygulamalarin
etkinliginin arttinlmas1 igin karnigimlarin dogasimi anlamak ©nemli olmaktadir. Siklikla
kargilagilan uygulamalardan biri de yaglama teorisinde kullamililan sivi-sivi karigimlaridir.
Yaglama uygulamalarinda ihtiyaca gore gesitli 6zellikte yaglara gereksininim duyulmaktadir. Bu
istenen ozellikteki yaglar birden fazla maddeyi karistirarak elde edilmektedir. Siklikla kullanilan
yaglayicilardan birisi su igerisine petrol tiirevi yaglar karigtiriimasi ile elde edilen yaglayicilardir.
Bu yaglayicinin yaglama &zelliklerinin zayif olmasina ragmen suyun 1sil kapasitesinin yiitksek
olmasi nedeni ile soguk haddeleme, sicak haddeleme ve talagh imalatta kesme sivisi olarak
kullamlirfar[1]. Karisimlarin hareketini belirlemek igin, probiemin yapisina ve fizigine uygun
gesitli yontemler gelistirilmistir[2]. Bu ¢aligmada sivi-sivi karigimlari igin uygun ydntem olan
karigim teorisi veya etkilesen siirekli ortamlar teorisi olarak bilinen yaklagim kullanilmigtir.
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Karigim teorisiyle bilesenlerin hareketini incelemek igin korunum denklemleri her bir bilesen
igin ayri ayri yazilr ve karigimi olusturan bilesenlere bagli olarak uygun biinye denkiemleri
yardimiyla her bir bilesenin hareketi belirlenir. Karigimlar teorisinin temel varsayimina gore;
herhangi bir ¢ aninda karisimin her x noktasinda, karigim olusturan bilesenlerin her ikisi de
mevcuttur. Bu varsayim; siirekli ortam kabulunun bir sonucudur ve s kargimin g. bilesenini
gostermek lizere karigim igerisinden, herhangi bir aninda, ne kadar kiigiik bir hacim segilirse
segilsin bu hacmin igerisinde tiim s bilegenlerinin var oldugu anlamina gelir.

Kangimlar teorisiyle ilgili ¢alismalar gok eskiye dayanmaktadir. Fakat asil biiyiik ilerleme 20.
yiizyilin ortalarinda Truesdell [3], Truesdell ve Toupin [4], Truesdell ve Noll [5] tarafindan
yapilan galigmalarla saglanmistir. Bu ¢alismalarda modern siirekli ortamlar mekaniginin ilkeleri
kullanilarak, 1s1l etkilerin de goz 6niine alindig1 durum igin karigim teorisi etraflica incelenmis ve
korunum denklemleri ile biinye denklemlerinin matematiksel ifadeleri verilmigtir. Bu
¢aligmalardan sonra karigim teorisi birgok aragtirmaci [6-20] tarafindan ele alinarak olduk¢a
yogun bir tartigma siirecinden sonra sajlam matematiksel temellere oturtulmustur. Fakat bu
galigmalar agirlikli olarak genel korunum yasalart ve biinye denklemleri ile ilgilidir. Uygulamaya
donitk ¢aligmalar ise oldukga azdir. Bunun en onemli nedeni; siir sartlarinin ve biinye
denklemlerinde goriilen biinye fonksiyonlarinin formunun belirlenmesinde kargilagilan
zorluklardir[21].

2. KARISIM TEORISI

Karigim i¢in korunum denklemleri; tek bir siirekli ortam igin bilinen kiitlenin korunumu, lineer
momentumun denkligi (hareket denklemi), agisal momentumun denkligi ve enerjinin denkligi
denklemlerinin genellestirilerek her iki bilesen ve karisim igin yazilmas: ile elde edilir.
Bilesenden bahsedilirken, bir bilesenin diger bilesenler iizerine olan etkilerini g6z Oniinde
bulundurmak sartiyla tiim karigimdan izole edilebilecegi varsayilir. Ancak korunum denklemleri
bdyle bir termomekanik sistem igin tiim bilinmeyenleri belirlemede yetersiz kalir. Bu agik
denklem sistemini ¢bzmek i¢in ilave denklemlere ihtiyag vardir. Bu ilave denklemlere blinye
denklemleri adi verilir. Biinye denklemleri malzemenin dis yiiklere kars1 verecegi cevabi
yansitan, i¢ yaptlarindaki farkhiliklari karakterize eden matematiksel denklemlerdir ve biinye
aksiyomlarint  saglayacak gekilde Clausius-Duhem entropi esitsizliginden faydalanilarak
bulunurlar. Genel korunum yasalari ve sikistirilamayan iki Newtonian akiskandan olugan
karigimin biinye denklemleri hakkinda detayh bilgi igin [10], [17] ve [18] numarali referanslara
bakilabilir. Biinye denklemleri lineer momentum denkliginde hacim kuvvetleri ihmal edilerek
yerlerine yazilir ve diizenlenirse;

MYV + MV VD + MV (V-v) + MYV -v®?) +(V - vOWA +(V- vva,
+HVVO) UM, + (VDY VM, + VO VM, + Vv VM, — a(v® —v®)
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MVVO + M VVE £ MYV V) 4+ MV (V- v®) 4 (V vV, + (V. vOW A,
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denklemleri elde edilir[22]. Bu denklemler aym sicaklikta bulunan, gevresi ile 1s1 aligverisi
yapmayan, aralarinda kimyasal tepkime meydana gelmeyen viskoz ve sikistinlamaz iki
akiskandan olusan karigim igin hareket denklemleridir.

A A ) A
M|=/‘1_%a M2=ﬂ3+75; M3=/14+75= M4=y2—75, Ms=yl+'?5’

A A A A
M(,:/”J_?Sa M7=’11+/‘|+75’ Mx=’13+/13_?5’ M9=/1'4+/‘4—?5:

A A A
Mm:/lz'*'l‘z‘*?s, M”=;14——2§-, M|z=/”z+—25‘ (3)

viskozite ile ilgili katsayilardir ve sicakligin sabit olmast halinde yalnizca yogunluga (o)
baglidirlar. V* Laplasyen operatdriidiir. Vv'? ikinci mertebeden bir tansér olup jjinci bilegeni
v olarak almmustir. p, ve p,; her bilesenin kismi basinglari, &; yogunluk gradyenti, a;

etkilesim katsayisi ve A; sikigtirilamazhik kabulu altinda biinye denklemlerine ilave bir kisitlama
ile ilgili Lagrange garpanidir.

3. DAIMI HAL iCIN ¢OZUM

Yarigaplar;; R ve x<1 olmak lizere xR olan es eksenli iki silindir igerisinde baglangigta
duragan halde bulunan, sikistirilamayan ve viskoz iki akigkan, igteki silindirin pozitif z
yoniinde U hiz1 ile gekilmesi ve ayni anda z ekseni boyunca dp/dz sabit basing farkinn
uygulanmasiyla aniden harekete gegmektedir. Bu durumda, f=1,2 olmak tizere her bir bilesenin
daimi rejimdeki hiz vektérleri, karigimin yogunlugu ve her bir bilesenin yogunluklart agagidaki
gibi olacaktir.

v)

v =ws(re,, p=p(r), py=psr) “4)

Kiitlenin korunumu, biinye denklemleri ve (1), (2) hareket denklemlerinin r dogrultusundaki
izdiigtimlerinden;

dp d’(pA)
(p_pm)(p_pzu)d_p(_'—ﬁ:=0 (5)
r dp
bagintis1 elde edilir. Genel olarak karigimm yogunlugu, bilesenlerin karigmadan &nceki
yogunluklarindan farklidir ve d'j”:ﬂ;eo seklindedir. Bu nedenle; karisimin yogunlugu p
ap

sabittir. Buradan p, ve p, nin r den bagimsiz oldugu anlagilir. Karisimin yogunlugunun sabit
olmas! nedeniyle; (1) ve (2) denklemlerinde, i=1,...,12 olmak iizere, M, sabitler olarak almnir ve
yogunluk gradyenti (AE=AVp) terimi diiger. Sonug olarak, (1) ve (2) denklemlerinin z
dogrultusundaki izdiigiimlerinden;

d’w, 1adw d*w, ldw dp .

o o Lt vy = ©
d’w, law d’w, 1law dp .

o Lt et = st ?
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diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem sistemi, karisimi olugturan her
iki bilegenin hiz dagilimini belirlemek igin ¢6ziilmesi gereken diferansiyel denklem sistemidir.
Ilgili sinir sartlar: ise her bir bilesen igin kaymama sart1 yardimiyla asagidaki sekilde yazilir.

wy(kR)=U, wy(R)=0 ®)
Bundan sonra, bu denklemler agagidaki boyutsuz biiyiikliikler yardimiyla ifade edilirse,
_ _ R? W, _ r _ t _ 4 R2
,-=—',a=a ,wﬂ=—’9,r=—,l=—#—;,p‘p=& p= e )
M M U R PR p dz ,uU
— (d’W, 1aw — (d*W, ldw
MlE2 A 2, "\ _F - )=6TF 10
l(rﬁ” +F r]+ Z(JF" +F r] a(n —w)=hp (19)
= (d'w,  1aw ) - (d'Ww, 1dw
M| e =0 e i L— + 1- 11
3(({17‘ 7 dF] 4[‘;.3 7 dF] a(w wz) ( ¢l)p ( )

elde edilir. Bu denklemlerle ilgili boyutsuz sinir sartlart ise;
wy(k)=1, wy()=0 (12)

seklindedir. Buradan itibaren kolaylik olmast agisindan boyutsuz bityiikliikleri gosteren iist ¢izgi
isareti kullamlmayacaktir. Buradan itibaren aksi belirtilmedikge, kullanim kolaylig1 agisindan bu
kismin sonuna kadar, boyutsuz biiyiikliiklerin iizerindeki iist gizgi isaretleri yazilmayacaktir. (10)
ve (11) denklemleri (12) sinir sartlari altinda integre edilerek, halka kesitli bir kanalda
sikigtiritamayan ve viskoz iki akiskandan olugan karigim igin daimi halde her bir bilesene ait hiz
dagilimlari agagidaki sekilde bulunur.

l
=LK+ o1y )+ 22 il K m= K]
m m dn, " in()
, 1=«
+77_;[[o(77|)—11)(’71’()]+£M}"U_;Kn(ﬂl)—n_;lo(”l)_ﬂ (]3)
h 4n, 7 7 4n,
n 7, ar’  In(r). 7
wz(r)="_§Kn(77|r)+’7—Izln(77|r)+;4’—;z+m[l+T7_l;[Kn(77|)_Ku(’]l’()]
I—x%)
77(,[]0('71) /u(’h’")] EG—LL}—U—;KU(M)—”—(Z’%(U. ‘ﬂ (]4)
", 1 A 4n,

m=MM,-MM, n=alM +M,+M,+M,),

m= =% n, =-’1["—2¢. —(M, +M2>]
n nla
n :a(Mi+M4) 772[10(771)_1(1(77|’()]
’ mo K e L) - K@), n)
7 za(Mz+M4)_ UZ[K()(”|K)—K()(77|)]

n UIZ[KI)(mK)I()(UI)_Kn(ﬂl)ln(”l’()]

488



_m:"""fl"'MJ) Uz[ltl(m)—[n(”l’()]
n 77|-!|K(1(77|K)Iu(’7|)_ Ku(ﬂl)[n(mx)],

:_a(Ml"’M]] J?.'[Ko(m’()_Ku(’]l)]
' o MK ()L, ()~ Ky () (7]

s =

(15)

4. ZAMANA BAGLI DURUMDA COZUM

Hareketin zamana bagli olmasi durumunda ise her bir bilesenin hiz vektorleri, karigimin
yogunlugu ve her bir bilesenin yogunlugu asagidaki sekildedir.
v =w,(r,0k, p=p(rt), Pp=py(r0) (16)

Bir 6nceki kisimdakine benzer bir incelemeyle, (1) ve (2) denklemlerinin z dogrultusundaki
izdiigiimlerinden;

’w,  1ow o'w, 1ow ow, dp
M L ——L M| Sl = |—a(w, —wy) = k4 2O 17
I[ ot r 8rj 2( ot 8rJ aon=¥)=h o dz n
o’w, 1 ow o'w, 10w ow, dp
M| —=t+-Z2 F——2 | ta(w -w,)=p,—2+ 22 18
J[Gr‘ , 6rJ *[ o ar] W)= m (%)

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (17) ve (18) diferansiyel denklemleriyle ilgili sinir
sartlart ise her bilesenin hizi igin kaymama sart1 olup asagidaki sekilde ifade edilir.

wy(xR,1)=U; >0, wy(R)=0; 20 (19)
Karigimin baslangigta duragan halde oldugu géz 6niine alinarak baslangi¢ sart1 agagidaki sekilde
yazilir.

w,(r,0)=0; xR<r<R 20)
s

Bundan sonra, bu denklemler (9) boyutsuz biiyiikliikleri cinsinden ifade edilir ve wy(r,t) hiz
dagilimi, daimi halde hiz dagilimlar w,(r) ve zamanin etkilerini igeren bilinmeyen bir Sy(r.t)

fonksiyonunun farki olarak yazilir. Buradan itibaren aksi belirtilmedikge, kullanim kolayhg:
agisindan bu kismin sonuna kadar, boyutsuz biiyiiklitklerin iizerindeki iist cizgi isaretleri
yazilmayacaktir.

wa(r)=wy(r) =~ f,(r,6) @2n

(21) denklemi boyutsuz diferansiyel denklem sisteminde yerlerine yazilir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa agagidaki homojen kismi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

f 19, of 1oh)) . o

M](Br2 +r 6rJ+M2( or? +r 6r] alh=f)=p ot (22)
Of 13 'f, 13 VT

M3(6r2 +r 6r)+M4[ or? +r 6rj+a(f' ) =Py ot 23)
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flgili sinir ve baglangig sartlari ise agagidaki sekilde bulunur.
f(k)=0; >0, f,(L,)=0; 20 (24)

Sy(r0)=w,(r); x<r<I1 (25)

Bu denklem sistemini ¢dzmek amaciyla, asagidaki sekilde tanimlanan sonlu Hankel doniigiimi
uygulanir. a ve bsonlu birer say1, f(») fonksiyonun kendisi ve 1. tiirevi (a,b) araliginda siirekli

bir fonksiyon olmak tizere v. mertebeden III. tip sonlu Hankel doniisiimii ve ters doniigiimii
agagidaki gibi tanimlanir.

H, (f@ir =)= F (&) = [ of O, G (G0~ I, (G, (&) (26)

e . _ _n
L E)6 > =)= 5 X S s

n=1

! o {-;',:'Jﬁt;b':ﬁ_..(é, ),

AR ACHIENR N ACHGM: 27)
Burada H,, ve H;! sirastyla v. mertebeden III. tip sonlu Hankel doniigiim ve ters doniigiim

operatorleridir. f;y(g‘n) ise f(r) fonksiyonun v. mertebeden III. tip sonlu Hankel déniisiimiidiir.
J, ve Y, sirasiyla v. mertebeden birinci ve ikinci tip Bessel fonksiyonlaridir. & ise &,¢,...
seklinde olmak iizere;

J, (&0, (5,a)=J, (,a)Y,(5,b)=0 (28)

denkleminin pozitif kokleridir. Seri toplami bu pozitif kokler tizerinden yapiimaktadir. (22) ve
(23) denklemlerine sonlu Hankel doniigiimii uygulanirsa problem asagidaki adi diferansiyel
denklem sistemine indirgenir.

d(f)s&,e0)

D o) + ool @9
1), . p
ELDED) (6o + Kl odoa (6100 30

flgili baslangig sartlart ise, (25) baslangig sartlarin Hankel doniisiimii alinarak agagidaki
sekilde bulunur.

7 o K 'fu‘!u )
(Fsa(,50) =[J.(§")11.(§"K)—Jo(s”"'r)}’.(én)][”—’z S, T e o UN) PO
nodr St me,

_:;JK“{I;J,]_r;.r‘f',,(r},]]_i 2K, (qx) 7, 21, (yx) N 2pa 2

1 Ty 7 3, 2 T i, o3 3 3
s, U oAl Hm) moalS, ) A, 7,

n, 2K, (gx)  n, 20, K)
+ 2 el + 2 2
™ G, A,

€2

~ K AP
(mm@:,m=[J.<:">x,<¢nx)—J.,(:"xw.(-f")](”—ig:I Uk} M oyatth) PO
mwos o &t g,
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_.ﬂ?,ﬁn(_f;l)_;;hfl,{r},.}J_m 2K, (mx) _ny 20,(x) N 2pa 2

me, mé, ) omoalEien) m A enl) ang xg
; i S
+7Z__;2‘\n(:';'1"\)+ 77(; —"n(:f]l-\)_ (32)
7 TG, U s,

Bu adi diferansiyel denklem sistemi ¢oziiliir ve sonlu ters Hankel doniigimii alinrsa 7, (r,0)
bulunur. f,(r,1) fonksiyonu (21) denklemine yazilarak her bir bilesene ait hiz dagilimlar
agagidaki sekilde bulunur.
a2 & GG A (8,0
)= el 3 =3
w(r, ) =w(r) Z( RER-JE)

n=l

[J(,(é‘"r)}’(,(cf"l()—J,,(fnx)}’(,(é‘,,r)]] (33)

T
wz(r,t)zwz(r)—TZ Tz K)-J(E)

n=1

2 & ELEN S )ynl& D)
[ SRIOATI [J‘,(;r)x.(f,.x)—J(,@xm(:"r)]] (34)

N A N "
a0 = ([ (3080 00 = B+ K, ()4 (&, Jsin(a)

+6(/)10(&,,0) cosh(er) (35)
7 e > 2,2 g2
oG 0= ([l 6 0K, — B 46~ kD)
o ()06 08, = k) Jsinh(et) + £k, (), (&,,0) cosh(er) | (36)
g btk 82\[(/(,—/(4)%4/(2/(3
o2 2 ‘
s M,E ta b =2 M, & koo M,E? k= ME+a (37)
P P 2 2y

Burada w,(r) ve w,(r), (13) ve (14) denklemleri ile verilen daimi haldeki hiz dagilimlaridir.

5. TARTISMA VE SONUC

Bu caliymada, aralarinda kimyasal etkilegimin olmadigi, aym sicaklikta bulunan,
sikistiritlamayan, viskoz iki akiskandan olusan ve cevresi ile 151 alis verisi yapmayan bir karisim
igin halka kesitli bir kanalda zamana bagh durumda genellegtirilmis Couette akimt ile ilgili
analitik ¢oziimler bulunmus ve her bir bilescne ait hiz dagilimlars; yari ters bir ¢bziim metodu
izlenerek, integral déniisiimler yardimi ile sonsuz seri agihimlari bigiminde bulunmustur. Bu yari
ters ¢bziim metodunun bir sonucu olarak; hiz dagiimlarinda gérillen zamana bagh terimierin
daimi haldeki ¢éziimlere bir bozucu etki olarak eklendigi goriilmektedir. Bu formdaki bir ¢5ziim
olayin fizigiyle uyumlu oldugu igin kullanishdir. Coziimlerde goriilen seriler zamanin biiyiik
degerleri igin hizlt bir sekilde yakinsamaktadir. Zamanin kiigik degerleri igin ise daha yavas bir
sekilde yakinsamaktadir. Bu nedenle, bu ¢bziimleri zamanin kiigiik degerlerinde kullanabilmek
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icin istenen hassasiyete gore, serilerden daha fazla terim alinmast gerekmektedir. Grafiklerin
cizilebilmesi i¢in biinye denklemlerinde goriilen fiziksel sabitlerin bilinmesi gerekmektedir.

Bu ¢alismada; birinci bilesenin su oldugu, ikinci bilesenin ise yag oldugu diisiiniilmiistiir. Bu
akiskanlarla ilgili 6zellikler agagida verilmistir.

¢ =075, p,, =1000(kg/m’], n,=0.001[kg/ms] (38)
$,=0.25, p,, =700 [kg/m]], n, =0.01[kg/ms] (39)

Her bir bilesenin ve karisimin yogunluklari ile hareket denklemlerinde gériinen M ..M,

katsayilart boyutsuz olarak agagidaki gibi bulunur. Karigimin ortalama yogunlugu bulunurken,
Sampaio ve Williams [23] tarafindan ortaya konulan bagintilar kullaniimgtir.

7, =0.8108, p, =0.1892, M, = 0.4868, M, = M, =0.2497, M, = 0.5132 (40)

Halka kesitli kanalda genellestirilmis Couette akimma ait iz dagihmlart igin grafikler
cizdirilirken, (33) ve (34) denklemlerinde goriilen seri toplamlari (28) denkleminin ilk 7 kokii
gdz oniine alinarak yapilmigtir. 7=0.025 degerinde ilk 6 kok goz online alinarak toplam
yapilmasi halinde aradaki fark 107 mertebesinde olmaktadir. Sekil-1 de zamana bagh durumda
hiz dagilimlan goriilmektedir.

020, ” A . ———c Y 0
05 i 05 1 [T 1 b5 [ 05 i
W ny i,

Sekil-1: Parametrelerin ¢esitli degerleri igin, halka kesitli kanalda zamana bagh halde genellestirilmis Couette
aknmina ait hiz dagihimlar (& =50, & =0.2): (a) birinci bilegenin hiz dagihmi (b) ikinci bilesenin hiz dagtlimi
(c) ortalama hiz

Son olarak, incelemis oldugumuz akis problemlerini yoneten diferansiyel denklemlerde
parametrelere bazi 6zel degerler verilerek, tekil Newtonian akiskan igin bilinen ¢oziimlere ne
sekilde ge¢is yapilabilecegini gostermek istiyoruz.

1 1
,0,:,02:5,0, 4 =1/2, M|:M2:A/IJ:M4:Z/" (41)

olarak alinirsa, Newtonian akigkanla ilgili asagidaki ¢6ztime ulasilir.

wepy=PE O (P pt) p m ] GG

U4 Il 4 4 ) 4 25 NEK-JHE)

2 2 2
{?‘%—52—”—ﬁ—e{Jl(é,)Yo(é.K)—J(.(«f,,K)Yl(éfn)}}Xﬂ_*”'{J(.(«f,.r)i’.,(én'()—Ju(ﬁnx)Yn(s‘"")}} (42)
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