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OZET

Caligmada degisken katsayili dérdiincii mertebeden dogrusal diferansiyel denklemle verilen
¢ok noktali bir problemin godaltici gekirdek metodu (RKM) ile yaklasik ¢6zimii incelendi. Gz
6niine alinan ¢bzdmun, c¢odalan cekirdek uzayinda bilesenleri kolayca hesaplanabilen
Fourier serisi formunda oldugu varsayiidi. Yaklagim icin kullanilan algoritma verilen kogullara
dogrudan uygulandi§inda uzayin gogaltici cekirdegini hesaplamak zahmetli olabilir. Bu
nedenle Gncelikle ilk kosullara nazaran cekirdedin kolayca hesaplanabilecegi daha uygun
kosullar dikkate alindi. Algoritmanin sonunda orijinal kosullar kullanildi. Analiz sayisal olarak
6reklendirildi. Metodun oldukga etkili oldugu gésterildi.

GIRIS

Yerel olmayan gok noktali sinir deger problemleri uygulamali matematik, fizik, miihendislik ile
elastisite teorisi, tabaka teorisi, elastik kararlilik teorisi gibi mekanigin cesitli alanlarinda
karsimiza ¢gtkmaktadir [1,2]. Farkii yogunluklu pargalardan olusan tellerin, képrilerin
titregimlerinin matematiksel modellemesi bizleri béyle problemlere yénlendirir. ingaat ve
deprem miihendisliiklerinde kiriglerin ve képriilerin en uygun sekilde tasarlanmasi icin boyle
problemlerin g6zimlerine ihtiyag duyulmaktadir [3,4]. Dolayisiyla bahsedilen bu alanlardaki
ihtiyaglar g6z 6nuine alindiginda bdyle problemlerin géziimlerine iliskin yeni yéntemlerin
aragtirilip gelistirilmesi uygulamali matematikgiler icin oldukga énemli ve aktiel bir konu
olmaktadir.

Bu galismada,

D)+ Ay (Fiad ) ~ Ax (I () + A (e () + Agldn(m) — Fx), 02 w1, (1)
wywifel + opw (Fed + dmgu (Fe) + agw* (o) = zq. 2)
agul ) + ocg 1 (By) + coprd () + g (fy) = 7, (3)
apielBy) + aggus’ (F2) + g (F3) + agau (PP =z, )
oM ) + a1t (Fe) + apte® (ol + g W F) = 2, (5)

seklinde kurulmus yerel olmayan dérdiincii mertebeden dogrusal problemin gogaltic
¢ekirdek metoduna gore yaklasik ¢éz{imi arastirildi.

! Dog. Dr., Matematik Béliimi, E-posta: koruc@itu.edu.tr

2 Aragtirma Gérevlisi, Matematik Béliimii, E-posta: ozenke@itu.edu.tr

515



516

ORUCOGLU ve GZEN

Burada Ag (a3, 45(x),A4(x),A¢(¥) € €[, 1], £(x) € W3[0, 1} u(x) € W3[6,1] olup
a0 = 1,23 ., 16), 5/} = 0.1.2, 5. Fi{k= 01,28 sayllan G = Fe < Fy < Fu < f5 =1

olacak sekildeki reel sayilardir. W§[@,1] ve wia.1] ise 3. bslimdeki gibi tanimlanan
¢ogalan gekirdek uzaylandr.

(1)-(5) PROBLEMININ G6ZUM ALGORITMASI

Cogaltic gekirdek metodunun, diferansiyel denklemlerle verilen problemlerin sayisal
analizinde gesitli uygulamalart vardir [5-11]. Iki noktall bazi sinir deger problemleri [8-11]'deki
calismalarda géz dntine alinmigtir. Ama bu galismalardaki metodu ikiden fazla noktal
problemlere dogrudan uygulamak gogaltici cekirdegin belirlenmesinde hesaplama yoninden
sikintilara neden olabilir. Bunlardan kaginmak igin agagidaki algoritmayi kullanmak daha
yararhdir [12]:

ADIM 1: Asagidaki
w(0) = po.u(l) =4 w (@) =y uw' (1) =73, (6)

formundaki iki noktali yardimei sinir kogullar dikkate alinir. Burada ,¥1, 72 Ve ¥a 3. adimda
belirlenecek sabitlerdir.

ADIM 2: 1. adimda kurulan kosullara gore

wB () A (NN + Ap () (a) + Ay (T (3} + Aglxdulx} = plxd B < x <1, (7)
(@) = pp ul1) = 5w (0} = yau' (1} =73, (8)
seklindeki iki noktal sinir deder problemi, RKM yardimiyla ¢ozulur [7]. Kosullarin
homojenlestiriimesi #{x} =wu{x} — §{x} seklindeki fonksiyonla saglanir. Burada ¢{x}
fonksiyonu ¢{0} = Fo,d {1} =¥1, ¢ (0} = ¥5, @ (1) =¥, kosullanini saglayan

@rd =(—1 + 221 + 2aYyg +a((3— Tadayy + (—1 +@){(~1 +udra +a73)) 9)

seklinde 3. dereceden bir polinomdur. Bundan sonraki amag

PO(E) + A2 () + Ay (D () + A (B0 (3 + Ae (Bdrix) = glw Yo rarar¥'s).

gsxsi, (10)
{8} = 6v{1) =6 {8X=0+{1}=0 ()
problemini saglayan w{x) bilinmeyen fonksiyonunun belirlenmesidir. Burada

TP Ye.raYs) = FU5) — A (B¢ (3 — M ()" (B~ 4, (3¢ (D — AeEigln)  (12)
seklindedir.

[7-9]'daki RKM'ye gore P T(#)ler bilinenler olmak zere (10)-(11) probleminin ¢6zUimu
ve nyaklasimi sirasiyla

V(.") = E:IELiFﬂ- E("ﬁ-l’er‘h rflr'!’a)?l(’)a

Vn""} = EE—’ zi’—i’ﬂ #("lzl'eul'xr?zrfs)ﬁfﬂl (1 3)

seklindedir. Fg.F.(#)lerin belirlenmesi izleyen bolimde detayli olarak verildi. Sonug olarak
(7)-(8) probleminin ¢6zimu ve n-yaklagimi sirasiyla

wle) =z} + B2, Tk o P 0x0 ¥ ¥ 0, ¥, PP, (5),
w2} = plat + Eh, T Po 900 Ye. ¥0. ¥a v P00 (14)

seklinde elde edilir.
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ADIM 3: Elde edilen ¢&ziim (1)-(5) probleminin sinir kogullarini saglayacagina gére

axg i (Fo) + oy (Fad + g1, (Fod + g6, * () — 24, (15)
A v (Fg) + g 1o (1) + @7 16,1 (@0} + aagum, ) — 2, (16)
vt (0} + aipgry (B} + g g1 () + aiggn, (£ =y (17)
&yt () 420, (Fe) + Bap i ) + g1, M (Fg) = 2y, (18)

yazilabilir. Elde edilen bu son sistem, bilinmeyenleri yq,¥,, ¥z, ¥5'ler olan dért bilinmeyenli
dogrusal denklem sistemidir. Kolaylikla bu bilinmeyenler belirlenebilir.

ADIM 4: Belirlenen bilinmeyenler (14)'deki ,{x)Yde yerine konur ve sonunda (1)~(5)
probleminin n-yaklagimi elde edilmis olur.

(10)-(11) PROBLEMININ ¢6zUMU iGiN GOGALTICI GEKIRDEK METODU

Tanim 1(Cogaltici Cekirdek): E boskiimeden farkli herhangi bir kiime olsun. Bir B:BE X & = C
fonksiyonu, bir H Hilbert uzayi igin

(a) Her ¢ € E icin B¢~ £} C K,
(b) Her ¢ €E ve her g€ K icin < . B+.£) >= ¢{E),
kosullarini sagliyorsa H Hilbert uzayinin gogaltici gekirdegi olarak adlandirilir [7,9].

Tanim 2 (Cogalan Cekirdek Uzay): Cogaltici gekirdegi olan Hilbert uzayina gogaltici
gekirdekli Hilbert uzayi veya kisaca gogalan gekirdek uzayi denir [7,9].

[7.9]'daki RKM'ye gore oncelikle; #WE[@,1] ¢ogalan gekirdek uzay! herbir elemani (11) sinir

kogullarini saglayacak sekilde kurulur. WE[@,1] = fue(a¥|aelx), 1ef (x), 26t (a) 20t (o) e (D ler
mutlak srekli reel degerli fonksiyonlar,

4z} € £2[6,1),%(0) = 0,2%(1) = 0,1%'(0) = 0,%' (1) = 0] seklinde tanimlanir ve bir Hilbert
uzaydir. Bu uzaydaki i¢ ¢arpim ve norm sirasiyla

< wlF) vy} > = TEu MO VOO + EL @ (w1} + [ wr gy,

loclpg = < 203 >1py (19)

bigimindedir. Burada ¢, € W5[0,1] olup, 4(® = « ve v{# = v anlamindadir. [7,9,12] ye
gore, WE[G,1] uzayinin gogaltici cekirdegi '

_ Faalxy), x2 yise
By} = 52:3(,.4}, ® < yiso =
formundadir. Burada
Baa(53) = e (r - 1393 (p(Sy — )87+ (19— 123)ys* + Sp(Bp - 10125 + Splby+
1)x* + 5(8 — 15y)yx® + 3(¥7 — 65% + 129" + 302405 — 60480y + 30240)23 +
¥ 2y - Bx-+57)
ve Rya{xmy) = RByq{¥2) seklindedir.
Diger bir gogalan gekirdek uzay W3[@,1] uzayidir. Bu uzay da W3[@,1] = fua)|u(x) mutlak
strekli reel degerli fonksiyon, w*{#X € E2[0,1]} olarak tanimli olup bir Hilbert uzayidir [7,13].
W}{G,!]‘deki i¢ garpim ve norm sirasiyla

<l v(w) >prf= g GeloIria) + 1w v () ax, gy = (<> (21)
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bigiminde tamimidir. Burada da %(%},v{x} & W3[0,1] olup bu uzayin E.{3) cogaltici
cekirdegi de [7,13]'deki gibidir.

(10yda (Ev){a) = 42X | Agladv'(x) | Aa(wiv{x) | Aq{adr'(a} | Ag{mdr-ix) olarak
gosterilmek {izere E:WS8[0,1] = WA[8,1] sinirh dogrusal operatérdur [7,9]. L* operatorl L
operatrinin eslenik operatéri olmak tzere, s’ = Ex, () ve {2 = E"@ix)
seklindedirler. WE[@, 1] deki £F, (2} sistemi yine WE[0,1]'deki {¥(x)};z, sisteminden
Gram-Schmidt ortonormallestirme yontemine goére elde edilir:

Fia) = Theo P Pold) P> Q=120 (22)
[7-97'a gore asadidaki teoremler gegerlidir:

Teorem 1: (10)-(11) problemi igin £aJ2,, [0,1]'de yodunsa (a3} sistemi WE[G,1]'de
tam sistemdir ve F{a = L, B.(¥) 4=, Seklindedir. Burada L, operatérii, L operatorinin x'e
bagl fonksiyona degil de y'ye bagh fonksiyona uygulandigini temsil etmektedir.

Teorem 2: {#Ke,, [0,1]'de yogunsa ve (10)-(11) probleminin {1 tam ¢dzumu var ve tek ise,
her bir wiz) € W3 [8,1] icin < wi#},&,, () >wpi= w{xg oldugundan bu ¢6zim 7, (0)E,

ortonormal sistemi yardimiyla (13)'deki gibi Fourier serisine agilabilir. Buna gore v,{x]
yaklasimi bu serinin sonlu terimden sonrasinin ihmal edilmesiyle (13)'deki gibi elde edilir.

SAYISAL ORNEKLER

Y6ntemin etkinligini ve kullanilabilirligini gostermek igin bu bélimde iki sayisal drnek verildi.
Bu &rneklerde tiim hesaplamalar Mathematica 7.0 yazilimiyla yapiidi. Yéntemle elde edilen
yaklasik degerler rneklerin tam ¢oziim degerleriyle sirasiyla Gizelge 1 ve Gizelge 2'de

karsilastirildi ve hem de bu gizelgelerde gesitli yaklagimlar igin mutlak hata degerleri verildi.

Ayrica, 6rneklerin bazi w, (€} yaklagimlari igin elde edilen mutlak hata fonksiyonlarinin
grafikleri sirasiyla Sekil 1 ve Sekil 2'deki gibi elde edildi.

Ornek 1: Bu érnekte

WO+ et () + 2Rt (a) + e’ (a) + ula)

= (@ + ) shukix) + (¢* + ¥ jcashir) O x< 1, (23)
(@) =, (24)

w3 —w () + 2 (3] - e (i) = samn (2} - 4cam(?), (25)
2 (2] + ot (2] - et (5] + e (5] = -2 stk (3} + 2coahi (3}, (26)

u{1) = almk{1) (27)
seklinde verilen dérdiincii mertebe dogrusal sinir deger probleminin yaklagik ¢6zumunan

bulunmasi g6z 6niine alindi. Problemin tam ¢ézimi u(a) = sinh{x) ‘dir. Hesaplamalarda
= —1)/(r—1), {§ =1,2 ..,m) ve u = 11,21,31 olarak alind1.
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Cizelge 1: Omek 1 Probleminin Sayisal Sonuglan

u(x) Tam w3y (x) Yaklagik — wpp(x) Iein  woi(x) fein w3y (x) icin
x  Coztimil Cozlimii  Mutlak Hata Mutlak Hata  Mutlak Hata
0. 0. -L.19061E-15  4.83346E-17  4.82414E-17  1.19061E-15
0.1 0.100167 0.100167 8.78663E-7 2.22063E-7 9.88615E-8
0.2 0.201336 0.201336 1.60118E-6 4.04439E-7 1.80042E-7
03 0.30452 0.30452 2.25117E-6 5.68303E-7 2.52972E-7
04 0410752 0410752 2.82633E-6 7.13081E-7 3.17392E-7
0.5 0.521095 0.521095 3.26276E-6 8.22609E-7 3.66103E-7
0.6  0.636654 0.636653 3.46463E-6 8.72663E-7 3.88315E-7
0.7 0758584 0.758583 3.33179E-6 8.38019E-7 3.72804E-7
0.8 0.888106 0.888106 2.77608E-6 6.96674E-7 3.09799E-7
0.9 1.02652 1.02652 1.71429E-6 4.28354E-7 1.90341E-7
IR 1.1752 1.1752  1.24345E-14  1.37668E-14  9.76996E-15
Mutlak Hata
3.5x1070 /,—.\\
3x107%F P N
B ’ \
25x1070F ’ \
» 4
2.x107° /
1.3x1070 F o
X ,,
1Lx107%F / T
sx107f o e *
0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 1: Ornek 1 Probleminin Bazi i, (¥} Yaklagimlar I¢in Mutlak Hata Fonksiyonlarinin Grafikleri

Ornek 2: Bu 6rnekte ise daha basit bir problem olan
wPyl=x0<xg1, (28)

(0} = 6,u"(0) = 0, w* (1) =0,u(1) =0, (29)
seklindeki dérdiincii mertebe dogrusal sinir deger probleminin yaklasik ¢oziimii arastirildi.
Problemin tam ¢6ztm

TR .

T T
'dir. Hesaplamalarda a; = (# — 1)/(r — 13, (¢ = 1,2, ..,n) ve & = 51,61,101 olarak alindi.

(30)
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Cizelge 2: Omek 2 Probleminin Sayisal Sonuglar:

u(x) Tam  uo;(x) Yaklagik usy (x) fcin ugt (x) fcin - wyop (x) Icin
X Coziimii Coziml Mutlak Hata Mutlak Hata Mutlak Hata
0. 0. 0. 0. 0. 0.
0.1 0.00191675 0.00191675  4.75764E-10  3.30406E-10  1.18954E-10
0.2 0.00366933 0.00366933  8.98395E-10  6.23913E-10  2.24622E-10
0.3 0.00510358 0.00510358 1.22314E-9  8.49439E-10  3.05816E-10
0.4 0.00608533 0.00608533 1.41894E-9  9.85418E-10  3.54771E-10
0.5 0.00651042 0.00651042 1.47068E-9 1.02134E-9  3.67703E-10
0.6 0.00631467 0.00631467 1.37891E-9  9.57609E-10  3.44757E-10
0.7 0.00548392 0.00548392 1.1579E-9  8.04129E-10  2.89501E-10
0.8 0.004064 0.004064  8.32534E-10  5.78168E-10 2.0815E-10
0.9 0.00217075 0.00217075  4.34697E-10  3.01883E-10  1.08683E-10
1. 0. 0. 0. 0. 0.
Mutlak Hata
14x107°}
12x107° F
1.x107
8.x107'}
6.x10710F
4.x107%
2.x1071¢

4

02 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 2: Ornek 2 Probleminin Baz1 1, (¥} Yaklagimlan Igin Mutlak Hata Fonksiyonlannin Grafikleri

SONUC

Orneklerin cizelgelerdeki mutlak hata degerlerinden de gérilduga dzere, (1)-(5) ile verilen
cok noktall dérdiinci mertebeden dogrusal sinir deger problemlerinde @ < x < 1 i¢in n
bilytirken ,,(x) yaklagimi 1{x) tam ¢dziimiine yaklagmaktadir. Glnkii mutlak hatalar

8 < x < 1 icin n blyldiikge azalmaktadir. Kullanilan metot bu yapidaki problemleri yaklagik
g6zmede oldukca hassas dederler verebilmektedir. Ornekler anlagilabilirlik agisindan oldukga
basit segildi ama 6zellikle ele alinan formdaki dedisken katsayli problemleri yaklagik
¢bzmede metot etkilidir. Bu nedenle, zellikle tek ¢oziim{ oldugu bilinen ama analitik
metotlarla bulunamayan bu yapidaki problemlerin yaklastk ¢6ziiminde bu metodun rahatlikla
kullanilabilecegi agiktir.

TESEKKUR

Metodun kavraniimasindaki destek ve yardimlarindan dolay! Fazhan Geng ve X. Y. Li'ye
tesekkirleiimizi sunafiz.
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