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OZET
KALIN SAYILABILECEK PLAKLAR iCiN BiR SONLU ELEMAN

FORMULASYONU
Teoman OZAYDIN

Plaklar tizerinde, yap: sistemlerinin vazgegilmez elemanlar1 olmalar sebebi ile yillarca
genis  cahsmalar yapilmistir. Birgok miihendislik yapisinda karsilagilan, egilme
etkilerinin &nemli oldugu kalin sayilabilecek plaklarin ¢éziimiinde, ince plaklar igin
gelistirilen teorilerin yerine gergege daha yakin sonuglar veren plak teorileri geligtirme
zorunlulugu dogmustur. Kalinhk dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinden
dogan etkileri hesaba katan Mindlin Plak Teorisi bunlardan biridir. Bu teoriyi diger
teorilerden farkl kilan en 6nemli iki 6zellik; Bernoulli-Navier hipotezinin artik gegerli
olmayis1 ve plagin ince olma zorunlulugunun ortadan kalkisidir.

Bu g¢alismada, kalin sayilabilecek plaklar i¢in kalinhk dogrultusundaki kayma gekil
degistirmelerinin de hesaba katildig1 bir sekil degistirme enerjisi ifadesi elde edilmigtir.
Elde edilen bu ifade yardimu ile yer degistirmelerin bilinmeyen olarak tamimlandifi
sekiz noktah egrisel, izoparametrik bir dortgen eleman geligtirilmigtir. Elemammn her
noktasinda serbestlik derecesi igin bir yer degistirme ve iki dSnme tammlanmustir.
Eleman rijitlik matrisini elde etmek i¢in bu elemanm bi¢im fonksiyonlar: ve tiirevleri
kullamlmugtir. Yer degistirmelerden sekil degistirmelere, sekil degistirmelerden
gerilmelere gegilerek sonuca ulagilmgtir.

Sonraki asamada ise miihendislik ¢ahgmalan {iizerinde yaygmn bir yere sahip olan
Fortran bilgisayar programlama dili kullamlarak bir program gelistirilmistir. Program
probleme iliskin boyutlar, yiikleme, sinir sartlar: gibi data dosyalarnin yiiklenmesi ile
calsmaya baslayip plaktaki yer degistirmeleri ve i¢ kuvvetleri verebilme &zelligine
sahiptir. Gelistirilen sonlu elemamn yaklagiklik derecesi degisik ylikleme ve simur
kosullar altinda belirlenmeye ¢aligilmus ve sonuglar yeterli diizeyde bulunmugtur.
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ABSTRACT

A FINITE ELEMENT FORMULATION FOR MODERATELY THICK
PLATES

Teoman OZAYDIN

There have been many researches on plates because of their importance in engineering
structures. In many structures, thick plates are under bending, for this reason it is
necessary to improve a new thick plate theory instead of using the theories drived
originally for thin plates. Mindlin Plate Theory is one of these theories which consider
shear deformations along the thickness. . The two differences between Mindlin Plate
Theory and the other theories are that Bernoulli- Navier hypothesis does not exist
anymore and the thickness of the plate, whether thin or thick, is not important.

In this study, an expression for the strain energy for moderately thick plates is
obtained including shear effects. By the help of this formulation, a trapezoidal, curved
and isoparametric finite element is presented, in which the displacements are
unknown. The element has eight nodes and at each node one displacement and two
rotations are defined. To obtain element stiffness matrices, shape functions and
derivatives of the these functions of the element are used. The solution is obtained
with calculating strains from displacements, stresses from strains and internal forces
from stresses. It is shown that the results reached by the element converged to the
exact solutions very rapidly.

Furthermore, a program was developed by using Fortran, which is a very common
programming language in engineering. The program uses the input data such as
dimensions, external forces and boundary conditions, and gives internal forces and
the displacements in the plate as output. The accuracy of proposed the finite element
is determined under different loading conditions and boundary conditions. The
comparison between the results of the proposed finite element and the examples
given in the literature has shown in good agreement.



BOLUM 1

1. Giri

1.1. Konu

Ortalama ylizeyinde bir egilme meydana gelecek sekilde diizlemine dik dogrultuda yiik
tagiyan yap1 elemanlarma plak adim vermekteyiz. Plaklarla herhangi bir yap:
sisteminde kargilasmamak miimkiin degildir. Bu nedenledir ki, plaklar tizerinde yillar
boyu ¢aligmalar yapilmis ve yapilmaya devam etmektedir.

Plaklarm davranglar1 h plak kalinlig, I ve Iy plak boyutlar1 olmak tizere, h/l, oranmna
baghdir. izotrop lineer elastik malzemeden yapilmisg plaklar, ¢6ziimlerinde yapilan
farkh kabullere gore incelenir. Bunlardan en ¢ok bilinenleri Ince Plak Teorisi
( Kirchhoff plag: ) , Esnek plaklar ( Karman plag1 ), Reissner plagi ve Mindlin
plagrdir.

Ince plaklarin yanisira egilme etkilerinin 6nemli oldugu kalin sayilabilecek plaklarm
kullamminin artmas1 sonucu kaln plaklarm hesaplarma iligkin ¢aligmalar 6nem
kazanmigtir. Bu tiir kalin sayilabilecek plaklarin ince plaklara gore farki kalinlik
dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinden olusan ve plak lizerinde hakim olan
egilme etkilerinin artik ihmal edilemeyecek boyutlara ulagmasidir. Kalin sayilabilecek
plaklarm kullanmmin yayginlagsmasi ile beraber yeni hesap yontemleri arayigma
girilmis ve bu konuda bir ¢ok c¢ahigmalar yapilmustir. Mindlin Plak Teorisi olarak
adlandirilan ve bu egilme etkilerini de hesaba katan teori bunlardan biridir.

Bu ve buna benzer kaln sayilabilecek plaklar i¢in gelistirilen teoriler beraberlerinde

hesap giiclilkleri de getirmiglerdir. Zira, sekli, sinir sartlar1 ve {izerindeki yiikdi belli

olan bir plak problemini ¢6zmek demek W= P(x,y)/D denkleminin sinir gartlariu da

gergekleyen ¢Oziimiinti yani, w=w(x,y) elastik yiizey ifadesini bulmak demektir.
1



Yukarida sozii edilen teoriler yardimu ile elde edilen denklem, trigonometrik hiperbolik
seriler yardmu ile yiikler ve yer degistirmeler seriye acilarak saglatiimaya calisilir.
Degisik smr kosullarma sahip plaklarm bu tarz kesin ¢6ziimii her zaman elde
edilememektedir. Teoride karsilagilan bu giigliiklerin agilmas: i¢inde yeni baz1 sayisal
hesap yOntemlerinin arastirilmasina girigilmigtir. Bu ydntemlerden biri olan Sonlu
Eleman Yontemi, yap: sistemine ait mesnet sartlari, dis etkenlerin aktarilmasi ve
sistemin geometrisinin diizgiin olmayisindan dogan hesap zorluklarm kolaylikla
asabildigi i¢in analitik yollarla ¢6ziilemeyen problemlerin ¢6ziimiinde biiyiikk kolayhk
saglamaktadr.

Bu ¢ahsmada, kalmlik dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinden dogan etkiler
gbzoniine almacak sekilde Mindlin plak teorisi kullamlarak plaklar i¢in bir gekil
degistirme enerjisi ifadesi elde edilmistir. Bu ifadeden elde edilen fonksiyonel i¢in de 8
noktah bir sonlu eleman kullanilarak ¢oziime gidilmigtir.

Elde edilen ifadeler, mithendislik ¢ahgmalarinda gok biiyiik bir yere sahip olan Fortran
programlama dili kullanilarak bilgisayar ortamina aktarilmustir.

Sonug olarak, farkll kalmhklara, simr kosullarina, yiiklemelere ve geometrilere sahip
olan plaklar i¢in, hazirlanmug olan program sayesinde yerdegistirmeler ve i¢ kuvvetler
elde edilmis ve bunlara iligkin tablo ve diyagramlar ¢ahgmanin son kisminda verilmistir.

1.2, Plaklar iizerine yapilmigs olan cahsmalardan baz 6rnekler

Daha dncede belirtildigi gibi plaklar iizerine yazilmis olan bir ¢ok yayindan, bu ¢alisma
sirasinda yararlamlan bazilar burada agiklanmaya galisilacaktir.

[1], [2], [3] numaral kaynaklarda levhalar ve plaklar ile ilgili detayl galismalar
yapilmis olup, plak karakteristikleri ve bunlarm elde ediligleri incelenmistir. Ancak bu
kaynaklarda ilgili denklemler plagm ince oldugu varsayilarak ¢ikartimig oldugundan
yalmzca genel plak ifadeleri agisindan kullamlabilmektedir. [2] numarali kaynakda
sonlu elemanlar yonteminin yanisira aym zamanda plaklarin egilme hesabmna iligkin



ifadeler de bulmak miimkiindiir. Ayrica bu yaymn sonlu elemanlar yonteminin Fortran-
IV programlama diline uygulanis1 {izerinde de bilgiler vermektedir.

[4] ise tamamu ile Fortran programlama dilinin miihendislikte kullanim {izerine bir
calisma olup, kaynaktan bilgisayar programu hazirlamrken faydalamlmistir. Bu
kaynakta da sonlu elemanlar yonteminin ingaat miihendisligindeki kullamm tiim
detaylariyla incelenmistir.

[5], [6] ve [7] plaklar ve kabuklar iizerine yazilmig Y. Lisans ve Doktora tezleri olup,
cahgmalar kayma gekil degistirmelerinin etkileri de gozoniinde bulundurularak
yapilmugtir.

(8], [9] nolu yaymlarda Mindlin plak teorisi’nden hareketle sirasiile 8 ve 16 diigim
noktali sonlu elemanlar kullanilarak plaklarin davransi incelenmigtir. Bu elemanlarla
elde edilen sonuglarin mithendislik agisindan gercek ¢6ziime oldukga yaklastifi sayisal
6rneklerle gosterilmistir.

[10] numarah yayinda sekil degistirme enerjisi ifadesi elde edilerek basit bir elemanla
¢oziime yaklagilmaya ¢ahgilmustir.

[11] , [12] ve [13] numarah yaymlarda, kalnlk dogrultusundaki kayma sekil
degistirmeleri hesaba katilarak plaklar ve kabuklar icin ifadeler elde edilmistir. [13]°de
ince ve kaln sayilabilecek plaklar igin 8 noktali hybrid sonlu eleman kullamlarak
ifadeler elde edilmis ve sayisal sonuglar verilmistir.

[14] numarah yayinda yine mindlin plak teorisi kullanilarak &nerilen eleman ince
plaklarda ve kalin sayilabilecek plaklarda kullamlmistr. Sonlu eleman olarak 4
diigtim noktal bir sonlu eleman i¢in sekil degistirme enerjisi ifadesi gelistirilmis ve
bunun yakinsaklig1 incelenmistir.

Bu ¢ahsmada ise, kalinhk dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinin etkisi hesaba
katilarak plaklar i¢in elde edilen bir fonksiyonel ifadesinden hareketle  yer



degistirmelerin bilinmeyen olarak tamimlandig bir izoparametrik eleman gelistirilmis ve
bir bilgisayar programu hazirlanmugtir. Sayisal 6rnekler ile karsilagtirmalar yapilarak,
sonuglarm  gercek ¢Oziimlere yaklagikhk dereceleri arastmlmigtir. Yapilan bu
arastirma sonucunda goriilmiistiir ki, segilmis olan izoparametrik eleman ile yapilan
¢oziimler, literatiirdeki sonuglara gore oldukga iyi yaklasim vermektedir.



BOLUM 2. MINDLIN PLAK TEORISi

2.1 Giris

Plak egilme problemlerinin ¢dziimii igin bir ¢ok teori gelistirilmistir. ince plaklar igin
kullamian Kirchhoff Plak Teorisi’nde Bernoulli Navier hipotez gecerlidir yani kalinhk
dogrultusunda kayma sekil degistirmelerinden kaynaklanan etkiler ihmal edilebilirler.
Apyrica plak orta diizlemindeki noktalarin yatay deformasyonu da sifirdir.

Ince ve kalin sayiabilecek plaklar igin gelistirilmis olan teori Mindlin Plak Teorisi
olup, Kirchhoff plak teorisinde hesaba katimamis olan kalinhk dogrultusundaki
kayma sekil degistirmelerinin  etkisi plak kalnhg arttikca onem kazanmaya
bagladigindan bu etkiler hesaba katilarak ¢dziim yapilmaktadir.

Bu kisimda bundan sonraki bsKimlerde kullanilmak i{izere Mindlin Plak Teorisinin
temel bagmntilan verilecektir.

Koordinat diizlemi sekil 2.1°de goriildiigt gibi segilmistir.



2.2, Mindlin Plak Teorisine kisa bir bakis ve varsayimlar
Mindlin Plak Teorisini detayli olarak incelemeden 6nce, yapmis oldugumuz kabulleri
siralayalim,

/l__x'

g

Sekil 2.1 Plak eksenleri

i~) Plak homojen ve izotroptur.

ii-) Yiikler plak diizlemine diktir.

iii-) Cokmeler plak kalinhigma gore kiigiiktiir.

iv-) Orta diizleme normal olan gerilmeler ( 6, ) ve deformasyonlarin ( €, ) etkisi ihmal
edilebilecek diizeydedir.

v-) Gerilme-S$ekil Degistirme bagntilarinda Hooke kanunu gegerlidir.

vi-) Plak ince olmak zorunda degildir.

vii-) Sekil degistirmelerden Once orta diizleme normal olan ¢izgiler sekil
degistirmelerden sonra orta diizleme normal degildir. Yani Bernoulli Navier hipotezi

gegerli degildir.

Mindlin Plak Teorisini, difer plak teorilerinden farkh kilan oOzellikleri son iki
maddeden gelmektedir.



Mindlin plak teorisi kalm sayilabilecek plaklar igin gelistirilmis olup, kayma sekil
degistirmelerinin etkisini de hesaba kattif1 icin diger plak teorilerine gére gercege
daha yakm sonuglar vermektedir.

Mindlin plak teorisinin en Snemli &zellifi; plak diizlemine dik dogrultuda gelen
yiiklerin, plafm ince olmaym1 sebebiyle, ihmal edilemeyecek diizeyde biiyiik kayma
sekil degigtirmelerine sebep olmasidir.

2.3.  Yer degistirmeler

Bu kisimda plak egilme ¢aligmalan igin eleman karakteristikleri agiklanacaktir.
Yerdegistirme alam, w yerdegistirmesi ile plagm orta yiizeyine normal olan ¢izginin

yoniinii belirleyen iki acimn bagimsiz degiskenleri vasitastyla verilmigtir. Plakta yer
degistirmeler sekil 2.2°de goriilmektedir.

Orta
Duzlem

Gercek Deformasyon

Farzedilen Deformasyon

Deformasyondan Sonra
Onta Duzleme Normal

$ekil 2.2. Plakta yer degigtirmeler



X ve Y eksenlerindeki dénmeleri 0, ve 0, olarak tanimlarsak, U, V ve W yer

degistirmeleri;

U(x,y,2)= -20x(X,y) (2.1)
V(x,y,z)= -z6y(x,y) (2.2)
W(x,y,z)= w(x,y) (23)

olur. Burada U,V,ve W srrasi ile plagin X, Y ve Z eksenleri dogrultularindaki yer
degistirmelerini ifade etmektedir.

Wy ve Wy ince plaktaki dSnme miktarlari, ¢« ve ¢y x ve y dogrultularmdaki ortalama
kayma gekil degistirmeleri olmak iizere, 8 yerdegistirme vektoriinii olugturursak;

W=w 24)
0= wx + ¢x 2.5)
Ov=wy + ¢y (2.6)
olup § ise
w w
{d}=|0x|=|0oW/Ox+¢, 2.7
Oy ow / 0y + ¢y
olarak elde edilir.



2.4.Sekil Degistirmeler

Lineer elastik teoriye gére (2.1), (2.2), (2.3) U, V, W yer degistirme ifadeleri
kullamlarak plagin birim sekil degistirmelerine gegilirse,

ou o00x

€= 6;= -z—éx— (2.8)
oV 00y
8 — e — _Z — 2.9
oW
——=0 2.10
o= 2.10)
ov oU 00x OBy
—_— + —_— = - _ . 1
aU oW 8W
Yz = 6Z ox = 6x —-0x (2.12)
ﬂ+—‘aw— —aw -0 (2.13)
sz ay ay y .
elde edilir.

Burada &, , & ,&, swrast ile X, Y ve Z dogrultularmdaki birim uzamalar ve yx, XY
diizlemindeki birim kayma sekil degistirmesi, Yx, Yy, de kalnlk dogrultusundaki
kayma sekil degistirmelerini ifade etmektedir.



2.5. Gerilme-Sekil Degistirme bagintilar

E elastisite modiilii, v poisson oram ve G=E/2(1+v) kayma modiilii olmak {izere
gerilme - sekil degistirme bagmntilar1 agagidaki gibidir. Burada orta diizleme normal
olan gerilme bileseni ¢, ihmal edilmistir.

Ox = %z—(a,ﬁvey ) (2.14)
E

cy=1—_-7(8y+vsx) (2.15)

c.=0 (2.16)

Ty = G xy 2.17)

T =G Y (2.18)

Tyz = G Yyz (2.19)

Burada oy, oy, o, sirast ile X,Y ve Z eksenlerine dik diizlemlerdeki normal gerilmeleri,
Txy ortalama ylizeye paralel olan kayma gerilmesini ve 7., Ty, ortalama yiizeyin
normali dogrultusundaki kayma gerilmelerini ifade etmektedir.

2.6. Gerilme-Yerdegistirme bagmtilan

2.4. de elde edilmis olan (2.14),....,(2.19) bagmntilarinda sekil degistirme ifadeleri
yerine, yerdegistirme ifadelerinin Ox, 6, ve w’ya bagh olan degerlerini koyarak
agagidaki bagntilar edilir.
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o= — 27 (69x+v 69"] (2.20)

—Ez {0y Bﬁx)

= 2.21
&= 1w ( 3y +v o (2.21)
c,=0 2.22)

80x %y)

- oy 2.23
Ty Gz[ pe + ox ( )
1o=G (%XW— - Gx) (2.24)

oW
=G (——6 ) 2.25
2.7. I¢ kuvvetlerin elde edilmesi

Plakta dis yiiklerden olusan gerilmeler, momentleri ve kesme kuvvetlerini
olusturacaktir. Bunlar o, ve o, den meydana gelen My ve My egilme momentleri, T,y

ve Tyx den My, ve My, burulma momentleri ve 1T ve Ty, den Qx ve Q, kesme

kuvvetleridir. Sekil 2.3°de plakta i¢ kuvvetler gdsterilmigtir

Y

Sekil 2.3 Plakta i¢ kuvvetler

11



M= | ozdz (2.26)

M, = I oy zdz (2.27)
h

Mxy':_[ Txy ZdZ (2.28)
h

My= | tyxzdz (2.29)
3

Q= [ tudz (2.30)
h

Q= | tedz (2.31)
h

Yukaridaki i¢ kuvvet ifadelerinde, gerilmelerin yer degistirmelere bagh degerleri

konursa;

_ B F(ox, oty
M, = {(ax” )zzdzv (2.32)

1- v? oy

12



M, = 1?52 i (%w g:x_x) Zdz (2.33)
My =M= G g (%+%) 7 dz (2.34)
Qx=GE (%V;V—ex) dz (2.35)
Q,=G i (%—ey) dz (2.36)

ifadeleri elde edilir. Yukarida gériilen integraller alimp ifadeler diizenlenecek olursa ;

M,=-D (@-’iw @J (2.37)
ox oy

M,=-D (@H @’i) (2.38)
oy ox

—M.. = (-D (1- 90x | oy

My =My =(-D (1 v)/2)[ o Gx) (2.39)
ow

Qx = Gha(ja;—ex) (2.40)

13



Q, - Gha(%— ey) 2.41)

seklinde i¢ kuvvetler elde edilir. Burada D olarak goriilen deger plak rijitligi olarak
adlandrilip degeri,

3
Eh L (2.42)

Py 20+ v)

olup G ise kayma modiilidiir. Bu ifadelerde de E elastisite modiilii, v ise poisson

oramidir.
2.8. Sekil degistirme enerjisi

Das ytiklerin plak iizerinde yaptid: isle, bu yiiklerden olusan gerilmelerin plakta yaptig1

is birbirine esittir. Buna gore sekil degistirme enerjisi,
1
U,~=5 ( axcx+eycy+'cxyyxy+txzyxz+1:yzyyz) (2.43)

olup bu ifadeyi sadece sekildegistirmelere bagh olarak yazacak olursak;

1_
= [ [(ed+e+2vee, )+( ")(yxf.wm’wyf)]dv (2:44)

U.:._—._
Y2(1-vY) 2

denklemini elde ederiz. Bu denklemdeki sekildegistirmeler yerine bélim 2.3’de elde
edilmis olan gekil degistirme ifadeleri konursa 6y ,0, ve w’ya bagh olarak;

14



+(1;v)[ (a:ny’a;xy) +(%_9x)2+(%"yi_ JZJ:ldV (2.45)

ifadesi elde edilir.

Asagida  (2.45) denklemi kisimlara ayrilarak ilgili integraller ahnmis ve s6zkonusu
ifadenin elde edilisi g6sterilmilstir.

i) V) J g2 dV =
A IS
ii-) 2(112)‘,[ &’ dV =
- 2(1 ) vjz (ag;/) Vo 24E1h3v I(aey) (247)
ii-) 20 [2vece av

15



_ En’ 1-v( 80x 69y)
_24(1—v2);! 2 Uay Tox) 4 @49

E 1-v

= XZ dV 2.50

) iy )I S (2.50)
Burada kayma sekil degistirmelerinin kalnhk dogrultusundaki yayihgmin
parabolik oldugu varsayilarak.;

3 422)
Y= 5T (1— e (2.51)
bigiminde almmugtir.

2
_E 2y B 2 ( f‘z_z) _
4(1+v);,[ Y dV= 0y J4 Yo (1= ) 4V

2 2 4
9E 8z° 16z
16(1+v)I Ve (_ ) V= Teiav) ™ VI(I T h )dv

9E 2 .. 16
=16(1+V)A[ o° Udz-_j dz+-5 [z dz)dA

_9E of. 2h h 9E B
"16(1+v)JY"z (h 3 +5)dA 16(1+v) 15 IY w dA=

2(1 + v) I v (252)

16



. SR

3 47?
vi- ) v’de oldugu gibi vy, = Eyyz" (1 —hiz) alinarak;

aw 2
2(1+ )I V" dA= 2(1+v) .[_ (E GY) dA (2.54)

elde edilir. Sonuglar toplu halde tekrar yazilacak olursa, U; sekil degistirme enerjisi
ifadesi

. Eh’
bo24(1-v?)

2 an + (22 an s 20 [[25) 22en -

A

12 I(aaeyx a;xy) } 2(1+v)LI( )dA+ I_(E_ey)zcm}

olarak (2.55) denklemi ile elde edilmis olur.

(2.55)
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BOLUM 3. SONLU ELEMAN YONTEMIi

3.1 Sonlu elemanlar yontemine kisa bir bakag

Sonlu elemanlar yontemi giiniimiizde genis uygulanabilirligi olan bir miihendislik
yontemi olarak kendini tamamen kabul ettirmigtir. Bu yontem artik akademisyen ve
aragtirmacilar i¢in 6zel bir uzmanhk alam olmakla kalmayip, 2000°li yillar iginde her
miihendisin kullanmakta oldugu bir hesap yontemi haline doniigmiigtiir.

Yontem onceleri, gerilme analizi problemlerinin gelistirilmesi sirasinda, sadece birkag
ayn diglim noktasmda fiziksel olarak birlesmis elemanlardan olusan sistemlerin
uygulanmasinda kullamlmigtir. Bu agamadan sonra y6ntem gelistirilmis ve yapisal
mekanik problemlerine uygulanarak virtiiel i prensibi ve enerji metodlan ile
kullamlmigtr.  Giintimiizde ise daha 6nce de belirtmis oldugumuz gibi tiim
miihendislik dallarmin hesap ySntemi olarak yerini almgtir.

Sonlu elemanlar y6ntemi, siirekli bir sistemi, istenen yaklagiklik oramnda sonlu
elemanlara ayrrarak elde edilen elemanlar iizerinde i¢ ve dis kuvvetlerin enerjisinin
minimizasyonu ve sonra bu elemanlarin birlestirilmesi tarzinda diisiiniilebilir. Bu i i¢in
kullanilacak olan eleman sayisiin artirilmasi problemin ¢6ziimiinii gergege
yakinlagtirmasina ragmen problemin ¢6ziimii i¢in gereken bilinmeyenleri artiracaktir.
Miihendislik yapilar1 da sonlu sayida diigiim noktasinda birbirine baglanan elemanlarin
birlesimi olarak diilintilebilir. Mesnet kosullan, sisteme ait dzellikler ve dis yiiklerin
degisimlerinin y6nteme uygulanmasi oldukga kolaydir. Dolayis: ile ydntem, analitik
metodlarla ¢oziilemeyen kangik problemlere kolaylkla uygulanabilir. Istenen
bolgelerde eleman sayis1 artirlarak daha hassas incelemeler yapilabilir. Kaldi ki
giinlimiliziin ilerlemis olan bilgisayarlar1 sayesinde hesaplar ¢ok daha kolay
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yapilabilmekte ve gercege daha yakin sonuglar kisa bir siirede elde edilebilmektedir.
3.1.1. Yer degistirme yontemi

Bu c¢abgmada kullamlisinn yaygin olmasi sebebi ile sonlu eleman yerdegistirme
yontemi kullamlacagindan dnce sonlu eleman yerdegistirme yonteminin esasma iligkin
bilgiler verilecektir.

Elastik davramsa sahip herhangi bir e elemam icin diifim noktalarmmn
yerdegistirmelerinden olugan kuvvetler;

By =[KF o)+ |+ {Fw 3.1

seklindedir. Burada {F}p'E elemana etki eden yayih yiikii dengelemek igin gerekli
diigiim noktas1 kuvvetlerini, {F}°, 151 degisimi gibi baslangi¢ sekil degistirmelerinden
olusan etkileri dengelemek icin gerekli diiglim noktasi kuvvetlerini, [K]® elemann
rijitlik matrisini ve {8}° de elemanm yer degistirmelerini gostermektedir. {F}°
diigiim noktalarinin yer degistirmelerden olusan kuvvetlerini gostermektedir.

Aymni sekilde elemanin herhangi bir diiiim noktasindaki gerilmeler de, diiglim noktas:
yerdegistirmelerine bagh olarak tanimlanabilmektedir. Bu ifade de;

{o°} =[SI"{8}* +{o}) +{o}w 32)
seklindedir. Burada da [S]° sistemin gerilme matrisini ifade etmekte olup, {o}°,

eleman ylizeyinde bulunan yayih yiiklerden kaynaklanan gerilmeleri, {c}°. ise
baglangi¢ gerilmelerini ifade etmektedir.
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3.2. Sonlu eleman karakteristiklerinin formiilasyonu

Burada elemanla ilgili karekteristik tanimlamalar yapiip yer degistirme, sekil
degistirme, gerilme ve minimum potansiyel enerji ifadelerine iliskin ifadeler

verilecektir.

3.2.1. Yer degistirme fonksiyonu

Bir e elemanmm iginde veya smirlarmda bulunan herhangi bir nokta igin {f}
yerdegistirme fonksiyonu;

‘
e, e,y m,
=77

B [ [
(URGEA Ve
—_— J

(£} =[NI{8}* = [[N] [N IINE e (3.3)

seklinde yazilabilir. Burada [N] bicim fonksiyonlarmu tarif etmekte {3}° ise

elemanin diigiim noktas: yerdegistirmelerini géstermektedir.

Burada [N] bigim fonksiyonlari, diigiim noktalarmin koordinatlar1 yukaridaki
denklemde yerine kondugu zaman diigiim noktas: yerdegistirmelerini verecek sekilde

olmalidir. Yani,

;Ni(x,y)=l (3.4)
N, (x;,y:)=1 (3.5)
Ni(xj’yj)=Nj(xm’Ym)=0 (3.6)
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kosullar: saglanacak sekilde olmalidir.
3.2.2. Sekil Degistirmeler
Eleman igindeki biitlin noktalarda yer degistirmeler bilindigi takdirde herhangi bir

noktadaki gekil degistirmeler, [B] olarak adlandirilan matris vasitasiyla ifade
edilebilmektedir. Yani;

{e}* =[Bl{8}° 3.7)

seklinde bir bagnt1 mevcuttur. Burada [B] plaktaki sekil degistirmelerle, gerilmeler

arasindaki birim sekil degistirme matrisidir.
3.2.3. Gerilmeler
Sekil degistirmeleri gerilmelere baglayan [D] elastisite matrisi homojen ve izotrop

malzeme kullamlmasi durumunda , E elastisite modulii ve v poisson oranina bagh
olmak iizere, elemandaki gerilme ifadesi;

{c}* =[DI({s}* ~{e}, *)+{o}." (3.8)

seklindedir. Burada {e} ° baslangic sekil degistirmelerini ve {c},° de baslangic
gerilmelerini ifade etmektedir.
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3.2.4. Esdeger diigiim noktas: kuvvetleri

Smir gerilmelerini ve eleman iizerindeki yayih yiikleri ifade eden egdeger diigiim
noktasi ifadesi;

'{F}f’
{F}’
{F}* =q{F}* ¢ (3.9)

L

ile verilmektedir. Burada her {F}' alt vektori {8} alt vektoriindeki ug
serbestliklerine esit sayida ve onlarm dogrultularinda bilesen ihtiva etmelidir.

3.2.5. Minimum Potansiyel Enerji Prensibi
Rijitlik matrisi ve esdeger diigiim noktas: kuvvetleri, potansiyel enerjinin minimum
olma prensibinden elde edilecektir. Burada potansiyel enerjinin minumum oldugu

yerdegistirme, gercek yerdegistirmedir.

{P} yayih yiikii, {R} tekil yiikleri ve U’da sistemin sekildegistirme enerjisini

gostermek lizere;

d{u} =d({R}T{a})+dU{P}T{f}dV) (3.10)

ifadesi sistem dengede iken, d{3} sonsuz kiiglik bir yerdegistirme olmak {izere, ylikler
tarafindan yapilan dig isin, sekil degistirme enerjisindeki degisime esit oldugunu
belirtir. Yani,
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d[U-{RT}{S}— I{P}T{f}dV}o (3.11)

olmahdir. Parantez igindeki son iki terim yiik sisteminin potansiyel enerjisi olan W’yi
gosterir. Dolaysi ile IT sistemin toplam potansiyel enerjist,

T=U+W (3.12)

olacaktir. Burada istenen 7t ’nin minumum olmasidir. Yani,

— =0 (3.13)

seklinde bir denklem sistemini olugturmak gerekir. Toplam potansiyel enerji, her bir
elemanmn 7t © potansiyel enerjileri ile diigiim noktas: yiikleri {R} ’nin potansiyel
enerjisi toplam olarak ahinir. Yani,

a=Ynt - {R}"{5} (3.14)

e=1
almip, bu ifade ( 3.13 ) de yerine konursa,

ﬁ_ n ane R
%, Sosi !

(3.15)

elde edilir. Herhangi bir eleman i¢indeki sekil degistirme enerjisi degigimi sadece sekil
degistirmelerin degigimine bagh oldugundan,

= {o} (3.16)

bulunur. Daha 6nce elde edilmis olan
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{e°} =[BI{5°}
{c°} =[DN{e}

ifadeleri ( 3.16 )’da yerine konarak,

([B]T [DIB]-[BT IDle, ) (3.17)

a{a

elde edilir. Aym sekilde elemanin birim hacminde dss yiikiin potansiyel enerjisi
degisimi,

oPy'{f})  alf)
a{si} = a{si}{P} (3.18)

ve {f} degerleri yerine konarak,

a—{f’i[N]T{P} (3.19)

28}

bulunur. Elemanin biitiinii i¢in ise,

Q)Q)

Ar)_ 8 porioteh o | for k.o -

o
_( J[N]T{P}dvﬂ (3.20)

bulunur. Simdi biitiin diiiim noktalar1 igleme dahil edilirse,
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o'} _ [KI[8]° +{F}° +{F} (3.21)

o{s°}

elde edilmig olur. Burada

{F}°, =~ [IN] {P}av (3.22)

T
{F}* =~ [[B] [Dlfe, }av (3.23)
ile gosterilmektedir. Rijitlik matrisi olarak bilinen [K | matrisi de,

[K]° = [(B] [DI[Blav (3.24)

seklindedir. Burada {F}®., baslangic sekildegistirmelerinden olusan diigiim noktas
kuvvetlerini, {F}°, ise yayih yiikten olusan diifiim noktas1 kuvvetlerini ifade

etmektedir.
3.3. Denklem takimlarimin kurulmasi ve ¢oziilmesi

Bu asamaya kadar elde edilen [D]¢[B]°ve[K]® matrisleri kullanilarak denklem
sistemleri kurulacak ve ¢Oziimlenecektir. Bunun i¢in biitiin noktalarda denge
denklemleri yazilir ve matris formunda ifade edilirse sistem i¢in,

[K]{8} = {Ri} - {Fi}P - {F. }eo (3.25)
seklini alir. Buradaki ifade de yeralan
[K]=3 KT
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{R}=2{r} (3.26)
£} =2{8}° (3.27)

) =2 (3.28)

seklindedir. [K]sistem rijitlik matrisini, {8} sistem yer degistirmelerini gosteren
vektori, {Fi }p yayih yiiklerden olusan diiglim noktas: kuvvetini, {Fi }m ise baslangic

sekil degistirmelerinden olusan diigim noktasi kuvvetlerini gostermektedir. (3.25)
denkleminde sisteme ait smir sartlar1 konup denklem ¢oziilerek {8} vektorii, yani
problemin bilinmeyenleri elde edilir.

Herbangi bir noktadaki gerilmeleri elde etmek i¢in ise,

{c}* =[DIBI{8}* -[DKe, }" +{o,} (3.29)
denklemi kullanilir. Burada elemanin gerilme matrisi

[S]° =[D][B] (3.30)
olarak gosterilen matristir.

3.4. Sayisal integrasyon

(3.24) bagmtis: ile genel halde verilen eleman rijitlik matrisi ve (3.22) bagmtisi ile
birim yiizeye etki eden {P} yayili yiikii i¢in esdeger diigiim noktas: kuvvetleri vektorii
kalmligm sabit olmasi1 durumunda sirast ile

KT = [[B] [D[BlA (3.31)
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(F}s =— [IN] {P}dA (332)

sekline doniiglir. Goriildiigii gibi yer degistirme yontemi her bir eleman etkisinin
integrasyonunu zorunlu kilan bir denge kavramma gétiirmektedir. S6zkonusu integral
ifadelerinin ntimerik olarak degerlendirilmesi gerekir. Bu ¢aliymada Gauss niimerik
integrasyon yontemi kullanilmugtir. Gauss’un bilinen integrasyon semalar1 integral
ifadeye analitik olarak yaklagirlar.

Bu c¢aliymada izoparametrik elemanin rijitlik matrisi i¢in yerel eksen takiminda

cahgilirsa (3.31) ile verilen ifade

KT = +j+,lf[B(1é,11)]T [DIB(E.n)kidn (3.33)

-1-1
seklinde alan tizerindeki bir intagral ifadenin alinmasma doniisecektir. Yukardaki ifade

Gauss integrasyon yonteminden yararlanilarak

KT =33 B, DI, W w, (.34)

i=1 j=I

seklinde bulunur. Burada Wi, W; Gauss agwlk fonksiyonlarm, &; ve m; Gauss

intagrasyon noktalarim, n ise her dogrultudaki Gauss intagrasyon noktalarmin sayisin

gostermektedir.
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BOLUM 4. KALIN SAYILABILECEK PLAKLAR iCIN iZOPARAMETRIK
BIiR SONLU ELEMAN

4.1. Genel Aciklama

Izoparametrik sonlu elemanin 6zelligi, eleman iizerindeki herhangi bir noktadaki
bilinmeyenler ile elemann diigiim noktalarmdaki bilinmeyenler arasmdaki iliskilerin
dogrudan bigim fonksiyonlarina bagh olarak elde edilebilmesidir. Zira bir problemin
¢6ziimiinde gereken matrisler bigim fonksiyonlar1 ve bunlarm tlirevlerine bagh olarak
ifade edilmektedir. Bu sayede herhangi bir elemana ait matrisler istenilen serbestlik
derecesinde yazilabilmektedirler.

Izoparametrik sonlu eleman tamminda temel yéntem, eleman koordinatlan ile eleman
bilinmeyenlerini dogal koordinat sistemini kullanarak ifade etmektir. Genel olarak iki
boyutlu elemanda, koordinat yaklagmm

iNj =1 (4.1)

i=1

olmak sarti ile

X=NiXHNXot.....= D NiX,

(4.2)

YN YN Yot.= D NY,
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ZNZANoZi+.....= ) N, Z,

seklindedir. Burada X,Y, Z herhangi bir noktamn elemandaki yerel koordinatlan ve
X, Y; ve Z; elemanin diigiim noktast koordinatlaridir. Bigim fonksiyonlar1 olarak

adlandimlan Ny’ler ise elemamn yerel koordinat sisteminde herbiri + 1 aralgmda

degisen (ﬁ,n) degiskenleri cinsinden tanimlanmgtir.

( 4.1) ifadesi ile verilen bigim fonksiyonlarinin ana 6zelligi yerel koordinat sisteminde
Ni(Xi,Yi,Zi) =1, Ni(Xj,Yj,Zj)=0 olmalaridir.

4.2. Geligtirilen sonlu eleman
Boliim 5°de agiklanacak olan program igin 8 noktah izoparametrik dortgen eleman
kullanilmmstir. Bu elemana ait bilgiler referans [2]’de detaylan ile anlatilmigtir. Bu

yiizden burada sozkonusu izoparametrik doértgen eleman igin sadece bigim

fonksiyonlarinm verilmesi ile yetinilecektir.

Sekil 4.1 izoparametrik 8 noktal: dértgen eleman

Sekil 4.1°de (5 N ) , yerel koordinatlar olmak iizere s6zkonusu elemanin bi¢im

fonksiyonlar1 kése noktalarinda,

1
N, = {1+, )1+ mm. Jgg, +nm; -1) @3)
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ve orta noktalarda;

1
g. =0 igin N, :5(1—52)(1+m1,.) (4.4)
1
n, =0 igin N, =5(l—n2)(1+§§i) (4.5)

seklindedir. Elemanm rijitlik matrisinin hesabinda boliim 2’de verilen gekil degistirme
enerjisi ifadesinden hareketle bu elemanmn bigim fonksiyonlar1 ve bunlarm

tiirevilerinden yararlamlmistir. Yukaridaki ifadede (ii ,ni) koordinatlar1 yerlerine
konacak olursa bu eleman i¢in bigim fonksiyonlan asagidaki sekli ile elde edilir.

N(Em) =5 (1-8-mli+g+n)

N, () =5(1-87)1-n)

N ()= (1 Ji-n)g-n-1)

N,(&m) =5 {1+ Ji-m?)

Ny(em) =5 (1+8 )i+ Yg+n-1) (4.6)

Ny(em) =5 (1-87)(1+n)
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N, (&) =501~ Ji+n J-&-n-1)

N (&) = 5(1-8 )i -m?)

Noktalarin numaralamig siras1 gekil 4.1°de gosterildigi gibidir.
Sonlu elemanda her bir diigiim noktasinda, w yiizeye dik dogrultuda yerdegistirme

bileseni ile 0, ,0, donme bilesenleri ug serbestlikleri olarak almmuglardir. Elemanmn ug

serbestliklerini matris formunda gosterecek olursak,

{s°}

Il

@4.7)

{8} =18, “.8)
0

dir. Boylece her bir diiiim noktasinin serbestlik derecesi 3 ve dolaysiyla da her bir
elemanin serbestlik derecesi 24 olarak ahnmaktadir. Elemanm yer degistirme
fonksiyonlari ( 3.3 ) bagmntisindan
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o

{f} =19, =[N](3x24){8}:24x1) 4.9)
ey
(5]
(&%)
{f} =[N} [N ], [NETR L (4.10)
{8°}]

olarak elde edilmis olur. Burada ( 3x3 ) boyutundaki [N'] ( i=1,2,...,8) matrisinin

herhangi bir kolonunu olusturan satirlar o kolona ait serbestligin birim, diger
serbestliklerin sifir olmas: halinde sirayla w, 0,,0, yerdegistirmelerini ifade eden

(4.3), (4.4), (4.5) bagmntilan1 ile verilen bigim fonksiyonlardir.
4.3. Gelistirilen sonlu elemanin formiilasyonu
4.3.1. Gerilmelerle Sekildegistirmeler arasindaki bagmtilar

Kaln sayilabilecek plaklar i¢in sekil degistirme enerjisi ifadesi b6liim 2.8’de agagidaki
sekilde ifade edilmigti.

L 1o aex+69y)2dA} Eh [ 3(-61—9x)2dA + jé(@-eszdA]
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Sekil degistirme enerjisi ifadesi incelenecek olursa burada iki farkh tipte terimlerin
oldugu g6zlenir. Birincisi, egilme terimlerinden gelen katki, ki bu katki ilerde [Dy]
olarak adlandirilacaktir, ikincisi ise kayma terimlerinden gelen katks; bu da [Ds] olarak
adlandirilacaktir. Burada adlan gegen [Dy] ve [Ds] matrislerinin ayri diizenlenmesinin
sebebi kayma Kilitlenmesidir.

[D] = [Ds] + [D4] (4.11)
Once [Dy] matrisini elde edelim.
1
=5 [ (ocect oy g+ Torg) dV (4.12)
\"
ve
o, g €,
2_"[ex &y YXY]G dV—EJ‘ Ex &y Yy [Db] dA
A
Txy YXY
Eh’
U i {[ dA+j(—)dA+2 j( )( )
v? A

69

_1__)241 - j_( —v ay)dA (4.13)

ifadesi g6zoniinde bulundurularak [Dy] matrisi,
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1 v 0
1 0 4.14
[Dv]= —-(——)121"30_ (4.14)
2 bxs
seklinde elde edilir. Aym gekilde [Ds] matrisi de
U= 172 f(e1,, +7,7, iV 4.15)
v

ve

xz]dv =1/2ﬂyxz 'szIDs{'sz]dA
A Vye

yz

T
U=12 flr,, yy,L
A

2(21\:){]3(% )dA f‘(‘—“’y) } 4.16)
ifadesinden

_ _Eh [12 0
(D 2(1+v)[ 0 1,2]2X2 Y

bigiminde elde edilir. (4.11) denkleminde, (4.14) ve (4.17) matris ifadeleri yerlerine
konursa; homojen, elastik izotrop malzeme i¢in [D] elastisite matrisi,

Eh? Eh’
2i-v) i) ° 0 0
ER’ Eh’ . . .
Y121-v?)  12(1-v?)
0 o 2 0 4.18
24(1+v ) (4.18)
Eh
0 0 0 . 2(1+v)
Eh
i 0 0 0 0 2 2(1+v) |

(5x5)
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olarak elde edilmis olur.

4.3.2. Yer degistirmelerle-Sekil degistirmeler arasindaki bagmtilar ve [B]

matrisi

[B] matrisi sekildegistirmelerle, yerdegistirmeler arasindaki bagmtiy1 veren matristir.
Bolim 2.3.°deki (2.8), (2.9),........... ,(2.13) denklemlerinden bu bagmtilar matris
formuna sokularak [B] matrisi elde edilecektir.

SX
1
Sy W
Tw | =[BI'|6, (4.19)
YXZ ey
| ¥y
w= Y Nw, (4.20)
i=l
0, => NO, (4.21)
i=1
0, =; N9, (4.22)

ifadelerinde goriildiigii gibi plaktaki yerdegistirmeler bigim fonksiyonlarma bagh
olarak tammlanabilmektedir. Aralarindaki bagmtiyr tammmlayan [B] matrisi bir

diferansiyel operatdr olmak iizere,

[B] =[N, | (4.23)
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scklinde elde edilir. [B] matrisi [D] elastisite = matrisinin eldesinde oldugu gibi iki
kisimda ele alimmustir. Egilme terimlerini igeren [B]', matrisi,

0 -N, 0
[BJ=|0 0 -N, (4.24)
0 -N, -N,
3x3

olmak tizere ( 3x3 ) boyutundaki [B], alt matrislerinin toplammdan olugan ( 3 x24 )
boyutundaki asagidaki matristir.

€, <9x2>

e, ¢ =[Bh [BE, . . BE] 0,1 (4.25)

v %y J 3x1

QOSLY D Py

Benzer bigimde kayma terimlerini iceren [B]s matrisi de,

1y

N, =N, 0
[B]ls=|iN. 0 _N'] (4.26)
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olmak iizere [B]; alt matrislerinin toplammdan elde edilen (2x24) boyutunda bir

{Z“} =[[BL [BE . . [BL]. 6,0 [ (4.27)

/4 24x1

Egilme terimleri ve kayma terimlerini igeren toplam [B] matrisi ise asagidaki sekli ile

( 5x24 ) boyutunda olan matristir.
0 -N, O ]
0 0 -N, i . .
[B]=] 0 -Nj, -N, | . : (4.28)
N, -N, 0
N, 0 -N |
5x24

Sonugta gekil degistirmeler,
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(w,)]
<GX] >
P geyl J
€, w,
&y 9 exz r
1 8
1wt =[Bl' [BF . . [B] ](5X24)< 0, ( (4.29)
Y xz .
LYYZ,(sxl) PN
We
< ex8 L
\ LGYBA 7 (24x1)
seklinde olacaktir.
4.4. Kayma Kilitlenmesi

Kullamlan plak eleman, birim uzamalar ve ag1 degisimleriyle beraber kalnhk
dogrultusundaki kayma gekil degistirmeleri ile de tammlanmugtr. Kalnhk
dogrultusundaki sekil degistirmelerden olusan kayma terimleri plagmn ince oldugu
durumda ihmal edilebilecek kadar kiigiikkken, plak kalinlig1 arrtikga 6nem kazanmaya
ve hesaba katilmak zorunda olmaya baglar. Bu yiizden kahn plaklara uygulanan bu tiir
genel sonlu elemanlarn ince plaklara uygulanmas: ile kayma kilitlenmesi denilen olayla
kargilagilir. Zira ince plakta kalinlik dogrultusundaki kayma gerilmelerinden gelen
rijitlik matrisi terimlerinin diger terimlere gore daha biiytik degerler almasi ¢dziimiin
hassasiyetini bozup bu olaya sebep olmaktadir.

Plak elemanlarda kayma Kkilitlenmesi sorunu sayisal integrasyon adum azaltilarak
¢6ziimlenebilmektedir. Zira integralde az terim almak serbestlik derecesi sayisim
artirarak kayma sekil degistirmelerini sifir ve potansiyel enerjiyi minumum yapacak
diizeye ¢ikarir. Bu da kayma terimlerinden gelen kilitlenme sorununu ortadan kaldirir.

Elemanm davranisi kayma davramsindan bagimsiz olarak ele almabilir. Ciinkii toplam
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sekil degistirme enerjisi egilme ve kayma terimlerinin toplamma esittir. Bu nedenle,
calismada integrallerde sadece kayma terimlerinde diigik mertebe integral adim
alinmustir.

4.5. Eleman rijitlik matrisinin elde edilmesi

Bu ¢ahismada, eleman rijitlik matrisi [K]° , egilme etkilerinden olusan [K],’ ve kayma
etkilerinden olusan [K]s® matrislerinin toplamindan olugmaktadr.

[K]* =K} +[KI; (4.30)
Egilme ve kayma rijitlik matrisleri,

[k}; = [B] [D).[B], [K]: = i8] [D],[B], @31)

seklindedir. Burada kahn sayilabilecek plak elemanlar i¢in uygulama yapildiginda,
geligtirilen bu sonlu eleman ile ¢dziime gidilirken rijitlik matrisi hesabinda sayisal
integrasyon adimu egilme ve kayma terimleri icin 4 almmugtir. ince plak ¢oziimii
yapildiginda ise, 6nceki boliimde agiklanmis olan kayma kilitlenmesi sebebi ile sadece
[K] rijitlik matrisinin hesabinda integrasyon admm azaltimigtir.
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4.6. Yiikleme matrisleri

{p} yayil yiikleri, eleman iginde birim alandaki malzeme iizerinde, bu noktadaki {f}
yerdegistirmelerinin dogrultusunda etki eden yiikler olarak tammlanmglardir. Eleman
{izerinde herhangi bir sekilde yayih {p} yiikiiniin eleman i¢indeki dagihm,

{p}=INKp} (4.32)

ifadesi ile tammlanabilir.  Burada [N;] yik i¢in segilmis olan interpolasyon
fonksiyonunu, {p}° yiiklerin diigiim noktalarindaki degerlerini, {p} ise yer degistirme
bilegenlerine esit sayida ve onlarm dogrultusunda yiik fonksiyonlarindan olusan

vektorii gostermektedir.

Bu ¢ahsmada segilen elemanda, {p}’nin u,v,w dogrultusundaki bilesenleri olan P,, P,,
P, yiik bilesenleri fonksiyonlari,

4
P, =) PIN, (4.33)
i=1
4
P, =) PN, (4.34)
i=t
4
P, =) PN (4.35)
i=1

olmaktadir. Yukaridaki ifadelerde adlan gegen P/, P, P} (i=1,2,3,4), dis yiiklerin
diigiim noktalarinda yer degistirme bilesenleri dogrultusundaki degerleridir.

w

(P} ={pi P! Pi} (4.36)
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olmak tlizere
P] [N, 0O 0 0 0
{P}=<p,t={ 0 N, 0 N,, 0 |pf
P, 0 0 N, 0 N,

seklinde yazilabilir. Burada [Nj] bi¢cim fonksiyonlars,

Npice,m) =5 (1 + 8 )1+ nn)

seklinde olan lineer bi¢im fonksiyonlandir.

Eleman iizerinde yayili {P} dig yiiklerine esdeger ve yer degistirmeler dogrultusunda
bilesen ihtiva eden diigiim noktasi yiklerinden olusan {F},” vektoriiniin elde
edilmesinde potansiyel enerjinin minumum olma prensibinden yararlanarak (3.23)
bagmtis1 elde edilmigti. Kahnhgm sabit olmasi halinde bu bagmnt1 asagidaki sekli

alacaktir.

{F}s = - [IN] {P}da

A

Bu agamada da (4.32) bagmtisi (4.40)’da yerine konursa

{F}e = - [INT[N, |{P}eaa
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elde edilir. Genel durum i¢in verilmis olan (4.41) bagmtis1 Srnek tegkil etmesi igin w
yer degistirmesi dogrultusundaki esdeger diiglim noktasi kuvveti bilesenleri icin
yazilacak olursa,

Ni P} ]
N, 2
o P,
{F}pw = _J . [Npl Np2 Np3 NM} Pv3v dA (4.42)
4
_Ns | \PW J

seklindedir. Yukaridaki ifade diizenlenecek olursa diigiim noktasi kuvvetleri

. ‘NP, NP, NP, NP, 1)
szw NZPI N2P2 N2P3 N2P4 Pvzv
FE,=| . |= —I . : . . RvldA
P : P} (4.43)
: : : : : )
Fgw_ _N8P1 NP, N8P3 N8P4d R

bigiminde elde edilir. Egsdeger diigiim noktasi kuvvetlerinin diger bilesenleri {F}°y, ,
{F},v benzer bi¢imde elde edilirler. Buradaki integrasyon islemi rijitlik matrisinin elde
edilisinde anlatildif sekilde yapilmaktadir.

4.7. i¢c kuvvetler

Sistem denklemleri kurulup bilinmeyenler yani diigiim noktasi yer degistirmeleri

bulunduktan sonra, elemanin i diigiim noktasmna ait gerilme vektérii,

ilr _ ioii i i
o = 00, Ty Tty (4.44)

olmak tlizere gerilmeler (3.29) bagntis: ile elde edilebilir. Daha 6nce de agiklandigi
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tizere [D] elastisite matrisi ile [B] matrisinin ¢arpimmndan (5x24) boyutundaki eleman
gerilme matrisi [S] olusturulur. Elde edilen bu matrisle yer degistirme vektorii
carpilarak elemanin kdse noktalarmdaki i¢ kuvvetler ( My, My My, Qx Qy ) elde
edilebilir.

Boliim 2.6°da formiilize edilmis olan i¢ kuvvetleri matris formunda gésterecek olursak
plaktaki herhangi bir diiglim noktasinda egilme terimlerini igeren [M] matrisi,

< <

x w
. t=[DL[BLs8, (4.45)
)

Xy y

M, =

<

ve kesme kuvvetlerini igeren [Q] matrisi ise,

Q, y
Q = {Q } =[D],[Bl,16, (4.46)

y

seklinde elde edilecektir.
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BOLUM 5. SONLU ELEMANLAR YONTEMiI i{LE KALIN
SAYILABILECEK PLAKLARIN COZOMU ICIN BILGISAYAR
PROGRAMININ FORTRAN PROGRAMLAMA DiLi iLE HAZIRLANMASI

5.1. Fortran programlama diline kisa bir baks

Fortran 6zellikle miihendislik uygulamalarinda yillarca giincelliini korumus olan
basarth bir programlama dilidir.. ilerleyen kisimlarda akig semasi sunulacak olan
program da Fortran programlama dili kullamlarak hazirlannmgtir.

5.2. Bilgisayar programlar1 hakkinda

Yerdegistirme yontemini kullanan sonlu eleman programlari {i¢ asamada incelenir.
Asagida kisaca bu agamalar hakkinda bilgiler verilmistir.

1. Asama: Yan Teorik Kisimlar ; Giris ve ¢ikis bSltimleri bilimsel olarak en az 6nem
tastyan boliimler olmakla beraber, pratikte miihendislikte bu kisim biiylik 6nem
tagimaktadir. Problemlerin ¢dziimiinde problemin tanmmi, smur kogullari, yilikleme
matrisleri gibi biiyiikliikkler bu agamada girilmistir.

2. Asama: Hesap Matrisleri ; Programmn bu kisminda sonlu elemanlar teorisinin
baglica ifadeleri kullanilmugtir, Bunlar Plak rijitlik matrisi [D], [B] matrisi, eleman
rijitlik matrisi ve buna benzer hesap matrisleridir. Bu tiir matrisler olugturulduktan
sonra sonuglar bilinmeyenlerin ¢6ziimii i¢in kullanilacak olan alt programa
aktariimakta ve buradan da sistem bilinmeyenleri elde edilmektedirler.
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3. Asama : I¢ kuvvetlerin hesaplanmas1 ; Bu kisimda bulunmus olan sistem
bilinmeyenlerinden (yer degistirmelerden) hareketle , ashnda ¢ok da karisik olmayan
formiilizasyonlar yardim ile i¢ kuvvetler hesaplanarak problemin herhangi bir
noktasindaki sonuglar elde edilmektedir.

5.3. Programin yapisi ve ¢calisma diizeni

Bu kisimda, gelistirilen sonlu elemanmn sayisal Orneklere uygulanmasi amact ile
Fortran programlama dilinde bir yazilim hazirlanmigtir. Bu program yardim ile genel
olarak sonlu elemanlar yontemi ile ideallestirilmis herhangi bir plak tastyici1 sistemin
kalmhk dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinin  etkisi =~ gdzoniinde
bulundurularak statik hesabi yapiimaktadir.

Program bilgisayara eleman koordinatlar, tekil ve yayil yiikler, mesnet sartlar1 ve
eleman boyutlarim igeren data dosyalarmin verilmesi ile ¢alismaya baglamaktadir.
Programda farkli boyutlarda elemanlar kullamlabilecegi gibi farkli malzemelerden
yapilmus plaklarm da hesabi miimkiindiir. Orta kalinhkl plaklar i¢in gelistirilmis olan
bu yazilm ince plaklar iginde kullamlabilmektedir. Her elemandaki i¢ kuvvetlerin
hesabt miimkiin olmaktadir.

Plak sistemlerinin ¢6ziimii i¢in, 6nce Mindlin Plak Teorisi esaslarina dayanarak elde
edilen fonksiyonelden hareketle 8 noktali izoparametrik elemana gére AKTE olarak
adlandirilan program olusturulmugtur. Bu programda plak i¢in istenen biiyiikliikler,
bigim fonksiyonlar1 ikinci dereceden terimler iceren 8 noktah elemana gore
hesaplanmaktadir.
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AKTE : Ana gekirdek program

Bu programda eleman sayisi, diiglim noktasi sayisi, ve buna benzer verilerle sistem
Ozellikleri tanimlandiktan sonra, iki alt program sira ile ¢alistirilir. Buna iliskin akig
semast sekil 5.1°de verilmigtir.

BASLANGIC : AKTE

( BASLIK

|

/' SISTEM OZELLIKLERINI OKU
NJ, NEL, MS, MST, MB, IMM, INN

A 4
CAGIR
PLAKKOR

CAGIR | \\
PLAKEL

SON

Sekil 5.1 AKTE Ana program akis semasi
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PLAKKOR : Plak verileri ile ilgili alt program

Bu programda 6nce sistemin diigiim noktalar1 koordinatlar: ile siur kosullar1 okunur.
Daha sonra koordinatlar COR(K), sistem bilinmeyenleri ise dogrultularn da
tanimlanarak JDEF(J,L) dizisine atanir. Bu islemlerden sonra ana programa geri
doniiliir ( Sekil 5.2).

BASLANGIC : PLAKKOR

]

SiSTEM DUGUM NOKTALARI
KOORDINATLARINI VE SINIR KOSULLARINI OKU

KOORDINATLARI COR(K) DIiZISINE ATA

SINIR KOSULU

SIFIR MI ?

JDEF(J,L)=N JDEF(J,L)=0
M 1 }

DON

Sekil 5.2 Plakkor programinin akis semasi
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PLAKEL : Plak ile ilgili karakteristikleri degerlendiren program

Bu alt programda once malzeme Ozellikleri, E elastisite modiilii, v poisson oram
okunur ve sistem rijitlik matrisinin eleman sayis1 MJ hesaplanir. Sonraki agamada ise
her bir elemanin diigiim noktas1 numaralar1 IN(I)’lar tanimlanir. Bu programda farkh
malzemelerden yapilmig olan problemlerde ¢oziilebilmektedir. Bu malzemelerin
tanimlanmasi yapilirken malzeme cinsi IMA, eleman tipi JT, eleman kalinlig1 TH gibi
bilgiler okunur. Daha sonra aym 6zelliklere sahip elemanlar ITP(M) ile adlandirilan
dizide ve her bir elemann diigiim noktas: adlandirmalar1 NODE(M,I)=IN(I) seklinde
atanarak tanimlanmalar yapilir.

Ayrica Plakel alt programu igerisinde eleman tizerinde yayih yiikk durumu sézkonusu ise
bunun egdeger tekil yiike ¢evrilme islemi yapilir. Eger sistemde dis yik olarak tekil
yilk durumu sdzkonusu ise bunlarda okunup dogrultusuna gére ilgili noktadaki
YM(1,1) dizisine atanarak diigiim noktas: kuvvetleri hesaplanir.

Plakel alt programu kendi igerisinden ¢agrlan NOKNO, AKTERI, YERLE,
AKTEDOS, AKTEGER gibi bir¢ok alt programi barmndirmakta olup, bu programlarin

da yapilar ve amaglar asagida siralanmstr.

NOKNO : Bu program elemani, elemamn diigiim noktalarm bilinmeyenler
dogrultusu ile tanimlayan NCODE(JZ) dizisine atamaktadir.

AKTERI : Bu alt programda eleman rijitlik matrisleri hesaplanmaktadir. Burada
kayma sekil degistirmelerinden dogan etkiler de gozoniine alinmaktadwr. Tiim bu
iglemler yapildiktan sonra elemanm rijitlik matrisi elde edilmekte ve ST(I,J) dizisine
atanmaktadmr (Sekil 5.4 ).

YERLE : Sistem rijitik matrisinin  kurulmasimi  saglayan alt program
YERLE’dir. Bu alt programda sistem rijitlik matrisinin elemanlar1 hesaplanmakta ve
bu sonuglarda W(I) dizisine atanmaktadr.
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BASLANGIC : PLAKEL

]

MALZEME OZELLIKLERINI OKU
E1,E2,P1,P2

T

/ ELEMAN NOKTALARINI, MALZEME
CINSINI, ELEMAN TIiPiNi , ELEMAN
KALINLIGINI OKU

/ CAGIR

\ NOKNO

CAGIR
AKTERI /

ESDEGER DUGUM NOKTASI
KUVVETLERINI HESAPLA YM(,1)

/ CAGIR \

AKTEDOS5

|/ ELEMAN OZELLIKLERINI OKU

CAGIR

\, AKTEGER

v
DON

Sekil 5.3 Plakel alt programinin akis semasi
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BASLANGIC : AKTERI

}

EGILME VE KAYMA TERIMLERI ICIN
[D] VE [B] MATRISLERINI HESAPLA

!

EGILMEDEN VE KAYMADAN GELEN RIJITLIK MATRISI
TERIMLERINI HESAPLA
STM(L,J), STS(L,))

|

ELEMAN RIJITLIK MATRISINI OLUSTUR
STJ)=STM(L,J) + STS(L,J)

}

DON

Sekil 5.4 Akteri programmin akis semasi

AKTEGER : Bu alt program ile bilinmeyenler yani yer degistirmeler Q(I) ile
tanimlanan diziye atanmaktadir. Daha sonraki agamada i¢ kuvvetler hesaplanmakta ve
PLAKEL programina geri doniilmektedir ( Sekil5.5 ).
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BASLANGIC: AKTEGER

\. NOKNO

\ 4
ELEMANIN YERDEGISTIRMELERI
QM)
A 4
iC KUVVETLERI HESAPLA (M, My, My ,
Qxa QY)
L— l
DON

Sekil 5.5 Akteger alt programi akis semasi

5.4 Programin kullanmilmasi

5.4.1 Giris bilgileri

Programda bilgi giriginin dallanmas: ile ilgili gerekli agiklamalar ile tablo (5.1)’de
verilmigtir.
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Tablo 5.1 AKTE Programina bilgi aktarim

AKTE PROGRAMI
OKUTULAN ACIKLAMASI
BASLIK Probleme verilmek istenen isim
NJ Sistemdeki diigiim noktas: sayisi
NEL Sistemdeki eleman sayis1
MS Elemanim bir noktasindaki serbestlik derecesi ( 3 )
MST Elemanin serbestlik derecesi ( 3 x 8 =24)
MB Sistem rijitlik matrisinin tahmini bant genighigi
MM Egilme terimlerinde niimerik integrasyon igin alinan nokta sayis1
INN Kayma terimlerinde niimerik integrasyon igin alinan nokta sayis1
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Tablo 5.2 AKTE programina bilgi aktaran alt programlar- Plakkor

PLAKKOR ALT PROGRAMI
OKUTULAN ACIKLAMASI
JJ Sistemdeki diiglim noktalar1 numaralari
XE Diigiim noktalarinin X koordinati
YY Diiglim noktalarinin Y koordinati
77 Diigiim noktalarinin Z koordinati
JEF(J) Sinir kogullar: (0 ise 1 girilir)

Tablo 5.3 AKTE Programina bilgi aktaran programlar

PLAKEL ALT PROGRAMI
OKUTULAN ACIKLAMASI

El 1. tip malzemenin elastisite modiilii
P1 1. tip malzemenin poisson orani
E2 2. tip malzemenin elastisite modiilii
P2 2. tip malzemenin poisson orani
M Eleman numarasi

IN(I) Elemanin diiglim noktas1 numaralar

IMA Malzeme cinsi ( IMA>0 ise E=E2 alinir )
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Tablo 5.4 PLAKEL ALT PROGRAMI ( DEVAM EDIYOR )

M
PX(D)
PY(D)
PZ(M)

1
1

Y

OKUTULAN ACIKLAMASI

Eleman numarasi

Yayil yiikiin X dogrultusundaki bilegeni

Yayih yiikiin Y dogrultusundaki bilegeni

Yayih yiikiin Z dogrultusundaki bilegeni

Sistemdeki tekil dig kuvvetin diigiim nokta numarasi
Sistemdeki tekil dig kuvvetin dogrultusu

Sistemdeki tekil kuvvetin siddeti

5.4.2. Cikis bilgileri

Bu kisimda problemin adi, eger datada verilmigse E, v gibi baz1 belirleyici bilgileri,
bilinmeyenlerin sistemdeki numaralari, denklem takimmin ¢6ziimii sonucunda bulunan
bilinmeyenler, herhangi bir eleman {izerindeki herhangi bir noktadaki yer degistirmeler

(w,0,,0,), momentler ( Mx, My, Mxy), ve kesme kuvveti degerleri

¢ikt1 olarak elde edilmektedir.
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BOLUM 6. SAYISAL ORNEKLER

6.1. Girig

Bu bolimde, elde edilmis olan sonlu eleman formiilasyonu ile sayisal Srnekler
¢oziilmiistiir.  Elde edilen sonuglar ¢aligmalardan alman sonuglarla kiyaslanmus,
sonuglar agagida verilmistir.

6.2. Ornek 1 ( Ankastre mesnetli kare plak )

SONNNANNANNANNN

q= 1t/m®

/_->
VAR

8§m

L L L LS S

VR T A A

AR

-+ >

8§m
Sekil 6.1. Ankastre mesnetli kare plak

Bu ¢ahsmada 6nerilen elemanla, Sekil 6.1°de verilen d6rt kenarindan ankastre mesnetli
kare plak {iniform yayil yiik altinda ¢6ziilmiistiir. Problemin boyutlan ve malzeme
sabitleri, E=10° t/m’ , a=b=8m, g=1 t/m* ,v=0.3 alnmustir. Plak kalmh1 i¢in h=0,8 m
ve h=0,08 m degerleri kullanilmigtir. Probleme iliskin data dosyasi hazirlamrken
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simetri kosullar dikkate alinmigtir. Dolayzsi ile sistemin koordinat merkezi plagmn orta
noktasi olarak verilmistir. Sonlu eleman aginda 64 eleman ve 256 diigim noktas:

bulunmaktadir.
A
) 130 251
1O O
3
©
®
17 >

146 256

Sekil 6.2 Kare plak i¢in kullanilan sonlu eleman ag:

Onerilen elemanla elde edilen sonuglar, ince plak teorisinden elde edilen sonuglar ve
kalin sayilabilecek plak teorisinden hareketle sonlu elemanlarla bulunan sonuglarla
Referans [9] asagidaki tablolarda verilmistir
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Tablo 6.1 Diizgiin yayili yiik altinda, 4 kenar1 ankastre kare plak igin w yer degistirmesi

Merkezdeki Cokmeler
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.1 Referans 9 0,000146 0,00139 0,000137 0,00135
Teorik ¢oziim 0,000131
AKTE 2X2 4X4 8X8
0,000115 0,000125 0,000129
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.01 Referans 9 0,103 0,106 0,113 0,113
Teorik ¢dziim 0,111
AKTE 2X2 4X4 8X8
0,121 0,111 0,111

Tablo 6.2 Diizgiin yayili yilk altinda 4 kenar1 ankastre plak igin merkezdeki M, momenti

Merkezdeki Momentler(tm/m)
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.1  Referans 9 1,81184 1,69152 1,60900 1,56672
Teorik ¢6ziim 1,47840
AKTE 2X2 4X4 8X8
1,523 1,512 1,473
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.01 Referans 9 1,552 1,539 1,539 1,528
Teorik ¢bziim 1,47840
AKTE 2X2 4X4 8X8
1,044 1,489 1,487
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Tablo 6.3 Diizgiin yayih yiik altinda 4 kenar1 ankastre plak igin kenar ortasindaki Mx momenti

Kenar ortasi efilme momenti(tm/m)
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.1  Referans 9 3,27440 3,81680 3,92640 3,95680
Teorik ¢coziim 3,27000
AKTE 2X2 4X4 8X8
1,34800 2,95200 3,14600
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.01 Referans 9 1,66480 2,70240 3,46400 3,79360
Teorik ¢oziim 3,27000
AKTE 2X2 4X4 8X8
2,28900 3,11100 3,24500

Programin yaklagminin denenmesi asamasinda kullamlan bu &rnekte (2x2), (4x4)
....,(8x8), (16x16) karelajla ¢ahigmalar yapiimugtir. Yukaridaki tablolardan goriildiigii
tizere kalnlk dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinin etkisinin de hesaba
katildigi AKTE programu ile diizgiin yayih yiikk altindaki 4 kenar: ankastre mesnetli

plakta miihendislik agisindan kabul edilebilir yaklagiklarla sonuca ulagilmustir.

Ince plakta bSliim 4’de agiklandig: tizere kayma kilitlenmesine sebebiyet vermemek

i¢in, h/a=0,01 olmas1 durumunda integral adim sayisi 4’ten 2’ye diigiiriilerek sonuca

gidilmistir.

Ayrica 4 tarafi ankastre mesnetli plakta farkh h/a oranlari igin 8x8 karelajla elde
edilen sonuglar ince plak teorisine gére bulunan teorik ¢dziimlerle karsilagtirlmigtir

( Tablo 6.4).
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Tablo 6.4. Kenarlar1 ankastre mesnetli plaga ait baz1 biiylikliiklerin farkli h/a oranlan i¢in teorik

¢oztimle kargilagtiriimasi
ANKASTRE MESNETLI
PLAK
TEORIK AKTE
CcOZiM
w ( Merkezdeki
Fc;(’ikmeler )
0,01 0,110510 0,110682
0,02 0,013810 0,013894
h/a 0,05 0,000880 0,000915
0,10 0,000131 0,000135
0,15 0,000039 0,000042
0,20 0,000016 0,000021
Merkezdeki egilme
momenti
0,01 1,478 1,473
0,02 1,478 1,473
h/a 0,05 1,478 1,477
0,10 1,478 1,487
0,15 1,478 1,499
0,20 1,478 1,510
Kenar ortas: kesme kuvveti Qx
0,10 3,520 3,793
h/a 0,15 3,520 3,426
0,20 3,520 3,232
Kenar ortasi egilme
momenti
0,01 -3,270 -3,245
0,02 -3,270 -3,244
h/a 0,05 -3,270 -3,228
0,10 -3,270 -3,146
0,15 -3,270 -3,086
0,20 -3,270 -2,996
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Tablo 6.4.’den goriildiigii gibi 8x8°lik karelajla dort tarafi ankastre mesnetli plakta
farkh kalnbklar i¢in, ince plakta teorik ¢6ziimle aym iken plak kalmhi: arttiinda
oldukca degigmektedir. Bu degisim kalnhk dogrultusundaki sekil degistirmelerin
etkisinin olduk¢a 6nemli oldugunu géstermektedir.

Asafida sekil 6.3. ile sekil 6.4.°de 4 kenarndan ankastre plagmn merkezinden,
kenarina kadar olan ¢6kme ve moment degisimi teorik ¢6ztimlerle birlikte verilmistir.

Plak boyunca w (h/a=0.10)

160 -
140 ?
120 -

100 -

Cokmeler wx 10E+6

40 -

20

1 2 3 4 5 |—8—teork ¢dziim

Sekil 6.3. Ankastre mesnetli plagmm x ekseni boyunca w yer deistirme egrisi
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L boyunca Mx momenti

h/a=0.10
1
1 1 \
g o | | \
s | 2 3 \
% 1 L ~8—Teorik ¢6ziim
E —i— akte
S
= -2 T
i Qe
-4 -
L boyu

Sekil 6.4. Plak merkezinden kenarina dogru X ekseni boyunca Mx momenti degisimi

Sekil 6.3. ve 6.4.°de kalm sayilabilecek bir plak i¢in plagin merkezinden kenarina
dogru X ekseni boyunca ¢6kme ve Mx moment degerlerinin teorik ¢Oziimle
kiyaslamalar1 goriilmektedir. Onerilen elemanla elde edilen sonuclar, dzellikle w
degerleri, kalinlik dogrultusundaki sekil degistirmelerin hesaba katilmasi nedeni ile
teorik ¢6ziimle bulunan degerlerden daha biiyiik olmakla birlikte genel olarak uyum

icindedir.
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6.3. Ornek 2 : Basit mesnetli kare plak

g= 1t/m2

/—->
(EEREN 8m

8m

Sekil 6.5 Dort tarafi basit mesnetli plak

Bu caligmada diizgiin yayih yiikk altinda 4 tarafi basit mesnetli olan bir kare plak
incelenmigtir. Yine plagmn ince ve kalin oldugu durumlar ayri ayn ele alinms ve plak
ortasindaki ¢6kme ve eZilme momenti ile kenar ortasindaki kesme kuvvetleri
tablolarda verilmistir.

Problemin ¢6zlimii sirasinda simetri kosullar1 dikkate alinarak sekil 6.2.’deki karelaj
kullanilarak ¢6ziim yapilmustir.

Probleme iliskin veriler, E=10° t/m’ , g=1 t/m*, v =0.3’tir. Plak, h/a = 0,1 ve

bha = 0,01 icin ¢bziilmiistiir. Asagidaki tablolarda onerilen elemanla elde edilen
degerler, teorik ¢6ziim ve Referans [9]’dan alinan sonuglarla birlikte verilmistir.
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Tablo 6.5 Diizgiin yayih yiik altinda 4 tarafi basit mesnetli plak i¢in merkezdeki w yer degistirmesi

Merkezdeki Cokmeler
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.1  Referans 9 0,00041 0,00039 0,00038 0,00038
Teorik ¢bziim 0,00037
AKTE 2X2 4X4 8X8
0,00036 0,00037 0,00037
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.01 Referans 9 0,37425 0,36622 36307 0,3608
Teorik ¢dziim 0,35500
AKTE 2X2 4X4 8X8
0,34932 0,35497 0,35505

Tablo 6.6 Diizgiin yayili yiik altinda 4 tarafi basit mesnetli plak i¢in merkezdeki egilme momenti

Merkezdeki Momentler(tm/m)

2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.1  Referans 9 3,58592 3,32608 3,21536 3,16224
Teorik ¢oziim 3,06560
AKTE 2X2 4X4 8X8
3,10225 3,07973 3,06908
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.01 Referans 9 3,24224 3,19808 3,17312 3,14752
Teorik ¢oziim 3,07840
AKTE 2X2 4X4 8X8
3,14514 3,08382 3,06911
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Tablo 6.7 Diizgiin yayili yiik altinda 4 tarafi basit mesnetli plak igin kenar ortasi kesme kuvveti

dagilimi

Kenar ortas: kesme kuvveti ( t/m )

2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.1  Referans 13 22,10400  21,96800 22,81600  23,50400
Teorik ¢oziim 27,04000
AKTE 2X2 4X4 8X8
47,73000 22,53000 29,41000
2X2 3X3 4X4 5X5
h/a=0.01 Referans 13 46,95200  44,53600 36,12000 30,12000
Teorik ¢dziim 27,04000
AKTE 2X2 4X4 8X8
294,17000 91,55300 27,78800




Tablo 6.8°de 4 tarafi basit mesnetli plakta farkh kahnliklar i¢in elde edilen baz:
biiyiikliikler teorik ¢6ziimlerle birlikte verilmistir. Ayrica gekil 6.6. ve sekil 6.7°de x
ekseni boyunca w yer degistirmesi ve egilme momentinin degisimi verilmistir.

Tablo 6.8. Basit mesnetli plaja ait bazi biyikliklerin farkli kalinliklar igin teorik ¢Bziimle

kargilagtiriimasi
Basit mesnetli plak
Teorik Coziim Akte
w ( Merkezdeki
¢okmeler )
0,01 0,354685 0,355050
0,02 0,044335 0,044433
b/a 0,05 0,002837 0,002865
0,10 0,000355 0,000368
0,15 0,000105 0,000114
0,20 0,000047 0,000051
Merkezdeki egilme
jmomenti
0,01 3,078 3,069
0,02 3,078 3,069
h/a 0,05 3,078 3,070
0,10 3,078 3,069
0,15 3,078 3,070
0,20 3,065 3,070
Kenar ortasi burulma
momenti
0,01 1,837 1,870
0,02 1,837 1,768
h/a 0,05 1,837 1,713
0,10 1,837 1,746
0,15 1,837 1,743
0,20 1,837 1,757
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Tablo 6.8den goriildiigii lizere basit mesnetli kare plak i¢in elde edilen sonuglar

teorik ¢oziimle uyum igindedir. Plak kalnhg: arttikga sonuglar arasindaki fark
belirginlesmektedir.

Cokmeler w

0,00040
0,00035
0,00030
0,00025
0,00020
0,00015
0,00010
0,00005

0,00000

Plak boyunca w (h/a=0.10)

-

L

} } T
1 2 3 4 5 |—=—teorik ¢ozim
—&— akte

L boyu ﬁ

Sekil 6.6.

Basit mesnetli plagin X ekseni boyunca w yer degistirme dagilimi
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L boyunca Mx momenti

g

o -
= —&—teorik
g —— akte
£

=1

=

Sekil 6.7. Basit mesnetli plakta | boyunca Mx momenti degigimi

Sekil 6.6 ve sekil 6.7°den goriilecegi iizere dnerilen elemanla elde edilen degerler ile

teorik ¢oziimlerden elde edilen sonuglar uyum igindedir.
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6.4. Ornek 3 Karsihkh iki kenar ankastre diger ikisi basit mesnetli dikdortgen
plak

A
v

8 m

Sekil 6.8. iki kenar1 ankastre diger ikisi basit mesnetli dikdértgen plak

Bu ¢alismada ise, sekil 6.8°de goriilen kargihikh iki kenar ankastre diger iki kenar ise
basit mesnetli plakta h/a=0,01, h/a=0,1, h/a=0,50 degerleri i¢in 6nerilen elemanla

bulunan degerler ince plak ¢dziimiinden elde edilen sonuglarla beraber verilmistir.

Probleme iligkin veriler ; =2 m, b=8 m, E=10.92 t/m2, q=1 t/m* ve v=0.3 olarak
girilmistir.
Bu problemin ¢6ziimii igin gekil 64 elemanli sonlu eleman ag1 kullanilmistir. Bu

problemde merkez olarak plagm alt kenarinin ortasi secilmis ve sadece Y eksenine

gore simetri kosullart kullaniimugtir.
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Tablo 6.9. Iki kenar1 ankastre diger ikisi basit mesnet olan kalin plak igin w degerleri

IKi KENARI ANKASTRE DIGER IKiSI BASIT MESNETLI PLAK

AKTE Kirchhoff
w ( Merkezdeki ¢okme )
0,01 0,90325 0,98709
h/a 0,1 0,38248 0,4239
0.5 0,20835 0,30361

Tablo 6.9’dan goriildiigii iizere plak kalnhgi arttik¢a, kalnlik dogrultusundaki

kayma sekil degistirmelerinin etkisi artmakta ve sonuglar arasindaki fark

belirginlesmektedir.
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6.5. Ornek 4 Ankastre mesnetli dairesel plak
Bu problemde ankastre mesnetli bir dairesel plak diizgiin yayih yiik altinda

incelenmistir. Plaga iliskin veriler , h=0.01 ing, v=0,3 , E=10.92 Ib/ing2, r=0.5 ing ,
q=1 Ib/ing’ dir.

Ankastre mesnet

Sekil 6.9. Ankastre mesnetli dairesel plak

Problemin ¢dziimiinde sekil 6.10°da verilen sonlu eleman ag1 kullaniimigtir.

A
27
it
2 e
3 107
156
16 \20'
17 »
43 121 167 202

Sekil 6.10. Dairesel plak igin kullanilan sonlu eleman ag:

70



Bu sonlu cleman ag ile elde edilen merkezdeki w yer degistirmesi ve merkezdeki
egilme momenti, ince plak teorisi ile elde edilen analitik ¢6ziimle birlikte tablo 6.10°da

verilmistir.

Tablo 6.10. Dairesel plakta merkezdeki w yer degistirmesi ve egilme momenti

Dairesel Plak (Ankastre

mesnetli )
Merkezdeki ¢okme TEORIK AKTE
COZUM
h/r=0.02 0,976563 0,903589
Merkezde ki egilme
|momenti
h/r=0.02 0,0203 0,0156

Bu sonlu eleman agmda kullamlan izoparametrik eleman plak kenarlarinda iyi

tammlanamadig igin degerlerin analitik ¢oziimden uzaklagtigi goriilmektedir.

Ayrica plak merkezinden kenarina dogru w yer degistirme dagilimi teorik ¢oziimle

birlikte sekil 6.11 verilmistir.
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r boyunca w degisimi |

1200
1000
800 |
600
400
200 |

w x 10E+3

Sekil 6.11 Dairesel plakta plak merkezinden kenarina dogru yer degistirme degisimi

Gortildiigt tizere onerilen elemanla bulunan sonuglar ince plak teorisi ile elde edilen

sonuglarla uyum igindedir.
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6.6. Ornek 5 Basit mesnetli dairesel plak

Bu ornekte ise basit mesnetli dairesel bir plak Ornek 4’deki sonlu eleman ag ile
ideallestirilerek ¢oziilmiis ve sonuglar incelenmistir. Plagn verileri, =5 m, v=0,3
E=10.92 t/m2 , h=1 m g=1 t/m2 olarak alnmustir. Goriildiigii iizere problem kahn
sayilabilecek bir plak olarak tamimlanmustir.

= p DBasit mesnet

Sekil 6.12 Basit mesnetli dairesel plak

Tablo 6.11 Basit mesnetli dairesel plak i¢in karsilagtirmalar

IDairesel Plak (Basit mesnetli )

Merkezdeki ¢okme TEORIK COZUM AKTE
h/r=0.2 0,39813 0,29312

Merkezdeki egilme momenti Mr

h/r=0.2 5,156 4,9520
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Plak kaln oldugu igcin AKTE ile elde edilen sonuglarmn teorik ¢dziimden farkl

oldugunu ve bu sonuglarin daha gergekei oldugunu s6ylemek miimkiindiir.

yangap boyunca w degisimi

—a— Teorik ¢ozim
| —— akte

Sekil 6.13. Basit mesnetli dairesel plagin merkezinden kenarina dogru w degisimi

Sekil 6.14°de basit mesnetli plak icin yer degistirme grafigi goriilmektedir. Teorik
¢oziimde plagmn ince oldugu varsayildigindan kalinlk dogrultusundaki  sekil
degistirmelerden dogan etkiler hesaba katilmamustir. Dolayisi ile teorik ¢6ziimiin Akte

programindan elde edilen sonuglara gére yaklagimu iyi degildir.
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r boyunca Mr degisimi

—e— teorik
—a— akte

Sekil 6.14. Basit mesnetli plakta plak merkezinden kenarina dogru Mr degisimi

Sekil 6.14.’den de goriildiigii gibi Akte’den elde edilen sonuglar teorik ¢oziimle genel
olarak uyum igindedir. Ozellikle plak merkezindeki egilme momenti degerleri
kiyaslanacak olursa aradaki fark mithendislik agisindan kabul edilebilir diizeydedir.
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6.7. Dort kenarn ankastre mesnetli verev plak

A
v

8§m

Sekil 6.15 Ankastre mesnetli Verev plak

Sekil 6.15.’de goriilen dort kenari ankastre verev plak q=1,6 t/m” lik diizgiin yayih
yiik altinda gelistirilen eleman ile ¢oziilmiistiir. Verev plak y ekseni ile 45 derecelik bir
agtya sahiptir. Diger veriler ise E=87630000 t/m2, 1=8 m ve v=0.3"tiir.

Sekil 6.16’da bu problem i¢in kullamlan sonlu eleman ag1 goriilmektedir. Data dosyasi

hazirlanirken simetri kosullart kullanilmayip 16 elemandan olugan bir ideallestirme

yapilmustir.
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Sekil 6.16 Ankastre mesnetli verev plak i¢in kullanilan sonlu eleman ag1

Onerilen elemanla elde edilen sonuglar Referans [13]’den alinan sonuglarla beraber

tablo 6.12’de verilmistir..
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Tablo 6.12. Verev plak i¢in elde edilen baz1 biiyiikliikler

Verev
plak
Merkezdeki ¢6kme Referans AKTE
13

h/a=0.01 0,006032 0,006398
|Kenar ortasindaki egilme
momenti

h/a=0.01

-1,0269 -1,0990

Merkezdeki egilme
momenti

h/a=0.01 1,5896 1,6736

Yukaridaki tablodan da goriildiigii tizere onerilen elemanla elde edilen merkezdeki
¢okme ve egilme momenti ile kenar ortasindaki egilme momenti, Referans [13]’deki

sonuglarla uyum i¢indedir.
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BOLUM 7. SONUCLAR

ince ve kalin sayilabilecek plaklarin hesabt i¢in hazirlanmis olan bir sonlu eleman

formiilasyonunu igeren bu ¢aligmada elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

Boliim 2°de agiklandig1 gibi kahinlik dogrultusundaki sekil degistirmeleri de hesaba
katan bir sekil degistirme enerjisi ifadesi elde edilmistir. Bu ifade elde edilirken
Mindlin Plak Teorisi kullamlmistir. Burada kayma sekil degistirmelerinin kahnhk

dogrultusundaki yayilisinin parabolik oldugu varsayilmistir.

Sonraki bdliimde sonlu eleman yontemlerinden yer degistirme yontemi kullamlarak,
potansiyel enerjinin minimum olma prensibi ile eleman ve sistem rijitlik matrisleri
elde edilmistir. Burada sayisal integrasyon yontemlerinden biri olan Gauss integrali

kullanilmugtir.

Daha sonra kalin sayilabilecek plaklar i¢in bir egrisel izoparametrik sonlu eleman
gelistirilmis ve bu elemana ait bigim fonksiyonlari ve bunlarmn tiirevleri
olusturulmustur. Bu kisimda elastisite ve bag matrisleri elde edilmistir. Kayma
kilitlenmesine sebebiyet vermemek igin integral adimm kayma terimleri i¢in diisiik
tutulmustur. Yiikleme ve sistem rijitlik matrisleri olusturularak i¢ kuvvetler bu

matrislere bagl olarak elde edilmistir.

Bir sonraki kisimda ise elde edilmis olan bu matrisler Fortran programlama diline
aktarilmstir. Yazihm ana program ve onu ¢agiran 11 alt programdan olugmaktadir.
Sinir sartlari, boyutlar ve yiikleme gibi baz1 data dosyalarinin okunmast ile ¢alismaya

baslayip sonug olarak plagin herhangi bir noktasindaki i¢ kuvvetleri vermektedir.
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Son béliimde ise dnce programin dogru galistiginin dogrulanmasi amaci ile ankastre
ve basit mesnetli kare plaklar ile ¢aligmalar yapilmug, bunlardan elde edilen
sonuglarm yeter derecede yaklagiklik vermesi iizerine de dikdortgen, dairesel ve

verev plak gibi farkli geometri ve sinir kosullarina sahip problemler ¢oziilmiistir.

Esas olarak kalin sayilabilecek plaklar igin gelistirilen bu sonlu eleman gerektiinde
ince plaklarda da kullanilip yeterli sonug ahndig1 goriilmiistiir. Bu eleman gok kalin
plaklara uygulandiginda, plak ortalama yiizeyine dik dogrultudaki normal gerilme
ihmal edildigi igin yaklagiklik diizeyinin ¢ok da iyi olmadig1 g6zlenmistir.

Sonug olarak, gelistirilen program ile elde edilen degerler bu sonlu elemanm ince ve

kalin sayilabilecek plaklarda mithendislik uygulamalan igin yeterli yaklagima sahip

oldugunu ve iyi sonug verdigini gostermistir.
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