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ABSTRACT

Rotating disks are frequently used applications of engineering problems. They are used in
rotating machinery, turbines, grinding wheels, gears, hard disk drives etc. The rotation has a
significant impact on the mechanical properties of rotating disks so the effects of rotation
must be included into calculations in order to make more accurate predictions on mechanical
characteristics of rotating disks. In this study, disks are modelled as thin plates and Galerkin
approach is used to analyze forced vibration characteristics of rotating disks that have
perpendicular spacefixed force affecting on them. The force creates the excitation. The power
spectrum and Campbell diagrams are plotted following the differential equations of motion
that are solved by suggested Galerkin shape functions.

OZET

Donen diskler sik¢a karsilagilan miihendislik problemlerindendir. Uygulama alanlar1 olarak
donen makinalar, taglama makinasi, ¢arklar ve hard disk gibi 6rnekler verilebilir. Donmenin
mekanik ozelliklere etkisi Oonemlidir bu nedenle bu etkilerin hesaba katilmasi, sistemin
mekanik davranisinin dogru analiz edilmesi ve dogru Ongoriiler yapilmasi agisindan
gereklidir. Bu ¢alismada, disk, ince plak olarak modellenmistir ve zorlanmis titresim
karakteristikleri Galerkin yontemiyle analiz edilmistir. Disklerin tizerine konumu sabit ve dik
bir kuvvet etkimektedir. Bu kuvvet titresimi tahrik etmektedir. Hareket denklemleri, giic
spektral yogunlugu ve Campbell diyagramlar1 calismanin i¢inde yer almaktadir.
GIRIS

Hareketli ve duran disklerin miihendislik tarafindan incelenmeye baslamasi oldukc¢a eskiye
dayanir. Diskler tizerinde yapilan c¢aligmalarin, cogu konu ve durumda oldugu gibi,
endiistrideki ihtiyaglara paralel oldugu goriilmektedir. Bilindigi gibi disklerin; tiirbinler,
dairesel testereler, disliler, taslama makinalar1 gibi kullanim alanlari vardir ve kullanim
alanlar1 oldukga fazladir. Son yillarda bilgisayar teknolojisindeki gelismeler dogrultusunda,
disklerle ilgili ¢calismalarin bilgi depolama endiistrisi yoniine dogru kaydigi gézlenmektedir.

Disklerle ilgili ilk ¢alismalar diskin ince plak olarak lineer elastik teoriyle modellenmesiyle
baslamistir [1,2]. Disklerin titresimlerinin incelenmesi, mod sekillerinin ve dogal
frekanslarinin belirlenmesi seklinde olmustur [3-13]. Diskin dénmesinin s6z konusu olmadigi
stasyoner durumda, ¢6ziimii Bessel deklemleriyle ifade etmek miimkiin olmaktadir [14]. Buna
karsin donen diskler s6z konusu oldugunda analitik bir ¢oziim elde etmek oldukca zordur.
Kirkhope ve Wilson diskin eksenel simetrisinden de faydalanilarak titresim ve gerilme
analizleriyle ilgili sonlu elemanlar yaklagimiyla ¢6ziim yapmistir [5]. Yapilan ¢alismalarda,
donen disklerin titresim problemlerinde Rayleigh-Ritz yontemi, Galerkin yontemi, Lagrange
denklemlerinin kullanilmasi gibi yontemlerin kullanildigr gorilmistiir [9-11].
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Donen disklerin zorlanmis titresimleriyle ilgili mevcut ¢aligmalarda iki farkli yontemin
kullanildig1 goriilmiistiir. Birinci yontemde diskin degil, tizerine etkiyen kuvvetin hareketli
oldugu varsayilarak diskin donmesi nedeniyle meydana gelen gerilmeler ihmal edilerek
¢dziim yapilmustir [15, 16]. Ikinci yontemde ise, diskin dondiigii varsayilarak diskin dénmesi
nedeniyle meydana gelen gerilmeler hareketin diferansiyel denkleminde yer almis ve ¢ozlim
bu sekilde elde edilmistir [17, 18]. Disk titresimleriyle ilgili yapilan bazi c¢aligmalar da
tanimlanmig zorlanmis yer degistirmelerle tahrik verilmesi durumlarini incelemistir [19, 20].

Disklerin  titresimleri  kadar  kararliliklari/stabiliteleri de  donme  durumundan
etkilenmektedirler. Bunun da hesaba katilmasi icin kritik hizlarin tespiti ve kararlilik
analizlerinin analitik ve sayisal olarak yapilmistir [21-24].

Uzerine kuvvet etkiyen dénen disklerin hard disklere en yakin modellerden biri oldugu
diisiiniilmektedir. Disklerin titresimlerinde eksenel yondeki modlarin baskin oldugu
diistintildiigii i¢in eksenel tepkilerin incelendigi bir ¢alisma Jiang vd. tarafindan yapilmistir
[25]. Bunlarin diginda analitik ve sayisal olarak disk ve yazici/okuyucu kafa modellemeleri de
yapilmustir [26,27]. Hard disk siiriiciilerinin ¢alisir durumdaki dinamik analizlerinin sayisal ve
deneysel olarak yapilmasi ile bu sistemin dinamik karakteristikleri hakkinda biiyiik o6lciide
fikir edinilmektedir [28].

Bu c¢alismada diskin dondiigii kabul edilerek ¢oziim yapilmistir ve disk esnekligi géz oniinde
bulundurulmus ancak mil esnekligi gbz 6niine alinmamistir. Disk donerken tizerine uzaydaki
konumu sabit diisey bir kuvvet uygulanmasi hali incelenmis, 6zellikle boyle bir incelemenin
okuma/yazma kafas1 ve sabit disk etkilesimleri igin bir model olabilecegi diistiniilmistiir. Bu
amagcla, donen disklerin zorlanmis titresim karakteristiklerinin belirlenmesinde Galerkin
yontemi benimsenmisir. Bu yontemde, ¢oziim ic¢in sinir sartlarim1 saglayan yaklasik bir
fonksiyon segilerek hareketin diferansiyel denkleminde yerine konmustur. Bu ¢6ziimden
yararlanilarak gii¢ spektral yogunlugu diyagramlari ¢izilmistir. Diskin herhangi bir noktasina
etkiyen, belirli bir frekansa ayarli olan kuvvetin, baz1 modlardaki enerji genliklerine etkisi
incelenmis ve bazi hallerde enerji genligini azalttig1 goriilmiistiir. Boylece, iyi tasarlanmis bir
kuvvet sistemiyle, istenmeyen titresim etkilerinin elenebilecegi vurgulanmistir.

DENKLEMLER ve FORMULASYON

Donen bir diskin, ylizeyine dik dogrultuda etkiyen yayili kuvvet etkisindeki zorlanmus titresim
hareketinin diferansiyel denklemi, uzaydaki sabit koordinat sistemine gore;

p(2 10 10 : son(TW 0 8, 2 PV
arz " ror rzayz) VTP g apat ' a2
h 6( GW) oy d*w
rr

—;a—r o +Ta—¢'2]=p(r,ll),t)

1)

ar

seklindedir. Burada, w diskin diisey yer degistirmesi, D diskin egilme rijidligi, E disk
malzemesinin Young modiili, v disk malzemesinin Poisson orani, or ve oy diskin
donmesinden kaynaklanan radyal ve tegetsel dogrultulardaki gerilmeler, p(r,y,t) diskin
yiizeyine dik olarak etkiyen degisken yayili dis kuvvetidir.

Diskin diisey yer degistirme fonksiyonu agagidaki gibi secilebilir:
N M
w(r, ¥,t) = Z z Nimn (O Ry (r) sin(n — wypnt) )

n=0m=0

Bu denklemde, siniislii ifade agik bir bigimde soyle ifade edilebilir:
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N M
w(r,p,t) = Z Z [Nmn (t) €OS Wput SINNY — 1,5, (E) SiN Wyt cOsS Y] R,y (1) 3
n=0 m=0
Burada;
q;;nn(t) = nmn(t) COS Wmnt ; (4)
qrcnn(t) = _nmn(t) Sin wy,,t
kisaltmalari yapilarak,denklem;
N M
WO 0 = > (G0 ST + G (0) cOST] Ry () ©)

n=0m=0

sekline doniigiir. Yukaridaki yer degistirme fonksiyonu hareketin diferansiyel denkleminde
yerine konacaktir. Bunun i¢in gerekli tiirevler alinirsa,ve bu tiirevler hareketin diferansiyel
denkleminde yerine konursa;

or4 r ors 2 or? r3 or

n* — 4n?
+ T—4Rmn(r))

h %R d OR
_n larr mn(r) n ( Oy n Ur> mn(r)

i i {D (a Run(r) | 20°Run(r) _ 14202 0?Ryun(r) | 1+ 202 0Rmn(r)

n=0m=0

or? or | or
n? (6)
T Oy Rinn (r)l [@mn () sinn) + g7, (£) cos ]

+ ph([Gmn () sinny + Gy (£) cos nyp]
+ 2Qn[ g, (t) cos nyY — G5, (t) sinny]

— O%n? (@ (t) sinn +q5,, (t) cos nPp]) Ry, (T‘)} =p(,Y,t)

denklemi bulunur. Bu ifade, gerekli kisaltmalar yapilarak diizenlenir ve esitligin her iki tarafi
ph carpimina bolinerek, elde edilen diferansiyel denklemin ¢oziimiinii elde etmek igin
Galerkin yéntemi kullanilacaktir.

fRO IZHZ Z {[qﬂm(t)Rmn(r) 20145 (O R (1) — Q212 ¢S5, () Ry (1)

n=0m=

F
ph an(t)] sinny + [an(t)Rmn(r) + 201G (O Ry (1)

- -anz an(t)Rmn (T‘) (7)
F ph an (t)] Cos Tll/)} sn() [qsn (t) sin n +qsn (t) cos nl/J]le/)dT'

Ry r2m
= p_hf f p(r, Y, t) Rg,,(r)[qs,(t) sinny +q&,(t) cosnp]rdydr
R; 0
Bu denklem diizenlenir ve gerekli degisiklikler ve kisaltmalar yapilirsa;
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N M
> {([(qfnn(t) + 20005 () = 021 G5 () T
n=0m=0 .
+ @5 () Psmn f cos? nip dw) qén(t)
0
+ <[(Q1§rm(t) - ZQnQYCnn(t) - QZﬂfonn(t))Fsmn
21
+ @3 (O Psmn f sin® nip dl/)) qén(t)}
0
Ry r2m
= [% [ j i f p(r, 1, £) Rey () rcos mipepdr g, () ®

R, r2m
+ f f p(r, Y, t) R, (r)r sinnpdypdrqs, (t)l
R; 0
1 Ry r2m
= [ f f p(r, Y, t) Rs, () rcos npdipdrq, (t)
R; 0

Ry r2m
+ f f p(r, P, t) Rg, (r)r sin m,l)dzpdrqssn(t)l
R; 0

seklini alir. Burada n=0 i¢in ve n=#0i¢in denklemin farkli karakterde olacagi agikga
goriilmektedir. Bu c¢alismada n#0icin denklemin katsayilari diizenlenmistir. Yukaridaki
denklemde g.,°(t) ve @.,,°(t) fonksiyonlarinin katsayilari i¢in diizenlenerek elde edilen
denklemler ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerdir ve matris formda, herbir n
degeri i¢in, su sekilde yazilmaktadir:

om0 ] G () 20n[ 0 o {éfnn(t)}
O Lomnd{gfn(® fomn 0 g (@ ©)
N [qssmn—nznzrsmn 0 ]{ﬁfnn(t)}: 1 {Q.?n}
0 Gsmn — Q21 Tgnnd (Grn () ph @Cn
n=1,...,.Nicin
Burada I'smn (M+1)x(M+1) boyutunda simetrik bir matris, ¢, (M+1)x(M+1) boyutunda
matristir. Bu denklem kisa gosterimle;
My G (8) + GG () + K (£) = G (8) (10)

seklinde yazilabilir. Burada, M,, , G,, , K,, 2(M+1)x(M+1) boyutunda matrislerdir. q,,,°(t)
Ve qmn€(t) (M+1) boyutlu genellestirilmis koordinatlarin vektorleridir.

Q: ve Q° (M+1) boyutlu, dis tahrik kuvvetinin vektérleridir. Dis tahrik kuvveti diskin

sn

tizerinde bir noktaya etkiyen, zamanla degisen bir tekil kuvvettir. Fonksiyonun ifadesi;

F
p(r, lp, t) = ;6(7‘ - R1)5(¢ - 1/’1) Sin(ZD't - ¢1) (11)

seklindedir. Burada &, Kronecker deltasi fonksiyonudur. Boylece (8) denkleminin katsayilari
diizenlendikten sonra sag tarafinda bulunan ifadeler diizenlenir:
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1 Ro 2T
_ J p(r,, t) Re, () rcos npdpdr
nphly. Jo

| L (12)
- EFRsn(Rﬂ cos ny; sin(wt — ¢4)

1 Ry r2m
ﬂf f p(r; lp: t) Rsn (T') T sin nlp dlpdr
o (13)

1 : :
= ﬂFRsn(Rl) sinny; sin(wt — ¢,)

ifadelerine ulasilir. Burada, R; ve y; kuvvetin uygulandigi noktanin koordinatlari, @ dis

tahrik kuvvetinin frekansi, ¢, tahrik kuvvetinin faz acisidir.

(10) denklemi, ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem, asagidaki kisaltmalar kullanilarak
birinci mertebe iki diferansiyel denkleme donistiiriilebilir. ¢, ve bunun tiirevlerinden olusan

su vektorler tanimlanirsa;

- t R =
Gn(0) Gn(0)
elde edilir. Boylece diferansiyel denklem;
K 7 —K,,] (G (t 0
5 B
n qn(t) n n qn(t) Qn
sekline doniisiir. Bu denklem kisa formda yazilmak istenirse,
M4 +G%=0Q, (16)
denklemi elde edilir.
X = A% + BQ, 17
Burada A ve B matrisleri soyledir:
A=-(M)6¢" B=M")Q, (18)

A ve B matrisleri ise 4x(M+1)*4x(M+1) boyutludur.
(17) denkleminde 7 = x doniisiimii yapilirsa,;
j = C% 4+ D@, esitligi elde edilir. Burada, (14) denklemi kullanilarak, y =@, déniisiimii
yapilirsa;

dn(t) = [0 1% +0 (19)
denklemi elde edilir. Boylece, C ve D matrislerinin;
C =[I 0], D = 0 oldugu goriilebilir. Béylece durum uzayina ge¢ilmis olur.

SONUCLAR (GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU DiYAGRAMLARI)

Gii¢ spektral yogunlugu diyagramlarinda, titresimlerin ¢esitli modlardaki frekanslarina
karsilik gelen genliklerin enerji degerleri gosterilmektedir. Sekil 1’°deki diyagramda siddetleri

1 N olan iki farkli kuvvet diske etki etmektedir. Kuvvetlerin faz farklan %dlr. Uygulama
noktalart merkezden itibaren 6,6 cm dir. Burada faz farkiyla anlatilmak istenen, kuvvetin sifir
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anindan itibaren belli bir gecikmeyle basladigidir. Kuvvet ikaz frekansi 1.mod frekansinin
frekansina ayarlidir. Gortldiigii gibi bu frekansta genlik degeri artis gostermistir.

0 F=17 N, OM =192.7514Hz, W =153.0948 Hz F=1 N, OM =192.7514Hz, W =153.0948 Hz n

0
5 -50
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o
2
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=4
o}
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-20 g -200
3
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25 N 250

B g - ) v

. | ‘4 S f [ — \j
E o ——
-30 -300
-35 : -350
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Sekil 1. ki farkl1 kuvvet uygulanmasi halinde gii¢ spektral yogunlugu diyagrami ve
Uygulama noktasi ve faz agilari farkli iki kuvvet durumunda gii¢ spektral yogunlugu
diyagrami

1. ve 3. mod frekansina ayarli tek bir kuvvetin etkidigi durum Sekil 2’de goriilmektedir.
Burada faz fark: sifirdir. Gortildiigii gibi burada da kuvvetin ikaz frekansiyla ¢akisan 1. ve 3.
moddaki frekans degerinde genlik biiyiimektedir. Kuvvetlerin siddetleri 1 N olan iki ayri
kuvvet mevcuttur. Burada kuvvetlerin uygulama noktalari % ve % alimmustir. Kuvvetlerin faz

T
farklarlz ve sifirdir.

F=1N, OM =192.7514Hz, W =39.5561 Hz n =2 F=1N, OM =192.7514Hz, W =1678.9664 Hz n =2

0 0
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g g
o te)
kS 15 %’—150
8 o}

0}
£
5 -20 £ 200
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2 N 2 J
w
o -25 o
S s & 250
3 ;
[‘ uhg__‘_\ﬁ 0] \j
-30 w -300 S aY
-35 -350
0 0.5 1 15 2 25 ) 05 1 15 P 25
Frekans (Hz) x 10" Frekans x10*

Sekil 2. 1. ve 3. mod frekansina ayarli tek kuvvet halinde gii¢ spektral yogunlugu diyagrami

Faz farki Sekil 4’de g alinmistir. Faz farki degisince genliklerin birbirlerine gore oranlari

degismektedir. ikaz frekansi ve faz farki degerlerinin uygun sekilde segilmesiyle istenilen
genliklerden kurtulmanin miimkiin oldugu goriilmektedir.

Kuvvet sayisi arttirilarak titresimin daha efektif olarak kontrol edilmesinin miimkiin
olabilecegi dusiiniilmektedir. Bu kontrol isleminde kuvvet frekanslarinin, uygulama
noktalarinin ve faz farklarinin 6nemi ayr1 bir inceleme konusu olacak kadar genistir.
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Literatiirde, kuvvetin olmasi durumunu ele alan ¢alismalar, sonlu eleman yontemiyle ¢6ziim
elde etmislerdir. Bu c¢alismada diferansiyel denklem, Galerkin yontemiyle ¢oziilmiis ve
sonuclar elde edilmistir. Ayrica, literatiirde, birden fazla kuvvetin olmasi durumuna da
rastlanmamustir.

F=1 N, OM =192.7514Hz, W =1678.9664 Hz n

-50

-100

-150

NNl
L y \, JU

-300 [N V2= S |

Gli¢ Spektrum Genligi(dB)

-350!
0 0.5 1 1.5 2 25

Frekans X 104

Sekil 4. 3.mod frekansina ayarli tek kuvvet ve faz farkinin sifirdan farkli olmasi durumunda
gii¢ spektral yogunlugu diyagrami
Bu c¢alismada, birden fazla kuvvetin etkimesi durumu incelenmistir. Uygulanan kuvvetin

sayis1, frekansi, faz acis1 ve konumu gibi degerler degistirilerek, bunlarin titresim genlikleri
tizerindeki etkileri incelenmistir.

Diskin herhangi bir noktasina etkiyen, belirli bir frekansa ayarli olan kuvvetin, bazi
modlardaki enerji genliklerini azalttigi goriilmiistiir. Boylece, iyi tasarlanmis bir kuvvet
sistemiyle, istenmeyen titresim etkilerinin elenebilecegi diisiiniilmektedir.
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