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DEGISKEN KALINLIKLI ELASTiIK ZEMINE OTURAN KiRi$
OZET

Bu tez calismasinda, degisken kalinliklt Vlasov zemin modeli iizerine oturan sonlu
uzunlukta elastik bir kirisin denklemleri elde edilmis ve Orneklerin ¢Oziimiinde
kullanilmak tizere VisualBasic 6.0 ile bir bilgisayar programi gelistirilmistir.

Birinci boliimde elastik zeminin degisken karakterinden bahsedilmis ve problemin
¢Oziimii i¢in yapilabilecek ideallestirmelerden bahsedilmistir. Elastik zemin {izerine
yapilmis ilk ¢alisma olan Winkler teorisi ana hatlariyla anlatilmis daha sonra bizim
calismamizda ele aldigimiz Vlasov modeli ve bunun gibi iki parametreli modeller
hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde problemin tanimi yapilmis ve zemin tabakasmin degisken veya sabit
kalinlikta olmas1 durumlari tizerinde durulmustur. Her iki durum i¢in Vlasov zemini
tizerindeki bir kirigin yonetici denklemleri verilmistir.

Ugiincii Béliimde ise elde edilen yonetici denklemlerin ¢dziim ydntemleri iizerinde
durulmus, diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimii ve sayisal ¢6zliim yontemi olarak
da Sonlu Farklar Yéntemi anlatilmustir. ikinci béliimde probleme ait elde edilmis
olan denklemler, Merkezi Sonlu Farklar Yontemi ile yazilmastir.

Dérdiincii boliimde ise zorlanmis titresim durumuna ait inceleme yapilmistir. P.cosmt
yiiklemesi altindaki degisken derinlikli elastik zemine oturan kirigin temel
denklemleri verilmistir. Bu denklemlere ait sonlu farklar agilimlart yapilmistir.

Besinci boliimde, kullanilan parametreler tanimlanmistir. Yapilan 6rneklerle kesit
tesirleri ve zemin tepkisini gosteren grafikler elde edilmistir. Sonuglarin elde
edilmesinde yazilan bilgisayar programindan yararlanilmistir. Elde edilen sonuglara
ait grafikler ve program hakkinda kisa bir bilgi eklerde verilmistir.

viii



BEAMS ON VARIABLE DEPTH ELASTIC FOUNDATION
SUMMARY

In this thesis, equations of beams with finite length on variable depth Vlasov elastic
foundation model are figured out and a computer program with Visual Basic 6.0 is
assembled to make use of it during the setting of examples.

In the first chapter, the variable characteristics of the foundation and the idealizations
that can be made for solving the problem are considered. Major points of Winkler’s
hypothesis, which is the first analysis about beams on elastic foundation, are
explained, after that VVlasov model and models with two parameters like Vlosov’s are
briefly mentioned.

In chapter two, the general definition of the problem is made and variable and
uniform depth cases are considered. Governed equations of a beam on Vlasov
foundation are given for both cases.

In chapter three, the methods of solutions are explained for the equations handled in
chapter two. The general solutions of the differantial equations and numerical
solution methods like finite differences method are explained in this chapter.
Equations found in chapter two are expressed with central finite differences.

In chapter four, forced vibration problem is studied. The general equations of a beam
on elastic, variable depth foundation is given. Finite difference formulas are applied
to these general equations.

In the fifth chapter, the parameters that are used in calculations are defined. Stress
resultants and soil reaction graphics are given for several examples. These results are
calculated by the program written for this purpose. The graphical expressions of the
results and a simple definition of the program is given in the appendix.



1. GIRIS

1.1 Genel Bilgiler

Elastik zemine oturan yapilarin uygulama sahalarinin genisligi, bu konu iizerine bir
cok calisma yapilmasini gerektirmistir. Bu g¢alismalarin hepsinde esas zorlugu,
zeminin, karmagik elastik veya plastik deformasyonlar yapabilme ozelligi teskil
etmektedir. Bu nedenle elastik zemine oturan yapilari incelerken zeminin etkisinin
onemi hicbir zaman goz ardi edilmemeli ve unutulmamalidir. Yapinin biinye
denklemleri kadar, zeminin de biinye denklemlerini ve ikisi arasindaki iligkiyi bilmek

gerekir.

Yukarida bahsettigimiz zeminin karmasik ozelliklerinden dolayi, elastik zemine
oturan yapilar incelenmeye baglanmadan Once zeminle ilgili bir takim
ideallestirmeler yapilmasi gerekmektedir. Fakat zemin ile ilgili bu ideallestirmelerin
yapilmasi, matematik ¢oziimiin gergege yakinligini sinirlayan bir etkendir. Elastik
zemin lizerine c¢alismis arastirmacilar zeminin fiziksel ve mekanik ozelliklerini

degisik tiplerde diisiinmiis ve modellemislerdir.

Elastik zemin davranisi ile ilgili ilk onemli ¢alisma 1867 yilinda Winkler [1]
tarafindan yapilmis ve kendi adiyla anilan Winkler zemini hipotezini yaratmistir. Bu
hipotez zemine oldukga basit bir yaklagimi beraberinde getirdiginden, kiris ve plak
problemlerinde genis bir uygulama sahas1 kazanmigtir. Hipotez kisaca, elsatik zemin
tizerinde bulunan prizmatik bir kirisin herhangi bir noktasindaki zemin tepkisi, o
noktadaki ¢okme ile dogru orantilidir, baska bir deyisle zemin malzemesinin Hooke
kanununa uydugunu belirtir. q(x) zemin tepkisi ve V(x) diisey dogrultudaki ¢cokme

olarak alinirsa, zemin yatak katsayisi (1.1) denkleminden bulunabilir.
a(x) =kV (x) (1.1)

Winkler hipotezi kii¢iik sekil degistirme degerleri i¢in uygulanabilir. Hipoteze gore Kk
yatak katsayisi, zeminin homojen olmamast durumunda noktadan noktaya degisir,
ayrica zemin tabakasi kalinligida k degerini etkilemektedir. Ancak yatak katsayisi

zemin tepkisinden bagimsiz bir degerdir.



Hipotezin diger bir kabulii de, zemine etkiyen bir kuvvetin sadece etkidigi noktada
sekil degistirmeye neden oldugudur yani Winkler, elastik zemini Sekil 1.1°de
goriindiigii gibi, birbirine sonsuz yakin ve sikisarak serbestce hareket edebilen yaylar

sistemi olarak diistinmiistir .

Sekil 1.1: Winkler Zemin Modeli

Hipotezi basit kilan her yayin diger komsularindan bagimsiz oldugu yani bir yayin
stkismasinin digerlerini etkilemedigi , baska bir deyisle herhangi bir noktanin
¢okmesi diger noktalardaki yiiklerden bagimsiz oldugu yaklasimidir. Ancak bu

yaklagim hipoteze zeminin tamamen siireksiz oldugu yaklasimini getirmektedir.

Winkler’in modelinde zemin karakterini gosteren tek k parametresi vardir. Zeminin
fiziksel 6zellikleri Winkler’in basit matematiksel bagintisi ile ifade edilmekten daha
karisik bir durum gosterir. Bu nedenle zeminin karakterini daha iyi modelleyebilmek
acisindan, kayma gerilmelerini de igeren iki parametreli modeller de gelistirilmistir .
Bunlardan bazilarin1 Filonenko-Borodich, Pasternak, Reissner ve Vlasov olarak
sayabiliriz. Filonenko-Borodich modelinde getirilen yeni yaklasim, Winkler zeminini
temsil eden yaylarin iistiinde yaylarin birbirleri ile etkilesimini saglayan elastik bir

membran tabakasi oldugu kabulidiir (Sekil 1.2).

S
pi IR

Sekil 1.2: Winkler zemin modelini temsil eden yaylarin {istline degisik bir

yaklagim olarak getirilen elastik membran tabaka

Pasternak modelinde ise, yaylar arasindaki kesme kuvveti yaylar {izerinde alinan
elastik bir kayma tabakasi ile alinir. Vlasov modelinde zemin yar1 sonsuz bir ortam

olarak ele alinir ve zemin parametresini elde etmek icin zeminin elastisite modiilii,



poisson orani, derinligi ile genisliginden yararlanilmaktadir [2]. Vlasov zemin

modelinde (Sekil 1.3) tek katmanli zemin i¢in denge denklemi (1.2) de verilmistir.

—2tV"+kV =q(x)$(0) (1.2)

Burada q(x) zemin tepkisi, k zemin yatak katsayisini, 2t ise Winkler modelinde
ihmal edilen yaylar arasindaki kesme deformasyonunu temsil eden zemin
parametresini gostermektedir. Diger bir ifadeyle 2t sifira esit alindiginda Winkler
modeline ait denklem elde edilmektedir. Bu iki zemin parametresini hesaplayabilmek
icin Vlasov ve Leontev elastik zemin derinligince diisey deplasman profilini temsil
eden diger bir parametre, y, tanimlamislardir. Bu yaklasimin avantaji zemin modiilii
k ile yaylar arasi etkilesimi temsil eden 2t’nin zemin ve kirisin/plagin geometrisi ve

malzeme Ozelliklerine bagli olarak hesaplanmasidir.

Sekil 1.3: Vlasov zemin modeli

1.2 Konu ile Tlgili Diger Calismalar

Winkler’in gelistirdigi, Ozellikle zeminin elastik karakteristigi ve yiiklii alanin
boyutlar1 olmak {izere birgok parametreye bagli yatak katsayisinin degeri ile ilgili
birgok c¢alisma yapilmistir. Zimmermann [3], biitlin uzunluklar1 boyunca balast
izerine oturan demiryolu traverslerinin hesabi amaciyla, k yatak katsayis1 degerlerini

cesitli zemin tiirleri i¢in hesap etmistir.

Dodge [4] de elastik zemin iizerine oturan sonlu ve yari sonsuz uzunluktaki kirislerin
davraniglart ile ilgili tesir fonksiyonlar1 ve bunlara ait egrileri hazirlamistir. Aym
inceleme ile ingili bir tartismada Donalt [5], bu tiir kirislerin orta noktalarindan tekil

yiik ve egilme momentiyle yiiklenmeleri durumunu ele almistir



Krasheninnikova [6,7] , rijit taban {izerine oturan sikigabilir tabakanin ¢okmelerini
elastisite teorisinden alarak temel ¢oziimii, Zemochlin’in rijit ¢ubuk teorisi ve

Gorbunov ve Posadov [8] ‘un galismalarindan yararlanarak yapmustir.

Terzaghi [9] serit yiik etkisindeki esnek radye temeller igin yatak Kkatsayisi
degerlerini belirleyen bir ¢alisma yapmustir.

Biot [10] tam elastik ortama oturan yiiklii kirigler i¢in k yatak katsayisinin yalniz

gostermis bunun géz 6niine alinabilmesini miimkiin kilan bagintilar sunmustur.

Heteyni [11] kitabinda yatak katsayilarimin sayisal degerleri hakkinda higbir bilgi
vermemis, daha ¢ok kesin c¢oziimlerle ilgilenmistir. Ancak kesin ¢oziimlerin ¢ok
zaman almasi, diger arastirmacilart daha hizli sonu¢ veren cesitli genelleme ve

methodlara itmistir.

Durelli ve Parks [12], elastik zemine oturan sonlu ve sonsuz uzunlukta olan kirislerin
fotoelastik ¢alismast yapilmistir. Bir ve iki noktadan yiiklenen bu kiriglerden elde

edilen sonugclar teorik ¢oziimlerle karsilastirilmistir.

Munther [13] sonlu ve sonsuz uzunluktaki kirislerin davraniglarini sonlu elemanlar
yontemi ile incelemis ve buldugu sonuglar1 fotoelastik calismadan elde edilen

sonuglarla birlikte ¢izilen egriler {izerinde vermistir.

Terzaghi ve Peck [14], yaptiklari, deneysel aragtirmalar sonucu ayni p taban basinct
degerleri i¢in ¢okmelerin kiris genisligine bagli olarak degisimini gosteren bir baginti
vermiglerdir. Terzaghi basit ve c¢ok karsilagilan yiikleme durumlarindaki
kohezyonsuz kum ve sert kil i¢in yatak katsayilar1 degerlerini belirleyen faktorleri
incelemis, yatak katsayisi olarak, zeminin elastik O6zelliklerine ve yiiklii alanin

boyutlaria bagli uygun degerler se¢gmek i¢in kurallar vermistir.

Bakioglu ve Ozkan [15] vyaptiklar1 ¢alismada temellerin ¢okmeleriyle egilme
momentleri arasindaki diferansiyel denklemi, sonlu farklar denklemleri seklinde
yazip, taban basincinin bu noktalar arasinda parabolik degistigini varsaymiglardir.
Ayrica bu ¢alismada taban basinglar1 cinsinden ifade edilen moment bagintilarindan
yararlanarak, ¢okmeler ile taban basinglar1 arasinda lineer denklem takimlari elde

edilmistir.



Miranda ve Nair [16] ise sonlu uzunlukta kiriglerin diferansiyel denkleminin &zel

fonksiyonlarla ¢ézlimiinii yaparak buna iliskin sayisal 6rnekler vermislerdir.

Ding [17], kiris boyunca degisen Winkler zeminine oturan Kiriglerin titresimini
inceleyerek ¢6ziim igin zemin tepkilerini kirisin yer degistirmesini igeren bir integral
denklem seklinde dis yiikk olarak almis ve sayisal ¢oziim yaparak frekans

parametrelerini elde etmistir.

Karamanlidis ve Prakash [18], iki parametreli elastik yar1 diizleme oturan Kisilerin
burkulma ve titresimini analitik ve sonlu elemanlar yontemlerinden faydalanarak

incelemis ve ¢esitli mesnetlenme durumlart i¢in 6z frekanslar1 elde etmislerdir.

Lai, Ting, Lee ve Becker [19], elastik zemine oturan kiriglerin dinamik analizini,
kiitle ve rijitlik matrislerinin bulunmasi i¢in yeni bir formiilasyon yaparak, sonlu

elemanlar metoduyla incelemis ve kiris dogal frekansini elde etmislerdir.

Elmas [20], ortasindan tekil yiikle yiiklenmis sonlu uzunlukta ahsap ve betonarme

kiriglerin davranigini incelemistir.

Prolovi¢ ve Boni¢ [21], elastik zemine oturan iki konsollu basit temel kirislerinin,
zemin elastisite modiilii, zemin tabakalarinin dagilimi, yiikleme tipi ve biiyiikligi,
zemin tabakasi kalinlig1 gibi elastik esdeger sabitlere dayanarak hesabi ilizerinde

durmusdurlar.

Weistman [22], ¢ekme gerilmesi almayan, sadece basinca c¢alisan Winkler ve
Reissner modelini kullanarak, elastik zemin iizerine oturan tekil yiik etkisindeki kiris

ve plaklarda ¢cokme ve kesit tesirlerine ait grafikler vermistir.

Tim bu c¢alismardan ayr1 olarak, Winkler zemini disinda Pasternak, Filolenko-
Borodich, Vlasov zemini gibi elastik ve viskoelastik zemin tiirlerini alarak bunlar
tizerindeki kirig ve plaklarin davranisi, ¢esitli arastirmacilar tarafindan incelenmistir.
Bu arastirmalara 6rnek olarak Kerr [23,24], Harr [25] ve Tsai [26]'nin yaptigi

calismalar verilebilir.



1.3 Cahsmanin Amag¢ ve Kapsamm

Bu calismada, zemin davranisina daha gergekgi bir yaklasim getiren Vlasov
modeline dayali homojen elastik bir zemin iizerine oturan sonlu kirislerin, “Sonlu
Farklar Yontemi” ne dayali analizi agiklanmistir. Caligmada ayrica, elastik zemine
oturan sonlu kirislerin “Sonlu Farklar Yontemi” ile sayisal hesabinin pratik
uygulamalarda kullanilabilmesi i¢in VISUALBASIC 6.0 diliyle kodlanmis
“H.E.ZEM” isimli bir bilgisayar programi gelistirilmistir. H.E.ZEM bilgisayar
programi ile ¢ozilen degisik Ornekler ve ¢ikan sonuglar grafikler {izerinde

gosterilerek irdelenmistir.



2.  PROBLEMIN TANIMI VE TEMEL DENKLEMLER

2.1 Problemin tanimi

Bu tez ¢alismasinda, elastik zemin tizerine oturan sonlu uzunluktaki (2I) bir kirisin,
zemin hakkinda yapilan ¢esitli kabullere dayanarak denklemlerinin kurulmasi ve
cesitli tipte yiiklemeler altinda sonlu farklar yontemi ile ¢ozliimii iizerinde

durulmustur.

Problemin ¢6ziimiinde kullanilan zemin Vlasov zeminidir. Dolayisiyla elastik sonlu
uzunluktaki kirisin iistiinde bulundugu ortam siirekli ve cift parametreli bir zemin
olup, kesme deformasyonlarimi da goz Oniine almaktadir. Vlasov zemin modelinin
avantaji zemin modiilii ile yaylar aras1 etkilesimi temsil eden parametrenin zemin ve
kirigin geometrisi ve malzeme 6zelliklerine bagli olarak hesaplanmasidir. Problemde

kullanilan kirisin malzemesi betonarme olarak ele alinmistir.

Kirisin oturdugu zemin tabakasimin kalinligi lineer degismektedir (Sekil 2.1)

Elastik zemin

Sett zemin

Sekil 2.1: Degisken kalinlikta zemine oturan kiris



2.2 Homojen Elastik Zeminin Cekme ve Basin¢ Almasi Halinde Temel

Diferansiyel Denklemler

2.2.1 Zemin Tabakasinin Diizgiin Derinlikte Olmasi Durumu

Tek katmanli elastik Vlasov zemini lizerine oturan kiris Sekil 2.2 de goriilmektedir.
Egilme sirasinda kesitin diizlem kaldig1 ve kiris ile zemin arasindaki siirtiinmenin
ihmal edildigi varsayilmaktadir. Bu durumda kirisin egilmesini gosteren diferansiyel

denklem (2.1) deki gibidir.

dV (x)

EIV"Y (x) = p(x) —q(X) VY ()= e

) (2.1)

q(x) zemin tepkisi (=zemine etkiyen kuvvet) ve V(x) kirisin diisey deplasmanidir.
(2.1) denkleminde bilinmeyen iki fonksiyon vardir. Bunlar q(x) ve V(X) tir. Bu
fonksiyonlar1 belirleyebilmek i¢in, zemine etkiyen kuvvet ve deplasmanlar
arasindaki iliskiyi belirlemek gerekmektedir. Bu iliski kirisin yaptig1 deplasmanin,

zeminin yaptig1 deplasmana esit oldugu kosulundan elde edilebilir.

Gy

Eo Vo

Sekil 2.2: Vlasov zeminine oturan p(x) yiiklemesi altindaki sonlu Kiris

Tek katmanli elastik zemin i¢in denge denklemi:

~2tV" +KV = q(x)4(0) (2.2)



= [ )y
E;°H (2.3)
= O

(2.3) deki k zemin yatak katsayisini, t ise denge denkleminde kayma gerilmelerinin
etkisini ifade eden terimlerdir. Burada ¢(y) zemin yiizeyinden kaya tabakaya dogru

yer degistirmenin degisimini gostermektedir ve (2.4) denklemindeki gibi ifade

edilmektedir.

amyHEy
py)=——L— (2.9

@(y) fonksiyonunu ¢ )=/ olacak sekilde secmek en uygun olanidir. Bu durumda
(2.2) denklemi:

-2tV +kV =q(X) (2.5)

Bagslangicta da bahsettigimiz kiris deplasmaninin zemin deplasmanina esit olma

kosulunu da g6z 6niinde bulundurarak (2.1) ve (2.2) yi birlikte degerlendirebiliriz.

2tV +KV = q(x)

2.6
EIVY = p(x)-a(x) 29

(2.6) daki denklemleri taraf tarafa toplarsak (2.7) deki iki parametreli elastik zemine

oturan kirisin diferansiyel denklemini elde etmis oluruz.
EIVY -2tV +kV = p(x) (2.7)

Bu denklemdeki 2tV terimi zemin kayma gerilmelerini temsil eden terimdir ve iki

parametreli zemin modelinin daha gercek¢i bir model olmasini saglamaktadir. Bu
adimdan sonra islemlerde sadelik i¢in ifadeleri 7 =% boyutsuz koordinatinda ifade

etmek daha uygun olacaktir. Bu ifadedeki L degeri karakteristik elastik kiris boyudur

ve (2.8) denkleminde verilmistir.



~ JZEI(l—voZ)
- E.6 28)

(2.7) denkleminin boyutsuz koordinatlardaki ifadesi i¢in her teriminin doniistiiriillmiis

ifadesi asagida (2.9) de verilmistir.

dv(x) 1 1dYV() )
dx* It dpt
AVt 1 dV@) S 29)
dx? > dp? '
V() —5V (1) )

(2.9) denklemindeki ifadeler (2.5) ve (2.7) denklemlerinde yerine konursa, boyutsuz
koordinatlardaki kiris ve zemine ait diferansiyel denklemler (2.10a-2.10b) deki gibi

elde edilir.
AV 529V oy, )— L (2.102)
dn d
2t|5277)d2/(277) KOV () =1 (2.10b)
2 M
(2.11)
. kL“

_ P

(2.4) ifadesi (2.3) ve (2.11) de yerine konursa buradan hesaplamalarda kullanilacak

asagidaki degerler bulunur.

\
_ E052 s te E,0H "
H@-v%) 12(1+v,)
-
L 1-v. H
st=2— r2=—_—0__ 2.12
H¢K 5 L¢r ) (2.12)
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1 I_|sinh7/|_lcosh7/|_l+7/|_I
¢K:_7 L L L
2L sinh2 7M.
3L sinh7/|_|cosh7/|_|—?/|_|
b == L F'|— L (2.12)
2 yH sinh2 /0

J

V(77) boyutsuz koordinatlardaki deplasman fonksiyonudur. Buradan yola ¢ikarak
diger tesirleri (2.13) ,(2.14), (2.15) deki gibi bulabiliriz.

o) =TV () (2.13)
El d&V

M (7) T (2.14)

To) =<5 [V ) -2rV ()] (215

Burada ¢(m) donmeyi, M(n) egilme momentini, T(n) da kesme Kkuvvetini
gostermektedir.

Bulunan sonuglar elastisite teorisinin iki boyutlu problemine karsilik gelmektedir.
(2.7) denklemi (yada (2.10)) hem ¢ genisliginde elastik zemin iizerine oturan Kkiris
icin (Sekil 2.3), hem de elastik zemine oturan plaktan enine alinmig & genisli serit

icin (Sekil 2.4) gegerlidir.

F1 P2

Sekil 2.3:Cift parametreli o genislikte ~ Sekil 2.4:Elastik zemin iizerine oturan plak
E. Zemin iizerine oturan kiris

11



2.2.2 Zemin Tabakasinin Degisken Derinlikte Olmasi1 Durumu

Zemin derinliginin Sekil 2.5 deki gibi, kirig sol ucunda Hy gibi bir degerde oldugu
ve sol uca dogru lineer azalarak H; degerine ulastig1 kabuliinden yola ¢ikarak, H(7)

derinlik fonksiyonu :

L 2l
H(”)ZE{HO(T_”}HW} (2.16)
— Im -
i e 1111181 0
< V(n) -
Hu:. | Bélgesi i Il Bidlge =i ?
% Eo M Elastik zemin i ]

Sekil 2.5: Problemin tanimina iliskin elastik zemine oturan kiris gésterimi

H derinliginin kiris boyunca degisken olmasi (2.3) ve (2.10) da verilen denklemlerin
formunu degistirmemekte ancak denklemlerde bulunan r? s* | k ve t degerlerini 7 ya

bagli fonksiyonlar olarak yazma zorunlulugu getirmektedir.

H(#) fonksiyonunu (2.3) ve (2.11) de yerine koyarsak:

kK =—C g ) t) =0

H(1-v%) vy " )

& (n)

sy oL 20y 1=V, H
s () =2 6<(n) r(n) = C

6

n /R0 o 7H0)  yH )

C1pHQy) ST e T L >
¢K(77)—2 3 ISZ:10) (2.17)

12



_ sinh yHO) oq B0 _ rH)
L L L
yH() sinh2 ZH ()

¢r(77)=§

Bu durumda kiris igin elde ettigimiz (2.10a) genel denge denklemi de (2.18) deki gibi

ifade edilir.

av(m)
d Ty

d 2V (77) |OL4

+sV(n) = (2.18)

—2rf () ——~

2.3 Homojen Elastik Zeminin Sadece Basin¢ Almasi Hali

Ayrilma Moktalan

Sekil 2.6: Zeminin sadece basing almas1 halinde elastik zemine oturan kirisin temsili

sekil degistirmesi

Bu kisimda, zeminin ¢ekme almamasi durumunda Vlasov tipi homojen elastik
zemine oturan kirig probleminin diferansiyel denklemlerinin alacagi hal ve problemin
¢Ozlimiine dair bilgiler verilmistir. Zeminin sadece basing almasi diger bir degisle
cekme almamasi halinde zemin ve kirig Sekil 2.6 da goriildiigii gibi sekil alir. Bu
durumda kiris uglarina yakin bolgelerde ayrilmalar olusur. Ayrilma noktasindan
sonra zeminin ¢ekme almadig kabul edildiginden bu duruma zeminin sadece basing
alma durumu denir. Kirisin sol ucundan 7, ve 7, kadar uzakliktaki noktalar ayrilma
noktalaridir. Problemin temel denklemleri olan, kiris ve zemine ait boyutsuz
koordinatlara gore diizenlenmis diferansiyel denklemlere bakarsak degismediklerini
goriiriiz. Onceki durumlara gore olusan degisiklik smir kosullarinda meydana

gelmistir.
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Yani genel denklemler, kiris i¢in (2.18) de verildigi gibi, zemin iginse (2.10b) de

verildigi gibidir. Sinir kosullari ise:

Sinir Kosullar

e Ayrilma noktalarindaki zemin ¢okme degeri ve kiris cokme degerleri esittir.

Vilm=n)=V,(n=n)
Vi =mn,)=V,, (n=n,)

e Ayrilma noktalarinda kiris ve zemine ait tegetler ortaktir.

V'I (n=n,) :V'u (n=n,)
V'u (n=n,) :Vlm (n=n,)

e Ayrilma noktalarinda moment degeri sifir olmalidir.

El
M(n=n,)=0 :_FVII (n=mn)

El
M (7 =n,) :OZ_FVH (n=mn,)

e Ayrilma noktalarinda kesme kuvvetine iligkin sinir kosulu:

T(n:n1)=—%[v"'.. () —2r', (D] =24V, (7)

T0r=1) =5V () ~2rV, ()] = 21V ()

14
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(2.19h)

(2.20a)

(2.20b)

(2.21a)

(2.21b)

(2.22a)

(2.22b)



3. COZUM YONTEMLERI
3.1 Diferansiyel Denklemlerin Genel Coziimii

(2.18) denkleminin ¢6zimii i¢in 6nce (3.1) homojen diferansiyel denkleminin

¢Oziimiine ihtiya¢ vardir.

dV@m) .2 dV ()

an’ an’ +sV(n)=0 (3.1)

Diizgiin derinlikte elastik zemine oturan kiris durumunu temsil eden (3.1) sabit
katsayil1 dordiincii dereceli diferansiyel denkleminin ¢dziimii icin Vy=Ae*” alinarak

(3.2) de yerine yerlestirilirse:

Ae“ (k* —2r’k* +s*)=0 (3.2)
(3.2) ifadesinin sifir olabilmesi i¢in parantez i¢cindeki ifadenin sifir olmas1 gerekir.
k*—2r’k?+s*=0 (3.3)
k? ;=r’myr®-s* (3.4)

(3.4) ifadesindeki karekoklii ifade ¢6zlimiin ve problemin karakterini belirlemektedir.
Denklemde bulunan r ve s katsayilar1 negatif olamazlar bu nedenle s/r orani her
zaman pozitiftir.

(3.4) denklemi i¢in olas1 durumlar asagida listelenmistir.
3.1.1 Coziim Sirasinda Karsilasilabilecek Durumlar

r > s Olmasi1 Durumu

r>s olmasi halinde - Jri=s*>0 ve Art-s*<r? (3.5

(3.4) ifadesinin koklerini ifade eden “k” teriminin yatak katsayist “k” ile bir ilgisi

yoktur.

15



k21=r2+ ér4_s4<o N ﬂj_:kl:_kzz fr2+ ’rA_SA

(3.6)
Ky=r2—r'=s*<0 - A=k =-k =yri-r*-s*
Buldugumuz denklem koklerine gore ¢oziim denklemini yazarsak:
V() = AeY + Ae'" + A" + Ae" (3.79)
V() = Ae™ +Be ™" +Ce™" + De " (3.7b)
yada bilinen diger bir formda ifade etmek gerekirse;
V (1) = Asinh 4,7+ Bcosh 477+ Csinh 4,7+ Dcosh 4,n (3.7¢)

Bu denklemin bilinmeyenleri “A, B, C, D” katsayilaridir ve bu katsayilar sinir

kosullarindan saptanir.

Sinir Kosullar:
Problemimizde dort adet sinir kosulu vardir. Bunlar sirastyla:
1) Kiris sol ucunda (7=0) momentin sifir olmasi sarti
2) Kiris sag ucunda (7=2/L) momentin sifir olmasi sarti
3) Kiris sol ucunda (7=0) kesme kuvveti ile ilgili sinir sarti
4) Kiris sag ucunda (7=2/L) kesme kuvveti ile ilgili sinir sarti
Bunlardan 3. ve 4. sart1 biraz agmak gerekirse:
Kesme kuvveti ifadesi daha once (2.15) deki gibi verilmisti. Kiris u¢larinda kesme

kuvvetinin degeri:

Solug (7=0) i¢in:  T(y)= —%[v “(m)-2rV () |=2tV, (n=0) (3.8a)
Sag ug icin (7=2l/L): T ()= —%[v () -2rV () | =2, (n = Z—L') (3.8b)

olarak verilir. Denklemlerin sag tarafindaki V, ve V), ifadeleri Sekil 2.5 de goriinen I

ve II bolgelerindeki ¢okme degerlerini ifade eden parametrelerdir.
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1. ve 2. siur kosullar1 da asagidaki gibi verilmistir.

—%v"(n =0)=0 (3.8¢)
El . 2l
—?v (77=f)=0 (3.8d)

(3.8a-3.8d) arasi ifadelerde gegen L, (2.8) denkleminde verilmistir. (3.8a) ve (3.8b)
de sozii gegen arise vk /2t dir.

r=s Olmasi Durumu

r=s olmasi halinde - Jri—s*=0 (3.9
= =r
v (3.10)
3 = 4 =—r

Bu durumda (3.1) homojen diferansiyel denkleminin ¢6ztimii asagidaki gibi olur.
V(77) = AeY” + Ane " + A" + A e (3.11a)
V(n)=Ae" +Be " +Cne™" + Dne" (3.11b)
hiperbolik-trigonometrik fonksiyonlar cinsinden yazmak gerekirse;

V (n7) = Asinhrip+Bcosh rp+Cncoshrip+ Drsinhry (3.11¢)

(3.11c) denkleminde de bilinmeyenlerimiz “A, B, C, D” katsayilaridir ve (3.8a)-

(3.8d) denklemlerinde verilen sinir kosullarindan tespit edilebilirler.
s>r Olmasi Durumu

s>t olmasi durumu problemimiz i¢in gegerli olan ve digerleri arasinda tek katmanli

elastik zemine oturan kirig problemi analizinde en 6nemli durumdur.

s>r olmasi halinde - Jrt—s* <0 (3.12)
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kzl‘3 =r’myr*—s* denklemine bakildiginda (3.12) ifadesini de goz Oniinde

bulundurursak denklemin koklerinin gergek ve sanal sayilardan olustugunu goriiriiz.

\
A I e

. k=+a+fi (3.13)
k, =mJr’ —«r*-s*

_

o’ nin (3.82a) ve (3.8b) de sozii gecen « ile ilgisi yoktur ve karistirilmamalidir. « ve S
sayilar1 reel ve pozitif sayilardir. Denklem koklerinden biri alinarak (3.13) deki gibi
a ve [ cinsinden yazilmis kdke esitlenirse ve islemler asagidaki (3.14)-(3.20)

strastyla siirdiiriiliirse;

k=\r2—r*—=s* =g - gi (3.14)

k? =1’ —iys*—r* = (a - i)’ (3.15)

K2=a?— 2 — 202 Bli=r2 —is' —r* (3.16)
a’— B =r? A’ B =s" —r’ (3.17)
Ar*-p)p>=s*—r* (3.18)
46° +4r° B> —s* +r* =0 (3.19)

g2 _y2
f=+ / . (3.20)

(3.19) denkleminin kokii bulunarak £ katsayisi (3.20) deki gibi bulunur. Daha 6nce «
ve B icin reel pozitif sayilar oldugunu sdyledigimiz icin £ icin eksi olan degeri
kullanamayiz. O yiizden £ (3.21) denklemi olarak bulunur. Buldugumuz bu ifadeyi
(3.17) de yerine koyarsak buradan da « (3.22) deki gibi bulunur.

/Iy (3.21)
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(3.22)

a ve [ katsayilarini r ve s cinsinden belirledigimize gore, genel ¢oziim ifadesi (3.13)

da buldugumuz kokler g6z 6niine alinarak (3.23c) deki gibi bulunur.
V() = AeY + A" + A" + A (3.23a)
V (17) = Ael* 77 4 Be @ CelxtiAn 4 pglatii (3.23b)

V (1) = Asinh an cos fn + B cosh an cos fn + C cosh ansin fn

. . (3.23c)
+Dsinh ansin fn

Bu denklemin de bilinmeyenleri “A, B, C, D” katsayilaridir ve bu katsayilar (3.8a-

3.8d) denklemlerinde bahsedilen sinir kosullarindan saptanr.

Boliim 3.1 de anlatildigr gibi (2.18) genel denge denkleminin ¢oziimii i¢in 6nce (3.1)
homojen diferansiyel denkleminin genel integralini bulmak gerekir. Bu integralin
genel formu (3.24) deki gibidir

V(n)=Cd,+C,»,+C,0,+C,®D, (3.24)

Ci1, Cy, C3, Cy integral sabitleri ve @, ®,, @3, @4 r ve S’nin birbirine gore durumlart
icin buldugumuz (3.7¢), (3.11c) ve (3.23c) yardimci denklemlerinin igerdikleri

fonksiyonlardir.
a ve fkatsayilarinin 6nemli rolii bu noktadan sonra ortaya ¢ikmaktadir.

Tek katmanli elastik zemine oturan kiris analizinde en 6nemli durum olan s>r
durumu i¢in Tablo 3.1 deki fonksiyonlari, elastik Winkler zeminine oturan kirisin
egilmesine iligkin fonksiyonlardan ayiran parametreler « ve £ dir. Tablo 1’de s>,
s=r ve s<r durumlar1 i¢in ®@ fonksiyonunun kendisi ve ilk sirasiyla ilk ii¢ terimine
denk gelen @, @, @ degerleri ve ® fonksiyonunun ilk integraline karsilik gelen

o degerleri listelenmistir.

Dikkat edilirse (3.7c), (3.11c) ve (3.23c) yardimei denklemlerinin formu (3.24) ile
uyusmaktadir ve Tablo 1 de her durum igin basta verilmis olan ® fonksiyonu

yardimci denklemlerdeki A, B, C, D katsayilarina ait fonksiyonlardir. Tablo 1’deki

19



diger degerler (O, D, ®  ve d)(')) basta verilen ® fonksiyonu ile yapilan tiirev ve

integral islemleri sonucunda bulunmustur.

Ornegin; s>r durumu igin verilen ®; fonksiyonu, bu durum i¢in buldugumuz (3.23c)

denkleminde A katsayisinin yanindaki fonksiyondur ve @ ; degeri:

®, =sinhancos fn (3.25)

®, = acosh ancos fn+(—Fsin rsinhan)

coshancospfn ifadesi Tablo 1’den bakildiginda @, ve sinhansingn ifadesi ise @4 e

esittir bu durumda @ 1 i¢in:

®, =ad, - D, yazlabilir. (3.26)

Tablo 3.1 : Diferansiyel denklemin ¢6ziim denkleminin kok fonksiyonlari

sve
| Fonksiyonlar 1 e ®s P4
r’nin Tiirevlors
€ revieri . .
durumu | (TEK) (CIFT) (TEK) (GIFT)
[0)) shancos fn | chancos fn | chansin B | shansin fn
CD’ a(Dz—ﬁCD4 a(Dl—ﬂCDS a®4+:8(D2 a(DS—i-ﬂ(I)l
or o | @B | (@B, | (@0 | (@ -0,
-2, —20D, +2a/D, +2050,
a(o’-3pH)D, + a(a’-3p%)D, 4 a(a’-3%)D, + a(a’-3p°)D, +
@ HB(B*-30)D,| +HB(B*-30")D,| -B(B*-30°)D, | -B(B*-30°) D,
[0)) sinhrny coshrpy nsinhrn ncoshrn
s=r 0 ro, ra, D, +r0, D, +rd,
oy r’®, r’o, 2rd, +r’®, | 2rd, +r’o,
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Tablo 3.1’in devami:

ol r’o, r’o, 3r®, +r’'®, | 3r'd, +r'e,
® sinh A cosh 4, sinh A,n cosh 4,7
i) 4D, 4D, A0, A,
s<r
@’ PR PR 2@, 20,
D A0, A7, 2,0, 2, D,
(0 n 1 sinh cosh
) ®,=1 0 Lo, AUN
s=0
0N 0 0 r’®, ‘D,
o 0 0 ’®, D,
o o0 a®,+ D, | a® +p0, | ad,+pD, | abd,+ D,
a2+ﬁ2 a2+ﬂ2 0(2+ﬂ2 a2+ﬁ2
1 D ! 1 1
s=r o ) o) PRI ) S
ro’ rot r r S
s<r oV lch lq)1 i(1)4 ich
A A A A,
1 772
$=0 oV o2 =L Q) ~, ~,
2 ' 2 ' I r
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(2.18) denkleminin genel ¢o6ziimii, homojen ¢oziimler ve O6zel ¢Oziimiin

toplanmasindan olusur. Yiikiin diizgiin yayil1 ylik olmasi durumunda (2.18) i¢in 6zel

¢Ozlim:
V, = A (Sabit)
V,=V,=V,=V" =0 ((2.18)'de yerinekonursa) (3.27)
4 4 4
sa=PE L A- F:L -V, = le olur
El S"El s"El

Dolayisiyla (2.18) denkleminin genel ¢oziimiinii (3.28) deki gibi olur.

PL*

V(n)=Cd,+C,0,+C,0,+C,D, + —— <El

(3.28)

Bu ¢6ziim metodu prensipte kolay goriinse de integrasyon sabitleri olan A, B, C, D
nin smir kosullarindan yararlanilarak bulunmasi dortlii denklem takimi ¢ézmeyi
gerektirir. Eger yiikleme ¢esitli bolgelerde degisiyorsa o zaman her bolge i¢in dort

integrasyon sabiti daha islemlere girecektir.

Ornegin Sekil 3.1°deki kirisi ele alirsak. Bu kirisi ii¢ bolgeye ayirip incelemek ve her
bolge icin ayr1 ayr1 denklemleri ¢ozmek gerekir buda 12 integrasyon sabiti yada

bagska bir deyisle 12 bilinmeyeni tespit etmek demektir.

R
77T 4|/ /////////

| I
| | |
| I '
| a | l

i a3

2

Sekil 3.1: Iki tekil yiik ile 3 bolgeye ayrilmus elastik zemine oturan Kiris

3. Bolimde buraya kadar yazilanlar 1s18inda kendi problemimiz igin sunlari
sOyleyebiliriz. Daha 6nce 2.Bo6liimde bahsettigimiz {izere, kirisin oturdugu zemin

tabakasinin degisken derinlikte olmasi k ve t katsayilari ve bunlara bagli olarak da s
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ve r’nin 77 ‘nin fonksiyonlar1 olacagi sonucunu doguracagini biliyoruz. Bu durumda
sabit kalinlikta elastik zemin {izerine oturan kiris i¢in verilen (2.10) denklemi (2.18)
de verilen, degisken katsayili diferansiyel denkleme doniisecektir. Buda problemin
¢Ozliimiinii daha da zorlastirmaktadir. Bu nedenle problemin karakterine ve
orneklemeye daha uygun ¢oziim yontemlerinden “Sonlu Farklar” yontemi iizerine

yogunlagilmistir.

3.2 Sonlu Farklar Metodu ve Sayisal Coziim

Sonlu farklar yonteminin en 6nemli uygulamas: diferansiyel denklemlerin sayisal
¢ozlimiinde goriilir. Diferansiyel denklemlerdeki tiirevler, fonksiyonun degerleri
cinsinden ifade edilerek, diferansiyel denklem cebirsel denkleme indirgenir. Bu
yontem diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde ¢ok kullanilir. Sonlu farklar metodunu

tic baglikta degerlendirebiliriz.

e {leri Sonlu farklar
e Geri Sonlu Farklar

e Merkezi Sonlu Farklar

En ¢ok karsilasilan ve kullanilan durum araliklarin esit olmas1 durumudur.

dyp

\

Mg Moy T My Ty T Mo i

Sekil 3.2: Sonlu farklar sekilsel gosterimi
fleri sonlu farklar yénteminin esas1 bir noktadaki tiirevin, 6rnegin f"(7;), art1 yonde
ilerleyen noktalardaki fonksiyon degerleri cinsinden ifade edilmesine dayanr.

Geri sonlu farklar yonteminin esasi ise bir noktadaki tiirevin, érnegin f'(7;), eksi

yonde ilerleyen noktalardaki fonksiyon degerleri cinsinden ifade edilmesine dayanir.
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Merkezi sonlu farklar yontemi ise digerlerinden daha ¢ok kullanilmakla beraber
esast, bir noktadaki tiirevin etrafindaki noktalardaki fonksiyon degerleri cinsinden

ifade edilmesine dayanur.

3.2.1 Yiiksek Mertebeden Tiirevlerin Sonlu Farklar Yontemi ile

Formiilasyonu

Amacimiz (2.18) ifadesinin sonlu farklar yontemi ile niimerik ¢oziimiinii elde etmek
oldugundan, yiiksek mertebeden tlirevlerin Sonlu Farklar Metodu ile formiilasyonuna

thtiyacimiz olacaktir.

Esit Arahikh Ileri Sonlu Farklar

1. Mertebeden Tiirev f ', = % (3.29)
2. Mertebeden Tiirev f', = % (3.30)

_—fi+3fi+1—3f + f

3. Mertebeden Tiirev f vz 18 (3.31)
i h3
4. Mertebeden Tiirev f", = fi—4f,,+6 f;}*j— —Afs+ T (3.32)
Esit Arahkh Geri Sonlu Farklar
. ' f - f'71
1. Mertebeden Tiirev f, =— . ' (3.29)
2. Mertebeden Tiirev f', = % (3.30)

f,—3f  +3f ,—f,

3. Mertebeden Tiirev f, = =

(3.31)

fi —4 fi—l +6 fi—2 -4 fi—3 + fi—4

4. Mertebeden Tiirev f". = i

(3.32)
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Esit Arahkh Merkezi Sonlu Farklar

1. Mertebeden Tiirev f ', = % (3.29)
2. Mertebeden Tiirev f', = % (3.30)
3. Mertebeden Tiirev f, = fip =3 f”lr;s fia=fis (3.31)
4. Mertebeden Tiirev f". = fip =4+ iz' —4ha+ i (3.32)

Yukaridaki ifadelerde gegen “h” iki nokta arasindaki uzaklik diger bir deyisle
araliktir. Genel ¢6ziim i¢in kirigin N adet esit par¢aya boliindiiglinii diigiinerek devam
edilmistir. Bu durumda kiris iizerinde N+1 adet nokta bulunur. Her bir noktanin
¢okme donme, moment kesme kuvveti devam eden kisimlarda “Merkezi Sonlu

Farklar” ile hesap edilecektir.

3.2.2 Kiris Denge Denklemi i¢cin Merkezi Sonlu Farklar Uygulanmasi

2. Bolim’ de kirisin denge denklemi (2.18) ifadesi ile verilmis olup asagidaki

gibiydir.
V@) gz SV | gy - P (3.33)
dn dn El

Sekil 3.3: Elastik zemin iizerindeki kirisin deformasyonu

Kirigin baslangi¢ noktasindan itibaren merkezi farklar denklemlerimizi yazmaya
baslamadan dnce baslangi¢ ve bitis noktalarinda yazacagimiz merkezi sonlu farklar

denklemlerine bir goz atarsak:
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3 Noktasi:

Vo =W, + (:13 seUSA 2I’2(773)V4 - Zh\é3 - +5*(1,)V; =0 (3.34)
N-+3 Noktasi:
VN 5_4VN 4+6\/N 3_4VN 2+VN 1 2 VN 4_2\/N 3+VN 2
+ + + + = _2r + + e+
he (7.13) h2 (3.35)

+54 (77N+3)VN+3 =0

(3.34) ve (3.35) denklemlerinde gergekte kiris iizerinde olmayan ancak denklemlerde
bulunan ve Sekil 3.3 de goriilen 1, 2, N+4, N+5 noktalarimin kullanildigini goriiriiz.
Bu noktalar hayali noktalardir ve bu noktalarin varlig1 bilinmeyen sayisint N+1 den
N+5 e c¢ikarir.

Kirig lizerindeki N+1 nokta i¢in (3.34) ve (3.35) deki gibi denklemleri yazabiliriz
ancak buradan N+1 adet denklem elde edebiliriz. N+5 adet bilinmeyeni
belirleyebilmek i¢in gereken dort denklemi de (3.8a-3.8d) de verilen sinir kosullarini
kullanarak yazabiliriz.

Bu denklemler soyledir:

1. Kiris sol ucunda moment sifirdir

El. .

M(n3)=—FV (7,=0)=0 (3.36)
ElV, -2V, +V

M (,) = —F% =0 (3.37)

2. Kiris sag ucunda moment sifirdir

M (725) = oV (. = 2) = 0 (3.38)

L* L
EVN+4 — My Ve

M(T]N+3):_ L2 h2

=0 (3.39)
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3. Kiris sol ucunda kesme kuvvetinin degeri ile ilgili kosul

T0r) =3[V ()~ 20 0V ()] =21V, () (340)
)=~ 55| S o, —0)Ye e | 2a, =0t ~0N, @41

4, Kiris sag ucunda kesme kuvvetinin degeri ile ilgili kosul

Elr . , .
T(y.s) = _F[V (7n.3) _2r2(77N+3)V (77N+3):| =2t(ny,s )y (7y13) (3.42)
El|V,..—-3V, ,+3V,. -V 21V, , -V
T(77N+3):_F|: N+5 N+4hS N+2 N+1 _2r2(77N+3 :T) N+42h N+2:|:
3.43
2l . 2l ( )
= 2t(77N+3 = t)vll (77N+3 = t)

N adet esit parcaya boliinmiis elastik zemine oturan kiris i¢in sol uctan baglayarak
sonlu farklar denklemleri yazilirsa N+1 adet denklem elde edilir, dort adet denklem
de kiris uclarindaki sinir kosullarindan gelir ve N+5 bilinmeyen i¢in N+5 denklem

elde edilir ki buda bilinmeyenlerin bulunmast i¢in yeterlidir.

3.2.3 Kiris Uclarmm Bittizi Yerden Itibaren Baslayan Serbest Zemin

Tabakasmin Denkleminin Merkezi Sonlu Farklar ile ifade Edilmesi

Zemin i¢in denge denklemi daha once (2.6) da verilmisti ve asagida belirtildigi
gibiydi.

—2tV" +kV =q(x) (3.44)

Ancak bu denklem kirig altindaki zemin icin gecerlidir. Serbest zemin tabakasi i¢in
zemin tepkisini gosteren ((X), herhangi bir yiikleme s6z konusu olmadigindan sifir

olur. Serbest zemin tabakasinin denklemi de (3.45) deki gibi ifade edilir.

2tV +kV =0 (3.45)
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Sekil 3.4: Serbest zemin yiizeyinin deformasyonu

Serbest zemin tabakasina sonlu farklar uygulamak icin k adet parcaya boliindiigiinii
diisiiniirsek ve 2 noktasindan baslayarak k noktasina kadar zemin denkleminin (3.44)

merkezi sonlu farklar agilimini yazarsak:

2 Noktasi:
_ 2'[(L7272) Vs - 2}:22 +V| +k(n)V, =0 (3.46)
k Noktasi:

_ 2t(17) Via =2V Vi
L* h?

+k(n )V, =0 (3.47)

(3.46) ve (3.47) denklemlerini inceledigimizde Vi ve V41 terimleri dikkati ¢eker.
Sekil 3.4 de gordiigiimiiz gibi V; degeri sifir ve V41 degeri de kirisin sol ucundaki
¢okme degerine esittir. Bunlar daha sonra sinir kosullari olarak kullanilacak

bagntilardir.

2 noktasindan k ya kadar k-1 adet denklem yazilabilir fakat aranan parametre sayisi
k+1 adettir. Gerekli 2 denklem de yukarida bahsedilen kosullardan elde edilir ve k+1

denklem, k+1 bilinmeyenli bir sistem elde edilir.

Yapilan iglemler sag uctan sonra devam eden serbest zemin tabakasi i¢in de
gecerlidir. Dikkat edilmesi gereken nokta k+1 noktasindaki Vi1 bilinmeyeninin

Sekil 3.4°den de fark edilebilecegi gibi kirisin sag ucundaki ¢okmeye esit oldugudur.

Tim bu Merkezi sonlu farklar islemlerini diisiindiigiimiizde li¢ bolge i¢in islem

yapmakta oldugumuzu goriiriiz. Bunlar:
5. Kirisin sol ucundan sonraki serbest zemin tabakasi

6. Kirisin elastik zemine oturdugu bolge
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7. Kiris sag ucundan sonraki serbest zemin tabakasi

Yapilmasi gereken her bolge i¢in elde edilen denklem takimlarinda V; terimlerinin
katsayilarindan bir katsayilar matrisi olusturmak ve her boélge igin birde yiikleme
(sonug) matrisi olusturmak, sonra elde ettifimiz tiim matrisleri kiris zemin
sistemimizi ifade edecek sekilde siiperpoze ederek global bir matris yaratmaktir. En

son olarak da matris islemlerini kullanarak bilinmeyen degerleri belirlemektir.
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4. ZORLANMIS TIiTRESIM DURUMU

4.1 Temel Denklemler

1 I |

V(X)

Elastil zemmin

el
*
o

Sett Zetmin

Sekil 4.1: Pcoswt yiikii ile yiiklii kirisin zorlanmais titresim durumuna ait gosterim

Zorlanmis titresim durumunda kirisin Sekil 4.1 de goriindigii gibi bir P.cos ot
yiiklemesi altindaki davranisi incelenecektir. Zorlanmis titresim durumda probleme
ait diferansiyel denklemler, 2.Boliimde 2.10 denklemi ile verilen ifadeden 3.48 de
verilen denkleme ve serbest zemin tabakasina ait diferansiyel denklem de 2.2 de

verilen denklemden 3.49 da verilen denkleme doniismiistiir.

AV IV s e v o = L s

i’ 2r i’ +2[1-(1+ p)Q ]V(n)_EI pS (17— &) (3.48)
dV () /1(1_1@2)\, 0 3.49
a2 ) (3.49)

3.48 ve 3.49 denklemlerinde gecen parametreler ve bu parametrelerin ifadeleri

asagida verilmistir. Burada o Dirac Delta fonksiyonudur.
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2
A :GI;II_ =2r? G, =2t
m, k

(3.50)

(3.51)

(3.52)

3.50-3.52 de verilen ifadeleri 3.48 ve 3.49 da yerine koyarsak ve tekrar diizenlersek:

V), 9V
dn’ drn’

kL*
El k

K
dzv(277)+ E|2 1_1@2 V(U):O
dp” 2l U p

El

Gerekli sadelestirmeler yapilirsa:

d4\/(77)_ deV(ﬂ) 4 52 _ pL*
i’ 2r i’ +[s*' -1+ p)Q ]V(n)_—EI
dV@y) s (i 15 _
i +2r2(1 pQ jV(ry)—O

3.55 de gecen @ ifadesi ise asagida verilmistir:

[54_(“,))_%92}\/(,7) -

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Zorlanmis titresim durumu i¢in de problemin smir kosullar1 aymidir ve 3.Boliimde

3.36-3.43 de verildigi gibidir. Zorlanmis titresim durumu i¢in 3.34 ve 3.35 de 6rnek

olarak verilmis olan 3 ve N+3 noktalar1 i¢in merkezi sonlu farklar agilimi 3.58 ve

3.59daki hali alacaktir.
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V, -2V, +V,

V, —4V, +6V, — 4V, +V, _
A ) T, +[s*(m) - W+ p)D* ]V, =0 (3.58)
VN+5 _4VN+4 +6Vr:+3 _4VN+2 +VN+1 _2r2(77N+3)VN+4 _ZVN2+3 +VN+2 +
h h (3.59)

+[8*00.0) - 0+ P)Q? |V, =0

Goriilecegi gibi temel denklemlerdeki degisiklikler merkezi sonlu farklar agilimi
yapildiginda V; terimlerinin basindaki katsayilarin degismesine neden olmaktadir.
Problemin ¢6ziim yonteminde herhangi bir degisiklik olmaz. Sonu¢ yine global

Matris ve yilik matrisinin matris iglemleri ile isleme sokulmasi ile elde edilir.
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5. SAYISAL UYGULAMALAR ve SONUCLAR

5.1 Genel Bilgi ve Aciklamalar

Yukaridaki boliimlerde anlatilan prosediir basit gibi goriinmesine karsin sayisal
uygulamalarda N’nin (parca sayisi) degeri biiylidiikce olusturacagimiz global
matrisin elle ¢dziim yapilamayacak kadar biiyiimesini de yaninda getirir. Ornegin
N=10 par¢aya boliinmiis bir kiris i¢in serbest zemin uzunluklari kiris uzunlugunun
yarist olarak diistintiliirse 29x29 luk bir global matris ile islem yapilmasini
gerektirmektedir. Tiim bu islemleri her problem icin bastan uygulamak yada tek bir
verinin degismesi durumunda bile tekrar yapmak oldukca zahmetli ve karisik
oldugundan islem hatasi yapmaya miisait bir durumdur. Bu nedenle sayisal
¢oziimlerin hizla ve hatasiz gergeklestirilebilmesi i¢cin Visual Basic 6.0 da cesitli
yiikleme tipleri ve degisik fiziksel parametrelerin girilmesi durumunda hizla sonuca

varabilen bir bilgisayar programi gelistirilmistir.

Programlamada gerekli baz1 kabuller yapilmistir. Bunlari asagida aciklandiklar
gibidir.

e P tekil yiiklemesi durumunda yiik (yada sonu¢) matrisinin olusturulmasi sirasinda

herhangi bir noktaya etkimekte olan P tekil kuvveti:

q(y) = Pe ] (3.60)

(3.48) ifadesi ile tiim diger noktalarda soniimlenen sadece yiiklendigi noktada P
kadar etki yaratan bir yayil yiik fonksiyonuna déniistiiriilmiistiir. ifadedeki 7y, P nin
yiiklendigi yerin boyutsuz koordinat degeridir.

e M tekil moment yiliklemesi durumunda momentin iki nod arasinda oldugu
durumlar incelenmis ve moment kuvvet ¢iftine ¢evrilmis sonra bu kuvvet ¢ifti de

(3.48) ifadesiyle yayili ylik karakterinde ifade edilmistir.
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5.2 Sayisal Coziim Icin Gerekli Parametreler

Problemin tanimi ve ¢dziimii i¢in gerekli parametreler. Eg, V, zemin elastisite modiilii
ve poisson orani, Hy kiris sol ucundaki zemin kalinligi, H; zemin sag ucundaki zemin
kalinligi, 21 kiris boyu, E kiris elastisite modiilii, I kiris atalet momenti, y zemin
karakterine bagl katsayi, o kirigin oturdugu zemin tabakasimin genisligi, q yayil
yiikiin en yiiksek degeri, P tekil yiik degeri, M tekil moment degeri ve N kirisin
boliindiigii esit parca sayisi.

Sayisal uygulamalarda yazilan bilgisayar programinin bir faydasi olarak yukarida adi
gecen parametrelere cesitli degerler verilmis ve sonug olarak M, T Kesit tesirleri, V

¢okme ve q zemin tepkisi gibi sonuglar elde edilmis ve grafiklerle temsil edilmistir.
Ek A’ da grafik ve tablolar1 verilen 6rneklerde kullanilan problem degerleri asagidaki
gibidir.

E = 30,000,000 KN/m?

Eo = 100,000 KN/m®

Vo=0.3

| =0.2m*

21=10m

y=1-15

6=1

Ho=25m

H;=15m

N= Secime bagl

Yazilan program kullanilarak elde edilmis g¢esitli yiikleme durumlarina iligskin
sonuglara ait grafikler EK A da, programin gorinisiine iliskin ¢iktilar EK B de ve
programin kendisi ile kodu EK C de verilmistir. Sonug olarak problem ¢oziimii i¢in
secilen parca sayisinin arttirilmast Sonlu Farklar Yontemi’nin bir getirisi olarak,
EK A daki grafiklerde de  goriilebilecegi lizere, ¢Oziimii ger¢ege daha da
yaklastirmaktadir.
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Cokme

—e— N=10
—=m— N=20

Sekil A.1 g=500KN/m Diizgiin yayili yiik tipi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda ¢cokme degerleri grafigi

Moment
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Sekil A.2 g=500KN/m Diizgiin yayil yiik tipi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda moment degerleri grafigi
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—e— N=10
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Sekil A.3 g=500KN/m Diizgiin yayil yik tipi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda kesme kuvveti degerleri grafigi

Zemin TepKkisi
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Sekil A.4 q=500KN/m Diizgiin yay1l yiik tipi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda zemin tepkisi degerleri grafigi




Cokme

—e— N=10
—=|— N=20

Sekil A.5 g=500KN/m Parabolik yayil1 yiik tipi icin N=10 ve N=20 durumlarinda ¢6kme degerleri grafigi

Moment
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Sekil A.6 g=500KN/m Parabolik yayil1 yiik tipi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda moment degerleri grafigi
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Sekil A.7 g=500KN/m Parabolik yayil1 yiik tipi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda kesme kuvveti degerleri grafigi
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Zemin Tepkisi

—e— N=10

Sekil A.8 g=500KN/m Parabolik yayil1 yiik tipi icin N=10 ve N=20 durumlarinda zemin tepkisi degerleri grafigi




Cokme

—— N=10
—=&— N=20

Sekil A.9 n=1 de P=500KN Tekil yiiklemesi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda ¢6kme degerleri grafigi

Moment
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-500

Sekil A.10 n=1 de P=500KN Tekil yiiklemesi icin N=10 ve N=20 durumlarinda moment degerleri grafigi
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Sekil A.11 m=1 de P=500KN Tekil yiiklemesi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda kesme kuvveti degerleri grafigi

Zemin TepKkisi
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Sekil A.12 n=1 de P=500KN Tekil yiiklemesi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda zemin tepkisi degerleri grafigi
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—&e— N=10
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Sekil A.13 =0 ve n=2 de P=500KN Tekil yiiklemesi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda ¢6kme degerleri grafigi

Moment
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Sekil A.14 =0 ve n=2 de P=500KN Tekil yiiklemesi i¢cin N=10 ve N=20 durumlarinda moment degerleri grafigi
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Sekil A.15 n=0 ve n=2 de P=500KN Tekil yiiklemesi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda kesme kuvveti degerleri grafigi

Zemin TepKkisi
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Sekil A.16 n=0 ve n=2 de P=500KN Tekil yiiklemesi i¢cin N=10 ve N=20 durumlarinda zemin tepkisi degerleri grafigi




Cokme

—e— N=10
—&— N=20

Sekil A.17 m=1 de p=1000KN w=15 olmak tizere pcoswt yiiklemesi i¢gin N=10 ve N=20 durumlarinda ¢6kme degerleri grafigi

Moment
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Sekil A.18 m=1 de p=1000KN w=15 olmak tizere pcoswt yiiklemesi icin N=10 ve N=20 durumlarinda moment degerleri grafigi
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Sekil A.19 =1 de p=1000KN w=15 olmak iizere pcoswt yiiklemesi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda kesme k. degerleri grafigi
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Sekil A.20 n=1 de p=1000KN w=15 olmak tizere pcoswt yiiklemesi i¢in N=10 ve N=20 durumlarinda zemin t. degerleri grafigi
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