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ABSTRACT 

In this theoretical investigation, analytical solutions to thermally induced elastic and partially 

plastic deformations of a solid cylinder under periodic internal heat generation are derived. 

The analytical unsteady temperature distribution in the cylinder is formulated by the use of 

Duhamel’s theorem. Tresca’s yield criteria and the corresponding flow rules are utilized in the 

treatment of plastic deformation. Furthermore, the material of the cylinder is assumed to 

behave linearly during hardening. In both elastic and partially plastic deformations a state of 

generalized plane strain is taken into account. It is observed that the surface of the cylinder is 

critical and plastic deformation always commences there. It is also observed that the evolution 

of two adjacent plastic regions halt as soon as the temperature gradient reaches it’s maximum 

and just begins to draw back.  

 

ÖZET 

Bu teorik çalışmada, periyodik iç ısı üreten bir silindirin elastik ve kısmen plastik 

davranışlarının analitik çözümleri türetilmiştir. Silindir içerisindeki sıcaklık dağılımının 

analitik ifadesi Duhamel Teoremi yardımıyla elde edilmiştir. Plastik deformasyonun 

formülasyonunda Tresca akma kriterleri ve karşılık gelen akış kurallarından yararlanılmıştır. 

Bu bağlamda, silindir malzemesinin lineer olarak pekleştiği varsayılmaktadır. Hem elastik 

hem de kısmen plastik çözümlerde genelleştirilmiş birim düzlem şekil değiştirme durumu 

kabul edilmektedir. Silindirin yüzeyinin kritik olduğu ve plastik deformasyonun daima bu 

bölgede başlayacağı gözlemlenmiştir. Buna ilave olarak, birbirine bitişik iki plastik bölgenin 

silindir yüzeyinden içeri zamanla genişlemelerinin sıcaklık gradyanının maksimuma erişip 

düşmeye başladığı ana kadar devam ettiği de gözlemlenmiştir. 

 

GİRİŞ 

Makine mühendisliğinin en çok kullanılan temel yapıları arasında yer alan içi dolu ve boş 

silindirlerin sıcaklık değişimi altındaki elastik ve bazen de kısmen plastik davranışının 

belirlenmesi malzemenin verimli kullanılması açısından önem taşımaktadır. Bu bağlamda 

bazı uygulamalara örnek olarak nükleer ve kimyasal reaktörler, lazerle ısıtma teknikleri ve 

özellikle uzay araçlarındaki silindirik elemanlar gösterilebilir. Bu uygulamaların çoğunda 

termal yük genelde periyodik olarak zamanla değişmektedir [1].  
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Literatürde ısıl gerilmelerle ilgili oldukça fazla teorik ve deneysel çalışma olmasına rağmen 

bu çalışmaların büyük bir çoğunluğu periyodik yüklemenin dışında kalmaktadır. Konu ile 

ilgili birkaç örnek vermek gerekirse Cossali [2] ve Walde’nin [3] çalışmalarından bahis 

edilebilir. Cossali [2] periyodik iç ısı üretimi etkisindeki içi dolu silindirlerde sıcaklık 

dağılımını Fourier dönüşüm yöntemiyle elde etmiş ancak elastik gerilme analizine 

girmemiştir. Walde [3] ise iç ısı üretimi etkisindeki içi dolu silindirlerde ısıl gerilme 

dağılımlarını integral dönüşümleri metoduyla elde etmiştir. Literatürdeki çalışmaların büyük 

bir çoğunluğu elastik gerilme analizi üzerinedir. Plastik deformasyonun incelendiği 

çalışmalarda ise iç ısı üretiminin zamandan bağımsız olduğu durumlar ele alınmıştır. 

Bu çalışmanın amacı periyodik olarak iç ısı üreten silindir çubukların kısmen plastik ısıl 

gerilme ve yer değiştirme davranışlarını analitik yöntemlerle hesaplamak ve silindir içerisinde 

plastik bölgenin zamanla nasıl genişlediğini belirlemektir. 

  

SICAKLIK DAĞILIMI 

b yarıçaplı silindir zamanla boyutsuz formda G( ) = A sin  şeklinde değişen iç ısı üretimi 

etkisi altındadır. Silindirin başlangıç sıcaklığı sıfır olarak alınmıştır. Ayrıca dış yüzey sıcaklığı 

da sürekli sıfırda tutulmaktadır.  Burada  , 2/ btT  şeklinde tanımlanmış normalize edilmiş 

zamanı, A  fonksiyonun genliğini belirleyen bir sabiti, T  ise malzemenin ısıl yayılma 

katsayısını göstermektedir. İç ısı üretimi etkisindeki bir silindirin sıcaklık dağılımını veren ısı 

transferi problemi boyutsuz formda belirlenen sınır ve başlangıç şartlarıyla birlikte 
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şeklindedir [1]. 

 

Burada 0T  referans sıcaklığı göstermek üzere 0/TTT   boyutsuz sıcaklığı, brr /  ise 

boyutsuz radyal koordinatı ifade etmektedir. Bu problem zamana bağlı )(G  terimini 

içermesinden dolayı homojen değildir ve değişkenlerin ayrılması metoduyla çözülemez. Bu 

nedenle problemin çözümünde Duhamel teoremi kullanılmıştır. Duhamel teoremine göre 

problemin çözümü 
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şeklindedir [1]. Burada ),( r , zamana bağlı ve zamandan bağımsız iki fonksiyonun 

toplamından oluşmakta olup aşağıda verilen ikincil problemin çözümünü ifade etmektedir; 
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Bu problemin çözümü için ),( r , zamana bağlı ve zamandan bağımsız iki fonksiyonun 

toplamı olarak 
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şeklinde yazılır. Bu ifadenin (4) ile verilen diferansiyel denklemde yerine yazılmasıyla  

 

0    ,10     ;1
11

2

2

2

2


















r

rd

Zd

rd

dZ

rr

Y

r

Y

r

Y
                   (7) 

 

denklemi elde edilir. Bu denklem süperpozisyon metoduyla zamana bağlı ve zamandan 

bağımsız iki parçaya ayrılabilir. Elde edilen iki ayrı denklemin çözülmesiyle  
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şeklinde elde edilir. Başlangıç ve sınır şartlarının bu denklemlere uygulanmasıyla integral 

sabitlerinin bulunmasının ardından elde edilen ),( r  ifadesinin (3) ile verilen denklemde 

yerine yazılmasıyla sıcaklık dağılımı aşağıdaki şekilde elde edilir; 
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Burada 0J  ve 1J , sırasıyla birinci türden sıfırıncı dereceden ve birinci dereceden Bessel 

fonksiyonlarını göstermektedir. ),2,1( nn  ise 0)(0 J  ifadesinin pozitif kökleridir. 

 

ELASTİK ÇÖZÜM 

Sıcaklık dağılımına bağlı elastik gerilme ve yer değiştirme dağılımları, silindirik 

koordinatlardaki bünye denklemi ve genelleştirilmiş Hooke bağıntıları [6,7] yardımıyla elde 

edilen diferansiyel denklemin çözümüyle belirlenmiştir. Bu diferansiyel denklem; 
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şeklinde Cauchy-Euler tipindedir ve çözümü ise  
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şeklindedir. Burada YbEuu /  boyutsuz radyal yer değiştirme, Y  malzemenin eksenel 

çekme durumundaki dayanımı,   poisson oranı,   boyutsuz ısıl genleşme katsayısıdır. Yer 

değiştirmenin silindir merkezinde )0( r  tanımlı olabilmesi için integral sabitlerinden 

02 C  olmalıdır. (12) ile verilen yer değiştirme ifadesi ile temel elastisite bağıntıları 

kullanılarak türetilen gerilme - yer değiştirme bağıntıları yardımıyla gerilme bileşenleri ve yer 

değiştirme ifadeleri aşağıdaki gibi elde edilmiştir:   
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Burada Yjj  /  boyutsuz gerilme bileşenlerini ifade etmektedir. 0  birim şekil 

değiştirmesi ile 1C  integral sabitleri ise, silindir yüzeyinde 0)1( r  ve genelleştirilmiş 

düzlem birim şekil değiştirme durumunda uçları serbest silindir için eksenel doğrultudaki net 

kuvvetin sıfır olması şartları yardımıyla; 
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şeklinde elde edilir. 

 

Elastik Sonuçlar 

Şekil 1.’de 0.2 ,0.4  A  alınarak akma başlangıcında gerilme dağılımı verilmiştir. 

Görüldüğü gibi asal gerilmeler arasındaki fark silindir yüzeyinde 1’ e ulaşmaktadır, 

dolayısıyla akma silindir yüzeyinde başlamaktadır. Akmanın başladığı zaman değeri 

954.0  olarak hesaplanmıştır. 
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Şekil 1. Akma başlangıcında elastik gerilme dağılımı, 3.0  

 

PLASTİK ÇÖZÜM 

Şekil 1. incelendiğinde elastik limit zamanı aşıldığında silindir yüzeyinden içeriye doğru iki 

farklı formda plastik bölgenin oluşacağı görülmektedir. Tresca akma kriterine göre bu 

bölgelerden birinde gerilme bileşenleri rz    şeklinde değişirken, diğer bölgede ise  

rz    şeklinde değişmektedir. Plastik bölgelerde toplam birim şekil değiştirme, 

elastik bileşen 
e
i , plastik bileşen p

i  ve ısıl bileşen T ’nin toplamı şeklindedir: 
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Ayrıca lineer gerinme pekleşme davranışı 
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formunda tanımlanmıştır. Burada EQ , eşdeğer birim şekil değiştirme ve H normalize edilmiş 

pekleşme parametresidir. Oluşan iki plastik bölgeye ait denklemler aşağıdaki bölümlerde 

verilmiştir. 

 

Plastik Bölge 1 

Bu bölgede gerilmeler arasında rz    ilişkisi bulunmaktadır. Tresca kriteri ve ilgili 

akış kuralına göre ry    , p
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Toplam birim şekil değiştirme ve yer değiştirme – birim şekil değiştirme ifadeleri ile elde 

edilen gerilme bileşenlerinin bünye denkleminde yerine yazılmasıyla 
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diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü ise 
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şeklindedir. 

 

Plastik Bölge 2 

Bu bölgede gerilmeler arasında rz    ilişkisi bulunmaktadır. Tresca kriteri ve ilgili 
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geçerlidir. Plastik bölge 1’dekine benzer şekilde  
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diferansiyel denklemi ve çözümü 
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şeklinde elde edilir. Burada  
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şeklinde tanımlanmıştır. 

 

SAYISAL SONUÇLAR 

Şekil 2’de önceki bölümde formülasyonu verilen iki farklı formdaki plastik bölgelerin 

zamanla silindir içerisinde nasıl genişledikleri görülmektedir. Şekilde er , plastik bölge 1 ile 

elastik bölge sınırının radyal koordinatını, pr  ise iki plastik bölge arasındaki sınırın radyal 

koordinatını göstermektedir.  Şekil 2(a) da pekleşme parametresi H = 0.25, Şekil 2(b)’de ise 

H = 0.5 alınmıştır. Buna göre 954.0  anında başlayan plastik deformasyon, iç ısı üretimi 

miktarının azalmaya başladığı 765.1  anına kadar genişlemektedir. Şekil 2 incelendiğinde 1. 

plastik bölgenin diğer formdaki plastik bölgeye göre daha hızlı ilerlediği görülmektedir. 
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Pekleşme parametresinin etkisine bakıldığında ise düşük parametre değerinde 2. plastik 

bölgenin daha hızlı ve daha geniş olarak ilerlediği görülmektedir.  Şekil 3’de ise plastik 

deformasyon bölgelerinin ilerleyişlerinin durduğu 765.1  anındaki gerilme, yer değiştirme 

ve birim şekil değiştirme dağılımları verilmiştir. 

 

  

a)                                                                         b) 

 

Şekil 2. Plastik bölgelerin zamanla ilerleyişi ve pekleşme parametresinin etkisi, 3.0  

 

 

Şekil 3.  τ  = 0.52 anında plastik gerilme, yer değiştirme ve birim şekil değiştirmeler, 3.0  

 

 



Apatay1, Eraslan2 ve Çiftçi3  

104  XIX. Ulusal Mekanik Kongresi 

SONUÇLAR 

Zamana bağlı periyodik olarak değişen iç ısı üretimi etkisi altındaki lineer gerinme pekleşmeli 

içi dolu diskin termoelastik ve kısmen plastik davranışı incelenmiştir. Tresca akma kriteri esas 

alındığında plastik deformasyonun asal gerilmeler arasındaki en büyük farkın meydana 

geldiği silindirin dış yüzeyinde başladığı görülmüştür. Silindir yüzeyinde teğetsel gerilme 

bileşeni ile eksenel gerilme bileşeni birbirine eşittir. Akmanın başlamasıyla birlikte 

rz    ve  rz    olmak üzere iki farklı formda plastik bölge oluşmakta ve bu 

bölgeler aynı anda zamanla silindirin içine doğru ilerlemektedir. Bu iki plastik bölgenin 

silindir içerisindeki ilerleyişleri incelendiğinde elastik bölge ile komşu olan plastik bölgenin 

daha hızlı ilerlediği görülmüştür. Pekleşme parametresinin plastik bölge ilerleyişi üzerindeki 

etkisi incelendiğinde düşük parametreye sahip silindirde dış yüzeye yakın olan plastik 

bölgenin daha geniş olduğu gözlemlenmiştir. 
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