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ABSTRACT

In this theoretical investigation, analytical solutions to thermally induced elastic and partially
plastic deformations of a solid cylinder under periodic internal heat generation are derived.
The analytical unsteady temperature distribution in the cylinder is formulated by the use of
Duhamel’s theorem. Tresca’s yield criteria and the corresponding flow rules are utilized in the
treatment of plastic deformation. Furthermore, the material of the cylinder is assumed to
behave linearly during hardening. In both elastic and partially plastic deformations a state of
generalized plane strain is taken into account. It is observed that the surface of the cylinder is
critical and plastic deformation always commences there. It is also observed that the evolution
of two adjacent plastic regions halt as soon as the temperature gradient reaches it’s maximum
and just begins to draw back.

OZET

Bu teorik ¢alismada, periyodik i¢ 1s1 iireten bir silindirin elastik ve kismen plastik
davraniglarinin analitik ¢oziimleri tiiretilmistir. Silindir igerisindeki sicaklik dagiliminin
analitik ifadesi Duhamel Teoremi yardimiyla elde edilmistir. Plastik deformasyonun
formiilasyonunda Tresca akma kriterleri ve karsilik gelen akis kurallarindan yararlanilmistir.
Bu baglamda, silindir malzemesinin lineer olarak peklestigi varsayilmaktadir. Hem elastik
hem de kismen plastik ¢oziimlerde genellestirilmis birim diizlem sekil degistirme durumu
kabul edilmektedir. Silindirin yiizeyinin kritik oldugu ve plastik deformasyonun daima bu
bolgede baslayacagi gozlemlenmistir. Buna ilave olarak, birbirine bitigik iki plastik bolgenin
silindir yiizeyinden igeri zamanla genislemelerinin sicaklik gradyaninin maksimuma erisip
diismeye basladig1 ana kadar devam ettigi de gozlemlenmistir.

GIRIS
Makine miihendisliginin en ¢ok kullanilan temel yapilari arasinda yer alan i¢i dolu ve bos
silindirlerin sicaklik degisimi altindaki elastik ve bazen de kismen plastik davranisinin
belirlenmesi malzemenin verimli kullanilmasi1 agisindan 6nem tagimaktadir. Bu baglamda
baz1 uygulamalara 6rnek olarak niikleer ve kimyasal reaktorler, lazerle 1sitma teknikleri ve
Ozellikle uzay araglarindaki silindirik elemanlar gosterilebilir. Bu uygulamalarin ¢ogunda
termal ytlik genelde periyodik olarak zamanla degismektedir [1].
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Literatiirde 1s1l gerilmelerle ilgili oldukca fazla teorik ve deneysel ¢alisma olmasina ragmen
bu c¢aligmalarin biiylik bir ¢ogunlugu periyodik yiiklemenin disinda kalmaktadir. Konu ile
ilgili birkag 6rnek vermek gerekirse Cossali [2] ve Walde’'nin [3] calismalarindan bahis
edilebilir. Cossali [2] periyodik i¢ 1s1 iiretimi etkisindeki i¢i dolu silindirlerde sicaklik
dagilimin1 Fourier doniisiim yontemiyle elde etmis ancak elastik gerilme analizine
girmemistir. Walde [3] ise i¢ 1s1 iiretimi etkisindeki i¢i dolu silindirlerde 1s1l gerilme
dagilimlarini integral doniistimleri metoduyla elde etmistir. Literatiirdeki calismalarin bliyiik
bir cogunlugu elastik gerilme analizi {izerinedir. Plastik deformasyonun incelendigi
caligmalarda ise i¢ 1s1 liretiminin zamandan bagimsiz oldugu durumlar ele alinmustir.

Bu ¢alismanin amaci periyodik olarak i¢ 1s1 iireten silindir ¢ubuklarin kismen plastik 1s1l
gerilme ve yer degistirme davraniglarini analitik yontemlerle hesaplamak ve silindir i¢erisinde
plastik bolgenin zamanla nasil genisledigini belirlemektir.

SICAKLIK DAGILIMI

b yarigapl silindir zamanla boyutsuz formda G(z ) = A sinz seklinde degisen i¢ 1s1 iiretimi
etkisi altindadir. Silindirin baslangi¢ sicakligr sifir olarak alinmistir. Ayrica dis yilizey sicakligt

da siirekli sifirda tutulmaktadir. Burada r, a;t/b? seklinde tanimlanmis normalize edilmis
zamani, A fonksiyonun genligini belirleyen bir sabiti, «; ise malzemenin 1sil yayilma

katsayisin1 gostermektedir. Ig 1s1 iiretimi etkisindeki bir silindirin sicaklik dagilimim1 veren 1s1
transferi problemi boyutsuz formda belirlenen sinir ve baslangig sartlariyla birlikte

or 1T o°T

— = +—+G(r); 0<r<1 >0, 1
ot T OF or2 ) i )
ve
T (0,7) =sonlu,
T@L7)=0,
T(F,0)=0. )

seklindedir [1].

Burada T, referans sicakligi gostermek iizere T =T /T, boyutsuz sicakhigi, F=r/b ise
boyutsuz radyal koordinati ifade etmektedir. Bu problem zamana baghi G(z) terimini

icermesinden dolay1 homojen degildir ve degiskenlerin ayrilmasi metoduyla ¢oziilemez. Bu
nedenle problemin ¢o6ziimiinde Duhamel teoremi kullanilmistir. Duhamel teoremine gore
problemin ¢oziimii

T(re)= [ F(5) = (r.c - p)dp 3

seklindedir [1]. Burada ®(F,r), zamana bagli ve zamandan bagimsiz iki fonksiyonun
toplamindan olugmakta olup asagida verilen ikincil problemin ¢ézlimiinii ifade etmektedir;
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0 _100 o0

P +1, 0<r<1 7>0, (4)
T r or r

®(0,7) =sonlu,
dL,7)=0,
®(F,0) = 0. (5)

Bu problemin ¢6ziimii i¢in @(F,7), zamana bagli ve zamandan bagimsiz iki fonksiyonun
toplami1 olarak

O(r,7)=Y(F,7)+ Z(T) (6)
seklinde yazilir. Bu ifadenin (4) ile verilen diferansiyel denklemde yerine yazilmasiyla

oY _10oY 0%y 1dz d?z
—t—t——+—

9 ror o2 Trar g +1 0<r<l1l >0 (7

denklemi elde edilir. Bu denklem siiperpozisyon metoduyla zamana bagli ve zamandan
bagimsiz iki parcaya ayrilabilir. Elde edilen iki ayr1 denklemin ¢oziilmesiyle

o0 2 7
Y(Fr)=-2> e —‘]30 ) 8)
n=1 ﬂ'n‘]l(/ln)
ve
FZ
Z(r)=c:1|nr+c:2—T (9)

seklinde elde edilir. Baslangic ve sinir sartlarinin bu denklemlere uygulanmasiyla integral
sabitlerinin bulunmasinin ardindan elde edilen ®(r,7) ifadesinin (3) ile verilen denklemde

yerine yazilmasiyla sicaklik dagilimi asagidaki sekilde elde edilir;

T(F,7) = 22/3;/1(;)} G(B)e " Pdp. (10)

Burada J, ve J;, sirasiyla birinci tiirden sifirmci1 dereceden ve birinci dereceden Bessel
fonksiyonlarini géstermektedir. A, (n=12,...) ise J,(4) =0 ifadesinin pozitif kokleridir.

ELASTIK COZUM

Sicaklik dagilimima bagli elastik gerilme ve yer degistirme dagilimlari, silindirik
koordinatlardaki biinye denklemi ve genellestirilmis Hooke bagmtilar1 [6,7] yardimiyla elde
edilen diferansiyel denklemin ¢6ziimiiyle belirlenmistir. Bu diferansiyel denklem:;

XIX. Ulusal Mekanik Kongresi 99



Apatay?!, Eraslan? ve Ciftci3

[ iy B 7 A (11)
r

U(F):Cll’+%+G+—vJ( )j 7T (.7 (12)

seklindedir. Burada U = Eu/boy, boyutsuz radyal yer degistirme, o, malzemenin eksenel

¢ekme durumundaki dayanimi, v poisson orani, & boyutsuz 1sil genlesme katsayisidir. Yer
degistirmenin silindir merkezinde (F =0) tanimli olabilmesi i¢in integral sabitlerinden

C, =0 olmaldir. (12) ile verilen yer degistirme ifadesi ile temel elastisite bagintilari

kullanilarak tiiretilen gerilme - yer degistirme bagintilar1 yardimiyla gerilme bilesenleri ve yer
degistirme ifadeleri asagidaki gibi elde edilmistir:

0=CF+ Givj( jj 7T (n,7)dn, (13)
vey, +C; a
T L) - ) T1- v-ZI”T(" r)dn, (14
or = (1:i(32;012v) 1-vr I T (7.7)d77. - 1EFILT)’ (15)

5 (1—V)50+2VC1_07|'(I’,T)
2T 1+v)(1-2v) 1-v

(16)

Burada & i

degistirmesi ile C, integral sabitleri ise, silindir yiizeyinde &,(1)=0 ve genellestirilmis
diizlem birim sekil degistirme durumunda uglar1 serbest silindir i¢in eksenel dogrultudaki net
kuvvetin sifir olmasi sartlar1 yardimiyla;

=o;loy boyutsuz gerilme bilesenlerini ifade etmektedir. &, birim sekil

C, - M [T (r.oyr, (17)
g, = 200 j:FT_ (F.7)dF (18)

seklinde elde edilir.

Elastik Sonuglar
Sekil 1.’de A=4.0,a =2.0 alinarak akma baslangicinda gerilme dagilimi verilmistir.

Goriildigi gibi asal gerilmeler arasindaki fark silindir yiizeyinde 1’ ¢ ulagmaktadir,
dolayisiyla akma silindir ylizeyinde baslamaktadir. Akmanm bagladigt zaman degeri
7 =0.954 olarak hesaplanmistir.
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Sekil 1. Akma baslangicinda elastik gerilme dagilimi, v =0.3

PLASTIK COZUM
Sekil 1. incelendiginde elastik limit zamani asildiginda silindir yiizeyinden igeriye dogru iki
farkli formda plastik bolgenin olusacagr goriilmektedir. Tresca akma kriterine gore bu
bolgelerden birinde gerilme bilesenleri &, > &, > &, seklinde degisirken, diger bolgede ise
oy =0, >0, seklinde degismektedir. Plastik bolgelerde toplam birim gsekil degistirme,

elastik bilesen &, plastik bilesen &P ve 1s1l bilesen aT ’nin toplami seklindedir:
g =& +&°+al, i=r20. (19)
Ayrica lineer gerinme peklesme davranisi
oy, =1+ Hégq (20)

formunda tanimlanmistir. Burada &g, esdeger birim sekil degistirme ve H normalize edilmis

peklesme parametresidir. Olugan iki plastik bolgeye ait denklemler asagidaki boliimlerde
verilmistir.

Plastik Bolge 1
Bu bolgede gerilmeler arasinda 6, > &, > &, iliskisi bulunmaktadir. Tresca kriteri ve ilgili

akis kuralina gére &,=6,-5,, & =-&", & =0 ve & =& ifadeleri gecerlidir.

Toplam birim gekil degistirme ve yer degistirme — birim sekil degistirme ifadeleri ile elde
edilen gerilme bilesenlerinin biinye denkleminde yerine yazilmasiyla

d%T  _dT _ 2(L+v)(L-2v) - a@+v)[2+ H(l+v)]r2£

21
dr?2  dr 1+H@A-v?) 1+H@-v?) or @)
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diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise

U(F):Cr+—4 (L+v)L-2v)r(2InT —1) a(1+v)[2+H(1+v)]1
S 2+ H-v?)] +H@A-v?)| T
R0y 2f T (.00} @2)

seklindedir.

Plastik Bolge 2

Bu bolgede gerilmeler arasinda 6, =&, > &, iliskisi bulunmaktadir. Tresca kriteri ve ilgili

akis kuralna gére &, =6,-6,=0,-0,, & +& =—& Ve &go=-¢ ifadeleri

gecerlidir. Plastik bolge 1°dekine benzer sekilde

rzﬂ c40 oo (@-29)B-He) [3+2H(1+v)] _Tj 23)
dr?  dr (MZ —D[L+2H1-v)] 1+2H@1-v) or
diferansiyel denklemi ve ¢oziimii
u(r)=05r+c—_6+ (1-2v)(3—He,)F +c_z(1+v)[3+2H(1+v)]
o -M)L+2HA-v)]  2M[1+2H@1-v)]
FM[Fl_Mf(F,r)—_;_M'F(Fp,r)—(l—M)rn_Mf(n,r)dn}
Mo
_5(1+V)[3+2H(1+V)]——M LM —1+M _
IMIL+2H(I-v)] | e -6
-1+ M )f:p 7T (7,7)d 77} (24)
seklinde elde edilir. Burada
_ [ H (25)
1+2H@1-v)

seklinde tanimlanmustir.

SAYISAL SONUCLAR
Sekil 2’de onceki bolimde formiilasyonu verilen iki farkli formdaki plastik bolgelerin
zamanla silindir icerisinde nasil genisledikleri goriilmektedir. Sekilde T, plastik bolge 1 ile
elastik bolge siniriin radyal koordinatini, Mo ise iki plastik bolge arasindaki siirin radyal

koordinatin1 géstermektedir. Sekil 2(a) da peklesme parametresi H = 0.25, Sekil 2(b)’de ise
H = 0.5 alinmistir. Buna gore 7 =0.954 aninda baglayan plastik deformasyon, i¢ 1s1 liretimi
miktarin azalmaya basladigr 7 =1.765 anina kadar genislemektedir. Sekil 2 incelendiginde 1.
plastik bolgenin diger formdaki plastik bolgeye gore daha hizli ilerledigi goriilmektedir.
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Peklesme parametresinin etkisine bakildiginda ise diisiik parametre degerinde 2. plastik
bolgenin daha hizli ve daha genis olarak ilerledigi goriilmektedir. Sekil 3’de ise plastik
deformasyon bdlgelerinin ilerleyislerinin durdugu 7 =1.765 anindaki gerilme, yer degistirme
ve birim sekil degistirme dagilimlar1 verilmistir.

1.73 T 1.73

) Tiim = 1.765 )
1.63 s 163 F
1.33 153
143 143 F
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Sekil 2. Plastik bolgelerin zamanla ilerleyisi ve peklesme parametresinin etkisi, v = 0.3
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Sekil 3. 7 =0.52 aninda plastik gerilme, yer degistirme ve birim sekil degistirmeler, v =0.3
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SONUCLAR

Zamana bagl periyodik olarak degisen i¢ 1s1 iiretimi etkisi altindaki lineer gerinme peklesmeli
ici dolu diskin termoelastik ve kismen plastik davranisi incelenmistir. Tresca akma kriteri esas
alindiginda plastik deformasyonun asal gerilmeler arasindaki en biiyiik farkin meydana
geldigi silindirin dis yilizeyinde basladig1 gériilmiistiir. Silindir yilizeyinde tegetsel gerilme
bileseni ile eksenel gerilme bileseni birbirine esittir. Akmanin baglamasiyla birlikte
oy=0,>0, V& o, >0, >0, olmak iizere iki farkli formda plastik bolge olugsmakta ve bu

bolgeler aym1 anda zamanla silindirin i¢ine dogru ilerlemektedir. Bu iki plastik bdlgenin
silindir igerisindeki ilerleyisleri incelendiginde elastik bolge ile komsu olan plastik bolgenin
daha hizli ilerledigi goriilmiistiir. Peklesme parametresinin plastik bolge ilerleyisi tizerindeki
etkisi incelendiginde diisiik parametreye sahip silindirde dis ylizeye yakin olan plastik
bolgenin daha genis oldugu gézlemlenmistir.
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