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OZET

Bu calismada, rotor-pala sistemlerini temsilen, rijid bir rotora bagli olarak donen elastik bir
c¢ubugun lineer olmayan titresimleri ele alinmaktadir. Geometrik ve dinamik nonlineerlikleri
hesaba katan matematiksel model, kismi tiirevli bir integro-diferansiyel denklem seklinde elde
edilmekte, daha sonra Galerkin yontemi yardimiyla lineer olmayan bir adi diferansiyel
denklem takimina gecilmektedir. Ilk olarak, Rotorun sabit hizla dénmesi 6zel halinde, bir
serbestlik dereceli model lizerinde, Lindstedt-Poincaré yontemi yardimiyla frekans hesabi
gerceklestirilmekte, lineer olmayan unsurlarin sistemin dogal frekansi iizerindeki etkileri
irdelenmektedir. ikinci olarak, rotorun degisken hizla donmesi halinde, bir serbestlik dereceli
model iizerinden sayisal ¢oziim araciligiyla, sistemin bazi parametre bilesimlerinde kaotik
davranig gosterecegi, Lyapunov iissii hesabina dayali olarak elde edilen kaos kartlar1 ve
Poincaré tasvirleri yardimiyla ortaya konulmaktadir.

ABSTRACT

Non-linear vibrations of rotor-blade systems are studied through a rotating beam model. The
mathematical model, which takes into account both geometric and dynamic non-linearities, is
first obtained as an integro-partial differential equation and then discretisized via Galerkin’s
method. Lindstedt-Poincaré method is used to perform a frequency analysis on a unimodal
equation for the special case of a rotor with constant rotation speed. Effects of the system
parameters on the fundamental frequency are discussed. Second, chaos analysis is performed
on the unimodal equation via Lyapunov exponent calculations and a chaos chart is obtained
on a two dimensional parameter space for a special combination of the remaining system
parameters. The chart and given Poincaré maps show that the system will exhibit chaotic
behaviour at certain combinations of system parameters.

1. GIRIS

Helikopter ve ugak pervaneleri, tiirbo makinalar gibi ¢ok 6nemli uygulamalara sahip olan
rotor-pala sistemlerinin dinamik davranislarinin gercege uygun olarak Ongoriilebilmesi
bliyiik 6nem tagimakta, bu ylizden de bu tiir sistemler ¢ok sayida ¢aligma ve incelemeye konu
olmaktadir.

Cogunlukla lineer modeller iizerinden gerceklestirilen bu incelemelerde, cesitli yontemler
yardimiyla, sabit hizla dénen pala ya da ¢ubuklarin 6zdeger analizi [1-5], dalgalanan hizla
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donen palalarin dinamik kararliligi [6-8], mil ve pala titresimleri arasindaki baglasiklik
etkileri [9-12] gibi problemler ele alinmstir.

Ote yandan, sinirh sayida da olsa, konuyu lineer olmayan modeller yardimiyla ele alan
caligmalar da yok degildir. Bu ¢ercevede, Rao ve Carnegie [13] bir harmonik denge yontemi
yardimiyla, Hamdan ve Al-Bedoor [14] ise, bir zaman doniisiimii yontemi yardimiyla, donen
cubuklarin nonlineer dogal frekans hesab1 problemini, Larsen ve Nielsen [15] de, Lyapunov
tissii hesab1 yardimiyla, riizgar tiirbini palalarinin nonlineer parametrik kararlilik problemini
ele almislardir.

Bu caligmada ise, hem geometrik hem (donmenin dinamiginden kaynaklanan) dinamik
nonlineerlikleri dikkate alan bir matematiksel model yardimiyla; 1) Sabit hizla donen konsol
kiriglerin egilme titresimlerinde nonlineer frekans hesabi ve frekans cevabi problemleri. ii)
Dalgalanan hizla dénen konsol kirislerde kaos egilme titresimlerinde kaos olusumu problemi
ele alinmaktadir. Bu amagla ilkin sistemin lineer olmayan integro- diferansiyel (kismi tiirevli)
denklemi elde edilmekte, sonra Galerkin yontemi yardimiyla problem ayriklastirilarak lineer
olmayan bir adi diferansiyel denklem takimina gegilmektedir. Bu ¢alismada iist modlar ihmal
edilerek, inceleme, bu denklemlerden birinci moda karsilik gelen birincisi tizerinde (tek modlu
model) stirdiiriilmekte, frekans ve frekans cevabi hesaplarinda bir pertiirbasyon yontemi olan
Lindstedt-Poincaré yonteminden, kaos teshisinde ise Lyapunov {issii hesabindan
yararlanilmaktadir.

2. MODEL

Incelemede Sekil 1°de gosterilen model esas alinacaktir. Modelde w(t) dalgalanan hizi ile
donen r yaricapli rotora bagh pala, Kelvin-Voigt malzeme sonlimiine sahip, diizgiin kesitli,
homojen bir Euler-Bernouilli gubugu olarak ele alinmistir.

Sekil 1 Model

Lineer olmayan etkileri goz Oniine alan bir model kurmak amaciyla, p egrilik yaricapi, s
cubuk egilme eksenini izleyen egrisel koordinat olmak ve iisler s’ye gore tiirevleri gostermek
uzere

1
EI 1-y'?)2
m=EL Ay )T (1)

seklindeki moment-egrilik yarigapr iliskisinde, egrilik ifadesinin Taylor serisi aginimindaki
lineer olmayan terimler hesaba katilmis ve nihai hareket denkleminde ii¢lincii dereceye kadar
olan terimler alikonulmustur. Bunun sonucunda palanin (kiris) dénme diizlemi igindeki
egilme titresimlerinin lineer olmayan hareket denklemi, EI egilme rijidligi, A kesit alani, p
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yogunluk, ¢ pala boyu, ¢ viskoz soniim katsayis1 olmak ve iisler s’ye, noktalar da zamana
gore tiirevleri gostermek tizere
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seklinde elde edilmistir. Burada m ve &, s yerine gecen kukla degiskenlerdir. Bu denklem,
rotor hizinin ®, ortalama degeri etrafinda v frekansi ile

o(t) =0y + o) sin vt 3)

seklinde dalgalandigi kabulii altinda ve

c n o« EI — Vv * ® 0 2m,
O=7HN="7h0 = 4’03: *3C=C(D ,B:_*,B():—*,SZ—(4)
l ¢ pAl ) 0} o @9

tanimlar1 1s5181inda boyutsuzlastirilirsa

y

u=—,v==_,1=vt, 0=
l

~ | =

5
g 9

B=BO(1+§Sin‘E) (5)

olmak ve iisler u’ya, noktalar ise t’ya gore tiirevleri gostermek tizere
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elde edilir. (6) denklemine eslik eden sinir kosullar1 konsol kiris sinir kosullarindan ibarettir.
Bu smir-deger problemi, Galerkin Yontemi yardimi ile ayriklastirilarak, sonlu sayida adi
diferansiyel denklemden olusan bir denklem takimi ile yaklasik olarak temsil edilebilir. Bu
amacla ¢Oziim

V(1= ) gi(1)-0;(u) (7

i=1

n terimli Galerkin serisi ile temsil edilir ve burada karsilastirma fonksiyonlar1 olarak
hareketsiz konsol kirise ait,
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coshA;+cosi;

@(n) = cosh?\.iu—cos?»iu—Ki(sinhxiu—sinkiu) s X T S rem A SN (®)

Ozfonksiyonlar1 (Ai‘ler konsol kiris boyutsuz frekanslar1) kullanilirsa, Galerkin Y o6nteminin
bilinen islemleri sonucunda
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denklemlerine gelinir. Denklem (9), Sekil 1’ de gosterilen palanin (kirig), diizlem i¢i egilme
titresimlerinin ayriklagtirilmis hareket denklemini olusturmaktadir. Lineer terimler yaninda,
karesel ve kiibik terimler iceren bu denklem, hem parametrik hem de dogrudan zorlama
etkisindeki lineer olmayan bir sisteme isaret etmektedir ve bu Ozellikleriyle son derece
karmasik dinamik davranislar gostermesi beklenmelidir.

2. FREKANS ANALIZi
Denklem (9)’da soniim ihmal edilir (£{=0), rotorun sabit hizla dondiigii kabul edilir

(o=1,3=0— B=Po) ve temel bir inceleme gergeklestirmekle yetinmek tizere, yalnizca birinci
titresim modu ele alinirsa (n=1), g; yerine, gosterilim kolaylig1 bakimindan g yazarak,

a=2.143318 ,b =4.596773 ,c =10.110166 +0.155068p> , QF =12.362363 + (0.193336 + 1.571878c)p> (11)
tanimlar1 altinda

g+0Qfg+ag?g+bgg? +cg’=0 (12)
veya burada g= Ve x degisken doniisiimii yapilarak

X+0% x+e(ax’x+bxx? +¢cx>)=0 (13)

238



tek modlu (unimodal) denklemi elde edilir. Bu denklem, belli bir yaklasiklikla, dénen
nonlineer kirisin birinci moddaki egilme titresimlerini temsil etmektedir.

Bu denklemin, x(0)=X,, x©0)=0 baslangi¢ kosullar1 altindaki yaklasik ¢oziimiinii elde etmek

lizere, bir pertiirbasyon yontemi olan Lindstedt-Poincaré yontemine bagvurulur ve sonugta
e =1 konulursa, kii¢iik genliklerde yaklasik olarak gecerli bir dogal frekans ifadesi olarak

Q:[1+%[b+3[§%—aﬂx5]90 (14)

elde edilir. Beklendigi lizere dogal frekans, sistem parametrelerinin yan1 sira X, genligine de
baglidir. Denklem (14)’deki ¢ ve Q, (lineer dogal frekans) biiyiikliiklerinin Denk. (11)

uyarinca sistem parametreleri a ve B ya bagl olduklarina dikkat edilirse,

b+3[&—a]=0 (15)

QF (o, B)

esitliginin saglandigi a-f bilesimlerinde frekansin genlikten bagimsiz kalacagi ve bu
denklemin, a-B diizleminde frekansin genlikle artti1 (sertlesen yay) parametre bolgesi ile
frekansin genlikle azaldigr (yumusayan yay) parametre bolgesini ayiran bir siir verecegi
anlagilir. Sekil 2°de bu sinir ve ayirdigi parametre bolgeleri gosterilmistir. Bu tespit onemlidir,
¢linkii, donme hizina bagh olarak, ayni palanin bazen yumusayan, bazen sertlesen bir yay
olarak davranabilecegini; yani calisma sirasinda davranmiginda nitel bir degisiklik ortaya
cikabilecegi gostermektedir.

Yumusayan yay

T 1
esen yay

1

Sert
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Sekil 2 Yumusayan-Sertlesen yay

Sekil 3 a, b ve ¢’de ise, Denk. (14) uyarinca, dogal frekansin sistem parametreleri ve genlik
ile degisimi goriilmektedir. Sekil 3 a,b’de, lineer modele ait frekans egrileri de gosterilmistir.

9 T

| | |
i; : . L Denk. (14) (oc=0._()i,£i1_5_)___'_
0 sfF 71 Denk. (14) (oc=5,/B=2) —
6 1 6k —
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Sekil 3 Dogal frekansin a) B ile, b) a ile, ¢) X, ile degisimi
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Burada, dogal frekanslarin beklendigi gibi, a ve B ile arttigi, lineer olmayan modele ait
frekans egrilerinin, genlige bagimliligin bir sonucu olarak, lineer modele ait frekans
egrilerinden ayrildig1 goriilmektedir. Sekil 3 c¢’de ise lineer olmayan modele ait frekanslarin
genlik ile degisimi verilmistir. Goriildigi gibi, yumusayan yaya karsilik gelen parametre
bilesiminde (=5, B=2), frekans genlikle azalirken, sertlesen yaya karsilik gelen parametre
bilesiminde (a=0.01, B=15) genlikle artmaktadir.

Simdi, Denk. (13) ile taniml1 sistemde soniim de hesaba katilarak, frekans cevabi problemi ele
alinsin ve ilk olarak, sistemin, esas rezonans (Q~Q,) civarindaki davranisi incelensin.

Lineer olmayan terimlerin, soniimiin ve zorlayici kuvvet genliginin etkilerinin ¢ mertebesinde
oldugu kabulii ile, bu durumda (13) denklemi yerine,

2ep=008 (16)
olmak {izere

5&+ng+a(2w’(+ax25i+bx>k2+cx3)=8fcosQ1: (17)
yazilabilir. Denk. (17)’nin,

Q=0,(+ke) (18)
kabulii altinda Lindstedt-Poincaré yontemiyle ¢oziimii,

x(1) =ag cos[Qt — 54 | +O(€) (19)

verir. Buradaki a, zorlanmis titresim genligi ve o, faz acisi ile zorlayici1 kuvvet frekansi
Q’nin Q ’dan farkliligini 6l¢en k parametresi arasinda,

e u (20)

k=—a—§{3(a—é)—b}$é F_ 295 , Op=atan 5
a - Qo{k + % {3(21 - %) - b}}

bagintilar1 mevcuttur.
12 T T T T T 314 T

ap ¢ Cp 157

Sekil 4 Sistemin esas rezonans civarindaki frekans cevabi (f=2, a=2, f=5; yumusayan yay)

Sekil 4, palanin, yumusayan yay olarak davranmasina karsilik gelen, Sekil 5 ise, sertlesen
yay olarak davranmasina karsilik gelen parametre bilesimleri i¢in Denk. (20)’den elde
edilmis frekans cevaplarini gostermektedir.

Bu sekillerin incelenmesinden su sonuglara varilir. Beklentilere uygun bir bigimde, Sekil 4’de
yumusayan yay etkisi ile rezonans egrileri sola, Sekil 5’de ise sertlesen yay etkisi ile saga
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yatmakta, her iki durumda da sigrama olay1r gozlenmektedir. Soniim ise, genlik tepelerini
asagiya cekici, bunun sonucu olarak da belli bir degerden sonra sigrama olayini ortadan
kaldirici etki yapmaktadir.

3 T T T T T T ” 314 T T

Go 151

Sekil 5 Sistemin esas rezonans civarindaki frekans cevabi (=2, a=0.5, f=1; sertlesen yay)

Ikinci olarak, sistemin, harmonik Ustli rezonans (Q z%QO) civarindaki davranis1 incelensin.
Ancak bu kez, (17)’de zorlayici kuvvet etkisinin ¢ mertebesinde oldugu kabulii kaldirilarak

X+ x+euk+ax’k+bxx® +cx’)=fcosx 21)

denklemi ecle alinsin. Esas rezonansa ait frekans cevabinin elde edilmesine benzer sekilde
ancak bu kez

Q=10)(1+ke) (22)
kabulii ile hesap yapilirsa,
x(t)=a, cos[3Qt — 00]+9—fzcos Qr +0(g) (23)
8Q
0
¢Ozimil ve
2 2 203 2
k=—200 30—y p|- 2 jp- 20z LT T 2| Jep (24)
8¢ Qg) 16204 ‘ fo% +Q§ 16°Q5 a, o 03 e

elde edilir. Denklem (24)’den elde edilen Sekil 6 incelenirse, sistemin harmonik {istli rezonans

civarindaki frekans cevabinin da, esas rezonans civarindakine benzer sekilde, sigrama olay1

gosterecegi, sistem parametrelerine bagh olarak sertlesen ya da yumusayan yay karakterinde

olabilecegi ve soniimden, rezonans tepelerinin algalmasi ve sonunda sicrama olaymin yok

olmasi seklinde etkilenecegi anlasilir.
2

T T T T 18 T T T

135

o2

0.45

1
—DD 14 -011 —0.08 -0.05 -002 001 EID 0z

(a) (b)
Sekil 6 Sistemin harmonik iistii rezonans civarindaki frekans cevabi,
a) =12, a=1, B=2; yumusayan yay, b) =12, a=0.5, =0.5; sertlesen yay.
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Son olarak, sistemin, harmonik alti rezonans (Q~3Q,) civarindaki davranisi incelensin.
Yine Denk. (21)’den, fakat bu kez de

0 =30Q,(1+ke) (25)
alinarak hesap yapilirsa,

x(t)=aq cos[% -0y ]—% costrt +0(e) (26)
8QO
¢Ozumune ve

2
2 2
k= —?{3@—5%)—19} I;Qé {1%—%—;%}1(%\/{23[—1 1a+5b—£32%ﬂ el (27)

ifadesine ulasilir. Denklem (27)’den, zorlayict kuvvet genliginin farkli degerleri i¢in elde
edilen frekans cevaplar1 Sekil 7°de verilmistir. Bu sekilden, harmonik alt1 rezonansin ancak
biiyiik fkuvvet genlikleri halinde etkili olacagi ve esas ve harmonik iistii rezonanslardan farkl
olarak, harmonik alt1 rezonansta sigrama olayinin ortaya ¢ikmayacagi goriilmektedir.

a

45 -

ay

s o

ok 1 I 1
o 0.1 0.z 0z 0.4 0.5 n.a

Sekil 7 Sistemin harmonik alt1 rezonans civarindaki frekans cevabi (u=0.1, a=0.5, p=2)

Burada donen kirisin birinci mod davranisiyla ilgili olarak elde edilen sonuglar, biiyiik
Olclide, kiibik geri getirme kuvvetine sahip tek serbestlik dereceli sistemlerin (Duffing
denklemi) bilinen sonuglariyla drtiismektedir [16].

3. KAOS

Simdi de, rotor-pala sisteminde, rotorda harmonik bir hiz dalgalanmasi olmasi halinde
ortaya ¢ikacak titresimlere egilinsin. Bu amagla Denklem (9)’a doniiliir ve yine n=1 alinarak,
birinci moda iligkin denklemin elde edilmesiyle yetinilirse,

Ay =-1.570878, By =—1.193336, Cyyy; =2.143318, Dyy; =4.596773, ¢; =0.782991, d; = 0.568825 ,

Ellll =10.1 10166, Fllll = 0155068, Glll =0 N Hlll = —1736491, Klll =-0.290536 N B =B0(1+%Sin’f) (28)
olmak {izere ve gosterim kolaylig1 agisindan indisler kaldirilarak

g+§x‘{g+}2[x?—[32(aA+B+1.0)] g+C& g+Dgg2+}2[E—B2F] g3+E[aH+K]g2 :—E(ac+d) (29)
o ® 0] [0} [0

elde edilir. Denklem (29)’a goére, harmonik bir hiz dalgalanmasi, Sekil 1°de verilen rotor-

pala sisteminde, hem dis hem parametrik zorlamaya yol agmaktadir. Bu zorlamalarin etkisi

altinda, sistemin kaotik davraniglar gosterip géstermeyecegi incelenmek istensin.

Bir dinamik sistemde, sistem davraniglarinin baslangi¢ kosullarina asir1 duyarliliginin kaosa
neden oldugu bilinmektedir. Bu duyarliligin bir 6l¢iisiinii olusturan Lyapunov iisleri de, en

242



onemli kaos dlciitlerinden biri olarak kabul edilir. Ozel olarak, bir dinamik sistemde, belli bir
parametre bilesiminde Lyapunov iislerinden en az birinin pozitif olmasi, sistemin o parametre
bilesiminde kaotik davranis gosterecegine isaret eder [17-18].

Bu calismada, inceleme, en biiyiik Lyapunov iissiinlin elde edilmesine yonelik bir algoritma
[18-21] yardimiyla gergeklestirilmistir. Bu amagla, a=1, B, =5, {=0.001 parametreleriyle
tanimli bir rotor-pala sistemi Ornegi ele alinmis, Ozel olarak gelistirilen ve sayisal
integrasyonda Runge-Kutta(4) yontemini kullanan bir FORTRAN programindan
yararlanilarak, Lyapunov iissiiniin pozitif deger aldigi1 noktalar isaretlenmis ve ©—3&
parametre diizleminde, Sekil 8a’da gosterilen kaos kartt elde edilmistir. Bu sekle gore, ele
alinan rotor-pala modelinin kaotik davranis gosterecegi genis parametre bolgelerinin
bulundugu anlagilmaktadir. Farkli renkle gosterilen dort adet i¢ bolge, sistemin kararliligim
yitirdigi  (genligin smirsiz biylidiigii kaotik ya da peryodik titresimler) parametre
bilesimlerinde karsilik gelmektedir.

2 1
0.5
147 0
-0.5
5 1 -
05 L 1.5
-2
D -2.5

-2.5 2 1.5 1 -058 u} 0.5 1 1.5

oy g
(a) ® (b)

Sekil 8 a) Lyapunov {issii hesabina dayali kaos karti, b) Poincaré tasviri (® =7, 6=1.8, £=0.1)

Sekil 8b’de ise, ®=7, 6=1.8, {=0.1 parametre degerlerine karsilik gelen kaotik bir harekete
iliskin Poincaré tasviri verilmistir. Poincaré tasvirinin fraktal yapisi, hareketin kaotik
oldugunun acik bir gostergesidir.

4. SONUCLAR

Bu calismada, degisken hizli bir rotora bagli olarak dénen bir palanin (kiris) lineer olmayan,
kismi tiirevli hareket denklemi elde edilmis, bu denklemin Galerkin yontemi yardim ile
ayriklastirilmasi ile de lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerden olusan bir denklem
takimina ulasilmistir.

Incelemelerde, birinci titresim modunu temsil eden tek bir denklem ele alimis ve ilk olarak,
rotorun sabit hizla donmesi halinde, sistem dogal frekansi ile esas, harmonik iisti ve
harmonik alt1 rezonans civarindaki frekans cevaplari elde edilmistir. Bu sinirli inceleme,
donen bir palanin, donme hizina bagli olarak, sertlesen ve yumusayan yay karakterleri
arasinda gecis yapacak sekilde nitelik degistirebilecegi 6nemli sonucunu vermistir. Ref.
[14]’te, yetersiz bir incelemeyle varilan sonugla celisen bu sonucun daha yiiksek serbestlik
dereceli modeller yardimiyla sinanmasi i¢in arastirma siirdiiriilmektedir.

Ikinci olarak, rotorun degisken hizla dénmesi hali igin, Lyapunov iissii hesabina dayali bir
kaos incelemesi yapilmis, daha Once yazarlar tarafindan yapilan basitlestirilmis bir
incelemenin [21] verdigi sonuca paralel olarak, sistemin belli parametre bilesimlerinde
kaotik davranig gosterecegi belirlenmis ve sistem parametrelerinden olusan bir parametre
diizleminde bir Ornek kaos karti verilmistir. Bu sonu¢ da, Ornegin mil burulma
titresimlerinden kaynaklanan bir hiz dalgalanmasinin rotor-pala sistemlerinde kaotik
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davraniglara yol acabilecegini gosteren ve tasarim sirasinda buna da dikkat edilmesi
geregine isaret eden dnemli bir sonug olarak goriilmektedir.
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