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iICERISINDE AKISKAN BULUNAN VISKOELASTIK VE
ELASTIK TUPLERDE NONLINEER DALGA MODULASYONU

OZET

Bu c¢aligmada igi viskoz olmayan sikigmaz bir akigkan ile dolu viskoelastik
ve elastik tiiplerde zayif nonlineer dalga yayilimi probleminin asimptotik analizi
yapilmigtir. Birinci boliimde kisaca konunun tarihsel gelisiminden s6z edilmisg

ve bu konuda yapilmug teorik caligmalar 6zetlenmistir. Ikinci boliimde ise
caligmanin esas konusunu olugturacak olan, icerisinde sikigtirilamayan ve viskoz
olmayan akigkan bulunan ongerilmeli ince viskoelastik ve elastik tiplerde
nonlineer dalga yayihmi probleminde kullamilacak olan alan denklemleri
elde edilmigtir. Bolim 3’te bu ¢aligmada kullamilacak olan pertiirbasyon
yontemleri hakkinda kisa bilgiler verilmistir. Bolim 4’te igerisinde viskoz
olmayan akigkan bulunan ince viskoelastik ve elastik tiiplerde zayif nonlineer
dalgalarin yayilimi problemi indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullamlarak ayr
ayr incelenmigtir. Dispersiyon, dissipasyon ve nonlineerite arasindaki dengeye
bagl olarak pertiirbasyon agilimindaki en diigik mertebeden terimleri yéneten
denklemlerin, Burgers, Korteweg-de Vries ve Korteweg-de Vries-Burgers
denklemleri oldugu gosterilmistir. Bu denklemlerin ilerleyen dalga ¢bziimleri
ve elde edilen bir kisum sayisal sonuglar yine ayni boliimde verilmistir. Bolim
5te de iki ayr1 problem ele ahnmigtir. Birinci problemde igi viskoz olmayan
akigkanla dolu nonlineer viskoelastik tlplerde zayif nonlineer, dissipatif, fakat
kuvvetli dispersif ortamlarda dalgalarin genlik modulasyonu incelenmis ve
boyle bir ortamda yonetici denklem olarak dissipatif nonlineer Schrodinger
denklemi elde edilmistir. Bu denklemin belli baglangic kosullar:i altinda
niimerik ¢ézimu Split Step Fourier yontemi ile verilmigtir. Ikinci problemde
ise tupln viskoelastik etkileri ihmal edilmig, fakat eksenel yondeki yer
degigtirmesi de hesaba katilarak problem yeniden incelenmigtir. Bu problemde
yonetici denklem olarak biri radyal digeri de eksenel hareketle ilgili iki
nonlineer Schrédinger denklemi elde edilmigtir. Bu denklemlerin kararli diizlem
dalgalarin olugma kogullan sayisal olarak incelenmis ve grafikler iizerinde
gosterilmigtir. Son olarak da igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan
on gerilmeli elastik tiplerde farkh iki dalga boyunda yayilan iki akustik
dalganin siiperpozisyonundan olugan dalgalarin nonlineer etkilegimi Boliim 6’da
incelenmig ve boyle bir ortamda dalgalarin genlik modilasyonunu ydneten
denklemlerin kuple nonlineer Schrédinger denklemleri ile verilebilecegi elde
edilmigtir.

Temel Denklemler

Bu c¢ahigmada, igerisinde viskoz olmayan ve sikigtirilamayan akigkan
bulunan tlip igerisinde nonlineer dalga yayilimi problemi tiip malzemesinin
viskoelastik veya elastik olusuna bagh olarak iki ayrn1 durum igin
incelenmigtir. Birinci durumda viskoelastik etkiler goz 6niinde bulundurulmus,
ancak yataklama kogullari nedeniyle tiiptin eksenel yondeki hareketi ihmal
edilmigtir. Bu durumda eksenel yondeki kuvvetlerin dengesinin 7" yataklama

kuvveti yardimiyla saglandigx varsayilmigtir. Ikinci durumda ise viskoelastik
etkiler ihmal edilip eksenel yondeki yer degigtirmeler hesaba katilmigtir. Her
iki hal i¢in alan denklemleri agagidaki gibi verilebilir.
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Nonlineer viskoelastik tipun hareket denklemlers :

m82u 22 1 3 21 3u
R R v b il W G @)
0 /% ou
= 5;<A_;) —Ae(p-{-po)—z, (2)

Burada u radyal yer degistirmeyi, p i¢ basinci, 3,, ¥5 tegetsel yondeki mambran
kuvvetlerini, A ve Ay da ilgili dogrultulardaki germeleri gostermektedir.

Nonlineer elastik tupiun hareket denklemleri :

0 /1 0% Ou Ow, 0¥ Ow
5;(X8_AZ§Z) - (1~ g)m +As(po + p) = m(l ~ —-)ar, (3)
0 /1 0% Ou _ ow _ Ow._,

5z (Rom,) ~ Moo +9) = mll= e, A= A0- 507 (4

Burada ¥ gekil degistirme enerjisi fonksiyonu, w eksenel yer degistirme, a,, a,
ise ivme bilegenleridir. ¥ gekil degistirme enerjisi fonksiyonunun, Ay ve A,’in
analitik bir fonksiyonu oldugu kabul edilerek, v = 0, u/0z = 0 ve dw/dz = 0
civarinda seriye agilmigtir. Bu agihmlar (1), (3) ve (4) denklemlerinde yerine
yazildiginda nonlineer viskoelastik ve elastik tupler icin hareket denklemleri
yerdegistirmeler ve onlarin tirevleri cinsinden elde edilebilir. Ana metinde yer
alan bu denklemler yer tasarrufu nedeniyle burada verilmemistir.

Akigkan denklemlers :

Yukaridaki tiip denklemlerinin akigkan denklemleri ile desteklenmesi
gerekir. Sikigtirilamayan ideal bir akigkanin yaklagik (ortalama) hareket
denklemleri agagidaki bi¢cimde verilebilir

Ou Ou Ov Ov v Op

Zay:f Nonlineer Dalgalar

Bu kisimda alan denklemlerinin, uzun dalga yaklagimi halinde, zay:f
nonlineer dalga c¢ozimleri elde edilmeye ¢aligilmigtir. Daha once verilen alan
denklemleri igin ayr1 ayr1 inceleme yapilmigtir.

Yataklanmag viskoelastik tupler :

(1) ve (5) denklemleri kullanilarak kiigiik fakat sonlu genlikli dalgalarin
yayihimi indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilarak elde edilmistir. Bunun
i¢in agagidaki gekilde koordinat doniigiimu tanimlanabilir

§=e(z—gt) , T=e"gt (6)

Burada e nonlineeritenin kii¢ikligiinii sembolize eden bir parametre, a ise daha
sonra belirlenecek olan bir sabittir. Ayrica alan degigkenlerinin agagidaki gibi
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e cinsinden asimptotik bir seriye agilabilecegi kabul edilmigtir
oo oo oo
=Y ual6r) , v=)_ va(6,7) , p= > €"pal€,7).  (7)
n=1 n=1 n=1

Burada u,, v, ve p, alan denklemlerinin ¢6ziimii sonucunda belirlenecek
olan fonks1yonlard1r (6) doniisiimil ve (7) agihmlari alan denklemlerinde
yerine yazilir ve €’un cesitli kuvvetlerine gore denklemler sifira egitlenirse, bir
diferansiyel denklemler simfi elde edilir. Sirasiyla O(e) ve O(€?) mertebesindeki
denklemler ¢oziilecek olursa agagidaki master denklem bulunur

ou U, 2amt®U a8 _

Burada U, radyal yer degistirmenin pertiirbasyon agihminda en disik terimi
gostermektedir. o’nmin alacag: degerlere gore bu genel denklemden bilinen gegitli
evolisyon denklemlerine ulagilir.

i) Ba = O(1) ve a = 1 hali: Bu durumda 83U/9¢%'nin katsayis:
€ mertebesmde olacagindan bu terim diiger ve evolisyon denklemi Burgers
denklemine indirgenir

oU oUu otU

o U T

= = 0. (9)

Bu denklem ortamdaki nonlineerite ile dissipasyonun dengelenmesi sonucunda
ortaya cikar.

i) Ba = O(e) ve « = 1/2 hali: Bu durumda 82U/9¢?’nin katsayisi
€!/2 mertebesinde olacagindan evoliisyon denklemi agagidaki Korteweg-de Vries
(KdV) denklemine indirgenir

oUu oUu U

— +nU—= BE +’)’23€?

= =0. (10)

Bu denklem nonlineerite ile dispersiyonun dengelendigi durumlarda gegerlidir.

i) Ba = O(e'/?) ve a = 1/2 hali: Bu durumda evoliisyon denklemi
dissipasyonun, dispersiyonun ve nonlineeritenin denge durumunda oldugu
Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB) denklemine indirgenir

v, LU FU, &FU
B "MV TP T e

=0. (11)

Bu denklemler i¢in ilerleyen dalga ¢ozumleri ana metinde verilmig ve sayisal
sonuglar tartigilmigtir.

Zayif yataklanmag elastik tipler :

Bu durumda viskoelastik etkiler ihmal edilmis ve zayif yataklanma
kogulu nedeniyle eksenel yondeki yer degigtirmenin kigik oldugu kabul
edilmigtir. Bu 06zel halde denklemlerin dissipasyon 6zelligi yoktur. Eger
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lineerlestirilmig denklemlere harmonik tipten dalga ¢dziimii aranacak olursa
agagidaki dispersiyon bagintisi elde edilir.

(2 + mE®)mw* — [m((B1 — Bo)k® + magk? + 271 (2 + mk?)k?|w?
+271[(B1 — Bo)k* + cok®] — (a1 — Bo)*k* = 0. (12)

Burada k dalga sayis1, w da agisal frekanstir. (3), (4) ve (5) denklemlerinde
a = 1/2 i¢in (6) koordinat déniigimi ve (7) agihmlari kullamlacak olursa
e’un cegitli kuvvetlerine gore denklemler elde edilir. Bunlarin ¢oziilmesi sonucu
asagidaki Korteweg-de Vries denklemi bulunur

ou oUu U
6—T+XU-¥+U‘6—£3——O. (13)

Bu denklem katsayilarin tanimina gére biri boyuna digeri de enine olmak tizere
iki denklemi karakterize etmektedir.

Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bu kisimda i¢i akigkan ile dolu nonlineer viskoelastik ve elastik tiiplerde
zayif nonlineer dalgalarin genlik modiilasyonu ayr ayr: incelenmistir.

Akigkan ile dolu viskoelastik tuplerde nonlineer dalga modilasyonu :

Bu problemde indirgeyici pertiirbasyon yontemi kullanilmigtir. Bu amaca
yonelik olarak agagidaki koordinat doniigimu tanimlanabilir

E=¢(z—At) , T=C¢€t (14)

Burada A bir sabit olup daha sonra bu sabitin grup hizina esit
oldugu gosterilecektir. Alan degiskenlerinin (z,¢) hizli degiskenleri ile (¢,7)
yavag degigkenlerinin fonksiyonu oldugu farzedilmistir. Yukaridaki koordinat
agilimindan faydalanarak tiirev ifadeleri agagidaki gibi verilebilir

0 0 0 0 0 0 5 0
5;_)5;_1_655 ) gt“**é;—é/\éz—l-ﬁg- (15)

Alan degigkenlerinin € cinsinden (g7)’deki gibi asimptotik bir seriye agilabilecegi
varsayilmigtir. Bu c¢ahigmada dissipasyonun zayif oldugu kabul edilerek
viskoelastik katsayilar e cinsinden agagidaki gibi alinmigtir

B; = Bie® . (16)

(7) agihmlan ve (14) déniigiimleri (1) ve (5) denklemlerinde yerine yazilir ve €’un
cesitli kuvvetlerine gore diizenlenirse bir diferansiyel denklemler hiyerarsisi elde
edilir. Bu denklemlerin ¢oziilmesiyle agagidaki dissipatif nonlineer Schrodinger
denklemi elde edilir

.O0U o*U 2 .
257——'_”1_6?-'—#2'[” U+usU =0. (17)



Burada p1, u2 ve g maddesel sabitlere ve on gekil degistirmelere bagh bir kisim
katsayilar olup ifadeleri ana metinde verilmigtir. Bu denklemin belli baglangig
kogulu altindaki sayisal ¢ozitmu Split Step Fourier yontemi ile verilmistir.

Icerisinde akigkan bulunan ince elastik tiplerde dalga modilasyonu :

Bu kisimda akigkan ile dolu 6ngerilmeli ince elastik tiiplerde zayif nonlineer,
fakat kuvvetli dispersif ortamlarda dalgalarin yavag degigen genliginin yayilimi
tlirev agilim yontemi kullanilarak incelenmistir. Bu amacla koordinat ve tirev
agilhimlar agagidaki gekilde tanimlanabilir

Zn=€2 , t,=€"t, (n=0,1,2,...), (18)
8 <, 0 8 N0
5= = (19)

Bu durumda alan degigkenleri, genigletilmis koordinatlarin fonksiyonu olarak
kabul edilerek e cinsinden agagidaki gibi bir asimptotik seriye agilabilecektir

oo oo
U = € un(zg,zl,....,to,tl,....) ; U= € 'Un(ZO,zl,....,to,tl,....)
n=1 n=1

o [o o]
w = z €"Wn (20,21, t0st1,000.) , P = Z €"pnlz0, 21, ----; to, t1, .--.).(20)
n=1 n=1

(19) ve (20) agilimlari (3), (4) ve (5) denklemlerinde yerine yazilir ve €’un gegitli
kuvvetleri cinsinden denklemler sifira esitlenirse, diferansiyel denklemler sistemi
elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziilmesi ile agagidaki nonlineer Schrédinger
denklemi bulunur

Zﬂj_ + _aiU_
M 662

2 —

Bu denklem katsayilarin farkhh ifadesine gore enine ve boyuna dalgalan
karakterize eden iki tane denkleme kargi gelmektedir.

Nonlineer Dalgalarin Etkilesimi :

Bu kisimda igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan oOngerilmeli
elastik tiplerde farkli dalga boylarinda yayilan iki akustik dalganin
etkilegimi incelenmigtir. Bunun igin tirev agilim yontemi kullamlmigtir. Alan
degigkenlerinin (20)’deki gibi € cinsinden asimptotik bir seriye agilabilecekleri
kabul edilip, (18) ve (19) koordinat ve tlirev agihmlann (3), (4) ve
(5) denklemlerinde kullanilirsa e’un cesitli kuvvetleri cinsinden diferansiyel
denklemler sistemi elde edilir. Sirasiyla O(e), O(€?) ve O(€®) denklemleri
coziilecek olursa agagidaki kuple nonlineer Schrodinger denklemleri bulunur

aU 62U 2 2

2'597+#16—£2,+#2|U| U+ pslU'|'U=0 (22)
3U' 32U' 2 2

is—+m 57 + w|U' U + us|UIU" = 0. (23)
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NONLINEAR WAVE MODULATION IN VISCOELASTIC AND
ELASTIC THIN TUBES FILLED WITH AN INVISCID FLUID

SUMMARY

In this work, the propagation of weakly nonlinear waves in a prestressed
thin viscoelastic and elastic tubes filled with an incompressible inviscid fluid
is studied. In Chapter one, the historical evolution of the subject and some
theoretical works in the existing literature on this area are presented. In
second Chapter, the nonlinear field equations that we need in studying the
propagation of weakly nonlinear waves in fluid filled viscoelastic and elastic
tubes are obtained. The perturbation methods that we shall utilize in this
work is briefly discussed in Chapter 3. In Chapter 4, employmg the reductive
perturbation method, the propagation of weakly nonlinear waves in viscoelastic
and elastic tubes, filled with an inviscid fluid, is studied. Depending on the
balance between the nonlinearity, dispersion and/ or dissipation, the evolution
equations are obtained as Burgers, Korteweg-de Vries and Korteweg-de
Vries-Burgers equations. A progressive wave type of solution to these
equations is sought and the numerical analysis of them is also given in the same
chapter. In Chapter 5, two different problems have been investigated. In the
first place, the amplltude modulation of weakly nonlinear waves in a fluid filled
viscoelastic tube is examined for weak dissipation but strong dispersion and
the dissipative nonlinear Schrodinger equation is obtained and the numerical
solution of this evolution equation is given under some initial conditions. In
the second part we studied the same problem by disregarding the viscoelastic
effects but taking the axial displacement into account and obtained two
nonlinear Schrodinger equations associated with the axial and radial motions
of the elastic tube. The variations of some coefficients with wave number and
initial deformation are investigated numerically and the results are depicted
on some graphs. Finally in Chapter 6, the nonlinear interaction of waves
propagating with different wave numbers are investigated and two coupled
nonlinear Schrédinger equations are obtained.

Basic equations

In the present work, two separate problems will be investigated. In the
first case, the viscoelastic effects of the tube material is taken into account,
but due to tethering effects, the axial motion is neglected. It is assumed that
the balance of forces in the axial direction is provided by the tethering force
T. In second case, the viscoelastic effects of the tube material are neglected,
and axial displacement components are taken into account. The nonlinear
equations of motions for both cases can be given as follows

Nonlinear equations of viscoelastic tube :

mou I, 1 0 (21 3u),

PtP=g, e +——A_95§ A2 5 ()
0 (¥
7= (25) ~ Aolo -+ o) o (2)

where u is the radial displacement, p is the inner pressure, ¥;, Xy are the
mambrane forces in the axial and circumferential directions, A and Ay are the
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stretches in the related directions.

Nonlinear equations of elastic tube:

0 /1 0% Ou Oow 0% Ow
5. (xan32) (1= 3)n, T Moo +B) =m(1l = Far,  (3)
0 /1 0% Ou Ow

Here X is the strain energy density function, w is the axial displacement,
ar and a, are the accelaration components in the radial and axial
directions. Assuming that the strain energy density function X is analytic
in Ag and A,, we may expand it into a power series around u = 0, dw/dz = 0
and Ou/0z = 0. If these expansions are substituted into equations (1), (3)
and (4) we obtain the nonlinear equations of motion of viscoelastic and elastic
tubes in terms of radial and axial displacements and its derivatives.

Equations of fluid :

The equations given above are to be supplemented by the equations
governing the fluid body. The approximate equations of motion for
incompressible and non-Newtonian fluid may be given as follows

Ou Ou ov Ov Ov Op
2——|—2’U—‘Z-+A9-——0, 5{4"05;-{-52'—0 (5)

Weak Nounlinear Waves

In this part, the propagation of weakly nonlinear waves in the long wave
approximation for viscoelastic and elastic tubes will be investigated separately.

Tethered viscoelastic tubes :

Using the equations (1) and (5) the propagation of small but finite
amplitude waves in a dispersive and dissipative medium will be studied, in
the long wave limit, through the use of reductive perturbation method. For
this purpose we introduce the following stretched coordinates

E=€%(z—gt) , T=eTlgt (6)

where € is a small parameter measuring the weakness of dispersion, nonlinearity
and dissipation; a is a positive constant whose value will be determined
later. We further assume that the field quantities can be represented by
asymptotic series as

u=) ua(f;7) , v=) al€r) , p=) "pal67)  (7)
n=1 n=1 n=1

where u,, v, and p, are some unknown functions to be determined from the
solution of the field equations. Introducing expansion (6) into eq. (7) and
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setting the like powers of € equal to zero we obtain the sets of differential
equations. If we solve the O(e) and O(e?) order equations, we obtain the
following master equation

ouU oU 82U b2
— + U=+ + 722 — y3e™? v

or € 563 E (8)

From this general evolution equation various well-known equations may be
obtained as some special cases.

i) o = O(1) and a =1 : In this case the coefficient of 33U /9¢3 is of the
order of € and the evolution equation reduces to the Burgers’ equations

ou ou U
ar " ag T =0 ®)

which results from the balance of non-linearity with dissipation.

1) B4 = O(€) and o = 1/2 : In this special case the coefficient of 52U /d¢?

is of the order of ¢!/? and the resulting evolution equation reduces to the
well-known Korteweg-de Vries (KdV) equation

ou ouU 83U
_E)T+71U_8?+726_§3_0’ (10)

which results from the balance of non-linearity with dispersion.
i1i) Ba = O(e/?) and o = 1/2 : For this special case the evolution
equation reduces to the following Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB) equation

ov . you _ oU _ &U
o 71 5 ’73662 72353

=0, (11)

which is obtained by balancing the non-linearity with dispersion and
dissipation.

Weakly tethered elastic tubes :

In this case, the viscoelastic effects of the tube material will be neglected,
but due to weak tethering effects, the axial displacement component will be
taken into account. In this special case there is no dissipation. Linearizing the
field equations (3), (4) and (5) and seeking a harmonic wave type of solution
to these equations we obtaine the following dispersion relation

(2 + mk*)mw* — [m((B1 — Bo)k® + magk® + 271(2 + mk?)k?]w?

+ 271 [(,31 bt ﬂo)k4 -+ a0k6] — (Oll - B0)2k4 = 0, (12)

where k is the wave number, w is the angular frequency. As is seen from
this dispersion relation there are two waves associated with axial and radial
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motions, propagating in the medium.

Introducing the coordinate streching (6) for @ = 1/2 and expansions (7)
into equations %3), (4) and (5) and setting the like powers of € equal to zero
we obtain the set of differential equations. From the solution of this set we
obtain the following Korteweg-de Vries equation

ou oUu *U
— +xU—F-+o

This equation corresponds to two nonlinear equations associated with the axial
and transverse motion of the tube material.

Nonlinear Wave Modulation

In this part, the amplitude modulation of weakly nonlinear waves in fluid
filled viscoelastic tube and modulation of two waves associated with axial and
transverse motion in fluid filled elastic tube are examined separately.

Wave modulation in fluid filled viscoelastic tube :

We employ the reductive perturbation method and introduce the following
coordinate stretching

E=e(z—At) , T=¢€t. (14)

Here ¢ is a small parameter measuring the weakness of nonlinearity, A is a
constant which will be shown to be the group velocity. We further assume
that the field quantities are functions of fast variables (z,t) and also slow
variables (£,7). Thus the following substitution is permissible:

8 o 8 9 8 ,9

We shall assume that the field variables are expressible as asymptotic series
in e. We further assume that the dissipation is weak and the viscoelastic
coefficients are of the following order in terms of e

B; = ,3_,'62 . (16)

Introducing the expansions (7) and (14) into the field egs. (1) and (5) and
setting the coefficients of like powers of € equal to zero we obtain set of
differential equations. From the solution of this set we obtain the following
dissipative nonlinear Schrédinger equation

gj_ + 62_U
: or # €2

+ u2|UPPU +ipsU = 0. (17)
Wave modulation in fluid filled elastic tube :

In the present work, employing the nonlinear equations of a prestressed
thin elastic tube and the approximate equations of an incompressible inviscid
fluid the amplitude modulation of these nonlinear equations for strongly
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dispersive case is investigated by use of the multiple scale expansion
method. For this, we introduce the following coordinate stretching and
derivative expansions:

zn=€"2 , to=¢€"t , (n=0,1,2,...), (18)
0 &, 0 8 <L .0

We shall assume that field quantities are functions of stretched coordinates.
We further assume that field quantities are expressible as asymptotic series in
¢ as follows

oo

oo
n . — n .
u = E € un(Z(),Zl,....,to,tl,....) , U= E € 'Un(Zo,Zl,....,t(),tl,....)

n=1

oo oo
w= Z €"wn(20,21,;t0,t1y00e) , D= Z €"pn(20, 21, ....; to, t1, ....)(20)

Introducing the expansions (19) and (20) into the field egs. (3), (4) and (5)
and setting the coefficients of like powers of e equal to zero we obtain set
of differential equations. After solving these set of equations we obtain the
following nonlinear Schrodinger equation

ou o*U
i+ mgy 5 + p2|UPU = 0. (21)

This equation corresponds to two nonlinear equations associated with the axial
and transverse motion of the tube material.

Nonlinear Wave Interaction

In this part, the nonlinear interaction of two acoustic waves propagating
in an elastic tube filled with an inviscid fluid is studied by use of the multiple
scale expansion method. We shall assume that field quantities are expressible
as asymptotic series in terms of e. Introducing coordinates and derivative
expansions into the fild equations (3), (4) and (5) we obtain the set of
diferential equation. If we solve this equations we obtain the following coupled
nonlinear Schrodinger equation

oU 02U

5y +imger T HalUIV + UV = 0 (22)
.ou’ o*U’

G+ e + uy|U'PU + py UV = 0. (23)

It is not easy to solve these coupled nonlinear equations. The solut1on can
be obtained only when there is a relation between the coefficients 2, py, us,
ps. The nonlinear plane wave solutions to these equations are also given for
some special cases.
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BOLUM 1

GIRIS VE KISA TARIHSEL GELISIM

Biiyiik damarlarda dalga yayilimi problemi uzun zamandan Dberi
incelenmekte olan bir konudur. Bu problemin o6nemi dalga hizinmin gesitli
parametrelere gore degigiminin, damar malzemesinin yapisinda ne gibi
degigimlerin oldugunu goézlemeyi mimkin kilmasindandir. Bu nedenle, kan
damar ikilisi modellenirken, hem tiip malzemesinin hem de kamin mekanik
ozellikleri dikkate alinmalidir. Damarlarda dalga yayihmi konusunda ozet
bilgi verilirken Once lineer sonra da nonlineer dalga yayilimi konusunda bilgi

sunulacaktir.

Silindirik tiipler igerisinde dalga yayilimi problemi ilk kez Thomas Young
(1773-1829) [1] tarafindan incelenmigtir. Young, insan damarlarinda yayilan
pals dalgasinin hizim hesaplayan ilk bilim adami olup, giinimiizde bu hiz kendi
adiyla anilan dalga modu olarak bilinmektedir. Bu konularla ilgili ¢egitli bilim
adamlar1 teorik ve deneysel ¢aligmalar yapmiglardir. Bunlardan Moens ve
Korteweg, i¢i viskoz olmayan sikigmaz akigkan ile dolu elastik tiip igerisindeki
dalga yayilimi problemini incelemigler ve literatiirde kendi (Moens-Korteweg)
adiyla anilan hiz1 elde etmiglerdir. Bu hiz i¢ basing ve tiip dikkesit alam
cinsinden
o Ao dP;
geklinde tanmimlanmugtir. Burada P; i¢ basinci, A tip dikkesit alanini, p,
ise sikigmaz akigkanin yogunlugunu gostermektedir. Basit bir ince elastik tip
modelinde i¢ basing ile i¢ yaricap arasindaki bagintinin

alPp;

Eh

a=ap+ (1.2)



oldugu goz onunde bulundurulursa ¢y hiz:

| Eh
Co = (13)
2paag

seklinde verilir. Burada E tlip malzemesinin elastisite modiiliinii, A kalinligini,

ap sekil degistirmeden Onceki yarigapini, a ise gekil degistirmis yaricap:

gostermektedir.

Viskozitenin dalga hizina etkisini ilk defa modelleyen ve dalga hizim
yaklagik olarak hesaplayan bilim adami Witzig [2]’dir. Tiplerde dalga
yayilmasi ile ilgili 6nemli diger katkilar Morgan ve Kiely [3] ve Womersley [4]
tarafindan yapilmigtir. Morgan ve Kiely [3], akigkani Navier-Stokes ve tiipii
de lineer elastik malzeme kabul ederek dispersiyon bagintisimi agagidaki gekilde

elde etmiglerdir

ECoye 4 [Pro(a0 — 1) — 4

k‘Co
w w

4(1 = Fyo)( 2+ Fio(l—0?)=0.  (14)

Burada w agsal frekans, k dalga sayisi, o Poisson oram1 ve Fjy da Bessel
fonksiyonlar: arasindaki bir oran: temsil etmektedir. Bu denklemin koklerinden

kii¢iik olamx Young modu, biiyiik olani da Lamb modu olarak bilinir.

Womersley [4], hemen hemen aym tip modelden hareketle asagidaki

dispersiyon bagintisini vermigtir

41~ Fio)(S2)* + [-2m(1 — Fio) + Fio(do — 1) — 4)( 222y

+(2m + Fi0)(1 — o?) = 0. (1.5)

Burada m = poh/p.a (po tipin yogunlugu) seklinde tanimlanmis olup tiipiin
kiitlesel ataletini gostermektedir. (1.5) denkleminde m = 0 yazilacak olursa
Morgan ve Kiely’nin verdigi (1.4) formilii elde edilir. Anliker ve Maxwell
[5], 1966 yilinda yayinladiklar bir caligmada ince elastik bir tiip icerisindeki
viskoz akigkanin simetrik olmayan dalga hareketini incelemiglerdir. Cahgmada,
simetrik olmayan haldeki dalga hizlarimn simetrik haldekine gore daha bliyiik

olduguna, ayrica "cut off” frekansinin varligina igaret edilmisgtir.

Bu zamana kadar yapilan caligmalarda atardamarlarin maruz kaldig



6n sekil degistirme dikkate almmarmgtir. Ilk defa Atabek ve Lew [6], ince
elastik tiipiin radyal ve eksenel dogrultularda bir on gekil degistirmeye maruz
kaldigimi kabul edip bunun tzerine kiigiik yer degigtirmeler sliperpoze ederek
artimsal hareket denklemlerini elde etmigler ve bu denklemlerin harmonik
dalga tipinden c¢6ziimlerini aramiglardir. On gerilmelerin sifira egitlenmesi
halinde bu denklemler Womersley’in denklemlerine indirgenmektedir. Ancak
kullanilan malzemeye ait bir bilinye bagintisi bulunmadigindan artimsal
gerilmelerin maddesel katsayilarinin on gekil degistirmeye olan bagimliliklan
elde edilememistir. Bunun sonucu olarak da artimsal elastisite katsayilarn

sabitler seklinde hesaplarda kullanilmigtir.

Daha sonra Rubinow ve Keller [7], i¢i sikigabilir bir Newton akigkam
ile dolu viskoelastik malzemeden yapilmmg ve dig ylizeyi eksenel dogrultuda
tutulmug (axially tethered) kalin bir tip igerisindeki eksenel simetrik
dalga hareketini incelemigler ve dispersiyon bagintisini elde etmiglerdir. Bu
genellikteki dispersiyon bagintisinin incelenmesi oldukg¢a karmagik oldugundan,
viskoz etkilerin ihmal edildigi ince tip hali detayl bir gekilde incelenmig ve ¢ok

sayida dalga modu elde edilmistir.

Atabek ve Lew [6]'nin diginda, arterilerdeki 6n gerilmeyi dikkate alan pek
olmamugtir. Rachev [8], i¢i sikigmaz ve viskoz bir akigkan ile dolu ve dngerilmeye
maruz elastik tip icerisindeki eksenel simetrik ve harmonik dalga yayilimi -
problemini incelemis ve dispersiyon bagintisini elde etmigtir. Damar1 saran
kas aktivitesinin dalga hareketine etkisini uygun bir gekilde hesaba katmig ve
dalga hizinin i¢ basing, eksenel germe ve yaghlk ile degigimi verilmigtir. Bu
konularda daha fazla bilgi Skalak [9], Attinger [10] ve Cox [11] tarafindan
hazirlanmig derleme makalelerden ve McDonald [12] ve Fung [13] tarafindan

yazilmig kitaplardan temin edilebilir.

Bu galigmalarin biyik bir kisminda atardamarlarin én gekil degigtirmesi
ihmal edilmig, on gerilmenin dikkate alindigi ¢ok az sayidaki ¢aligmada ise
tlip malzemesinin biinye denklemleri bilinmediginden, baglangi¢ gerilmesi ile
artimsal gerilme arasinda fonksiyonel bir iligki kurulamamgtir. Bu yetersizlik
Demiray ve arkadaglar1 [14] tarafindan ”Buyik statik 6n gekil degigtirmeler
lizerine kii¢ik dinamik yer degigtirmelerin siiperpozisyonu teorisi” kullanilarak
giderilmig ve literatlirdeki mevcut teoriler ile kargilagtinlarak uyumlu sonuglar

elde edilmigtir. Ayrica yine aym teori kullanilarak ici viskoz bir akigkan ile dolu,



ongerilmeli viskoelastik bir tiip igerisinde harmonik dalga yayilimi problemi
damar malzemesinin viskoelastik Ozellikleri dikkate alinarak, Demiray [15]
tarafindan geligtirilen elastik gekil degistirmeler cinsinden nonlineer, viskoelastik
yer degistirmeler cinsinden kuvasi-lineer bir blinye denklemi kullamlarak
incelenmigtir [16]. Damar silindirik bir mambran olarak isleme sokulmus,
damara ve akigkana ait nonlineer hareket denklemleri elde edilmistir. On statik
deformasyon tizerine eklenen dinamik yer degistirmelerin kiiglikligi dikkate

alinarak hareket denklemleri lineerize edilmigtir.

Yukarida bahsedilen ¢aligmalarin hemen hepsinde cesitli varsayimlar
altinda tip ve akigkan denklemleri lineerlestirilmigtir. Dalga hareketinin
genligi dalga boyuna gore kiicikk ise hareketi yoneten kismi diferansiyel
~denklemleri lineerlegtirmek miimkin olur. Oysa genligi biliyik olan pals
dalgast durumunda bu terimlerin ihmal edilmesi mimkiin degildir. Bu
durumda dalga hareketi nonlineer kismi diferansiyel denklemler ile ifade
edilir. Yapilan deneysel galigmalar, nonlineer terimin maksimum katsayisimin
lineer terime orammmin 0.2 mertebesinde oldugunu ve dolayisiyla nonlineer
terimlerin ihmal edilmesinin damarlarda pulsatif hareketi tanimlamada onemli
bir hata olacagim gostermistir. Cok farkl fiziksel durumlarda ortaya gikan
nonlineer olaylardaki zenginlik ve cegitlilik uzun zamandan beri arastirmacilarin
ilgisini ¢ekmisg ve bu konuda ¢aligmalarina neden olmusgtur. Bu galigmada da
yukaridaki gozlemler dikkate alinarak nonlineer terimlerin etkileri incelenmeye -
caligilacaktir. Oncelikle tuplerde nonlineer dalga yayilmas: konusunda kisaca

bilgi verilecektir.

Ilk kez arterilerde pals dalgalarimin nonlineer analizi 1972 yilinda Ling
ve Atabek [17] tarafindan verilmigtir. Kam sikigmaz Newton akigkami kabul
ederek kan igin iki boyutlu Navier-Stokes denklemlerini ve stireklilik denklemini
almiglar, damar hareketi igin ise

m O°R

3R oz = Plat) — P(R) (1.6)

denklemini kullanarak elde ettikleri sonu¢ denklemleri sonlu farklar yontemini
kullanarak ¢ézmuglerdir. Burada R = R(z,t) damarn i¢ yarigapini, P(R) R ile
degigen ve deneysel olarak belirlenmis kabul edilen stirtlinme kuvvetini ve m de
damarin kiitlesel ataletini gostermektedir. Daha sonra 1980 yihinda Lamb [18]

damari elastik halkalarin birlesiminden meydana gelmig bir tiip kabul ederek,



temel denklemleri kiitlenin korunumu, momentumun korunumu ve basing ile

damar kesit alan1 arasindaki iligkiyi de

2na E ?AA
—po—h p(z,t) = o AA+ Wl (1.7)

alarak, yonetici denklem olarak Korteweg-de Vries denklemini elde etmigtir.
Burada AA = A — wa® = 27rAr, p(z,t) akigkan basinci, A tiipiin
kalinlifi, E de tipin Young modilidir. Engelbrecht [19] benzer hareket
denklemleri alarak (bir boyutlu ve iki boyutlu durumlarda) i¢i akigkan ile dolu
elastik tiiplerde kiigik genlikli basing dalgalarinin klasik KdV denklemi ile
yonetildigini gostermistir. Engelbrecht [20] ¢aligmalarinda damarlarda basing
dalgalarimn 6ntuntn diklegtigini, damar kesit alam ve basing cinsinden ifade
edilen dalga hizinin nonlineer oldugunu gostermigtir. Ayrica McDonald [12]
biiylik damarlarda pals dalgalarinin genigliginin azaldigini ve maksimum
genliginin arttigini gostermigtir. Bu olay dalga problemlerinde diklegme
(steeping) ve sivrilesme (peaking) olarak bilinir. Dalga onfiniin diklegmesi
nonlineerite nedeniyle olur ve bu tir diklesme aortta ve biiyiik damarlarda
sikga gozlenir. Normal kogullarda boyle bir diklegsme ortaya c¢ikmaz. Ancak
damarlarn anormal genigleyen veya biuyik pals genliklerinin bulundugu
hastalarda bu diklesme olduk¢a Snemlidir [21].

igerisinde akigkan bulunan elastik veya viskoelastik tiiplerde sonlu genlikli
dalgalarin yayilim: bir ¢ok aragtirmac:i tarafindan karakteristikler metodu
kullamlarak incelenmigtir. Lambert [22] ilk defa nonlineer kan akiminin
hesaplanmasi i¢in karakteristikler yontemini kullanmayi onermistir. Fakat
Lambert’in sectigi nimerik parametrelerle yapilan galigmalar gergege uygun
sonuglar vermemigtir. Rudinger [23], Skalak [9], Anliker [24] ve diger
aragtirmacilar tarafindan gelistirilen bir boyutlu nonlineer yaklagimda temel
denklemler akigkanin hareket denklemi, sureklilik denklemi ve damar
duvarinin davramgini tamimlayan denklemlerdir. Damar duvarinin davramgim
tanimlayan denklemlerde kesit alanimin tip boyunca basincin ve uzakligin
bilinen bir fonksiyonu oldugu kabul edilmistir. Rudinger [23])’in tek boyutlu
yaklagimi kullanarak elde ettigi kismi tirevli diferansiyel denklem

dv 1 gP ve [ OA c [0A
—d—t- * pac—a—t - f * -Z (-a—z—> Pt * Z (E) P,z (18)

seklindedir. Burada A tipin dikkesit alaninm, v eksenel hiza, P akigkan basincim

)



ve f de slirtiinme (viskoz) etkilerini gostermektedir. (1.8) denklemlerine kapal:
bir ¢ézim bulunamamg, fakat bir baglangi¢ ve uygun sinir kogulu kullanilarak
denklem niimerik olarak integre edilebilmigtir. Anliker ve arkadaglan [24]
damar duvarimn davramgim tamimlayan denklemleri formiile edebilmek igin
deneysel sonuglardan faydalanmig ve elde ettigi niimerik sonuclar ile dalga
ontintin diklegmesi, basing dalgalarimin azalmasi ve blylmesi gibi dogal
palslarin birgok oOzelliklerini yeniden {iretmistir. Rudinger [25] i¢i viskoz
olmayan akigkan ile dolu yar: sonsuz dizgiin genigleyen tiplerde sonlu genlikli
dalgalarin yayilimim incelemig ve karakteristikler yéntemini kullanarak sok
formu igin bir ¢ozim elde etmigtir. Tait ve Moodie [26] ise i¢inde viskoz
olmayan akigkan bulunan ince elastik tiplerde basing dalgalarinin yayilimim
karakteristikler yontemi ile incelemigler ve Mooney-Rivlin malzemesi igin
geklini degigtirmeden yayilan dalga formunda basit fakat kesin ¢dziimler elde

etmiglerdir.

Dissipatif veya dispersif ortamlarda zayif nonlineer dalgalarin uzak
alan davramg: bilinen bazi evoliisyon denklemleri ile tanimlanabilir. érnegin
dissipatif ortamlarda Burgers denklemi, dispersif ortamlarda ise Korteweg-de
Vries denklemi bilinen en basit evolisyon denklemleridir (Karpman
[27]). Dissipasyon, dispersiyon ve nonlineerite arasinda bir denge oldugu
durumda ise Korteweg-de Vries-Burgers denklemi elde edilir. Cok farkh fiziksel
durumlarda ortaya ¢ikan bu tip evollisyon denklemleri hakkinda genig bilgi [28],
[29], [30], [31] numaral: kaynaklarda bulunabilir.

Akigkanla dolu tiplerde kuglik fakat sonlu genlikli dalgalann yayilimi
cesitli asimptotik yontemler kullamilarak birgok aragtirmaci tarafindan
incelenmigtir. Hashizume [32] ve Yomosa [33] icerisinde viskoz olmayan akigkan
bulunan ince nonlineer elastik bir tiipte zayif nonlineer dalgalarin yayilhiminin
KdV denklemi ile yonetildigini gostermigler ve biiylikk damarlarda gozlenen
diklesme ve sivrilesme olaym tartigmiglardir. Viskoelastik tiiplerde zayif
nonlineer dalgalann yayihmi konusunda Ravindran ve Prasad [34], Swaters ve
Sawatzky [35], Ragirer ve Rutkevich [36] ve Erbay ve Erbay [37]'in yaptiklan
caligmalar sayilabilir. Ravindran ve Prasad [34] ¢aligmalarinda viskoelastik
tipu Maxwell-Voigt modeli bi¢iminde alarak kiigiik genlikli basing dalgalarinin
yayihiminin dissipasyon, dispersiyon ve nonlineeriteye bagl olarak Burgers,
KdV ve KdVB denklemi ile yonetildigini gostermiglerdir. Swaters ve Sawatzky

[35] ise tlip malzemesini lineer Kelvin-Voigt modeli alarak basing ifadesine



Ravindran ve Prasad’in aldiklari modelde olmayan dénme ataletini, egilme
rijitligini ve gevresel germenin etkilerini de ekleyerek KdVB denklemini elde
etmislerdir. Ayrica Swaters ve Sawatzky yaptiklari ¢aligmalarda viskoelastik
etkinin soliter dalgamin genligini dustrdigini gostermiglerdir. Ragirer ve
Rutkevich [36] i¢i akigkan ile dolu viskoelastik tiiplerde dalga yayilhiminin
modifiye KdVB denklemi ile verilebilecegini gostermiglerdir. Erbay ve Erbay
[37] ise nonlineer viskoelastik bir tiip igin verilen basing ifadesine tiipiin
atalet etkilerini de ekleyerek viskoz olmayan akigkanla dolu nonlineer
viskoelastik tiiplerde basing dalgalarinin yayilimimin dissipasyon, dispersiyon
ve nonlineeritenin mertebelerinin se¢imiine bagli olarak literatiirde bilinen
evoltsyon denklemleri ile yonetilebilecegini gostermiglerdir. Akgiin ve Demiray
[38], tlip i¢in kuvasi-lineer viskoelastik bir model alarak viskoz olmayan akigkan
ile dolu nomnlineer viskoelastik tuplerde zayif nonlineer dalgalarin yayiliminin

Burgers, KdV ve KdVB denklemleri ile verilebilecegini gostermiglerdir.

Dalganin genligi yeterince kiiglik ise, bir¢ok nonlineer sistem, nonlineer
terimlerin ihmal edildigi harmonik dalga ¢ézimine izin verir ve genlik de
zaman ic¢inde sabit kalir. Dalganin genligi kiiciik fakat sonlu ise, nonlineer
terimler ithmal edilemez ve genlik uzay ve zaman parametrelerine gore degigken
kalir. Eger genlik salimm peryodu boyunca yavag degisiyorsa, koordinat
donligimii sistermni, salimimla ilgili olan hizli degisen parca ve genlikle ilgili
olan yavag degisen parca olarak ikiye ayirmaya izin verir. Bu durumda ¢6zim -
asimptotik acilim formunda verilebilir ve dalganin genlik modilasyonunu
tamimlayan bir denklem tiretilebilir. Nonlineer Schréodinger denklemi (NLS)
dispersif ortamlarda bir boyutlu monokromatik diizlem dalgalarin self
modulasyonunu tanimlayan yonetici denklemlere en basit 6rnektir. Bu denklem
nonlineerite ile dispersiyon arasinda bir denge sergiler. Uygun kogullar altinda
boyle bir denge, modiile olmug dalgalarin genlikleri igin, zarf soliter (solitary)

dalgalar: gibi kararl bir yapinin meydana gelmesini saglar.

Ici akigkan ile dolu tiiplerde kiigiik fakat sonlu genlikli dalgalarin
nonlineer self modiilasyonu problemi Ravindran ve Prasad [34] tarafindan
incelenmigtir. Onlar lineer elastik tlip modeli i¢in basing dalgalarimn self
modiilasyonunun NLS denklemi tarafindan yonetildigini gostermiglerdir. Erbay
ve Erbay [39] ise nonlineer viskoelastik ince bir tiip alarak ve akigkanin yaklagik
denklemlerini kullanarak basing dalgalarinin nonlineer modilasyonunun

dissipatif NLS denklemi ile yo6netildigini gostermiglerdir. Ayrica Akgin ve



Demiray [38] aldiklar1 kuvasi-lineer viskoelastik tiip modeli ve viskoz olmayan
akigkan icin basing dalgalarimin genlik modiilasyonunun dissipatif NLS denklemi
ile verilebilecegini ve dalganin genliginin viskozite ve zamanla digtiigiini
gostermiglerdir. Bu caligmalarin hemen hepsinde aragtirmacilar tiipiin eksenel
yondeki hareketini ihmal etmiglerdir. Akgin ve Demiray [40] tiipiin eksenel
yondeki hareketini de hesaba katarak i¢i sikigmaz viskoz olmayan akigkan ile
dolu nonlineer elastik tiiplerde genlik modiilasyonunun katsayilarin degigimine
gore enine (radyal) ve boyuna (eksenel) dalgalar1 karakterize eden Nonlineer

Schrédinger denklemi ile verilebilecegini gostermiglerdir.

Zayif nonlineer dispersif dalgalarin asimptotik davramgi gegmis yillarda
genig bir sekilde incelenmigtir. Cegitli dispersif sistemlerde uzun nonlineer
dalgalarin bir boyutlu yayilimi KdV denklemi ile tanimlanirken, kisa dalganin
yavag degigsen genliginin yayihmi NLS denklemi ile tamimlanmaktadir. KdV
denklemi nonlineerite ve dispersiyonun her ikisinin de kii¢lik fakat sonlu olmas:
kabulu altinda elde edilir ve dalga yayilimi uzun dalgamn faz hizi tarafindan
yonetilir. Ote yandan kuvasi-monokromatik dalganin zarfinin yayilimi dalganin
grup hizi tarafindan yonetilir ve nonlineerite ve dispersiyonun dengelenmesi
sonucunda dispersif sistemlerin ¢ok genig bir simuifinda NLS denklemi elde
edilir. Bununla birlikte bazi durumlarda genel pertiirbasyon gemas: kirilir
ve asimptotik dalga yayihmim yoneten denklemler NLS denklemi olarak
elde edilemez. Bunlardan biri harmonik rezonans dedigimiz durumdur ve
bu durumda temel modun faz hiz ile onun daha yiliksek harmonigi kritik
bir dalga sayisinda birbirleri ile gakigirlar ve nonlineer resonans etkilegimi
meydana gelir. Bu etkilesim genel pertirbasyon agiliminin kirilmasindan
sorumludur. Diger bir durum ise kisa ve uzun dalgalar arasindaki resonans
sebebiyle nonlineer etkilegim olugur. Boyle bir resonans, eger uzun dalganin

faz hiz ile kisa dalganin grup hiz: birbirine yakin ise gézlenir.

Iki dalga arasindaki nonlineer etkilesim grup hiz dispersiyonu goz 6nune
almarak gravitasyonel dalgalar, plazma dalgalar1 ve atmosferik dalgalar
gibi bir ¢ok alanda incelenmigtir. Eger ortamda birkag ¢esit dispersif
dalga varsa, belli kogullar altinda, dispersiyon ve nonlineeritenin egzamanli
etkileri sonucu dalgalarin kendi kendileriyle (self) ve birbirleriyle (mutual)
etkilegmelerine yol agan bir durum ortaya ¢ikar. Kawahara ve arkadaglar [41]
Uniform derinlikli bir sivi tabakasinda kisa ve uzun gravitasyonel dalgalar

arasinda nonlineer etkilegimi tiirev agilim metodunu kullanarak incelemisgler



ve bu tir bir etkilesimin birbirlerinin nonlineer terimleri cinsinden kuple
olan KdV ve NLS denklemleri ile yonetildigini gostermiglerdir. Yine aym
aragtirmacilar kisa dalganin grup hizinin, uzun dalganin faz hizina yakin olmas:
durumunda, rezonans halinde, dalgalarin enerjilerini birbirlerine aktardiklarim
gozlemlemiglerdir. Inoue [42] ise izotropik dielektrik bir ortamda grup hizlan
esit zayif nonlineer elektromagnetik dalgalar arasindaki etkilesimi tiirev acilim
metodunu kullanarak incelemis ve kompleks genligin yavag modiilasyonunun
kuple NLS denklemi ile tamimlanabilecegini gdstermigtir. Akglin ve Demiray
[43] ise i¢i viskoz olmayan akigkan ile dolu nonlineer elastik bir tiipte farkli
dalga boylarina sahip iki akustik dalganin nonlineer etkilegimini incelemigler ve
boyle bir alanda genligin yavag modiilasyonunun kuple nonlineer Schrodinger

denklemleri ile yonetildigini gostermiglerdir.

Bu ¢aligmada igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan ince viskoelastik
ve elastik tiiplerde zay:if nonlineer dalgalarin yayilmas: incelenmigtir. Ik
bolimde kisaca konunun tarihsel gelisiminden s6z edilmis ve bu konuda
yapilmig teorik galigmalar anlatilmigtir. Ikinci boliimde ise galigmamin esas
konusunu olugturacak olan, igerisinde sikigtirilamayan ve viskoz olmayan
akigkan bulunan ongerilmeli ince viskoelastik ve elastik tiiplerde nonlineer dalga
yayilimi probleminde kullanilacak olan alan denklemleri elde edilmigtir. Boliim
3’te bu galigmada kullanilacak olan pertiirbasyon yontemleri hakkinda bilgi
verilmigtir. Boliim 4’te ise dispersiyonun ve dissipasyonun zayif oldugu kabul
edilmig ve uzun dalga yaklagimi yapilarak cesgitli katsayilarin mertebelerine
bagli olarak yonetici denklemler dissipasyonun ve nonlineeritenin dengelendigi
Burgers denklemi, dispersiyonun ve nonlineeritenin dengelendigi Korteweg-de
Vries (KdV) denklemi, nonlineerite, dispersiyon ve dissipasyonun dengelendigi
Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB) denklemi olarak elde edilmigtir. Ayrica bu
evoliisyon denklemlerinin her biri igin ilerleyen dalga ¢oziimleri yine bu boliimiin
iginde verilmigtir. Bolim 5’te i¢i sikigmaz viskoz olmayan akigkan ile dolu
nonlineer viskoelastik tiiplerde zayif nonlineer, dissipatif, fakat kuvvetli dispersif
ortamlarda dalgalarin genlik modilasyonunun dissipatif nonlineer Schrédinger
denklemi ile yonetildigi gosterilmigtir. Bu bolimiin ikinei kisminda eksenel
yondeki yer degigtirmeler de hesaba katilarak problem yrniden incelenmeye
caligilmigtir. Ancak bu kadar genellikteki denklemlerin incelenmesi pratik
agidan gliglikler dogurdugundan tiip malzemesi nonlineer elastik olarak igleme
sokulmugtur. Bu problemde ortamda boyuna (eksenel) ve enine (radyal)

olmak iizere iki tane dalga olacagindan, bu dalgalarin genlik modulasyonunu



yoneten iki tane nonlineer Schrodinger denklemi olacaktir. NLS denkleminin
katsayilarinin garpimlariin igareti, dizlem dalga ¢6ziimlerinin kararhliginm
belirlenmesi agisindan 6nemli oldugundan, katsayilarn carpimimin baglangic
gekil degistirmesine ve dalga sayisina goére degisimleri grafikler {izerinde
gosterilmigtir. Boliim 6’da ise ici viskoz olmayan akigkan ile dolu nonlineer
elastik tiiplerde farklh dalga boylarina sahip iki nonlineer akustik dalganin
etkilegimi incelenmig ve bdyle bir etkilegimin asimptotik olarak bir kuple
nonlineer denklem sistemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir. Bu genel
halin incelenmesinden sonra grup hizlar: egit olan iki dalganin etkilegimi hali ve
birbirine z1t yonde ilerleyen nonlineer dalgalarin etkilegimi hali incelenmis ve bu
etkilegimleri karakterize eden denklem sistemleri elde edilmistir. Bu boliimiin

sonunda kuple denklemlere basit diizlem dalga ¢6ziimleri verilmeye caligilmigtir.
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BOLUM 2

TEMEL DENKLEMLER

2.1 Giris

Bu boliimde ¢aligmanin esas konusunu olugturacak olan, igerisinde
sikigtirllamayan ve viskoz olmayan akigkan bulunan o6n gerilmeli ince
viskoelastik ve elastik tiplerde nonlinear dalga yayilimi probleminde

kullanilacak olan alan denklemleri elde edilmeye caligilacaktir.
2.2 Ince Tiip Denklemleri

Bu kisimda igerisinde viskoz olmayan ve sikigtirlamayan bir akigkan
bulunan 6n gerilmeli ince viskoelastik ve elastik tlpilin hareketini yoneten
diferansiyel denklemler tiiretilmeye ¢aligilacaktir. Bu galismada kullamilacak
tupiin ince ve sonsuz uzunluklu oldugu kabul edilecek ve sekil degistirmeden
onceki yarigap: da Ry ile gosterilecektir. Biyomiihendislik uygulamalar: dikkate
alinarak boyle bir tipin Py statik i¢ basincina ve Ny eksenel kuvvetine
(veya eksenel yondeki A, germesine) maruz kaldigi varsayilacaktir. Bu
simetrik yiliklemeden sonra olugacak yeni yaricap r¢ ile gosterilecektir. Kalbin
pompalama hareketi sonucu olugacak kan akimi sirasinda bu statik on gekil
degistirme tizerine sonlu ve dinamik u(z*,t*) yer degistirme vektorii siiperpoze
edilecektir. Burada ¢* zaman parametresini, z* ise eksenel dogrultudaki
koordinat1 temsil etmektedir. Bu c¢aliymada yer degistirme vektoriiniin
radyal dogrultudaki bilegeni u*, eksenel dogrultudaki bilegeni ise w* ile
gosterilecektir. O halde tlip lizerindeki bir noktanin konum vektorii silindirik

koordinatlarda
r=(ro +u*)e, + z%e, : 2 =07 4+ w* (2.1)
bi¢iminde ifade edilebilir. Burada e,, eg ve e, silindirik koordinatlardaki birim

baz vektorlerini, Z de maddesel noktanin gekil degistirmeden 6nceki eksenel

koordinatini géstermektedir.



Meridiyen boyunca uzanan elemanter bir yay elemammin gekil

degigtirmeden sonraki uzunlugu

dsy = A dz* : A=[1+ (%)2]1/2, (2.2)

seklinde verilebilir. Aym yay elemaninin gekil degistirmeden onceki uzunlugu

ise uzaysal koordinatlar cinsinden,

1 ow*
dS, =dZ = /\—z(l ~ o

)dz*, (2.3)

olarak ifade edilebilir. O halde meridyen boyunca olugan germe

_d51 _ _ aw* —1
M=o =dAs A=A

(2.4)

bi¢iminde verilebilir.

Cevresel dogrultulardaki bir lifin gekil degigtirmeden sonraki uzunlugu

d32 = (7’0 + u*)dﬁ, (25)

ve sekil degigtirmeden o6nceki yay uzunlugu

dS = Rods, (2.6)

olup cevresel dogrultulardaki germe ise

dss u*
= —= = )\ = —_— .
Az a5, o\g , Ag=1+ — (2.7

seklinde ifade edilebilir. Burada Ag = r9/Rp 6n sekil degistirmeden sonra

cevresel dogrultuda olugan germeyi karakterize etmektedir.

Sekil degigtirmeden sonra meridiyen boyunca uzanan birim teget vektor

dr 1, ou*

t = H = X(ger—i—ez), (28)
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olarak verilebilir. Buna gore gekil degistirmig tiiptin birim dig normali

1 ou*
n=epxt= K(er - a—z*-ez). (2.9)

seklinde ifade edilebilir.

Sekil degigtirmig tiptlin gevresel dogrultudaki birim uzunluguna etkiyen ve
t boyunca uzanan mambran kuvveti T3, birim meridiyen uzunluguna etkiyen

ve ey boyunca uzanan mambran kuvveti de T; ile gosterilsin, Sekil 2.1.

VT/ ,eo

2

Sekil 2.1. Silindirik koordinatlarda bir mambran elemanina etkiyen mambran

kuvvetleri.

Buna gore z* = sbt, z* + dz* = sbt, § = sbt ve 6 + df = sbt dlizlemleri arasinda
kalan tiip elemanina etkiyen toplam F kuvveti
F :[TI t (7’0 + U*)”z*—i-dz*dg — [Tl t (7‘0 + u*)]]z*de
+ [T2 eg A dz*]|9+dg — [Tz ep A dz*]le (2.10)
+ (ro + u*) A dz* df P* n,

gseklinde ifade edilebilir. Burada P* akigskan tarafindan tip elemanina
uygulanan basinc gostermektedir. Kismi tiirevin tamm geregi (2.10)’da ilk
satir z*’a gobre kismi turevi, ikinci satir ise @’ya gore kismi tirevi ifade

etmektedir. Yer degistirmenin eksenel simetrik kabul edilmesi nedeniyle alan
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buyikliklerinin # dan bagimsizlig: dikkate ahnirsa (2.10) ifadesi agagidaki gekli
alir

9
F= {3t (ro+u)]-ToAe+(ro+u") AP n}dfds*.  (211)

Burada e, = —dey/df bagintis: kullanilmigtir.

Tip elemamna ait hareket denklemlerini elde edebilmek igin (2.11)
ifadesinin tliip elemaninin kitlesi ile ivmesinin ¢arpimina egitlenmesi
gerekir. Alkigkana ait buytkliukler Eulerian formda ifade edildiginden ara
yuzeylerde sinir kogullarimin yazilabilmesi igin tipe ait alan biylklitkklerinin
de Eulerian formda yazilmas: gerekir. (2.1) ifadesinin maddesel tiirevi alinirsa
hiz vektoru

v — (8u* + ou* 0z* Jer + Oz* .
ot = 0z* Ot* ot*

(2.12)

olarak bulunur. z* = A;Z + w* ifadesinin her iki tarafinin zamana gore tirevi

alinirsa

dz* Jw* ow*

vy = = (1- 5 . (2.13)
elde edilir. O halde (2.12) iz vektori agagidaki bigimde ifade edilebilir
0 *
v = (Bt* Vi, *)er + vie,. (2.14)
(2.14) ifadesinin zamana gore tekrar tirevi alinacak olursa ivie vektori
2, % 2,0, % 2,,* *
a:(au +2*6 —I-v*zau +a « Ou Jer + ale,, (2.15)

at*z Zat*a * z 32*2 Za *

olarak verilir. Burada a}, e, dogrultusundaki ivne bilegeni olup (2.13)in

zamana gore tirevinden

O2w* &w* +2 0%w*

+ 2v; 5175 + v} 52 (1 — az* —-—)7, (2.16)

*

Zz(at*2

a

seklinde verilir. Buna goére ivmenin e, dogrultusundaki bilegeni de

., O*u* &Pu* 5 O%u* ou*
T2 Gy TV 6z*2+a:62*’

r = G2 Z 5E*Hg* (2.17)

a
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geklinde yazilabilir.

Tip elemaninin dM kiitlesi, malzemenin sikigmaz oldugu dikkate alimirsa,

dM = po(ro +u*) A B! dz* db, (2.18)

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada pg tiip malzemesinin yogunlugunu, A’ ise en

son gekil degigtirmeden sonraki tliip kalinligini géstermektedir.

Sonlu statik gekil degistirmeden sonraki kalinhik A ile gosterilirse bu
konumdaki kiitleyi de

ow*
Oz*

dM = pgre hdf (1 — ) dz*, (2.19)

seklinde yazmak mimkindir. (2.18) ve (2.19) ifadeleri kargilagtinldiginda &'
ile h arasinda agagidaki bagint: elde edilir

h

i = .
AgA,

(2.20)

Buna gore (2.11), (2.16), (2.17) ve (2.19) ifadelerinden tiip elemanina ait hareket
denklemleri agagidaki gibi yazilabilir

0
e [Tl (ro +u*) t] +T3 Aer+ (ro+u*)AP*n

=poro h (1~ Zt:* Jarer + aje;). (2.21)

t ve n’nin ack ifadeleri hatirlanacak olursa (2.21) denklemi, e, ve e,

dogrultusundaki bilegenler cinsinden, agagidaki gekilde yazilabilir

0 AgOu*, ThA . ow* .
pyn (T Tg’:) - T + AgP* =pg h (1 — oy ) ar, (2.22)
0 Ay L ou* ow*
az* (TIT - AeP az* = pPo h (1 - 62* ) a,. (223)
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(2.22) ve (2.23) ile verilen hareket denklemlerinin daha belirgin
bir hale gelebilmesi i¢in malzemeye ait bilinye denklemlerinin bilinmesi
gerekmektedir. Bu galigmada Demiray [15] tarafindan yumugak biyolojik
dokular igin geligtirilen viskoelastik model kullamilacaktir. Bu modele gore

gerilme tansort agagidaki sekilde ifade edilebilir

t*

ti =P b + ezxpl o(l; — 3)) { cu [ B+ /A,,(t* —7) bm(7) d7]

-0

+ /#v(t* ) [ Bem(#*,7) bun(t*,7) + e (t5,7) bim(t*,7) | dr ).

-0

(2.24)
Burada P hidrostatik basinc: gostermekte olup, 6x; Kroneker deltas:, u kiiglik
sekil degigtirme halinde kayma modiilii, c;;' Finger deformasyon tansdrii ve by

agagidaki gekilde tanimlanmigtir

c;ll(t*) = FkK(t*) FzK(t*) , bkz(t*,T) = FkK(t*) F[K(T) (2 25)
Tk zwk(XK,t*) , Fkxzawk/aXK.

Bu kadar genellikteki ve integral formdaki bir biinye denklemi ile nonlineer
problemlerin incelenmesi oldukca glictiir. Bu-nedenle incelenen viskoelastik
malzemenin hafizasinin ¢ok zayif oldugu (yani rdlaksasyon zamaninin kisa
oldugu) kabul edilecektir. Bu durumda viskoelastik katsayilar a§a§;1daki‘
bigimde yaklagtirilabilir

Mo(t) = Ay 6(8*) ) pe(t*) = py 6(8%). (2.26)

Burada A, ve p, birer sabit olup viskoelastik etkileri karakterize etmekte, §(¢*)
ise bilinen Dirac-delta fonksiyonudur. (2.26) ifadesi (2.24)’de yerine konur ve

gerekli integraller alimirsa agagidaki biinye denklemi elde edilir
trr = Pér + | ,uc,?,l + )\vc;ﬁzdmnc;,l + 2,u,,dmnc;§cc,;ll] ezp| a(ly — 3)]. (2.27)
Bu biinye denklemi c{,l cinsinden nonlineer, fakat d,,, cinsinden lineerdir.
Bu gekilde bir biinye denklemi elde olduguna goére, béyle bir malzemeden
yapilmig tiipin mambran kuvvetleri igin birer bilinye ifadesi elde etmeye

caligalim. Tupin gekil degistirmig geometrisine uymasi igin yerel olarak e; = t,
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ez = ey ve eg = n seklinde ortonormal bir baz takimi segelim. Tip kalinhg
cok ince kabul edildiginden t33 = 0 kabul edilebilir. Bu kogulu kullanarak
hidrostatik basing

P = —[pegs +X (c37 dur + ¢35 daz + ¢33 das )ezy' +2p0ds3(c33 ) ezp| a(lr —3)].
(2.28)

seklinde verilebilir. Secilen eksen takimi asal eksenler oldugundan, Finger

deformasyon tansoril diyagonal olup bilegenleri agagidaki bigimde verilebilir

-1 1

e =M, gr=M , ap= T (2.29)
1 A2

Ayrica C’KL = 2dnFrxFir bagintis1 kullamlacak olursa gekil degigtirme iz
tansoru bilegenleri
A1 A2

d22:_

dn—A1 ) N d33=—(/\—1 )‘—2),

(2.30)

seklinde ifade edilebilir. Burada semboller lizerindeki nokta maddesel tiirevi
ifade etmektedir. (2.29) ve (2.30) ifadeleri (2.28)’de yerine konacak olursa
hidrostatik basing agsagidaki sekilde ifade edilebilir

p hYND VERED VENRNN 0 WINTS 770 10 SRR ¥

il V5V Vv G WY AL U5 B GV W I - 3)].
[ ATAS /\1/\2()\2 )\1) JY3Y ()\1 /\2)]613?[01(1 ()])
2.31

Buna gore t1; ve ty2 gerilme bilegenleri (2.27) denkleminden agagidaki bi¢imde

verilebilir

tr ={u04 - Ag,\g) + [ 2m) (0 + g T ],\1

1 1

2)2 (Ao +2p) /\2
Y VST SN SN NG S 2y2 O +20)7 A
tan ={40% ,\gAgH[ (52 +,\2)+’\”A1’\2 Oyalbn
+ [+ 2m) 04+ 5750) = 57 fearlath 3L (2.32)
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Tiptn birim uzunluguna gelen mambran kuvveti

Ty = h'tn ) Ty = h'tay (2.33)

geklinde tamimlamir. Tip malzemesinin sikigmazlk kogsulu kullanilarak

agagidaki iligkinin gecerliligi gosterilebilir

(2.34)

Burada H sekil degistirmeden 6nceki mambran kahnhgidir. (2.34) ifadesi
(2.33)’de kullamlacak olursa mambran kuvvetleri agagidaki sekilde verilebilir

A1 1 2,
Ty IH{ﬂ( 2 )\SAS) + o /\2A [(A +2/J"U)()‘4 A%)\%) )\2 ]Al

ay2 _ L 10 (A +200)7, _
/\/\2[,\ OB - 57 - 3+ |Xa} expla(n - 3)],

. A2 212 (Ay +2uy)
Tz ‘H{“(,\1 ,\3,\3)+A2,\ [A (A1, ,\1 ) M2 ]’\1

1 ,\2 [(A + 2u,) (M + AW) 2 ]/\2} expla(l; —3)].  (2.35)

Mambran kuvvetlerinin (2.35)’de verilen ifadeleri (2.22) ve (2.23)
denklemlerinde yerine konursa hareket denklemlerini yer degistirmeler cinsinden

ifade etmek miimkiin hale gelir.
2.3 Akiskanin Hareket Denklemleri

Kan, plazma ad:i verilen ve Newtoniyen ozellige sahip bir sivi ile
cegitlh hiicrelerin kangimindan olugmug viskoz bir akiskandir. Bir kan
numunesindeki hicre hacminin toplam numune hacmine oranina hematokrit
orans ad1 verilir. Kan tizerinde yapilan deneysel galigmalar, diigitkk hematokrit
oranlarinda ve yiiksek gekil degistirme (kayma) hizlarinda kanin Newtoniyen,
yitksek hematokrit orani ve diigiik gekil degistirme hizlaninda da Newtoniyen
olmayan bir akigkan gibi davrandigini gostermektedir. Genel olarak kabul
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edilen gergek kamin sikigtirilamayan ve Newtoniyen olmayan bir akigkan
olugudur. Boyle bir akigkana ait biinye ve hareket denklemleri, kiitle

kuvvetlerinin ihmali halinde agagidaki gibi verilebilir

on = (=P + a0)ér + crdrt + a2dkmdmi, (2.36)
ov
Oklk = ,Da(-a—tl + v kVE)- (2.37)

Burada P akigkanin hidrostatik basincini, &g Kronecker deltasimi, vy hiz
bilegenini, p, kiitle yogunlugunu ve virgilden sonraki indis ise ilgili buyukligin
zr koordinatina gdre kismi tirevini gostermektedir. Diger buyuklikler ise
agagidaki bigimde tamimlanmugtir

dr = %(Uk,l +ouk) , la=die=0 , Ilj=dimdms,

IIId = dkmdmndnk , &; = Oti(IId,IIId), (2 = 0, 1,2). (2.38)

Akigkanin viskoz gerilmesi dg;’nin tek bir fonksiyonu olmasi gerekliligi o;

katsayilarina agagidaki kisitlamalar: gerektirir

—ag(I14,I114) = ao(Ily, —I1114)
a1 (114, I114) = ao(Ily,—I1114)
—ag(I1g, II14) = —ag(Ilg,—111;). (2.39)

Buna ek olarak «ap katsayisinin o(0,0) = 0 olmasiun gerekliligi de
diigtniilebilir.

Gerilme tansoriiniin viskoz kistminin gekil degigtirme tansoriine lineer olarak

bagl oldugu akigkanlara Newtoniyen akigkan ada verilir. Bu duruma ait biinye
denklemleri (2.36)’da ag = 0, a; = 2p, ve az = 0 yazilarak elde edilebilir

okt = —Péri + 2p,dri - (2.40)

Burada u, akigkanin viskozite katsayis: olarak bilinir.

Poiseuille akimindan da bilindigi gibi, damann merkezine yakin
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yerlerde sekil degigtirme (kayma) hiz1 yiiksektir. Ayrica kan akimi sirasinda
alyuvarlar hizin yiliksek oldugu merkeze yakin bolgelere kaydigindan damarin
geper kisimlarinda hematokrit orami da diigmektedir. Bu nedenle biiyiik
damarlarda kan akimi problemlerinde kan Newtoniyen bir akigkan gibi igleme
sokulabilir. Rudinger’in [23] de ifade ettigi gibi, ayrica biiyitk damarlardaki
akim problemlerinde ilk yaklagiklik olarak kamin viskoz etkileri de ihmal
edilebilir. Buna ek olarak biiylik damarlarin damar yaricaplar: dalga boyuna
gore ¢ok kiigiik oldugundan alan biyukliklerinin radyal koordinat ile degigimi
de ilk yaklagim olarak ihmal edilebilir. Bu durumda akigkanin kiitle korunumu
denklemi agagidaki bigimde ifade edilebilir,

oA 8, .,
2 5 (Av7) = 0. (2.41)

Burada A tiptin en son gekil degistirmeden sonraki dikkesit alani, v*
da akigkanin eksenel dogrultudaki hiz bilegenidir. Radyal dogrultudaki hiz

degisimi A’'nin zamanla degigimi igerisine kapali olarak monte edilmigtir.

A dikkesit alaminin ry + u* yarigap: cinsinden ifadesinin 4 = =(rg +
u*)? oldugu dikkate alimirsa (2.41) denklemini agagidaki bigimde ifade etmek

miumkundar

* * %
Ou +2v*au +(r0+u*)g:*=

2 ot* 0z*

0. (2.42)

Akigkanin eksenel dogrultudaki lineer momentumunun denkligi denklemi de

vt Lot 10P*

Ot* +v e ;; 2% = (2'43)
bigiminde ifade edilebilir.
Bu noktada baz boyutsuz buytiklikler tanimlamak uygun olacaktir
h h
t*:@—t, X =roz, u =rou, v*  =rv, ¢’ = K , m= fo
Co PaT0 PaTo0
A
P* = Cozpa(Po +P) ,y I = ﬂh'zl , Iy = #h'zz , N1 = "ljv y V2 = %
2 2
ay = E(lazr , Gy = sgaz. (2.44)
0
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Bu boyutsuz ifadeler (2.22), (2.23), (2.42) ve (2.43)’de yerine yazilacak olursa
hareket denklemleri agagidaki sekli alirlar

0 121 Ou ow P Ow _ ow
5z 30— 5]~ 0= )+ Aele+po) = m1 = G e, (245)
0 1%, Ow Ou Oow

Ou Ou Ov

= Tt vz + 5o =0 (2.48)

Bu denklemlerdeki ¥y ve ¥ gerilmelerinin formlan

£, ={(A§—X§7\g)+ [(u1+2u2)(xf+¥1/\—%)‘—%] %
+ [Vl(’\%)‘g_)il_%—")‘l_g> (1%3"2;_2)] %\‘Z‘}F(Al,/\z),

(- ) + [0 - 3+ g

Y3V X2 A2 Y A1
1 21 1 A
4, - Y_] 22
+ [(V1+2U2)(A2+ ,\gug) % ] i }F()\l,/\z), (2.49)

seklinde verilebilir. Burada F'(A;, A2) fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanmigtir

1
F(A, A2) = exp [a(A§+,\§+X¥—/\—%—3) ] (2.50)

(2.45)-(2.48) denklemleri u, v, w ve p bilinmeyenlerinin ¢éziimi i¢in
yeterli sayida denklem verir. Ancak problemin bu genellikte incelenmesi
matematik agidan imkansiz olmasa bile pratik agdan biylik glglikler
ortaya ¢ikarmaktadir. Bu nedenle iki 6zel durumun incelenmesi yoluna
gidilecektir. Bunlar Hal I ve Hal II geklinde adlandinlacaktir.
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Hal I: Bu ozel durumda viskoelastik etkiler gézéniinde bulundurulacak, ancak
yataklama kogullar: (tethering) nedeniyle tlipiin eksenel yondeki hareketi thmal
edilecektir. Bu durumda eksenel yondeki kuvvetlerin dengesinin T yataklama
kuvveti yardimiyla saglandigy varsayilacaktir. Bu 6zel durumda (2.45)-(2.48)
denklemleri agagidaki gekli alirlar

po+p=%gi—g+%—%9%(% g%), (2.51)
T= 8%(2-) Aa(p+po)3 , (2.52)
2%“ + 2vg + Aggv = 0, (2.53)
o 0%y (2.54)

ot Oz Oz

Bu durumda (2.51), (2.53) ve (2.54) deuklemleri u, v ve p bilinmeyenlerinin
hesabinda (2.52) denklemi ise yataklama kuvvetinin hesabinda kullanilir.

(2.51) denkleminden goriilebilecegi gibi p basing fonksiyonu u, du/dz,
0%*u)0z2, 8%u/0tdz, 8%u/Btd2?, Ou /Ot ve 8%u/Ot? terimlerine baghdir. Ileride
incelenmesi diiglintlen problemleri gozoniinde tutarak p fomksiyonunu bu
degigkenlerin serisi olarak ifade etmekte yarar vardir. u yer degistirmesi ve
onun tiirevleri cinsinden (2.51) ifadesi kuvvet serisine aqlir ve tiglincii derece

terimler (dahil) tutulacak olursa agagidaki basing ifadesi elde edilir

2u 8%
p=fu + /32 Yt ﬁs + ,34 + Bsu® + ,36(6 2+ ﬁ'{u > +
32 e, 32 90 8y
+Bsugs + 59u + ﬂloa:: 5.2 T ﬁnu + Bizu® -3% + ﬁ13u2a 5
32 Ou 0
+ Brau?— 5 + ﬁlsu('ﬁ) ﬂls(——-)2 + Bt u( u)z
u 0%u au ?u 9%u Pu
A e T ey 5 aeat ﬁ“’(a Vo T (259)
Burada pBi,...... ,B19 buytklikleri 6n gekil degigtirmeye bagh bir kisim
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katsayilardir. Bu basing ifadesinin tiretimi ve katsayilarin acik ifadeleri bu
caligmanmin EK A kismunda verilmigtir. Bu katsayilarin tammindan gériilecegi
gibi B1, B2, Bs, Bs, Br, P11, P13, Bis ve Pig elastik etkilere, By, By, Bro, Piz,
B17-P1s katsayilar viskoz etkilere, B3, fs ve P14 katsayilar: da atalet etkilerine
kars1 gelmektedir. Boylece elde edilen (2.53), (2.54) ve (2.55) denklemleri bu
caligmada bilinmeyen olarak gecen u, v ve p biyiikliklerinin belirlenmesi igin
yeterli denklemleri vermektedir. Bundan sonraki boliimlerde bu denklemler

takirm kullanilarak cegitli problemler incelenecektir.

Hal II: Bu 06zel durumda ise viskoelastik etkiler ihmal edilip eksenel
yondeki yer degistirmenin etkileri belirli 6l¢lide hesaba katilacaktir. Bu
durumda mambran kuvvetleri (2.32) ifadelerinde A\; = A; = 0 yazlarak elde

edilebilir. Buna gére mambran kuvvetleri

_ ke 1 _
T1 - AOAz (Al A%/\% )e:cp[a(Il 3)])

_ Bh e ] _
Tz—AeAZ(/\2 )‘%Ag)exp[a(fl 3}, (2.56)

seklinde verilir.

Bu 6zel durum ideal elastik hale kargi geldiginden mambran kuvvetlerini
agagidaki bigimde tanimlanan gekil degigtirme enerjisi cinsinden de ifade etmek

mumkiindiir

L= 2—’2693]){[0((.[1 -3))-1}. (2.57)

L =X 4+ )2+ 3‘-21—,\2— seklinde oldugu hatirlamir ve £’nin A; ve A; germelerine
172

gore kismi tiirevleri olugturulursa

0L  p ., 1

_a—A—l - Al (Al - /\%Ag) emp[a([l - 3)]7

o5 _ i(z\2 - —1——) expla(l; — 3)] (2.58
E VD VA VSV Lt G e -58)
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bulunur. Bu ifadeler (2.56) ile kargilagtirilacak olursa

_ kM O phdg OF
VT AAL 0N 0 T2 T AGA, 0),

(2.59)

elde edilir. A\ = A;A; ve Ay = AgAy iligkileri hatirlandiginda (2.59) ifadeleri
agagidaki bigimde yazilabilir

ph 0%
Lt B N ol iy .
Ao BN, * 1T A, BA, (2.60)

T, =
Buna gore (2.22) ve (2.23) denklemleri boyutsuz olarak agagidaki gekilde

verilebilir

0 (LOB 0y aw)9§_+A9(p0+p)=m(1_%)ar, (2.61)

8z \ABA, 8z
01 0% ou Oow
gg(x (—9'1?;) - AG&(PO +p) =m(l - _)az (2'62)

Akigkana ait boyutsuz denklemler de
Ou Ou ov

25 + 0% + Aoz = 0, (2.63)
ov Ov op
5 tvs, t 5 =0 (2.64)

bigiminde verilebilir. Burada boyutsuz ivime bilegenleri a, ve a, agagidaki gibi

tanimlanmasgtir
%y &y , 0%u Ou
AQr = W + 2'026 Bt + V2 az2 + azg (265)
Pw -
(W_’—:Z m+vz 2)( - =) . (2.66)

Ileride incelenmesi diigiiniilen problemleri gozoniunde tutarak O0Y/0A, ve

0% /OAg fonksiyonlar: u, w ve onlarin tiirevleri cinsinden agagidaki gibi seriye

agilabilir
0% Ou ow
S = @0 +onu+ogu’ +agu’ + or4(——)2 +2a4 5= + a5u(—)
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Ow )2 Gw 9 Ow
Oz

+ 2a5u6— + as( u 5
0%
= ag + agu + agou’ + ayju’ + —(—)2 3_w+a2u(6_u)
dhg
Ow 0 0
+ 2a2u—a— + 30z3u2 s 5(—2)2—(% (2.67)

Burada «;, B; ve v; katsayilar

0% o — 9% ‘ 1 &% ’ _ 1 o'% ’
T BAL o M T BA0hg 10 ** T 20A,0A% 0 ** T 6 9A,0A3 lo
_1@3] oy = L_OZ Lo _ 1% _1 &% |
M 28A% N0 T 20R,0A2 107 Y T 20A% 107 YT T 20A20A3 o
% > 18°% 164%
@8 = 5y %= Fazly W0 = 3 5AT)o  11 = azm—glo (2.68)

geklinde tanimlanmigtir. Yataklama kogullar: nedeniyle tiipiin eksenel yondeki
hareketi oldukga kiigiktiir. Bundan dolay: agilimlarda eksenel yer degigtirme
lineer terimlere, radyal yer degistirme de liglincii derece terimlere (dahil) kadar

tutulacak olursa, agagidaki agilimlar elde edilir

+ (as — ag)u + pu — agou? — agud + = )2+ 4
briasg —ag)u-+p 10 jau’ 2 9z 0!0(92
8%u , 0%u 8%u Ow Ou 0%w
+a1u6 > +a2u(——) + asu? 8 > +2a46 > 3 20{45@
o, O 3_“ 2 @0y 130 O%u B
+(2 +a4)62(8z) + 3(ea )( ) 82 2a5u3z25
Ou 8*w ow 50
+ 2a5ua—u-6-—2 + (ag — al)—— + (a9 — 2a2)u5—~ + (a0 — 3az)u? a—l:
8%*u  Ow B%u ow 82 Ou 8w
=™ G "G T2 e s on ) (2:69)
Ou Ou Ou Ou 2 Ou
(a1 ag)—— Py, + (205 — as)ua; — pu—a— + 3azu 3
Ou 8%*u 8w Ou 8%y
+ (204 — Ofo)(9 5z T 204+ 572 + (as — )(—")3 + (2as5 — al)ua 32
Ou 0w O?w 8u3u6w 23w
s ok 2asu g 2 g o (7)
Ou Ow , 0%w Aw
+ 20(7‘1/65-2‘5 + a7u —8—7 = mﬁ (270)
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Yukaridaki ifadede gegen a;, B ve v; katsayilarimn agik ifadeleri agagidaki gibi

verilebilir

Qo = ()\z -

1 , 1 ., 1
Q] = 2[A2>\2 + Ol(/\z - /\%)‘g)(Ae — W)] F(Ag,)\z),

z'8

3 v 33
@ = - VR R b v Ty Ty

1
23,2 _ 2 _ 2
+202 (02 = 335)0% — 5732 | FO A2,
4 4
as = [A2A2+ (A4,\4_X§_A_§)
1 3
2 2 2 -~ I,
IR S| F,A)
3 X2z V2T R2Ne

1 1
O0g = [5(’\3 )\2/\2)+0‘( Ag)\g )2]F()‘97’\2)v

3 3
2y2 , 9
+a(A2A; + ¥ + = v —/\‘;X;)
1

)| FO, A2,

B 3
@ = [" AZ)2
+ 2a%(\% —

2
A2 —
) 0

_ 6 2 3 2 1 242 _ L 3
OtG—[—/\g)\g‘l‘3a()‘z+A§/\g)()‘z )\%/\3)_*_20[ ()‘z A%)\g) F(/\07)‘z)7

9 9

9 242
a“ﬁﬁv+“%%—g“ﬁ+ﬁﬁ>
3 3
2(22)2% + =~ 2 _
+ 2a%(A3A? ,\2 3 /\W)(A 5+ A2 f\'f}A%)
+4a’(X] -~ V(N6 — )*| F(Ae, As)
mg § xg,\g ]
1
ag = (Aj — A2)\2)15«“(,\(,,,\ )s
Qg = l:(’\g-{— /\2/\2)+2a()\2 Az)\g )2}F()‘0a)‘ )’
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3 1
2 2
a1 = [— 'Xg—)‘zz‘ + 3a(Ag + :\_g—/\—g)()\o - /\3/\3)
1
2712 3
+207 (¥ = 5755)° | FOw, A),
10 . 10 25 2,12 3 2 1
= [y + o0~ 37 g 4708+ P08 - i
4 1
+ §a3(1\3 - )\%)\2 )4] F(’\97 ’\z) (271)

Gerek Hal I ve gerekse Hal II adi altinda verilen bu alan ve binye
denklemleri daha sonra incelenecek bazi nonlineer dalga yayilimi problemlerinin

incelenmesinde temel denklemler olarak kullanilacaktir.
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BOLUM 3

PERTURBASYON YONTEMLERI

3.1 Girig

Fiziksel, kimyasal ve biyolojik olaylarin modellenmesi sirasinda ortaya
¢ikan nonlineer kismi tirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde biiyiik
glgliikkler ile karsilaglmaktadir. Bu amaca yonelik olarak bir kisim
kesin veya yaklagstk ¢oziim yontemleri gelistirilmigtir. Bunlardan birisi de
pertirbasyon yontemidir. Bu yontem su dalgalarindan plazmaya, nonlineer
optikten degigik sirekli ortam modellerine kadar genig bir yelpazede
dalga yayilmas: problemlerinin incelenmesinde kullanilmigtir. Daha ¢ok bir
boyutlu problemlere uygulanan degigik pertlirbasyon yontemleriyle denklemler
sisteminin uzak alan davramglar: analiz edilmis ve gesitli evoliisyon denklemleri
elde edilmigtir. Bunlar, sistemin dispersif veya dissipatif olmasma bagli olarak
uzun dalga yaklagim: icin Korteweg-de Vries (KdV), Burgers denklemi veya
onlarin modifiye gekilleri, dispersiyonun kuvvetli olmasi halinde de nonlineer
Schrodinger (NLS) denklemi geklinde olmaktadir. Bu cahigmada ici viskoz
olmayan akigkanla dolu elastik ve viskoelastik tiiplerde nonlineer dalga yayilmas:
probleminin asimptotik analizi yapilmaya g¢aligsilacagindan, kullamlacak olan
tirev agilim (veya g¢ok oOlgekli acilim) ve indirgeyici (rediktif) pertiirbasyon

yontemleri hakkinda kisa bir bilgi sunulacaktir.
3.2 Tiurev Agilim Yontemi

Tirev agilhm yontemi ilk kez 1957 yihnda Sturrock [44] tarafindan
geligtirilmig, daha sonra ¢esitli aragtiniclar tarafindan bircok fiziksel
problemin incelenmesine uygulanmigtir. Kawahara [45], 1973 yilinda tiirev
agthm yonteminin bir uygulamasi olarak genlik modiilasyonunun biitiin
etkilerini incelemis ve kuvasi-monokromatik dalga modiilasyonu durumunda
dispersif sistemler igin Nonlineer Schrodinger denklemini elde etmistir. Eger
ortamda dissipasyon da varsa (akigkanin viskoz veya tiip malzemesinin

viskoelastik olmasi durumunda) dalga zarfim1 yoneten evoliisyon denklemi



Nonlineer Schrodinger denklemi ile karakterize edilemez. Bu durumda
tam dispersif ortamlar igin kullanilan pertirbasyon yontemleri dissipatif
sistemlere uygulanacak bigimde diizenlenmelidir. Asano [46] zayif nonlineer
dissipatif sistemler igin, alttan 1sitilan simir tabakasi icinde konvektif
dalganmin modilasyonunu tirev agilim yéntemini kullanarak dissipatif Nonlineer

Schrédinger denklemi ile yonetildigini géstermigtir.

Tirev agilim yontemini agiklayabilmek igin sirasiyla lineer (L) ve nonlineer

(N) iki operator tamimlayalim

L (%, %) u(z,t) = N (a%’ gt-) F(u). (3.1)

Tlrev agihm yonteminde z ve ¢t bagimsiz degiskenlerinin agagidaki gekilde

genigletildigi varsayilir

L0y L1 9Ty eevvssens Ty ve to,tl,tz, ....... tM. (32)

Burada z, = €"z ve t, = €t (n = 0,1,2,....,M) seklinde tamimlanmig
olup e kicik bir parametredir. Buna bagh olarak u(z,t) bagl degiskeninin
de bu genisgletilmis bagimsiz degigkenlerin bir fonksiyonu oldugu kabul edilir;
u(zo, 1,22, ....TM, to, 1,2, .....tsr). Bu durumda z ve t’ye gore kismi tiirevler

agagidaki bigimde ifade edilebilir

0 &L .9 0 &L 9a

Tiirev operatorlerinin boyle agilimi nedeniyle yonteme tirev agilim yontemi ada

verilir. Bu tiirev agihmlar L ve N’de yerine yazilirsa




bulunur. Ayni gekilde bagimli degigkenler de

o0

u(Tg, .y TM, b0, e, T €) = Z € Un(Zo, ...z M, b0, ... tpr) (3.5)

n=1

bi¢iminde asimptotik bir seri ile karakterize edilir. Bu agilim (3.1) diferansiyel
denkleminde yerine konur ve e€'un cgesitli kuvvetlerinin katsayilar1 sifira
egitlenirse uy’leri yoneten bir kisim denklemler elde edilir. Bu denklemler
ardigik olarak ¢oziliirse, uzun dalga yaklagimi halinde KdV veya onun modifiye

sekli, kuvvetli dispersiyon halinde ise Nonlineer Schrédinger denklemi elde edilir.
3.3 Rediiktif Pertiirbasyon Yontemi

Rediiktif pertiirbasyon yontemi ilk defa, kuvasi-monokromatik dalgalarin
yavag modiilasyonunun yayilimi igin Taniuti ve Washimi [47], uzun dalga
yaklagimi icin de Taniuti ve Wei [48] tarafindan verilmigtir. Bu yontem daha
sonra Taniuti ve Yajima [49] ve Asano ve Taniuti [50] tarafindan bir ¢ok
nonlineer dalga sistemlerine genellegtirilmigtir. Dispersif sistemlerin uzak alan
davramglarimin genig bir incelemesi Jeffrey ve Kakutani [51]’nin ¢aligmalarinda

verilmigtir. Taniuti ve ¢aligma arkadaglar [52] 1974 yilinda

%Itj——f—A(U)——l—b(U)-l-{ZH( +K"aa )]U=0 (36)

B=1a=1

sinifindaki denklemler icin uzun dalga yaklagimi altinda asimptotik bir yontem
geligtirmiglerdir. Burada U(uy, ug,...... ,Un), n bilegenli kolon vektdrii, A, HA
ve K2 n x n lik matrisler, b ise n bilegenli kolon vektdrii gostermektedir.
Nonlineer dispersif dalgalarin asimptotik davramigini incelemek igin Gardner
ve Morikawa [53] 1960 yilinda agagidaki gekilde bir koordinat déniiglimii

tanimlamiglardir

E=€"(z—Mt) , 7=¢€"t. (3.7)

Burada v ve p birer pozitif sabittir. Lineerlegtirilmig alan denklemlerinin
uzun dalga yaklagimimn asimptotik analizinden tiretilen bu koordinat
doniiglimt Gardner-Morikawa doniiglimi olarak bilinir. Gardner ve Morikawa,
nonlineer dalga denkleminin asimptotik davranigim tanimlayabilmek i¢in bagh

degigkenlerin pertiirbasyon agilimu ile bu dontigiimi birlegtirmigler ve adina
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da reduktif pertirbasyon yéntem: adini vermiglerdir. Genel olarak bu yontem
nonlineer denklemlerin uzun dalga davramglarimi karakterize eden bir veya

birka¢ nonlineer denkleme indirgenmesi i¢in sistematik bir yol onerir.

Simdi yéntemi acgiklamada basitlik saglayacag: icin (3.6) denkleminin 6zel
bir hali olan

U 10)
-7 TAU)Z— +b(U) =0. (3.8)

denklemini goz oniine alalim. (3.8) denkleminin U = Uj sabit ¢6ziiminin

b(Up) = 0 uygunluk kosulunu saglamas: gerekir.

Kuvasi-monokromatik dalgalarin yayilim ile ilgilenecegimizden (3.8)

denklemine

U = Uy + 6U ezpli(wt — kz)] + k.e. (3.9)

seklinde bir ¢ozim arayalim. Burada w aqsal frekansi, %k ise dalga
sayisim gostermektedir. Ayrica U artimsal biytkliglinin kigik oldugunu
vurgulamak i¢in bagina § sembolii eklenmigtir. (3.9) ifadesi (3.8)’de yerine

konur ve gerekli lineerlegtirme yapilirsa agagidaki dispersiyon bagintis: elde edilir

| i(wI — kAg) + Vubg| = 0. (3.10)

Burada Vy, U’ya gore gradyant operatori, Ay ve by ise
A() = A|U=U0 y bO = bIU:Uo) (3'11)
seklinde tanimlanmgtir. (3.10) denkleminden w = w(k) geklinde bir dispersiyon
bagintisi elde edilir. Uygunlugu nedeniyle goyle bir W; matrisi tanimlayalm
W; =il(wl — kAg) + Vube. (3.12)
Burada [ bir tamsayidir. Lineer diizlem dalgalarin modiilasyonunu

inceleyebilmek i¢in (3.7) dontiglimiinde v = 1 ve u = 2 olarak ahinacaktir. Bu
durumda (3.7) doniigimi agagidaki gekli alir

E=¢e(z—At) , T= €2t. (3.13)
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Simdi U vektérunii U = Uy civarinda bir kuvvet serisine agalim

U=Us+ ) €U, (3.14)

n=1

(3.14) aghmi A(U) ve b(U) biiyikliklerinde yerine konursa agagidaki

acilimlar elde edilir

1
A=A+ €Uy . VuAg+ (U, . VuAy + 5VuVUul,: UiUy) + ...

1
b = €U, . Vubg + (U, . Vybg + 5VuVub : U, U,)
+¢*(Us : Vubg + VuVub, . U1 U,
1
+ 'G—VUVUVUbo . U1U1U1 )+ ..... . (315)

Bu agilimlar (3.8)de yerine konur, tiirev operatorleri yerine

6,606,080 8 8 0 .0
e Y wETar

yerlegtirmesi yapilir ve €'un gesitli kuvvetlerine gore diizenlenirse agagidaki

denklem takim: elde edilir

O(e) mertebesindek: denklemler :

oU au
Tatl + A, _07] +U; . Vybg =0. (3.16)

O(€?) mertebesindeki denklemler :

oU, oU; oU, ouU, ouU;,
5t - A 8§ + Ay O + U, . VuAy bz +A0—_—6E
1
+ U,y . Vubg + EVUVUbO : U;U; =0, (3.17)
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O(€®) mertebesindeki denklemler :

8U3 aUg 8U1 6U3 6U2 8U2 6U1
- Ay (—+—=)+U;.VyA —
o /\8§+3’7‘+ o(ax+a§)+ 1-Vy 0(6x+8§)
1 ou
+(Uz - Vuho + 5VuVuls U1U1)—6;i +U; . Vubg
1
-|-VUVUb0 . U1U2+EVUVUVU . U1U1U1 =0. (318)
Alan Denklemlerinin Coéziimleri
O(¢) mertebesinden denklemlerin formunun incelenmesinden
U; = Ugl) expli(wt — kz)] + k.e. , (3.19)

bi¢iminde bir ¢6zimin uygun diisecegi goriilebilir. Burada Ugl)(f,T)
bilinmeyen bir fonksiyon olup yonetici denklem daha sonra verilecektir ve k.e. ise
ilgili biiytkligiin kompleks eglenigini gostermektedir. (3.19) ¢dziimii (3.16)’da
yerine kondugunda, sifirdan farkh Ugl) icin (3.10) dispersiyon bagintisinin

saglanmasi gerekir. W, matrisinin sag 6zvektori R ile gosterilirse Ugl) ¢ozumil

U’ = @,(¢,7) R, (3.20)

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada ®;(£,7) bilinmeyen bir fonksiyon, R ise

W;R =0, (3.21)

denklemini saglayan ve A 6zdegerine karg: gelen sag 6zvektordur.

(3.19) ¢6ztimi (3.17)’de yerine yerlegtirilirse agagidaki denklem elde edilir

0%, .
ot e + U2.Vybg + (Ag — M) B R ezpli(wt — kz))
1
+ 121 *[kVu Ao : (RR* — R'R) + 7 VuVubo : (RR" + R'R)]

+ ®2[~ikVyAg : RR + %VUVUbO : RR] exp[2i(wt — kz)] + ke.  (3.22)
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Bu denklemin gekli Uy igin agagidaki bigimde bir ¢éziim 6nermemizi gerektirir

U; = Ugo) + Ugl) exp[i(wt — kz)] + ng) ezxp[2i(wt — kz)] + k.e. (3.23)

Bu ifade (3.22)’de yerine konursa U2(1)’i yoneten diferansiyel denklem

w, UL + (A — AI)RQ%- =0, (3.24)

seklinde bulunur. Buradan detW; = 0 olmasi nedeniyle (3.24) denkleminin
U2(1)’e goére ¢ozilebilmesi igin

L (A — AI) R =0, (3.25)

uygunluk kogulunun saglanmasi gerekir. Burada L, R’ye karsi gelen sol

ozvektor olup

L W, =0, (3.26)

denklemini saglar. (3.21)’in k’ya gore tlrevi alinirsa

R
i(Ag — \I) R + W, %? =0, (3.27)

bulunur. Bu iligki (3.24)’de kullanilacak olursa

0%, R
w (U +i =L 20 = :
elde edilir. Bu denklemin ¢éziimii
a _ 0%, R
Uy’ =& R 2—85 Bk (3.29)

seklinde verilir. Burada ®,(¢,7) bilinmeyen diger bir fonksiyon olup yiiksek

mertebeden ac¢ilimlardan elde edilmelidir.

3.22)'den U{” ve U{? ¢ozumleri agagidaki gibi verilebilir
2 2 g

U =1e,? R , UPY=eIR{. (3.30)
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Burada &%, ®;’in kompleks eglenigi olmak tizere |®;|> = ®;$? geklindedir ve

Rgo) ve Rgz) vektorleri de agagidaki bigimde tamimlanmagtir

, 1
Ry = ~W;?[ikVuAo : (RR*~R'R)+ ;VuVuby : (RR"+R'R)]

1
R = —W;[ikVuAo . RR + 5VuVubo : RR]. (3.31)

(3.19) ve (3.23) ¢oziimleri (3.18)’de yerine konacak olursa Us’iin agagidaki

sekilde bir ¢6ziim kabul edecegi gosterilebilir

U; = Ugo) + Ugl) ezp[i(wt — kz)] + ng) ezp|[2i(wt — kz)]
+UY exp[3i(wt — k)] + k.e. (3.32)

Burada Uga) (@ = 0,1,2,3) yavag degigkenlerin fonksiyonudur. Biz burada
®,’i yoneten diferansiyel denklemi elde etmeye caligtigimizdan Ugl)’i yoneten

diferansiyel denklemi yazmak yeterli olacaktir

0% 0% 82®, OR

w, U+ LR ~AD(SE R -t =

1 U+ 5 R (o - AN R0 )
+[-2ikR* . Vu A R — kR . Vg Ag R+ kR . Vy Aq R*

&
—ikVy Vu Ag - RR*R+52—VUVU Ao : RRR*+Vy Vy by : RRY

1
+Vuy Vuby : R*R® 4+ 5Vu Vu Vo by : RRRY[E:1* &, =0 (3.33)

Bu ifade soldan L ile ¢arpilir ve (3.27) uygunluk kogulu kullamlir ise agagidaki

Nonlineer Schrédinger denklemi elde edilir

0%, | 0%
“or TP oe

> +q|®1[2@; =0. (3.34)

Burada p ve ¢ katsayilar1 agagidaki bigimde tanimlanmigtir

. oR
p=iL . (A\I — Ay) .%/(L.R) ,
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g =iL . [ - 2ikR* . VuA Ry — kR . Vu AR + ikR{Y . VyA R
ik
—ikVyVyAy : RR* R+ %VUVUAO : RR R*
+VuVube : RRY + VyVub, : R*R

1
+5VuVuVub, : RR'R] / (LR) . (3.35)

Simdi de p katsayisina degigik bir ifade bulmaya ¢aligalim. Bunun igin (3.27)

denklemini k’ya gore bir defa tiiretelim

BA OR R

Bu ifade soldan L ile ¢arpilir ve (3.26) kullanilirsa

10\ 10%w

P= 3%k~ 20k (3:37)

bulunur. Bu tip denklemlerin genig bir incelemesi Teymur ve Suhubi [54]'de

bulunabilir.
3.4 Denklem Sistemleri igin Uzun Dalga Yaklasimi

Bu yontem hem dispersif hem de dissipatif sistemleri karakterize edebilen

agagidaki denklem sistemleri igin uygulanabilir

ou . 0 0
gl huthdl ﬂ B —
> +A(U)a +ﬁ§ ljaI_I (Hi5 +Ki5-) U=0. (3.38)
Simdi de Gardner-Morikawa dontigimuni
1
E=e*(z—-Xt) , 7= | a= " (3.39)

seklinde tanimlayalim. Burada e kiigiik bir parametre olup, lineer denklemlerin,
uzun dalga yaklagiminda, asimptotik analizinden elde edilir. A ise U = Uy i¢in
A(Up) = Ao matrisinin 6zdegeridir. U, A, H?, K ifadelerinin U = Uj sabit
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¢ozuml civarinda agagidaki sekilde seriye agildig: varsayilmigtir

o0 o0 o oo
U= ¢U;, A=) ¢A;, Hi=) ¢H), Ki=) ¢Ki; . (3.40)
j=1 7=0 j=0 7=0

Bu agilimlar ve (3.39) doniigimi (3.38)’de yerine yazilir ve e’un kuvvetlerine

gore dilizenlenirse agagidaki denklem takimi elde edilir

O(e®*1) mertebesinden denklemler :

U,
(40 - A1) 2 =0, (3.41)
O(€°*2) mertebesinden denklemler :
6U2 3U1 6U1
(Ao —AI) —= 5 1-(VuAo) & Y
orU
8 1 _
+,32_:1£[( AHP, + KP ) 55 = O (3.42)

Ap'in ) Ozdegerine kargi gelen ozvektori R ile gosterilirse agagidaki bagint

yazilabilir

(Ap — AI) R =0. (3.43)

O halde (3.41) denkleminin ¢6ziimi

U, =@1(f,7‘)R+V1(T) (344)

geklinde verilebilir. Burada ®;(¢,7), U;’in R boyunca olan bilegeni olup, diger
bilegeni V;(7), baslangig kogullarindan belirlenecek olan bir fonksiyondur. A,
Ag’m bir ézdegeri oldugundan (3.42)’nin 80U, /0¢ cinsinden ¢oziilebilmesi igin

agagidaki uygunluk kogulunun saglanmas: gerekir

orP

8U U
oev

1 5U1
L. —=+L. (U1 Vuho — )+L ﬂzlal:[( AHS +K2)

1

=0. (3.45)

€ — oo igin U — Uj oldugundan ¢ — oo igin U; — 0 gegerlidir. Bu durumda
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Vi(7) = 0 almabilir ve U; ¢6ztimit U; = ®1(¢,7)R gekline dontisiir. Buna

gore ®,’1 yoneten evoliisyon denklemi

%‘I} +e1®; a;? + ¢ a;gf =0 (3.46)
haline gelir. Burada c;, c; sabitleri
a=L.(R.VuAR)/(L.R),
3 P
=L. Y J[ (- H+K)R /(L .R). (3.47)
8=1a=1

seklinde tanimlanmigtir. (3.46) denklemi p = 2 i¢in Burgers ve p = 3 igin de
Korteweg-de Vries denklemi olarak bilinir.

Bu yontemler daha sonra igerisinde akigkan bulunan 6ngerilmeli

elastik veya viskoelastik tiiplerde nonlineer dalga yayilimi problemlerinin

incelenmesinde kullanilacaktir.
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BOLUM 4

ZAYIF NONLINEER DALGALAR
4.1 Girig

Bu bolumde igerisinde sikigmaz ve viskoz olmayan akigkan bulunan
ongerilmeli ince viskoelastik ve elastik tiplerde zayif nonlineer dalga
yayilimi problemi indirgeyici perturbasyon yontemi kullanilarak ayn ayn
incelenecektir. Ik problem i¢in Demiray [15,55] tarafindan yumugak biyolojik
dokular ic¢in onerilen biinye denklemi kullamlacak ve akigkanin da yaklagik
denklemleri alinarak zayif nonlineer dalgalarin dispersif ve dissipatif
ortamda yayihmi incelenecektir. Malzeme 6zelliklerini karakterize eden gesitli
katsayilarin mertebelerine bagh olarak yonetici denklemler dissipasyonun ve
nonlineeritenin dengelendigi Burgers denklemi, dispersiyonun ve nonlineeritenin
dengelendigi Korteweg-de Vries (KdV) denklemi, nonlineerite, dispersiyon
ve dissipasyonun dengelendigi Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB) denklemi
olarak elde edilecektir. Ikinci problemde ise viskoelastik etkiler ihmal edilecek
ve eksenel yondeki yer degigtirmenin kiigik oldugu kabul edilecektir. Boyle
bir ortamda yonetici denklem olarak Korteweg-de Vries denklemi elde
edilecektir. Bu denklem katsayilarin degigimine gore biri enine digeri de boyuna
olmak tizere iki tane denklemi karakterize etmektedir. Takip eden kisimda
evolusyon denklemleri igin ilerleyen dalga c¢6zumleri verilecek son olarak da
Burgers, KdV ve KdVB denklemlerinin ilerleyen dalga ¢ozlimlerinin profilinin
baglangi¢ yer degigtirmesi, viskoelastik parametreler ve tegetsel germelerin belli

degerleri ile degigimi grafiklerle gosterilecektir.
4.2 Zayif Nonlinear Dalgalar
Bu kisimda alan denklemlerinin, uzun dalga yaklagimi halinde, zayif

nonlineer dalga ¢oziimleri elde edilmeye caligilacaktir. Bunun igin daha 6nce

elde edilen alan denklemleri ayr1 ayr incelenecektir.



Hal I : Yataklanmig Viskoelastik Tiipler

Bu kisimda i¢i akigkan ile dolu ongerilmeli ince viskoelastik tiiplerde
kiiciik fakat sonlu genlikli dalgalarin yayilim indirgeyici pertiirbasyon yontemi
kullanilarak incelenecektir. Bunun igin bir onceki bdélimde elde edilen
boyutsuz (2.53), (2.54) ve (2.55) hareket denklemleri kullamlacaktir. Uzun
dalga yaklagimim inceleyebilmek icin indirgeyici perturbasyon yontemi
kullamilacaktir. Oncelikle alan denklemlerinin dispersif karakterine bakmakta
yarar vardir. (2.53), (2.54) ve (2.55) denklemleri lineerlestirilip harmonik dalga

tipinde bir ¢éziim aranacak olursa, agagidaki dispersiyon bagintis: elde edilir

(2 + B3k?)w? — iBak’w — B k% + B2k* = 0. (4.1)

Burada w agsal frekans: ve k da dalga sayisim gostermektedir. Buyuk
damarlarda bile dalga uzunlugu damar yarigapina gore ¢ok biiyitk oldugundan
uzun dalga yaklagimi bu tip problemlerin incelenmesinde kullamilabilir. Bu

nedenle w(k) dispersiyon bagintis1 £ = 0 civarinda kuvvet serisine agilirsa

w = gk(1l+ o1k +o2k® +....) (4.2)

elde edilir. Burada g, o1 ve o2 katsayilar agagidaki gibi tanimlanmigtir

==, = — = —_—— —). 4.
I =% "7y (16,3+ﬁ 4 (43)
Dispersiyon bagintisimn (4.2) formu
E=e(z—gt) , T=eTgt (4.4)

seklinde bir koordinat geniglemesi yapilabilecegini gosterir. Burada e
dispersiyonun ve/veya nonlineeritenin kii¢iikliiglini sembolize eden bir
parametre, a ise daha sonra belirlenecek olan pozitif bir sabittir. (4.4),
(2.53), (2.54) ve (2.55) alan denklemlerinde yerine yazilacak olursa agagidaki

denklemler elde edilir

au

Ou Ou
8§+26g8 +2v——|—(1+u) 0,
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- Qti-l-e @-i—v—aﬁ-l-@—o
&y 8u 8u 0u
_ 20 200 2 _ 2
p=Piut e pe T h (Gm ~ 2pm T g)
Ou Ou
~ Bage® (;9? —e§)+.... (4.5)

(4.5) denklemlerindeki alan degigkenlerinin e cinsinden asimptotik bir seriye

agilabilecegi kabul edilecektir

oo oo

u= Z "u,(é,7) , v= Z (€,7) , p= Z €"pn(€, 7). (4.6)
n=1 n=1 n=1
Burada u,, v, ve p, (n = 1,2,....) alan denklemlerinin ¢éziimii sonucunda

belirlenecek olan fonksiyonlardir. (4.6) agilimlar: (4.5) denklemlerinde yerine
yazilir ve €'un ¢egitli kuvvetlerine gore denklemler sifira egitlenirse agagidaki

diferansiyel denklemler sinifi elde edilir

O(e) mertebesindek: denklemler:

15} 0 15, 0
2—u—l—+—21——0, ——%+—%~— , b1 =Puy (4.7)

O(€?) mertebesindeks denklemler:

Ouy Ouy Ouy  Ovy Ovy

—2g ET: + 2g a7 + 2v; % + B¢ +U16_£=0,
Ovy,  Oun ovy  Op2
—-ga£+g +18§+8£_0’
a— 82 Uy a— a a- 6 1
ﬂlu2+ﬁ262 ! 86‘2 +183g2€2 -1 € _IB 66 +B5ul (48)
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Alan Denklemlerinin Coziimi:

(4.7) denklemlerinin integrasyonundan

wy =U(&,7) , vu=29U+&(1) , pr =20’V , ¢*=5/2, (4.9)

elde edilir. Burada ®(7) ve U({,7) bilinmeyen iki fonksiyondur. Bunlardan
®(7) sadece T degigkenine bagli olup sinir kogullarindan belirlenmelidir. Bu
caligmada, problemin genelligini bozmaksizin bu terim sifir olarak

alinacaktir. Yukaridaki ¢dziimler (4.8) denkleminde yerine yazilacak olursa

8u2 BU 6U 6v2 _
—29—3-Z+29—3—;+6QU¥+_3—§-_0’
g@f + 2¢g 5 +4g UBE + o8 =0,
2a—1§_2_g aU

P2 = Pruz + (B2 + 9" Bs)e* " 5 i ﬂ4ge°‘_la—£ +BsU%. (4.10)

bulunur. Bu denklemler arasindan us, v2 ve py elimine edilecek olursa agagidaki

master denklem elde edilir

ou ou 901 U a-102U '
o +7nU o + v2€ o6 — v3€ i = 0. (4.11)
Burada 73, 72, ve 3 katsayilan
5 fBs 1 203, B4
= — 4+ — ) = — + — , = —. 4.12
Y1 27 8 Y2 4(,33 B 73 4g ( )

seklinde tammlanmigtir. o’nin gesitli durumlarina gére bu genel denklemden

bilinen gesitli evolusyon denklemleri elde edilebilir.

i) B = O(1) ve @ = 1 hali: Bu durumda 8U/9¢%'nin katsayist
¢ mertebesinde olacagindan bu terim diser ve evolusyon denklemi Burgers
denklemine indirgenir

oUu ou o*U

—+71U6_§—73—522— =

5 (4.13)
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Bu denklem ortamdaki nonlineerite ile dissipasyonun dengelenmesi sonucunda

ortaya cikar.

i) Bs = O(e) ve a = 1/2 hali: Bu durumda 82U/8¢%'nin katsayis:
€'/ mertebesinde olacagindan evolusyon denklemi agagidaki Korteweg-de Vries
(KdV) denklemine indirgenir

1/2

oUu ou 33U :

Bu denklem nonlineerite ile dispersiyonun dengelendigi durumlarda gecerlidir.

ii) By = O(¢'/?) ve @ = 1/2 hali: Bu durumda evolusyon denklemi
dissipasyonun, dispersiyonun ve nonlineeritenin denge durumunda oldugu

Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB) denklemine indirgenir

o _ g0 _ &U . U
B B! 9¢ 73352 ’)’2663

=0. (4.15)

Hal II : Zayif Yataklanmig Elastik Tipler

Bu durumda viskoelastik etkiler ihmal edilecek ve zayif yataklanma kogulu
nedeniyle eksenel yondeki yer degigtirmenin kiigiik oldugu kabul edilecektir. Bu
ozel halde gegerli denklemler (2.63), (2.64), (2.69) ve (2.70) ifadeleri olup
dissipasyon ozelligi yoktur. Bu denklemler lineerize edilecek olursa agagidaki

denklem takimi elde edilir

28_u.+a_v—0 , @4_@_

5 ta 5 8-

0%u u ow
p+ (s —ag)u+ s~ Myt (as — oq)a—z =0,

0 02 o2
(011 —as)a—z+2a4—6§:— _mat_’l;l) =0, (416)

Eger bu lineerlegtirilmis denklemlere harmonik tipten dalga ¢6zimi aranirsa

agagidaki dispersiyon bagintis: elde edilir

43



(2 + mkHmw? — [m((as — as)k?® + maok?* + 204(2 + mk?)k?w?
+ 20!4[(0(9 - Ots)k‘4 + 010]66] - (a1 - a8)2k4 = 0. (417)

Burada k dalga sayisim, w da agisal frekansi gostermektedir. Bu dispersiyon
bagintis1 biri boyuna digeri de enine olmak uzere iki tip dalgaya karm

gelmektedir.

Bu c¢aligmada uzun dalga yaklagimi kullamlacagindan dispersiyon
bagintisimn kiigik & (uzun dalga) halinde aldig: sekle bakmakta yarar
vardir. (4.17) dispersiyon bagintis1 & = 0 civarinda seriye agilacak olursa
agagidaki ifade elde edilir

w=ck(l—0ck®)+.... (4.18)

Burada ¢ ve o agagidaki denklemlerin ¢oziimiinden bulunabilir

2mc? — [m(ag — ag) + 4ay]c? + 204(ag — ag) — (a1 — ag)? =0,

m2c? — m(ag + 2a4)c? + 2apay
[2m(ag — as) + 8as)c? — 8mct

(4.19)

o=

(4.17) ifadesinin incelenmesinden goriilebilecegi gibi burada ¢, uzun dalga
yaklagiminda faz hizina karsi gelmektedir. (4.18) dispersiyon bagintisinin
incelenmesinden, uzun dalga yaklagimu i¢in agagidaki déniigiimi vermenin

uygun olacag: gorulur

E=e?(z—gt) , T=¢gt (4.20)

Burada ¢ = O(k?) olarak segilmig, g ise bir dlgek parametresidir. (4.20)
dontgiimii (2.63), (2.64), (2.69) ve (2.70) denklemlerinde yerine konursa
agagidaki denklemler elde edilir
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Ou Ou Ou Ov

2g(-—-—6? 6‘5—)+2U‘a‘§“ +(1 +u)8_£ =0, (421)
Ov ov Ov  Op
g(——— tego)+ "5 3¢ = 0, (4.22)
(a9 —ag)u +pu—a ek ( )2+ @+ _3_2ﬁ
p— (a9 —as p 1ou? o 652 ealuaé_z
0 ,0Ou Bw
ou B2 (2227 /2 — i
+ €a2u( ) + 2 Qg€ 66 a§ a{ ) € (al as) 65
&%u 8%u
1/2 _ — 2
+e/*(ag 2a2)u 8{ — emg ((962 6667‘ +€ 672)
Ow ,0%u 8*u 8*u
3/29% _ 2
tmgel 5 652 Zeasar 5
52 2
Y _Ow u 0°u
mg(— 3 + 52N g + <5e0)
6u 82 32 ow
_ 3/2 _ €2 —
lime’ 5 (e 266{6 ) =0, (4.23)
_ Ou 1/2 &w Qli
(a1 a8)6§ p3£+6 2a4a£2 + (204 — as)uaé
Ou 0%y 0, 6 Ow
+ €e(2a4 — ao)aé oe2 + /%24, €( 3
0w , Ow
o 1/2, 2 _ ow, _
e/“mg (852 26856 + € 37_) 0. (4.24)

Burada (4.23) ve (4.24) denklemleri elde edilirken (2.69) ve (2.70)

denklemlerinin sadece kuvadratik terimleri tutulmusgtur.

Lineerlegtirilmig alan denklemlerinin harmonik dalga tipi ¢6ziim sonuglarn
incelenerek alan buylkliklerine agagidaki bigimde asimptotik bir acilhim

6énermek uygun duger

uzie"un , v:ie”vn , Ze Wp , P= Zepn (4.25)
n=1 n=1 n=1

Burada un, vn, Wy Ve P, (€, 7) degigskenlerine bagh bir kisim bilinmeyen katsay:
fonksiyonlaridir. (4.25) agihmi (4.21)-(4.24) denklemlerinde yerine konur ve
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e'un kuvvetlerine gore diizenlenirse agagidaki denklemler elde edilir

Ou, Bvl Oua Ouy Ovy

e(—29—— 7 T )+ e (~ 2ga—€+2v1 5 e )+0( Y =0,
v, 8 Ay vy 0
(g + T + g G+ G gt + P+ 0 =0,

e[p1 — (a9 — ag)us — (a1 — as) 5 1) 4 [py — (@5 — ar0)us — prus

0* 0 0
— aloug +0£0F;§1— —'( O‘S) w2 + (ag 20(2)u1 awl
62u1
2 3y _
™9 e 1+0(e") =0,
6 8u2 8’(1.1
6[(0[1 —013) 86- -|—(011 mg ) 662 ]+€ [(al ) 6§ e 2%rys 66
8%w, Ouq 0 Ow;
+ ay Be? + (202 — ag)ur o B¢ + 2as ™ 35)
, 0w o O%w
my® et + 2m” 2] 4 0(¢) = 0 (4.26)

e’'un cesitli kuvvetlerinin katsayilar sifira egitlenirse agagidaki denklem takimu
bulunur

O(e) mertebesindeks denklemler:

Bul Ov; Ovi  Op1
0
— (a9 — ag)u; — (a1 — as) u;l =0,
Ouq 0% w, , 02wy .
(a1 — )65 + 204 7~ 5¢2 —mg 5e2 = 0. (4.27)
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O(€?) mertebesindeks denklemler:

Oug Ou; Ou; Ovy ovy

_29“56—4—293;-1-21;1—5—6—4_ _8§—+u17j? — 0,
_gaa? +g?;;1 +v1%v€1 + aapg =0,

p2 — (g — ag)ug + prug — aiou? + (a0 — mg2)652;21

~ (01— as)%"g + (a ~ 2a2)ul%2_1 0,

(@1 = a) 52— S22+ (s = mg) T2 1 (20— s P

" 2“"’585(“1 %?) * 2’”922?;; =0 (4.28)

Alan Denklemlerinin Coziimi:
O(€) mertebesindeki denklemler:

(4.27) denklem takimimn integrasyonundan

0 292 — (ag —
uy =U , 'Ul———ng , P1=292U , 'CUl__l:g ((19 Ols)

% = v (29

Q1 — Qg

elde edilir. Burada U(§,r) bilinmeyen bir fonksiyon olup, bu fonksiyona
sifirdan farkli bir ¢oziim bulabilmek igin g Olgek parametresinin agagidaki

kuvadratik denklemi saglamas: gerekir

2mg* — [m(ag — as) + 4a4)g® + 204(as — as) — (a1 —ag)’ =0.  (4.30)

Bu ise (4.19); denkleminden bagka bir gey degildir. O halde aslinda dlgek
parametresi olarak ortaya atilan ¢ uzun dalga yaklagiminda faz hizindan bagka

bir gey degildir.
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O(e?) mertebesindeki denklemler:

(4.29) ¢oztimii (4.28) denklemlerinde yerine konursa agagidaki denklemler
elde edilir

dus  Ovg ou ou
298{+ {+2ga —I-GgU—a—E~ 0,

Bvy  Op 2aU 5. OU
- +5p T200 -+ 40U =0,
99 T ot B¢

Ow
D2 — (Otg e Otg)'LLQ - ( Otg) 2 + 292U2 - ()thU2

9

(Otg - 20(2)((11 0(3) 32U
U? 4 (ap — mg? )W—O

mg? — 2ay

(a1 —-018) 5 2+ (2a4 —myg ) 352 + [2a2 — ag —2¢ ]U(—’jg

o€
4045(051 ag)Ué—q n 2mg2(a1 - as) Q_[_J_
mg? —2ay O mg? —2ay OT

=0. (4.31)

(4.31); ve (4.31), denklemlerinden dvz/0€ elimine edilirse

oU U
+4g %— =0, (4.32)

,O0uy  Ops 2
—2g* B¢ 5 9¢ + 10g U6€

bulunur. Diger yandan (4.31)s denklemi ile (4.32) denklemi arasinda p, yok

edilirse

(0(1 - a8)2 BUQ _ _ 8U
mg " oa, 65 (a1 OlB) 852 +2(Ot10 2g )U f
2(019 - 20!2)(01 - ag) oV 8U BU
% — S0 U3§+10 Ua€+4g =
63U

elde edilir. Nihayet (4.31)4 denkleminden duq/0¢ ¢oziilir ve (4.33)'de yerine

konursa

3}
2% [ 2(mg® - 2aq)? + m(a; — as)’] —a—g + (mg® ~ 2a4)
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x [ 2(mg? — 204 ) (010 + 3¢%) + (a1 — ag)(6ay — 2a10 — ag — 2g%)

+ 8asg® — das(ag — ag) ]U—— + (mg?® — 204) = = 0. (4.34)

bulunur. Denklemler bu gekle getirilirken (4.29) ifadesinin

[ 29 — (a9 — as) |(mg® — a4) = (a1 — as)”

bicimindeki yazilimi kullamuilmigtir. (4.34)in yeniden diizenlenmesinden

agafidaki Korteweg-de Vries denklemi elde edilir

ou oU BU
5;+XU5£—+G¥=O (4.35)

Burada x ve o katsayilan agagidaki bicimde tanimlanmgtir

_ (mg? — 2a,) 9 )
X = 392 2(mg? — 204)° + m(as — ag)?] | [ 2(mg” ~ 2a4)(eno +347)
+ 8asg? — das(ag — ag) + (a1 — ag)(bay —2ag — ag — 292) ]
2 __ 2 __ 2
o= (mg”® — ao)(mg® — 204) (1.36)

2¢%[ 2(mg? — 2a4)% + m(a1 — ag)?]

Burada dikkat edilmesi gereken nokta (4.34) denkleminin biri boyuna, digeri de

enine hareket ile ilgili olarak iki tane denklemi karakterize ettigidir.
4.3 Evoliisyon Denklemlerinin Coziimleri
Bu kisimda bir 6nceki kisimda elde edilen evolisyon denklemlerinin

ilerleyen dalga ¢ozimleri elde edilmeye cahsilacaktir. Bu amagla, A dalga

ilerleme hizin1 gostermek tzere

U=UK) , (=&—>r (4.37)

bigiminde ¢oziimler aranacaktir. (4.37) ¢6ziml (4.13)’de verilen Burgers

denkleminde yerine konur ve elde edilen denklem (’ya gore bir defa integre
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edilecek olursa agagidaki adi tiirevli diferansiyel denklem bulunur

du

g = %W AU - A. (4.38)

Burada A bir integrasyon sabitidir. (4.38) denklemini agagidaki gekilde tekrar

yazalim

U _ N g-y o+
= U -UR)U - UL). (4.39)

Burada UZ biytklikleri

U =Mn+VOmP+24 , UL=XMn—-v(nm):+24  (440)

seklinde tanimlanmig ve A2+247; > 0 oldugu farzedilmistir. (4.39) denkleminin

coziimiinden Burgers denkleminin kararh ¢oziimleri

U(E, ) =5(Us + UL) — 5(Us ~ UL) tanhC

e AP J P
= (Ve ~UR)[e - 50Uz + VL)), (441)

olarak elde edilir. Burada A = L(Ug +UZL) = sbt, Uy — UL > 0 ve
sirasiyla UL ve UY, U nun ( = —oo ve ( = +oo daki iiniform durumunu
gostermektedir. Bu tek dogrultudailerleyen dalga ¢6ziimii genellikle ok dalgas:
olarak bilinir. (4.41) denklemi Uy den UZ ya kararh bir gecisi tasvir eder ve

ilerleyen dalganin hizi ancak sonsuzdaki Uy ve UZ, degerleri ile belirlenir.

Eger (4.37) ¢oztimi (4.14) veya (4.35)’de verilen KdV denkleminde yerine

konur ve (’ya gore bir defa integre edilecek olursa

U

ngm + U -2 = 4 (4.42)

elde edilir. (4.42) denkleminin her iki tarafi dU/d( ile garpilir ve (’ya gore

integre edilirse

dU\z . BA L, _
3,u(—d—(—) = ~U° +_-U" + 64U +6B = f(U) (4.43)
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bulunur. Burada A ve B integrasyon sabitleri ve u4 = 7;/v; seklinde
tanimlanmigtir. Problemin genelligini bozmaksizin burada g > 0 kabul
edilecektir. Aslinda (4.43) denklemi — f(U)/6u potansiyeline sahip birim kiitleli
bir parcacifin hareket denklemidir veya bagka bir sekilde ifade edilecek olursa,
U uzaysal, ¢ da zaman parametresi olarak segildiginde (4.43) denklemi bir

anharmonik salinicimn hareket denklemi olarak yorumlanabilir.

(4.43) denkleminin gergel ¢oziimlere sahip olabilmesi ancak f(U) > 0
olmas: ile mumkiindir. Eger f(U) = 0 denkleminin bir tane gergel kokii
varsa bu durumda siurh ¢oziim bulmak miimkiin degildir. Bu yiizden f(U)
fonksiyonunun {i¢ tane ayrik gergel kokii oldugunu farzediyoruz. Bunu ¢; <

c2 < ¢z olmak lzere

f(U) = (U - C])(U - Cz)(C3 — U) (444)

geklinde yazabiliriz. Uciincii derece bir denklemin invaryantlarim yazdigimzda,

agagidaki egitlikleri buluruz

3\
I=ci+cp+ec3=— ) )\=Z'1‘(01+C2+63)
T 3
1
II = cyjeo + cie3 + cpe3 = —6A A= —6(c1cz + c1c3 + ¢a¢3)
1

III = C1C2C3 = 68 s B = 6616263. (445)

Bunlardan bagka c1, ¢z ve c3 koklerinin ayrik ve gercel olmasi igin, agagidaki

esitsizliklerin de saglanmas: gerekir

(A/m)*+24>0,

F/m+ V)PP +24) 20 ve f(A/m—+(A/m)?+24) <0. (4.46)

Burada fi¢ kok, iki tane de ekstremum noktas: oldugundan, ekstremum
noktalarindan birisi maksimum digeri de minimum noktas: olacaktir. f(U)
fonksiyonunun genel davramgi Sekil 4.1'de A efrisi ile verilmigtir. (4.43)
denkleminin gercel ¢éziimii ¢; ve c¢3 arasinda nonlineer bir salimimi tasvir
etmektedir. Eger c; — ¢; ise bu ¢dziim soliter dalgaya karsi gelmekte ve
gekilde B egrisi ile tasvir edilmektedir. Eger ¢; — c3 ise bu sabit ¢dziime
karg: gelen lineer sintizoidal dalgalar1 vermekte ve sekilde C egrisi ile tasvir

edilmektedir. Eger c;, ca ve c3 koklerinin ligii de gakigiksa yine sabit ¢8ziim
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olugmaktadir ve bu ¢6ziim ilerleyen dalga formunda degildir.

c <, c,\\= y

Sekil 4.1. f(u) fonksiyonunun davramsi. A knoidal dalga, B soliter dalga, C

sabit ¢oziim.
(4.43) denkleminin agik ¢oztimi Jacobiyen eliptik fonksiyonlar cinsinden
agagidaki gibi bulunabilir (Jeffrey ve Kakutani [51])

Cc3 —C1
12

U=cy+(cz —c2) 67;12[ {f — %(cl +co + C3)T}, k‘] . (4.47)

(4.47)'deki k sayis1 (0 € k < 1) integralin modiilii olarak adlandirilir ve burada

s (c3—c2)
R (4.48)

geklinde tamimlanmigtir. Bu ¢6zim XKdV denkleminin periyodik dalga
¢ozimidiir ve (4.47) periyodik dalgas: Korteweg ve de Vries tarafindan knoidal
dalga olarak adlandirilmigtir. & 2 0 oldugunda sinizoidal dalgaya ¢ok benzer
bir ¢oziim elde edilir. K birinci tip tam eliptik integral olmak tizere knoidal

dalganin peryodu

3u
— 4K 4.
T, =4 o (4.49)

olarak verilir.

Eger 6zel olarak c; — c¢; ise cn eliptik fonksiyonu sech fonksiyonuna
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doéniiglir, £ modiili 1 degerine yaklagir ve T, de sonsuza gider. Bu halde de

U=c;+(c3—cy) sech? [1 /%{5 - %(2c1 + c;;)r}] (4.50)

halini alir. Eger ¢; = Us Ve ¢3 — ¢; = a olarak secilirse KAV denkleminin

¢ozum

¢Ozumu

U = Us + a sech? [ T‘z_’;{g — (Uso + g)f}] (4.51)

seklinde verilir. Burada U, solitary dalganin sonsuzdaki tiniform durumunu,

a da perturbe dalganin genligini géstermektedir.

Bu sonuca bakarak KdV denkleminin ¢éziimiini 71 ve o sabitleri cinsinden

agagidaki gibi verebiliriz

U(€,7) = Uso + a sech®C , (= %%{5_71(Um+§)7}. (4.52)

Simdi de KdV-Burgers denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimlerini bulmaya

caligalim. Bunun igin agagidaki gekilde bir donligim kabul edelim

U=U) , (=ké—wr (4.53)

Burada k ve w belirlenmesi gereken sabitlerdir. (4.53) ¢6ziimi (4.15)’de yerine

konur ve sonug bir kez integre edilirse

2
—wU + km % ~ k2" + 1 k3U" = C (4.54)

denklemine ulagilir. Burada C integrasyon sabitidir. U ¢6ziimlniin agagidaki

formda oldugunu farzedelim

U = Asech™( + Btanh™( + D. (4.55)

A, B ve D belirlenmesi gereken sabitlerdir. Cézliimiin bu formda secilmesinin

nedeni KdV denkleminin ve Burgers denkleminin ¢6z{imlerinin siiperpozisyonu
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seklinde genel bir ¢béziim bulabilmek igindir. (4.54) denklemindeki C
integrasyon sabiti sifir alinir ve (4.55) ¢6ziimi KdV-Burgers denkleminde yerine
yazilirsa, ancak n = 2 ve m = 1 durumu i¢in beg bilinmeyen sabiti belirleyecek

olan bes tane denkleme ulagilir

I—“-;—lzﬂ —wD =0,
ky1D —-w =0,
7;—IAB + ky3A — voBk? = 0,
k
4yok3A — v3k®B + %(2,41) —BY) —wA =0,
—6y2k? + 72—1A =0. (4.56)

Bu denklemler ardigik olarak ¢oziiliirse A, B, D, k ve w sabitleri agagidaki gibi

bulunur
2o o’ SR 4
100y; 125y 257172
673 673
=t—— , D=4£—"—. 4.57
257172 257172 (4:57)

Bu sabitler (4.55) ¢Oziimiinde yerine yazihirsa KdV-Burgers denkleminin
ilerleyen dalga ¢oziimu
3
— 73 é- 373 > T,
10, 1253

373
125+2

_ 3 2 A
U, )= B [sech ¢ + 2tanh( + 2] —

U, r)= —3i{sech2C — 2tanh( — 2] , (= 73 £+ T, (4.58)

257172 107,
formunda elde edilir.

Burgers ve Korteweg de Vries denklemlerinin kesin ¢ozimleri uzun
zamandir bilinmektedir. KdV-Burgers denklemi i¢in de dispersiyonun veya
dissipasyonun baskin oldugu duruma bagli olarak yaklagik c¢oztiimler
bulunmustur. Dispersiyonun baskin oldugu v2 > 73 durumu Johnson [56]
tarafindan incelenmis, dissipasyonun baskin oldugu v2 < 73 durumu da Jeffrey
[67] tarafindan incelenerek asimptotik ¢6ziim elde edilmigtir. KdV-Burgers

denkleminin sayisal incelemesi ise Canosa ve Gazdag [58] tarafindan yapilmagtir.
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4.4 Sayisal Inceleme ve Sonuglar

Burgers, KdV ve KdV-Burgers denklemlerinin sayisal olarak
incelenebilmesi i¢in viskoelastik tiipe ait geometrik ve mekanik ozelliklerin
bilinmesi gerekir. (4.12) ile verilen v; (: = 1,2,3) katsayilan1 baglangig
sekil degistirmesine ve malzeme 6zelliklerine baglidir. Bu ¢alismada kullanilan
mekanik modelde, Simon ve arkadaglan [59] tarafindan képek aortu tizerinde
yapilan deneysel sonuglar Demiray [60] tarafindan yapilan analitik sonug ile
karsilagtirilarak o maddesel sabiti a = 1.948 olarak bulunmugtur. Kan ve
yumusak dokular tizerinde yapilan deneylerde damar yogunluk malzemesi ile
kanin yogunlugu mertebe olarak aymidir. Dolayisiyla pg/p, = 1 alinabilir. O
halde m = Vﬁf—zﬁ? olup ince tiipler i¢in H/Rg oram 0.1, dolayisiyla m =
,\:51)\,' Viskoelastik katsayilar vy = 2v; alinarak (4.41), (4.52) ve (4.58) ile
verilen ilerleyen dalga ¢bziimlerinin profilinin eksenel germe ve ( ile degisimi

cesitli grafikler iizerinde gosterilmigtir.

Burgers denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziiminin 6n germe ve ( ile
degigimi Sekil 4.2’de gosterilmigtir. Seklin incelenmesinden goriilecegi gibi,
viskoelastik katsayilarin verilen bir degeri igin, artan ongerme ile dalga
profili daha da yassilagmaktadir. Bunun sebebi, mithendislik malzemelerinin
tersine, biyolojik malzemelerde tegetsel modil artan Ongerme ile artmakta,
dolayisiyla malzeme daha rijit bir yapiya kavugmaktadir. Bunun sonucu olarak
da artimsal anlamda nonlineerite zayiflamakta ve dalga cephesi daha yassi
bir hal almaktadir. Burgers denkleminin ilerleyen dalga profilinin viskoelastik
katsayr ve ( ile degigimi Jekil 4.3’de gosterilmigtir. Seklin incelenmesinden
gorilecegi gibi azalan viskoelastik etkilerle birlikte sok olugsumu agik olarak
gorilmektedir. Ancak artan viskoelastik etkilere paralel olarak dalga cephesi
yassilagmaktadir. Atardamarlarda sok dalgasi olusumu Rudinger (23] ve
Moodie ve Swaters [61] tarafindan incelenmigtir. Burada elde edilen sonuglar

nitel olarak [23] ve [61]’de bulunan sonuglar ile uyugmaktadir.

(4.52) ile verilen KdV denkleminin ilerleyen lokalize (soliter) dalga tipi
¢ozlim profillerinin degigimi dngerme ve (’ya bagh olarak incelenmis ve sonuglar
Sekil 4.4-4.6 lizerinde gosterilmigtir. Jekil 4.4’te verilen profil ortamda sadece
radyal dogrultuda bir dalganin olmasi durumunda soliter dalga profilinin
degisimini gostermektedir. Seklin incelenmesinden goriilecegi gibi soliter dalga

profili artan tegetsel (¢evresel) germe ile diklesmektedir. Ortamda birbiriyle
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etkilesen hem radyal hem de eksenel dalganin bulunmasi durumunda radyal
yer degistirme ile ilgili soliter dalga profili artan tegetsel germe ile birlikte
diklegsmektedir. Ancak buradaki diklesme ortamda tek dalga bulunmasina gore
daha fazla olmaktadir (Sekil 4.5). Bu sonu¢ bir bakima eksenel yonde yer
degistirmeye izin verilmesi ortamin nonlineer davranmigini arttiriyor geklinde
yorumlanabilir. Nihayet ortamda iki dalgamin bulunmasi durumunda diger
dalgaya kars: gelen soliter dalga profilinin eksenel yer degistirme ile degisimi
Sekil 4.6’da gosterilmigtir. Bu halde de artan tegetsel germe ile dalga profilinin
diklegmekte oldugu gorilmektedir. Bu diklesme radyal dogrultudaki dalga
profiline gére oldukca fazla olmaktadir.

Arterilerde soliter dalga problemi deneysel olarak McDonald [12] tarafindan
incelenmigtir (Sekil 4.7). Bu geklin incelenmesinden goriildigi gibi, analitik
olarak bulunan yalmz dalga profili ile deneysel olarak bulunan yalmz dalga
profili arasinda biiyitk bir benzerlik vardir. Bu benzerlik, burada sunulan
modelin aort mekanigine de uygulanabilecegini ifade etmektedir. Bu olasilik
Yomosa [33] tarafindan da genig big¢imde tartildig: icin benzer sozciiklere

burada yer verilmeyecektir.

KdV-Burgers denkleminin ¢oziimlerinin baglangic sekil degigtirmesi ile
degigimi de Sekil 4.7°de verilmistir. Jekil 4.8’de KdVB-1 ile belirtilen
egri (4.58)’deki ilk ¢b6ziime karsi gelmekte, KdVB-2 ile verilen egri de
(4.58)’deki ikinci ¢ozlime kars: gelmektedir. KdVB denkleminin ilerleyen dalga
coziimlerinin viskozite parametrelerine ve (’ya gore degigimleri Sekil 4.9’da
verilmigtir. Sekilden de gorilldiigi gibi viskozite parametrelerinin artmas: ile
birlikte ¢O6ziim profilleri biiylimekte ve sok formunun daha belirgin oldugu

gorilmektedir.
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Sekil 4.2 Burgers denkleminin ilerleyen dalga tipi ¢6ziim profilinin éngerme

degerleri ve ( ile degigimi.
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Sekil 4.3 Burgers denkleminin ilerleyen dalga tipi ¢6ziim profilinin viskoelastik
katsayilar ve ( ile degigimi.
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Sekil 4.4 Ortamda sadece radyal dogrultuda bir dalganin olmasi durumunda
Korteweg-de Vries denkleminin ilerleyen dalga tipi ¢oziim profilinin 6ngerme

degerleri ve ( ile degigimi.
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Sekil 4.5 Ortamda hem radyal hem de eksenel dalganin bulunmas: durumunda
Korteweg-de Vries denkleminin radyal dalgaya karg: gelen ilerleyen dalga tipi
¢6zum profilinin 6ngerme degerleri ve ( ile degigimi.
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Sekil 4.6 Ortamda iki dalganin bulunmasi durumunda diger dalgaya karg: gelen
Korteweg-de Vries denkleminin ilerleyen dalga tipi ¢6ziim profilinin éngerme

degerleri ve ( ile degigimi.
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Sekil 4.8 Korteweg-de Vries-Burgers denkleminin ilerleyen dalga tipi ¢dziim
profillerinin ( ile degigimi.
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8.00 —

- = -v2=2v¢4=1.0
------ vo=2v1=2.0
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| l | |
-20.00 -10.00 0.00 10.00 20.00

Sekil 4.9 Korteweg-de Vries-Burgers denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimlerinin

vizkozite parametreleri ve ¢ ile degisimi.
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BOLUM 5

NONLINEER DALGA MODULASYONU
5.1 Girig

Bu bolimde iki ayri problem ele alinacaktir. Oncelikle ici viskoz
olmayan akigkanla dolu nonlineer viskoelastik tiiplerde zayif nomlineer,
dissipatif fakat kuvvetli dispersif ortamlarda dalgalarin genlik modiilasyonu
incelenecek ve bdyle bir ortamda yonetici denklem olarak dissipatif nonlineer
Schrédinger denklemi elde edilecektir. Bunun igin tip malzemesi homojen,
sikigmaz, izotrop ve viskoelastik alinacak, akigkanin da yaklagik denklemleri
kullamlacaktir. Daha sonra da dissipatif nonlineer Schrodinger denkleminin
belli baglangic kogullar: altinda ntimerik olarak ¢oziimii Split Step Fourier
yontemi ile incelenecek ve soliter dalganin genliginin zamanla ve baglangig

deformasyonu ile diigtigi gosterilecektir.

Ikinci problemde ise tlipin eksenel yondeki yer degistirmesi de hesaba
katilarak benzer bir problem incelenecektir. Ancak hem viskoelastik etkilerin,
hem de tiipiin eksenel yondeki yer degistirmesinin alinmasi ile elde edilecek
denklemlerin ¢6zilmesi pratik agidan giiclikler doguracagindan, tiip malzemesi
homojen, sikigmaz izotrop ve elastik olarak alinacak (viskoelastik etkiler
ihmal edilecektir) ve akigkan denklemleri olarak da akigkanin yaklagik
denklemleri kullamilacaktir. Bu problemde ortamda iki tane dalga olacagindan
hareketi yoneten iki tane nonlineer Schrédinger denklemi bulunacaktir. NLS
denkleminin katsayilarimn carpimlarnin igareti, diizlem dalga ¢6ziimlerinin
kararli olup olmadigimn belirlenmesi agisindan o6nemli oldugundan, ujps
carpimimin baglangig gekil degistirmesine ve dalga sayisina gore degisimleri

grafikler tizerinde gosterilecektir.



5.2 Igi Akigkan Ile Dolu Viskoelastik Tiiplerde

Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bu kisimda igi akigkan ile dolu nonlineer viskoelastik tiiplerde zay:f
nonlineer dalgalarin genlik modilasyonu indirgeyici pertirbasyon metodu
kullamlarak incelenecektir. Bunun i¢in (2.55) basing ifadesi ve (2.53) ve
(2.54) akigkan denklemleri kullanilacaktir. Bu amaca yonelik olarak koordinat
doniligimi agagidaki gibi verilebilir

E=¢(z—At) , T=¢t (5.1)

Burada e zayif nonlineeriteyi karakterize eden pozitif bir sayi, A ise bir
sabit olup ¢ozlimiin daha sonraki agamalarinda bu sabitin grup hizina egit
oldugu gosterilecektir. Alan degigkenlerinin (z,t) hzh degiskenleri ile (§,7)
yavag degigkenlerinin fonksiyonu oldugu farzedilecektir. Yukaridaki koordinat
agilimindan faydalanarak tiirev ifadeleri agagidaki gibi acilabilir

0 0 a2 0 3 0 3

Bu doniigimler (2.53)-(2.55) denklemlerinde yerine yazilirsa agagidaki

denklemler elde edilir

Ou Ou ov
A5 — 6/\5—5 —)+2(3 +€ )+(1+U)( ag)“o
ov v 261) v ap ap_
5 e,\3€+ -l—v( + )+ 36_0’
d%u %y 282u *u %u
p=Biu + Bl + 2 +Egm) + Bl g — Mg
8%u 0%u 8*u u du Ou Ou
2712 4 e futhed 2”27
+€“(A —_3£2+26t8 ) — 2)‘653 €z | +ﬁ4( e)\6€ eaT)
Buau Ou 62u 0%u
2 4 ge U0t | 20ty
+ Bsu? +ﬂs[(a )+ 6§+ (36) ] +ﬁ7”(az2+2€agaz
0%u 8%u 2 23 62u
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b o r @l b G -G+ T

X (g?; +2686223£ 23252) + Buu’® + Bi2u (%— /\Z—Z 23u)

be (A?Z—;Hgg‘) 2A3%—+ 222]+ﬂ15u[(—-)2 g‘g%

F o221+ el o2 GE S G Il 4 2 €5 )

+ pu(Gr - g + PG + gg—ﬁ (gl 1+

+ﬂ18u(a e,\g—Z+ 23”)(ZZ+2eaa£a” + 2222)

' zmg(—+e§’gx§22 2l 22;)[ oL —A§:§§>

e 2T e Bl sl (G ot S+ EGER)
[aazat +6(2aa;tua§ aazag)Jr Z(azzaT a(zjagz)

“3(23393;37 353” a?zgr] y i (5:3)

Ayrica alan degigkenlerinin e cinsinden agagidaki gekilde asimptotik seriye
acilabilecegi varsayilacaktir

o0

u=§ U , V=

n=1

€Vp , P= Ze Pn - (5.4)

EMS

Burada u,, vn Ve pn, (2,t) hizh ve (§7) yavag degiskenlerinin
fonksiyonlaridir. Dissipasyonu karakterize eden terimler viskoelastik
katsayilardir. Bu caligmada dissipasyonun zayif oldugu kabul edilecek ve

viskoelastik katsayilar € cinsinden agagidaki gibi alinacaktir

Bi = Bi€® . (5.5)

(5.4) agilimu (5.3) denklemlerinde yerine yazilir ve e’'un cesitli kuvvetlerine gore

diizenlenirse agagidaki diferansiyel denklemler hiyerargisi elde edilir
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3u1 8v1 8’(1,2 6’02 A@ul + 6'01 n % 1 aul + ul_aﬂ

2 —
“(Zr t 3. o T EP Ep

25+ 5, ) +e
6’03 8’&2 6v2 Bul 6u2 6u1
52 Aag“LagJ’a”la M

Ovs Ou 4
0z +u25z )+O(6)_0

3
+6(26t+

+ 2v; Baug +uz

+u1 BT

_3_1_)1 ?ﬂ Ova apg Oovi  Om on Ovs Ops
(Gt o)t G+ o e T T ) T e T
Ovy  Opg 3v1 Ovs Ovy _311_

Ao T T TME T T

)+0(‘*)—0

5?
(- p1+,81u1+[3282 +ﬂ3 Yo L)+ e P2+31u2+ﬂ2—6?u;

32 6 U1 32’M1 3u1
+,33 —I-2,32a B¢ —2B3A Bi0¢

5
+ Bsuq? +56( ) + Bruy 6:21

Zu;; us 82u2 32u1

a1+t bt by 5 ot + o)

3
+ IBSUI

8 8 U1 0 U1 6u1

+ Ba(— 2/\32535 + 22 352 )+,84——+2,85u1u2

Ouq Ouq 6u1 Ous O%u, 8%uq 8%us
+2,86(a o + )+,B7(ula2 +U262 +2323§)

82 3 u 3 u 5, 0%u
+ﬂs(u1 2 +uy 52 1 &82)+ﬂ11u1 + Braul Ep 21

82 0 0 9
+ B St 4 PG + Bus( o) g 14 0. (56)

¢ 'un gesitli kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenirse agagidaki denklem

takimlar bulunur.

O(e) mertebesindeki denklemler:

Bul 6’01 _ 3'01 8p1 _ 6 Uq 6 Uy
25t 3, =0 5 T % =0, p=hu+begy +h—7gs (5.7)
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O(€?) mertebesindeks denklemler:

Oug Ovy Ou; On Ou1 _8&

2at+8z—2/\a€+a€+2la ’u1az=0,
6v2 8p2 Bvl 3p1 6'01 _
& to: ‘et tne =Y
52 2 Zu2 2u1 2
p2 = Pruz + P2 + B3 ErD +2,3257€—2ﬂ3/\6ta€
0 0%y 8?
+ Bsur® + Bo( G + Brus 5 + Bava (5.8)

O(€®) mertebesindeki denklemler:

Ousz Ovs Ouy  Ovg ouq Ous

28t +8z — 2 §+3§ +2 +2v13z

Ouy Oy v, 6u1 Ov1
-I—2vz6 +ula +u23 o — B¢ +ur—+ B¢ =0,
6'03 6p3 3’02 6})2 6'01 6v1 -
5 T 5, —A(% + T +5-t 3, (v1v2)+v1 5 =0,

b 8%u 62
p3 = Prus +52 +ﬂ3 o3 +ﬂ2(26 6§ + 3;1)
32 3 3
+Bal-2A gt + (VG + 255, B+ 2fsurs
6u1 6U2 8u1 62 6 U1

+ 286 6z(6 )+ﬂ7(u1 +u202 +2u166£)

? 5 3 o 02
+ ,38(U1 u2 + uy GtU1 2/\u1 ) + Briur® + Braus? 6:21

3 0 3 8?
+ Braus’ a;l +ﬂ15u1(%) + Bis ( e )2 6:"’1' (5.9)
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Alan Denklemlerinin Cozumil
O(e) mertebesindek: denklemlerin ¢ézami:

(5.7)'deki diferansiyel denklemlerin yapisi bize agagidaki tipte bir ¢dziim

arayabilecegimizi gosterir

= Ul(l)ewp[i(wt —kz)|+ ke , vy = Vl(l)emp[i(wt — k2)] + k.e.
= PWegpli(wt — k2)] + k.e. . (5.10)

Burada w agsal frekansi, k£ dalga sayisini, Ufl), V(l) ve Pl(l), £ ve T
yavag degiskenlerine baglh genlik fonksiyonlarinmi, k.e. ise bulundugu yerdeki
blytkligin kompleks eglenigini gostermektedir. (5.10), (5.7) denklemlerinde

yerine yazilir ve U 1(1), Vi ve P,(Y%n sifirdan farkls ¢oziimleri aranacak olursa

2
oy w2 (5.11)

W _ W -
nW=v, w . o

elde edilir. Burada U(§,7) bilinmeyen bir fonksiyondur ve yonettigi
denklem daha sonraki mertebelerdeki denklemlerin ¢6ziimi sonucu elde
edilecektir. (5.11) ¢ozlimiiniin gegerli olabilmesi igin agagidaki dispersiyon

bagintisinin saglanmasi gerekir

(2 + B3k®)w? — B1k% + Bak* = 0. (5.12)

O(e?) mertebesindek: denklemlerin ¢ézumau:

(5.10) ve (5.11) coziimleri (5.8) denklemlerinde yerine yazilirsa agagidaki

denklemler elde edilir

2%2— + @3 (— - A) " + 6iwlU%e?™® 4 k.e. =0,
%t”lJr%—pz- 2—“(5"- —A) e*¢+4iw2U262i¢+k.e. —0,
4

2

p2 = Pruz + ﬂz 572 Z 4+ ﬁs 8t2 2 42085 + (Bs — Br)k* — Bsw?]|U?

70



— 2(B2k + ,33wA)%—Zei¢ +[Bs — (B + Br)k? — Bew®|Ue**® + k.e.(5.13)

Burada U*, U’nun kompleks eglenigi, ¢ de ¢ = wt — kz olarak tamimlanan faz
agisidir ve uygunluk bakimindan |UJ° = UU* olarak tammlanmugtir. (5.13)
denklemlerinin yapist uz , vy ve py fonksiyonlar igin agagidaki tipte bir ¢oziim

onerilebilecegini gosterir

2
Ug = U2(0) + X:U,go‘)ei"“]S + k..,

a=1

2
vy = Vz(o) + sz(a)eiaq& +k.e.,

a=1
2
p2 =P + Y PP 4 ke. . (5.14)
a=1
Burada U2(0),...., P2(2) fonksiyonlar1 ¢ ve 7 yavag degigkenlerinin

fonksiyonlanidir. (5.13)3 ve (5.14); denklemleri karsilagtirildiginda agagidaki
ifadeler elde edilir

P = U +2[Bs + (Bs — B)k? — Baw?1|U,
P = (81 = Buk? = Bt )USV = 2i(6ak + Bur))
P®) = (B, — 4:k* — 4Bsu®)USP + [Bs — (Bs + Br)k? — Baw?]U2. (5.15)
(5.14) ¢bziimleri (5.13)’de yerine yazihirsa
20U — kv = 2i(% - ,\)aa—g,
2w w

WV — kP = —=(7 - N 65

(B2 + Bss® — YUY + PV = —2i(Bok + BN, (5.16)

6’
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ve

2wU2(2) kV2(2) 3wlU?,

2”

2
kU’

wV® — kPP =

(482K2 + 4Bsw” — B)UY + PSP = [Bs — (Bs + Br)k* — Bsw?|U? (5.17)
elde edilir. Yukaridaki ilk denklem kiimesinin ¢dzliimiinden

2w 2w 2w? 4iw w
Vil = U - (5 -»Y as , PV =500 - Mo N (5 18)

bulunur. (5.18)’deki P(l) ifadesi (5.16)3’de yerine konursa

2w? g 4w
(Bek® + Baw® — P — ?)Uz(l) + Z[‘p‘(% =)

+ 282k + BswA] aa[g] 0 (5.19)

elde edilir. Burada U2(1) in katsayis1 dispersiyon bagintisi olup sifirdir. O halde
AU /8¢ nin sifirdan farkl bir ¢dziime sahip olabilmesi igin agagidaki kogulun

saglanmas: gerekir

4W(E — ) + 262k + fswAr =0, (5.20)

Bu denklemden A bilinmeyeni ¢oziilecek olursa

dw 20— Bkt

A= T T okt B

(5.21)

bulunur. Bu ise grup hizindan bagka birgey degildir.
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Son olarak (5.17) denklemler kiimesinin ¢6ziimiinden

@ _ [607 + Bsk? — (Bo + Br)k* — Bgu?h?]
@ -

2
3(B k% — 2w?) v,
2 3
v = %ng’ _ —k“iU2, (5.22)

bulunur.

O(€®) mertebesindeki denklemlerin ¢6zimi

(5.10) ve (5.14) ¢Szumleri (5.9)’da yerine yazilacak olursa agagidaki
denklemler elde edilir

Bus | Bus [V} auf” () 7
25+ 5 +| 5~ g T 2i(UU U

. ) i 6w D
+ik(VOU* - vV + ,:"a£|U| ]
+ [Wz(l) PR AP iU(2kV;" + 20U — 6wl ™) e
B¢ B¢ or 2

3V(2) 6U2(2) . (1) 1) 6w __oU (20
+| pe — e — 82wl + V)0 + Uag}

—iU(10wU + 4kV Ve = 0, (5.23)

Ovs  Ops 8P2(0) 6V2(0) 402 9 i

5 " 5z + 5 e TR ag'U']e

3P2(1) 3‘/2(1) 2w U (0) @) pran] Lid
[65 A+ g, ~2(GOU 4V U*)|e
[8P§2) 6V(2)

_ A, 17D ou 216 (2)7r 3ip _
s~ A — Y] v+ Uaé] — VAU = 0. (5.24)

(5.23) ve (5.24) diferansiyel denklemlerinin formuna bakilarak us , vs ve ps icin
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agagidaki tipte ¢oziim Onerilebilir

3
uz = Uéo) + ZUéa)ei‘m +k.e.,

a=1

3
vy = V3(0) + ZV:,,(a)ei"‘p + k.e.,

a=1

3
ps =P+ > P{Vei 4 k. . (5.26)

a=1

Bir onceki mertebede oldugu gibi Uéo) yeeeny P?f3) fonksiyonlar: da, £ ve T yavag
degigkenlerinin fonksiyonlaridir. Bu mertebede a = 0 ve a = 1 modlarina kars:
gelen denklemlerin ¢6ziimil yeterli olacaktir. (5.26) acilimlar: (5.23) ve (5.24)

denklemlerinde yerine yazilirsa

a =0 denklemler: :

6?;0) —2) 6[;2;0) + 2(UU — USPU*) + k(U - VO*U)
+ %%IUV =0,
OR” 0V 470
B¢ oc " K B¢
PO = U +2[Bs + (Bs — Br)k* — Bsw?]|UJ* =0, (5.27)

elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinden

{2 2005 — ) + 205 + (B — B)R — Bow?])

2
232 — B, v

4w

VO = 2aU8® - 2( .

M| (5.28)

bulunur.
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a =1 denklemler: :

(1) 1)
Wy 93Uz 909U iV ® +wU®™)

iU — itV + 5 T

— 6iwU{PU* =0,

8P2(1) 3V2(1) 2w oU . s (0) (2) 7
B¢ - A B¢ +—]—c——(§_——2zw(V2 U+ V,7U") =0,

iV — ikPM +

(1)

P = (B — ak? — Bt YU — 2i(kf + hofn) T2

2

+ (B2 + )\2,33)%%% + 22',33&)?9—:]: + 1wfB U

+ (285 — Brk? — B USOU + (285 — (485 + 51k — 51U U

+ [3(B11 — Brsk? — Braw?) + Pisk® — Bisk*|U|U. (5.29)

Dispersiyon bagmntist gozoniinde bulundurularak (5.27) denklemleri arasinda
Uél), V3(1) ve P3(1) elimine edilirse agagidaki denklem bulunur

v,V )avz(” 9 L 0P
o¢ o€ o€

+ (4w + 2ﬂ3wk2)%:]— — 4wk VOU - 2iwkVPU*

(w — k) — (20w + 282 k% + 283wk’

+i[~2w? — 285k2 + Brk* + Bk USU
+i[—6w? — 2,k? + 4B6k* + BBkt + 5Bsk WU U
+i[—3B11K% + 3;3k* + 341 4k%w” — B15k* + B.6KS)|URU
: o’U .
-— Z(ﬂg + /\2,33)102-56—2 - 1,34wk2 =0 (530)
(5.18), (5.22) ve (5.28) denklemlerinden U:El), V2(1), Pz(l), V2(0) ve V2(2) ifadeleri
(5.30)’da yerine konacak olursa

20)2 3 2 aUz(l) 2 aU
2(—];.—'—2)\&)—,62]0 —,B;»,w)\k ) 65 +2w(2+ﬂ3k )aT

75



+i(—2w? — 8wk — 2Bsk? + Brk* + B KUV U
+i(—10w? — 2B, k% + 486k + 587k + 5Bs k2w U U™
+ i[ka(% —A) + 6w? — 361 1k? + 38:3k* + 3414k%w? — B15k* + B16KS)|UPU

w 2
—i[(B2 + A?B3)k* + 2(% -2+ 4—,9—(% - A)]%g — iBawk®U = 0 (5.31)

elde edilir. Bu denklemde A grup hizinin (5.21)’deki ifadesi hatirlanirsa
BUZ(I) /d€’nin katsayis: sifir olur. Ayrica (5.23) ve (5.28) denklemlerinden U2(2)
ve Uéo)’m degerleri (5.31)’de yerine konup diizenlenirse agagidaki dissipatif
nonlineer Schréodinger denklemi bulunur

.oU 8’U 2 )
ZE:-l-/,tl—a-{?-f-plel U+ipsU=0. (532)

Burada pq, pa ve s katsayilan agagidaki gibi tanimlanmigtir

1
B = o AR (2 + BN + 4Bawkd + 662k" + 7B — 1],

1 2w? 4w?
K2 =2w(2 T ,63]62){ ;:2 + ,\(—%— —A) + Bs + (Bs — Br)k? — Baw?
[2w? + 8wk + 2B5k? — (Brk? + Bsw?)k?]
+ o E
[10w2 + 2,85]62 + (4,86 —_ 5,37)]94 - 5ﬂ8w2k2]
+ 3(Bi k2 — 207) X
X [6w® + Bsk® — (Bs + Br)k* — Baw?k?]

- 38(4.)2 + 8(.0]9/\ + 3/811 k‘2 + (1315 - 3,313)k‘4 - 3ﬂ14w2k2 - ﬂlaks},

_ Bdk?

Eger (5.32) denklemindeki B4 viskoelastik katsayisi sifirlanacak olursa denklem
nonlineer Schrédinger (NLS) denklemi haline gelir

.0U o2U

or Tae

2 =
5 + p2|UPU = 0. (5.34)
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NLS denklemi dispersif ortamlarda bir boyutlu monokromatik diizlem
dalgalarin self modulasyonunu karakterize eden bir denklemdir. NLS
denkleminin kararl ¢oziimleri genellikle Jacobian eliptik fonksiyonlar cinsinden
ifade edilir, bu ¢ozlimler gegitli 6zel durumlar igin, parlak ve karanhk
zarf solitonlari, faz sigramasi ve sabit genlikli duzlem dalga ¢éziimlerini
icerir. pipe > 0 veya pipue < 0 olmas: verilmig bir baglangi¢ datasimin NLS
denklemi tarafindan yonetilen asimptotik alanda uzun bir zaman sonucunda

nasil yol alacaginin belirlenmesi agisindan 6nemlidir.

Simdi NLS denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimlerini bulmaya ¢aligalim. Bu

¢ozumleri

U(¢,7) =V(Qexpli(KE —Q7)] , (=& —vor , v = sbt. (5.35)

formunda arayahm. Burada K ve (2 sabitler, V({) da (’min reel bir
fonksiyonudur. Eger |(| — oo oldugunda, |[U| — V; oluyorsa NLS denkleminin

¢6zlimi nonlineer dizlem dalga ¢6ziimiini verir

U(¢) = Voexpli( K€ — Qr)]. (5.36)

Burada Q = p3 K2 — pp V2 alinmugtir. (5.35) ¢dztiimii NLS denkleminde yerine

konursa agagidaki adi tirevli diferansiyel denklem elde edilir

d2v

. dv
#IW +i(—vo + 2#1K)E + (22— u1K2)V + u2V3 =0. (5.37)

Eger burada vg ifadesi

Vg = 2/.£1K (538)

seklinde segilirse (5.37)’deki ikinci terim diiger ve elde edilen denklem knoidal
dalga denklemi halini alir. Bu denklem bir kez dV/d( ile ¢carpilip integre edilirse

VN2 _ o @-mKP) e B2
(dc) =C SV - SV = (V) (5.39)

bulunur. (5.39) denkleminin bir ¢6zlime sahip olabilmesi i¢in 6ncelikle f(V') >
0 olmas: gerekir. Bu denklemin ¢6ziimiinii, genel olarak, Jacobian eliptik

fonksiyonlar cinsinden elde etmek mumkiindir. Ancak burada iki 6zel durum
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igin ¢ozum verilmeye ¢aligilacaktir.

Bunlardan ilkinde, pipue > 0 hali igin |(| — oo oldugunda V — 0 ve
dV/d¢{ — 0 lokalize dalga olugumu kogullarimn saglandifim1 varsayalim. Bu
durumda C = 0 olur ve (5.39) denklemi agagidaki sekle indirgenir

dv ., Q-wmK>\_ 5 p2 4
Sy (2 Yyt y, 5.40
(dC) ( H1 ) 2111 (5.40)

Bu denklemde A? = 2(‘—‘—1}2—2'——9—) > 0 yazilacak olursa yonetici diferansiyel

denklem

dv H2 \1/2 2 2\1/2
—=(—)""V(A* -V 5.41
= Gy (4 - v (5:41)
halini alir. (5.41)’in ¢6zimi
V() =4 sech[(z—ls—)lﬂAC] (3.42)
1

geklinde bulunur. Gorildigi gibi A parametresi dalga genligine kars:
gelmektedir.

pipz < 0 hali i¢in ise, eger ( — oo oldugunda V — V; ve dV/d{ — 0
oluyorsa, @ = p1K? — py Vi secilmesi durumunda, C = —p/2u; Vi bulunur

ve denklem

iK_ _ M2 \172 (12 12
7= () (- V) (5.43)

halini alir. Bu halde de ¢6ztim

V=Y, tanh[(—-él;i)lﬂVoC], (5.44)
1

seklinde bulunabilir. Bu ¢6ziimlerden ilki zarf soliter dalga ¢oziimiine, digeri ise

faz sicramasma kars gelmektedir. Ote yandan NLS denkleminin diizlem dalga
¢bzimleri pqpue > 0 hali igin kararsiz, pjpe < 0 hali icin ise kararli olmaktadir.
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5.3 Sayisal Inceleme ve Sonuglar

NLS denkleminin sayisal olarak incelenebilmesi igin viskoelastik tiipe ait
geometrik ve mekanik Ozelliklerin bilinmesi gerekir. (5.33) ile tanimlanan
pi (i = 1,2,3) katsayilarn baglangic sekil degistirmesine ve malzeme
ozelliklerine bagli katsayilardir. Bu caligmada kullamilan mekanik model,
Demiray [60] tarafindan daha o6nce Simon ve arkadaglammin [59] elde
ettikleri deneysel sonuglar ile kargilagtinlmig ve a maddesel sabiti a =
1.948 olarak bulunmustur. 11 ve vy viskoelastik parametreleri vo = 21
olarak alinmigtir. Burada dissipatif nonlineer Schrédinger denkleminin sayisal

incelemesi Split Step Fourier yontemi [62] kullanilarak yapilmigtir.

Taha ve Ablowitz [63] cegitli niimerik yontemler kullanarak NLS
denkleminin ¢éziimiind incelemisler ve bu yontemler igerisinde zaman agisindan
en iyl sonug¢ veren yontemin Split Step Fourier yontemi oldugunu tespit

etmiglerdir. Bu galigma temel alinarak

dissipatif NLS denkleminin ¢oziimi U(£,0) = exp[—(2€ + 7/2)]seché baglangig
kogulu kullamilarak incelenmis ve elde edilen sonuglar grafikler iizerinde

verilmigtir.

Problemin ¢ozilebilmesi igin oOncelikle uygunluk agisindan uzaysal
biiyuklikler {0, 27] araliginda normalize edilmigtir. Bununi¢in X = (z+P)x/P
koordinat déniiglimi kullanilmigtir ve dissipatif NLS denklemi

71.2

iUt = —P2

p1Uxx — w2|UPPU —iusU (5.46)
haline  getirilmigtir. Burada P inceledigimiz aralifin  uzunlugunun
yarisidir. GOz oniine aliman aralik, aralarinda egit uzakliklar (AX = 2x/N)

bulunan N tane noktaya ayrigtinlmigtir. U(X,t) fonksiyonu da niimerik olarak

bu noktalar {izerinde tamimlanabilmektedir.
Split Step Fourier yontemini kullanabilmek igin once ¢6ziim nonlineer

parca Uzerinde ilerletilmigtir. Nonlineer par¢anin kesin ¢6zimi bulunarak,

lineer parga iizerinde ayrik Fourier doniigimi kullamilarak dissipatif NLS
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denkleminin ¢ézimiine ulagilmigtir. Burada kullamilan ayrik Fourier ve ters
Fourier dontigimleri agagidaki gibi verilebilir

N-1

U(k,t) = F[U] = _\/1_]_\[: D UGAX,t) e 2k
£

J

N N
k== =10, S (5.47)
~ 1 A~ ..
UGAX,t)=F U = i > U (k,t) e2mik/IN, (5.48)
k

Daha once de belirtildigi (5.46) denkleminin 6nce nonlineer pargasi ¢oziilmiig

ve bu kismin ¢6ziimu

T(X,t) = U(X,0)e#elUX0F (5.49)

geklinde elde edilmigtir. Burada U(X,0) (5.46) denkleminin ¢ = 0 ’daki
¢cozumiidiir. Denklemin lineer parcasinin ¢6ziimi ise yukaridaki ayrik Fourier

dontigimleri kullanilarak

U(Xj,t+ At) = Fl(em#e =07 /P p( (X 1)) (5.50)

seklinde elde edilmig ve dissipatif NLS denkleminin ¢6zliim profilinin zamanla

ve baglangig deformasyonu ile degigimi grafikler izerinde gosterilmigtir.

Sekil 5.1 dissipatif NLS denkleminin ¢6ziim profilinin zaman ile degigimini
vermektedir. Sekilden de gorildigh gibi dissipatif terim yliziinden artan zaman
ile birlikte beklendigi gibi soliter dalganin genligi digmektedir. Buradaki
diigme miktar: baglangi¢ sekil degistirmesi ile degigsen p3 dissipatif katsayisina
baglidir. Coziim profilinin baglangic sekil degistirmesi ile degisimi Sekil
5.2’de verilmigtir. Sekilden de goriildigii gibi soliter dalgann profili baglangg
deformasyonu arttikga azalmaktadir. Sayisal sonuglardan goruldiugi gibi ps
dissipatif katsayis: tegetsel germenin degerleriyle birlikte artmaktadir. Aym
katsay:1 viskozite parametreleri ile artacagindan dissipatif NLS denkleminin

¢oziim profilinin artan viskozite parametreleri ile birlikte azalacag: soylenebilir.
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4.00 —
A=12 v4=0.5
Ap=12 v2=1.0

3.00 —

18]

2.00 —T

1.00 —

0.00

-10.00 0.00 10.00 20.00

Sekil 5.1 Dissipatif Nonlineer Schrodinger denkleminin soliter dalga profilinin

zaman ile degigimi.
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1.00 —
— M=12 A=12

0.80 —

0.60 —

Ul

0.40 —

0.20 —

0.00
-8.00 -4.00 0.00 4.00 8.00

Sekil 5.2 Dissipatif Nonlineer Schrddinger denkleminin g¢6ziim profilinin
baslangi¢ sekil degigtirmesi ve ( ile degigimi.
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5.4 Igerisinde Akigkan Bulunan Ince Elastik Tiiplerde

Enine ve Boyuna Dalgalarin Genlik Modiilasyonu

Bu bdluimde i¢i akigkan ile dolu Ongerilmeli ince elastik tiiplerde
zayif nonlineer, fakat kuvvetli dispersif dalgalarin genlik modulasyonu tiirev
agihm yontemi kullanilarak incelenecektir. Bunun igin tiip hareketini yoneten
nonlineer denklemler hem radyal hem de eksenel dogrultularda alinacak, fakat
eksenel yerdegigtirme terimleri lineer tutulacaktir. Akigkan denklemleri olarak
da akigkanin yaklagik denklemleri alinarak katsayilarin degisimine gore eksenel
ve radyal hareketi karakterize eden Nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi elde
edilecektir. NLS denkleminin lineer ve nonlineer terimlerinin katsayilarinin
carpimlarinin igareti, diizlem dalga ¢o6zlimlerinin kararli olup olmadiginin
belirlenmesi agisindan onemli oldugundan, pjpe ¢arpiminin baglangic gekil

degigtirmesine ve dalga sayisina gore degigimleri grafik izerinde gosterilecektir.

I¢i akigkan ile dolu ince elastik tiiplerde zayif nonlineer fakat kuvvetli
dispersif dalgalarnn genlik modulasyonu boyutsuz tiip denklemleri (2.69)-(2.70)
ve akigkan denklemleri de (2.63)-(2.64) alimp incelenecektir. Bu kisimda
tiurev agilim yontemi kullamilacaktir. Bu amagla koordinat ve tlirev agilimlan
agagidaki sekilde tanumlanacaktir

Zm=€"2 , tp,=¢"t , (n=0,1,2,..), (5.51)
8 .9 0 < .8
— n n=0 n

Burada e zayifligs karakterize eden bir parametredir. Bu durumda alan

degisgkenleri genigletilmig koordinatlarin fonksiyonu olarak kabul edilebilir

u = u(2g, 21, 22, .- 0, t1, 82y oenn)s
v = v(z0,21,22,...; 0, t1, 12, ceen)y
w = w(zo, 21, 22, -3 to, t1, 2, -o0n),s
P = p(z0, 21, 22, ....; o, t1, E2, ...0). (5.53)

Ayrica alan degigkenlerinin e cinsinden agagidaki gibi bir asimptotik seriye
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agilabilecekleri kabul edilecektir

o0

} : n .
U= € ’un(Zo,Zl,Zz,....,to,tl,tz,....),

n=1
o)

— E n .
v= € Un(ZO,Zl,Zz,....,to,tl,tg,....),

n=1
oo

— n .
w = E € ’wn(Zo,zl,Zz,....,to,tl,tz,....),

n=1

oo
p= Z €"pn(20, 21, 22, ... to, 1, tay oenn ) (5.54)

(5.52) ve (5.54) agilimlan (2.63), (2.64), (2.69) ve (2.70) denklemlerinde
yerine yazilir ve terimler e’un gegitli kuvvetlerine gore diizenlenirse asagidaki
denklemler elde edilir

0%u,q ow; 8%uy
[pl + (as — ag)ur + ap B7e + (s — o) 5 ™ at(,?]
oy, Ou 8*u 8%u
+ € [pz + (as — ag)ug + prus — agour® + —1-(—-—1—)2 + ag e 22 + 20 azoall
32'&1 a’wl 62’11.1 6u1 6 w1 6w2
+a1ulw+2a4&;w+2a4a S D2g? (ag Otl) Bz

6w1 6’11)1 32u2 6 Ul 6w1 32u1
+ (as — al) + (ag — 2a3)uy 5o m Erei 2m6t08t1 —-m B D2

Owy 8 Uy aul 62101
—-2m—— ]

ato 8203150 EZ;)— 3t02

Ouy Ou
+ € [Pa + (ag — ag)uz + prug + pauy — 2000UyUs — a11u1° + Ay — —+
820 621

Fu1 Ouz FPus 0% us 8%uy 8%uq
2

Ozg 620 toog g 0zp? T a0 020021 +ao 0z12 +2a0 0200z

Puy 8%u, 0%, Buy 2

-f-Otluza 3 L 4 oy —a B2g? +2011u18 o U 1(
3w1 62u2 6w1 6 Uq 8w2 32u1

2 ow; 07Uz owy Ows 0"u1
+ Bzo2 + G4 0z O0zp2 +day Oz¢ 020021 +los 0z 0zp2
6w1 62u1 3’&1 62w2 3u1 6 w1 611.2 6211)1
ot Bt ) Pt ol ] =2
B2, 9702 T 2% B0 D202 Tt By Doy T 2™ B2g Drg?

6u1 621,01 a'wl aAu'l 2
+ 2a4—8_z—1_ 0292 ( 5) ) +2a5u; Ozy Ozp2

+a1—

+ 204

6'(118 w1 Oto 6 U1 6u1 2
G20 B2 (00 "‘1)—+3( % = 5) 527 Bz

+ 2a5u; —
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1o; o 1%} 82
+ (as — al)% + (ag — 011)—6‘152l + (a9 — 2az)ul—w— ~mL

0z 20 8t12

0 0 0
+ (a9 — 20&2)'111—1—0l + (a9 — 2az)uz—w1- + (az0 — 3063)'&12ﬂ

621 620 620

8%us 8%uq 0%uy Ow; 0%uy ow; &%u,
TGt T Bedh k0t | 0s 0t T Bz Biodhs
2m6_’l.l{£ 6 U2 % 32u1 _2m8w1 82u1 _ﬁ@ul 321.02
a‘to 8206t0 6t0 8t06t1 6t0 6t03z1 aZo 67502
_ Zm% 6 U1 _ zm% 62'&1 _ 2m6’u,1 321.01 _ ma'lLQ 6211)1
6t1 8208150 5t0 6z06t0 320 8t06t1 aZo 6t02

Ouy 82w, Ow, 0%u, Ow, 32u1] + 0(64) ~0,

TV e 0102 Oz Ote | Bz, Ote?

8%w, 8%w,

[(al —as)——+2 s 2 —m3t02
o Ouy o

+ € [(Ou—as)—-l—(ou Ots) b ~ PG, >+ (202 ~ s)ulgg—:‘

Bul 6 ’LL1 6 Wa 62w1 Gul 6w1
+(20¢4—a0)6 ) +20£4a 3 +4a4azoa y +20£552:*8—z:
621.01 82w2 62w1 ]

0 o 5 P 5
e [(al B as)_a_’fi + (o - as)—uz + (o - as)_u'i ~ P azz ! 81:11

g Oug Ouq 0
— ngu—l + (2012 Ots)ul 5;(—)— + (2&2 = as)ula— + (2(12 — Otg)Uz a—uz;-
Ouy o Ouy Ous 8%uy Ous %y
~ P+ Sad L+ (e — a0) ol B + (2o — o)t

t (@ a")gm g 3+ 2 a”ZZ; 620:‘;:1 G 62 ; + do aig;

G e

B8 0 B0 21“: SRR T2

?; +4;a5ula<'92821 + 2o — a4)g’z‘; gz:; g‘z": %tio";

+ (s _a4)(6u1 )2(9 —~ %Zwl + aru %g g 2m£z‘§;
Pur . Py

_ 4y _
—m3t12 2matoat2]+0(e) ,

|+

+ 2asu,

+ 4oy ——— )3 + (205 — a1 )uy

+ 205Uy
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8u1 8'01 2 8u2 6’02 6‘(.&1 6’11,1 6v1 8v1
[28t0+6z0]+6 [2a‘to+620+26t +2v1-3_0-+621 +UI5-Z;
Ouz Ovs Ouy  Ovg Ou, Ovy Ouq Oug
i [2 Tt 2 t ot 25 +52+2”16z1+2”‘a—zo

Ot
duy on Ovs O
-i—2v260-l—ulal-f-ma +u2620]+0( )=

3’03 6])3

61)1 Bpl 2 8’02 8})2 8'01 8’01 8p1

G[Bto T 5l T [ato t % T o T on +321] te {Bto 9%
6v2 6p2 8’01 ap 8 8 8 4y
6t1+5 +3t2 B2 +v16 +vlag+v23 ]+0( ) = 0. (5.55)

e’un cesitli kuvvetlerinin katsayilan sifira egitlenirse agagidaki denklem takim

bulunur

O(e) mertebesindeki denklemler:

62u1
p1 + (s — ag)us +ap B7g2 + (g — a1) Bze m T
Uy 6 w1 62'(1)1
(al—a8)5‘:+2 452 £ =0,
6u1 8’01 i 6’1)1 6}31 .
2(%0 370 0, Bty e B2 =0, (5.56)

O(e?) mertebesindek: denklemler:

o 8%usy 8%
p2 + (as — ag)ug + prug — arous’ + Oll( -1 )2 + ap + 20 “
0z 0290z
A%u;y Ow; 8%u, Ouy 6 w Owo
((18 - (11) Dz Zo

MRty W e
82U2 82u1 6w1 82u1

-2 —
6t02 matoa‘tl m 82:0 6t02

9 b}
+a1u16 202 Ty Ozy 0202

—-m

0’(1)1 82u1 aul 62w1 -0

—2m 8t0 6208t0 - mBZ() 3t02
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0 0 0
(01 —as) 2 +(a1 —as)— — P12+ (202 — as)us e S
0z 0zg 0z

3u1 6 u1 8 wo 62?.01 0u1 Bwl
Q004 ——— -
T (20{4 ao) 3Z0 620 + a0y 82:02 + 40(4 62’0821 + 20{5 820 620
6211)1 6 w9 8211)1
+ 20&5’1];1—6—2(;7 — mW - 2m8t03t1 =0,
a’LL2 6’02 3 aul 6 6'01
25t o T2 T MG T o T M =

Ovy Opy  Ov; Ov,  Om

6t0 + 8 + 3t1 T 620 azl

O(€®) mertebesindeki denklemler:

Ou1 aul

p3 + (ag — ag)us + prua + pauy — 2a10U1U2 — anur® + agj—
3z0 621
6u1 Ous 0%us 0%uq 8%u,q 8%uy
+ a0 g + 2005 —— + G0
620 820 0zp? 320322
0%uy 8%uq 0%uy Ouy o
+taue g5 2'l-Ol1u1a 2+20t1 15, 61+a (_3;;,—)

b agu 8u1+2a @_laZuer N Owy 0%uy L %Bzul
251 9202 * 820 9702 * 820 82007 * 820 0202

Ow, 0%uy Ouq 8% wo Ou; 0%*w, Ouy 0%w;
Oz, 0z 7 1204 B8zy 0zp2 7 Tdas Oz¢ 020021 + 20‘45;_ 0202

+ (__ 5)8_101 Ouq )2 +2asu 2L Ow; 0%uy
0 aZo

_«a &?uy O
+(as — ) 322 + (o = P g (5’

8 8%
+ (ag — 011) 24 (as — a1) + (a9 — 2a2)uy 81:02 —-m 31:;

8 Ow o
+ (a9 — 2a2)u1——1— + (a9 — 2a2)uz——1 + (a0 — 30:3)1112—1—[-)l

62’1 620 620

_mBZU3 _om 8%u, _om 0%u, +m5w1 0uq +2m§31- 8%y
6t02 8t06t1 6t06t2 aZo 8t02 aZo 6t03t1

—2m@—1 8%us _2m8w1 0%uq _2m6w1 8%uq _maul 82w,
ato 3Zoato 6t0 atoatl 6‘to 6t0621 620 6t02

_2m6_wl 8%uq —2m§—% 0%u, 3 maul 0%uwn _mam 8%w;
6t1 3206150 ato 6208130 620 atoatl 320 6t02

+ 2a4

6u18w1
9z, 0zp?
aulawl
0z 6 Bz0%

+ 20t4

+ 2as5uy
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0 1
(a1 — 018)5'; + (ay — 018)8—21" + (a3 — 018)822 —Pla 7 —-n £

0 0 Ouy
- Pza—ul + (2a3 — ag)u; =2 + (2ag — ag)uy = Ly (2a3 — ag)usg ZUI
20

Oz Oz
6 6 8u1 6 UZ 6U2 6 (73]
— - k15" 2 —
P+ 3asuim + Qe —e0) 5 mog ) B0 Dr0?
6U1 8 (73] 32 82w1

6U1 6 u1
@), ot + U2 — ) g+ 2au g ey
3u1 0 u1

62 82w1 3“1 3

620321 + 20{4 6 12 ( - —)(—) (20{5 - al)ul 320 32:0

Ouy ng Ouy Ow; Owy 6u2 Owy Ouq 8w,
B2 070 2% 52 02 al Ml P L P e L

62 62 6u1 32u1 Bwl 321.03

Gt Tt g+ 2 ) e —mea

6 w1 3U1 6w1 262'11)1 82w2
+ 2a7uq 2m

D70 020 T 15502 T Bt

(20[4
+ (204 —
+4day 75—

+ 2a5

+ 205Uy

+ (e —as)(5 =

3U3 6'03 + 6u2 id 6'02 6u1 + 81;1 3’&1 6u2
6t0 62‘0 Bt 321 6t2 Bz 6 21 azo
8 ng 6'01

B2, +u 370

+2va +u
260 1

3’03 6p3 + 8‘02 + apz + 6’01 + 6

+ + oun
ato 820 3t1 6 8752 Bz vz

30_0 (5.58)

Alan Denklemlerinin Cozuimii:
O(e) mertebesindeki denklemlerin ¢ozumai:

(5.56) denklemlerinin formu alan denklemleri i¢in agagidaki tipte bir ¢6ziim

onerilebilecegini gosterir
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uy = Ul(l)ea:p[i(wto —kz)] + k.e.

v = Vl(l)ezp[i(wto — kz0)] + k.e.

w; = Wy + Wl(l)ewp[i(wto —kzo)] + k.e. ,

P = Pl(l)ea:p[i(wtg —kz)] + k.e. . (5.59)

Burada k dalga sayis;, w agsal frekans, W, Ul(l), Wl(l), Vl(l) ve Pl(l)
ise 21,22, ....2n Ve t1,t2,....,t, degigkenlerinin fonksiyonudur. (5.59) ¢dztimleri
(5.56) denklemlerinde yerine yazilip U 1(1), Wl(l), Vl(l) ve Pl(l) i¢in sifirdan farkl
¢ozlimler aranacak olursa, dispersiyon bagintisimn da saglanmasiyla aranan

alan biiytiklikleri agagidaki gibi bulunabilir

2 20
v =u(e,7) Vlﬂ)z-kﬁU , P}”:—Z’TU , W = ikTU.  (5.60)
Burada I' biiyukligi
1 (5.61)

mw? — 2a4k?

geklinde tanimlanmigtir. Bu ¢bziimler (5.56);’deki basing ifadesinde yerine
konursa sifirdan farkh bir ¢ozim igin agagidaki dispersiyon bagintisinin

saglanmasi gerekir

D(w, k) = [(2+mk?)w? — (g — ag)k? — agk?|(mw? — 204k?) — (a1 — ag)*k* = 0.

(5.62)
(5.62)’den de gorildigi gibi ortamda yayilan iki dalga vardir. Bunlar enine
(radyal) ve boyuna (eksenel) dalgalar olarak adlandinlabilir.

O(€?) mertebesindeks denklemlerin ¢ézimiu:

(5.59) ve (5.60) ¢oztimleri (5.57)’de yerine yazilirsa agagidaki denklemler

kiimesi elde edilir

0’&2 6v2 3U w BU

i0 .2 _2i8
Ay oy (— L ke =
5t + 570 2(8151 + % 5 )e'’ + 6iwlU%e™ + k.e. =0,

2
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ng Op2 2w oU  woU

117 2,210
Bte +3z0 (5751 kal) +4 U the=0,

k
2 2
P2 + (s — ag)uz + aog 1: — (a1 — a8)6 o mgt:;
W, 4w?
= (@1 — as) leo + [2a10 — %2z +ark? + 2l (202 — 0‘9)]‘32”1”2
+ 1 2apk + T'(an — ag)k ] ou e’ + 2zmw%tqe 16
1
+lato — 2_]:;_ 39 12 4 4Tagk* + (2az — ag)TK? — Tmuw kU,
62w2 62w2
(Otl - Olg)— + 204 5202 -m 6t02
oUu ovu
—_— —_— —_— 2 _—
= [~(a1 — Bo) — 4asTk ]621 2mkaatle

2 .
+ ’l[—zi)k— + (20(2 - Otg)k‘ + (Oto —_ 20[4)](.'3 —+ 4a5I‘k3]U2 6226 + k.e. (563)

Bu denklemlerde |U|? = UU* seklinde tammlanmmsg olup, U* U’nun kompleks
eglenigi, 6 faz agst da 6 = wty — kzo olarak alinmigtir. e mertebesindeki
denklemlerde oldugu gibi €2 mertebesindeki denklemlerin de formuna bakilarak

agagidaki tipte bir ¢oziim 6nermek mumkiindir

Uy = Uz(o) + Uz(l)ew + Uz(z)e%e + k.e.,
vy = V2(0) + Vz(l)eie + V2(2)62i9 +kee.,

= Wz(o) + Wél)eio + Wéz)er"w + k.e., ‘
pa = Pz(o) + P:_,(l)e“9 + Pz(z)ezi‘9 + k.e.. (5.64)

(5.64) ¢oztimleri (5.63) denklemlerinde yazilacak olursa agagidaki denklemler

kiimesi elde edilir

1) _ ) _ o 0U  w U @ _ 5 p1)
2w U — kv = 24 5t % le) , wV — kP

gz_‘f’_(aU w OU
ot;  kozn ),

PV 4 [—ak? + mw? — (a9 — ag)]USY + ik(aq — ag) WV

= 1[2a0k + I'(an — as)k ]QI—J— + 2imw gtU
1
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- ik(a1 — Otg)Uz(l) + (mw2 - 2a4k2)W§1)

oU aU
— [— - - 9= _ el
= [ (a1 ag) 40[4:[‘]4: ]621 2mI‘wk6t1, (565)
2
U — kVY = 3uU? | wV® — kPP = ——2‘]‘: U2,

P — [daok? — 4mus? + (as — ao)IUS? + 2ik(as — ag) WP
2w?  3ay

= [alg - —-k—2~ + Tk2 + 4I‘a4k4 + (20[2 - ag)I‘k2 - 2mI‘k2w2]U2,

— 2ik(0y — ag)Uz(Z) + 4(mw? — 2a4k2)W2(2)

2 2
- i[——:— + (202 — as)k + (a0 — 20)k® + 4asTE3| U2 (5.66)
ve
oW, 4%
P2(0)+(Ots~—ag)U2(0) = (al—ag) 6210 +[2a10———]C—Z—+a1k2+2I‘(2oz2—ag)kz]IUlz.
(5.67)
(5.65) denklemlerinin ¢ozimiinden
o _ 2w 200U wOU
I/2 - k‘U2 k<3t1+k8z1>
m 2 gy 4w 00 | w OU
Br=mth <6t1 + kazl)
1) _ o) 40,I?k%\ OU  2mI%wk OU
wiV = ikruf? - (T + S, ) e (5.68)

bulunur. Burada Uz(l) bilinmeyen yeni bir fonksiyon olup yiiksek mertebeden
agilimlar sonucu elde edilmesi gerekir. Bu ¢ozlimler (5.65)deki P2( U ifadesinde
yerine konur ve (5.62) dispersiyon bagintis1 da kullanilirsa agagidaki denkleme

ulagihr

4uw? 302y OU
{_k‘?— +2a0k+2I‘(a1 - ag)k+4a4k T }-a—zz

4 oUu
+ {k—‘: + 2mw + 2mwk?T? B, = 0 (5.69)
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bulunur. Birinci mertebeden bu kismi tiirevli denklemin sifirdan farkli ¢oziime

sahip olabilmesi i¢in U fonksiyonunun

U= U(é,tz, veeeg B9y annns ) 3 6 =21 — )\tl (570)

yapisinda olmasi1 gerektigi gorilir. Burada A grup hizidir ve agagidaki gibi

tanimlanmigtir

[2w? + agk* + (01 — ag)Tk* + 204 T2 k5]
Wh(2 + mk? + mIZke) ’

vy = A= (5.71)

Dispersiyon bagintisindaki her dal ile ilgili bir grup hizi meveut oldugundan bu

sekilde iki tane ¢o6zim oldugunu hatirlatalim.

Benzer bir gekilde (5.66) denklemlerinin ¢oziilmesi sonucunda agagidaki

ifadeler bulunabilir

@ _ 20 0) _ 3w @ _ 2’ e 5w
V, —7U2 ——k—U Yy B —_kE_UZ ——k—z—Uz,
(2) _ T 2) i 2w _
w," = 5 2 4(ay — as) [ P (202 — ag)k
+ (ao — 20[4)k3 + 40[5[‘]()3][]2,
U2(2) = ao[6k%(mw? — aok?)] U2 (5.72)

Burada q¢ buytuklugu agagidaki gibi tamimlanmigtir

ag = {6w2 + 20[101&'2 + 30(1]64 + [(6(14 + Olo)ke + (60(2 - 2CM9 - ag)k4
— dmk*w? — 2%W?T + 4asT2k% ). (5.73)

O(e®) Mertebesindeks Denklemlerin (ozimi:

U fonksiyonunu bulabilmek i¢in bu mertebede agagidaki formda ¢oztimler
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tanimlamamiz uygun olacaktir

3
uz = Uéo) + ZUél)e“e +ke.,
=1

3
vg = V3(0) + ZV:;U)GM tke.,
=1

3
w3 = W3(0) + ZWél)eiw + ke,
=1

3
p3 = Péo) + ZPél)e“e + k.e. .
=1

Bu mertebede sadece sifirinci ve  birinci modlan  almamiz

olacaktir. (5.58) denkleminden

8U2(°) av®  _oUP  8waU?
2 +

3t1 621 N 2 6t1 79— 621 - 0’
v h ap® I
Btl 321 k2 821 o
s W, W, 4wd|UJ?

(o1 —ag) 5 — 2y — M ~ T

2
+ [— 6w — 4+ (203 — ag) + (204 — ag)k2 + 4o Pk2]6|U|

B2, 0

(5.74)

yeterli

(5.75)

yazilabilir. Burada Wp'in (%1,21)’e baghhgmin £ degigkeni kanaliyla oldugu
kabul edilir ve U ve Wy'n £’ye baghhg dikkate alinirsa (5.75) denklemi

agagidaki gibi tekrar yazilabilir

LA AR 4w
—2) 2% + 8’2 +2(k )

IUIQ—0

oV,” OB 4?8,
A et et =0

au® 2 OWo | Bw? 4w
o + (2a4 — mA*) 5¢z g

(a1 — as)
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0
-+ (20[2 - ag) + (20(4 — Olo)kz + 40{5]:‘]62]52][]]2 = 0. (576)

(5.76)da ilk iki denklemden Vz(o) elimine edilir ve (5.67) ifadesi kullanilirsa

oW,
(ag — Qg — 2/\2)U4§0) + (Otl — 0[8) 3 0
8w 2 9 2 2
= —[——k—- —2X" + 2010 + cn b + 2(2a9 — ag)Tk*||U] (5.77)

elde edilir. (5.76)3 denklemi &’ye gore bir kez integre edilecek olursa

(s = an)0S + (2 = i) 0
2 g\
- [Gkiz = 22— (205 — as) — (204 — a0}k — 4asTH U (5.78)

bulunur. (5.77) ve (5.78) denklemlerinin ¢dziilmesi sonucunda

oWy  ar1—as )
0 ml?—2ay Up™ +

mA2 — 2ay o1,

A2 -2 -
U2(0) r [(m a4)a1 + (al aa)a2] IU|27 (5.79)

A

elde edilir. Burada a;,a; ve A buyiiklikleri agagidaki gibi tanimlanmigtir

SwA

N=TE T 2)% + 20110 + a1 k® + 2(202 — a9)Tk?,
2 4wl
as = —[6ki2 - '—k— + (Ols — 20(2) + (ao - 20(4)k2 - 4&5P]€2],
A= (202 — ag + ag)(mA? — 2a4) - (e — ag)?. (5.80)

(5.58)’de [ = 1 yazilmas: sonucu agagidaki denklemlere ulagmak mimkiindir
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(1) (1)
WD _ ey L 900" OV, OU | 2w OU
2iwU, tkV3™ +2 B, + B +2 at2 + % 97

— 2i(kV? + U - 6iwUPU* =0,

ovyY 9P | 2wdU L WU
8ty | 0z | k Oty | k2 Oz
— 2(VOU + v®U™) =0,

iwV " — ikPM 4

P3(1) + [—(ag — ag) — agk® + mwz]Uél) +ik(a; — as)W:,(l) + [2a10 — 3a;;

9 2
T k2 + (01 — 2a3)k% + 3(—— — ag)k?* + (4a2 — 209 + 3ayg — 9a3)I'k?

(— —3015)Fk4]lU|2U+[ +(ag —0[3) 2(110 —a1k2

L2

+ (a9 — 202 )TRAULOU + [4—“’i ~ 2a39 — 3a1k? — 40, Tk 2a)Tk>

9 2 2 2 10 — 30 oy I'k" + (a9 — 2a)
+ 2mIW? R UPU* + 2ik[mw? + (200 — ag) — 204k WD U™
+ [(a9 — 2a3) — mw? — 204k? + 2mIwk + (a; — as)]Ua(ggVO

UM oUM owmY | U U
T o A
— k200 + (a1 — ag)I‘]—aE — szwa—U =0,

Ot2
ik(as — al)Uél) + (mw 2Ol4k‘2)W( ) + zk[2a10 + — 3 + (23] ]CZ

k2
— 303 + (% — as)k? + (4az — 307 — 209)Tk? — (a5 — g )TEY| U2

+ Z']"'[(019 —ag) + (as — 2a3) — 2a5I‘k2]U(°)U _ 4a5k2W2(2)U*

+ Zk[_— + (as — 2a3) + 2(ap — 2a4)k? - 2015Fk2]U2(2)U*

52
(1) 2
+ik[(oy — ag) — 2045]U6V£V0 + (a1 — ag)aU + 2zlc014I‘(89 v
&*U owY . awY oU
- zlcml"a—2 4ok B¢ — 2imw oy + 2m kaét_z
oUu
+ [4:0(4k r + (a1 - ag)]g— = 0. (581)
z2
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(5.81)3_4 denklemlerinden Wé Y elimine edilecek olursa

P?,(l) + [mw?® — (a9 — ag) — agk? — (ay — ae)sz]Uél) + [2a10 ~ 3a;; — —
+ (a1 — 20(2)]62 + 3(% — 0(4)]{:4 + (40(2 — 209 + bayg — 12&3)Fk2
+ 2(a; — 2a5)Tk* + 3Tw? + (4dag — 3a7 — 2a9)02k* — (s — ad)T2EO|U2U

20 2
+[F5 + (a9 — a8) = 2010 — ark? + 2(ap — 202)Tk? — 25 IKUOU
n [4]:; — 2010 — 3a1k? + (0 + g — 4a3)Tk? + 2mTw?k? + 2702

+ 2(ap — 4a4)Tk* — 20 P2k4]U2(2)U* + 2ik[mw? + (203 — ag) — 2a4k?

+ 2a I‘kz]W(z)U* + [ + 2mAwk + (a1 — 202) ~ 204 k% — agk?

2
- 2a51‘k2]U6Wo + (ap + 2a4T%k?) U _ m(1 + k2]."2) U
0¢ 0212
(1) i (1)
—1k[2a0 + (a1 — as)l"] s _ 2 wa — (@1 — ag) + 4oy kT 52— oW,
61,‘1 621
(1)
- 2mwkl’ N — ik[2a0 + 2(a; — ag)T + 2a4k2I‘2] 2y
0t 0z,
— 2imw(1 + 1“%2)?-0: = 0. (5.82)
Ot

bulunur. (5.82);_2 denklemlerinden V;l) in elimine edilmesiyle de

(1) (1) (1) (1)
—2iUM 4 ig?p® _ 9,002 Ve OVs 0P

atl 8‘t1 621 821
aU 4w2 3U 2 (0) . 0) 277(2) 7rx
_4w§t_2_-k—%+2 Uy "'U + 4wkVy 'U + 6w U, U
+ 2iwkVAU* = 0 (5.83)

elde edilir. (5.79) ve (5.80)’den U?El) ve Pél) in yok edilmesiyle

4w? 3U(1)
— Zk‘[(al b as)I‘ + 4a4k2I‘2 - (,BO - 0‘1)]-—‘l + 20(0 + k4 ] 621
| 4w 21 0U5"
402 U
—ik[(o1 — as)T + 424 k*T? — (ag — 1) + 2ap + k4 ]azz

oUu

4w
—ik[2mZ + = 4 omkw 1‘2]6752

ko k3
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Bw? 2p2 , 16ak*T?, 8°U
+ [— k_—4+010 + (a1 — ag)I' + 1004 kT + a1 — By ]8212
8w  16mwaysk’T? 2y O°U
- k
+ [ k3 ) — Qg + 4mkwl ] 6213t1

4m2k2w21"3] o*U
a; —ag - Oty?

2
{ 9u? 2 2 &o 4
26!10 - 3011 - — 4 Ol]k‘ — 20!2]{: +3(? — 0[4)]9 + [402 - 2a9

k2
38w? 8\
+ 30(10 — 9a3]k2I‘ + (2‘2i - 30(5)]{,'4].-‘ + ]:: - —kw- + [3(.02 - 30{3](,'2

- 3k4(a5 - %) + 2a5k* — (ag — ag)k®T — 3a7k*T + 210 k2

+ 2]94(2&2 - Olg)].-‘:, F}lUle + {(ag — 20[2) - 2&4[(.‘2 - mw2
oWy

— 2k%asT + 2mwkA 4 (a; — ag) — k(o — ag)l"} B¢ U
2uw? 2 2 w
+ {(ag —2ag) + 2z " 20010 — a1 k*(ag — 2a5)k°T — 2wk(4) + E)
2
- k2(2a2 — Qg + 2k2a5I‘)I‘}U§O)U + { . %— - 20{10 — 30!1]62

+ [(ag — 200)k? — 4okt + 2mk2w? — 207 + 2a2k? + 2k4(2a4 —ag)
~ agk? + 2k%asT|T — k(me? + 205 — ag — 204k + 2a3k°T)T UV

r . , , )
—_ m{(ao —2a4)k* — 2w° — k (o — 2a3) + dask I"}
x [ + (202 — a5) ~ 204k? + 2ask°] UV =0 (580)

denklemine ulagilhr. (5.84)iin diizenlenmesiyle agagidaki denklem elde edilir

2 oUY UMy | aU | aU
2w[(m+7c3)+mk21"2]x [z( 2 N2 )+z(—+/\2—)

Btl 621 atz 822
6w g 1602E4T%1 82U
+ [k_4 + oy — (a1 - Ofg)F — 1004k°T* — o — g J EPp

8w  16mwayk3T3 o] 02U 22 2
oY Twdar & k il
+[k3 p—— 4mka}8zlat1+[m r +(m+k2)
4m?k2w?T3 1 52U 9u? 9 ag .
— P ] 3t12 — { [2&10 — 3011 —_ ?— -_ 2042]6 + 3(—2— - 0{4)k
2
+ alkz + [40(2 — 209 + 3a19 — 9a3]k21" -+ (% - 3a5)k4I‘ + 3?:: — &\Tw

+ [3w? — 8azk? — 3k*(as — %l—) + 2a5k* — (ag — 0g)E®T — 3y kAT
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+ 2&10162 + 2](,‘4(20{2 b ag)P] F] |U|2U + [(ag - 20{2) — 204]62
oW,

8£U

— mw? — 2k%asT + 2mwk) + (a1 —ag) — k(o — ag)I‘]

2w? 2 2 w
+ [(O(g — 20{3) + —kT —2a10 — a1k (ag - 20!5)](.' ' - 2wk(4/\ + E)
6 2
— k2(2a2 — Qg 4+ 2k2a5F)F] Uz(O)U + [—— :—2 — 20(10 - 30!1]62
+ [(ag - 2(12)]{,‘2 - 40[4]64 + 2mk2w2 - 2(.02 + 20!2](:2 + 2]64(204 - 0{0)
— agk?® + 2k4a5I‘] - Icz(mw2 + 200 — a9 — 2a4k% + 2a5k2I‘)F} Uéz)U*

r

— m [(ao - 20[4)](,'4 _ 2(4)2 — k‘z(aa _ 2&2) + 4a5k41-\:|

X [an2 + (20[2 - ag) — 2014]62 + 20(5]62F] |U]2U} = 0. (585)

(5.85)’de ilk parantezde Uz(l)’in t1 ve z;’e baglihg U = Uz(l)(zl — Ay, ta, z2)
seklinde kabul edilirse ilk parantez diiger. £ = z; — Aty = (22 — At2)/e ve
T = t3 = et; dontigimleri kullanilacak olursa ikinci parantezin i¢i de U /dr

haline gelir. Bu durumda denklem yeniden diizenlenecek olursa

2
2iw(2 + mk? + mI%k?) ou + {Gi el + 2)2 + (mA? — 204)T2 k2

or k2 k
k2 o*U
€2

- aok2 + m/\2k2 — [(Cll - ag) + 4()(4Fk2 — 2m)\l"wk]2

mw? — 204 k?

+ {8Awk - 29w2 + (3&11 - 20[10 - 3I‘w2)k2 + [042 -1 + (20[9 - 50(10 - 40&2

+ 12a3)T)k* + [3ay — -—3;0 + (4as — —3;1 - —-0;0 k% + (2a9 + 3a7 — 4a)T2EC
r
27,8 9,212 — o)kt _ 6 6
+ agl“k° + e —as)[ 2wk* + (2a3 — ag)k® + (ao — 204)k° + 4asTk ]

x [mw? 4 2a3 — ag — 204k + 205Tk?] + [-2w? — 2mAwk® + (2az — al)k2
}IUI2U + {[20(10 — (Otg - as)]k2

4 4 4 a
+ 2a4k® + apk® + 2a5Tk*] x N —2a,

Q1 — Qg

+ 8wAk + [a1 + 2(2a2 — ag)I‘]k4 + 2a5T2k8 + [ — 2w? — 2mIwk?

mAZ — 2ay
+ (20!2 — al)k2 + (20(4 + ao)k‘4 + 2a5I‘k4] }Uz(O)U + {6w2 + 2(0110 — I‘wz)k‘z

+ [3a; + (6az — 209 — ag — mw?)Tk* + 2(3ay — ap)Tk®

98



+ 4a5r2k6}U§2)U* =0. (5.86)

bulunur. Bu denklemde Uz(o) ve U. 2(2) degerlerinin yerine yazilmasiyla agagidaki
nonlineer Schrédinger (NLS) denklemi elde edilir

OU U 2
257_—+7)18—£2—+772|U| U =0. (5.87)

Burada 7; ve 12 katsayilar

1 SwA

_ 6w . \ -
" _2w(2+mk2+m1“2k4){ 2 A +2X° — agk® + mA°k

/{,‘2

2 21.4 2 2
+ (mA? — 204)%k* — [(a1 — ) + 4asTk* — 2mATwk] 3 ——2a4k2}’

1 2
= — -9 _ 2\1,2
72 2w(2 Tkt mI‘2k4) {8/\&)]{2 2%w* + (30!11 ayg — 3Tw )k
4 30to
+ [20(2 — o1 + (2(19 — dayg — 4ag + 12&3)P]k + [3(14 = T
+2(2as — a1)T)k® + (2a9 + 37 — 402)T2k® + (a — as)T2K®
T
+ m [ — 252k + (2as — ag)k* + (ap — 2a4)k6 + 4a5I‘k6]
x [mw? + (2a; — ag) — 204k? + 2a5k*T] + [~2w? — 2mAwk®
a
+ (20[2 - al)k2 + (20(4 + ao)k4 + 2015].-‘]64] X mTETu

+ {8w/\k + [2a10 — (@9 — ag)]k2 + [0 + 2(2a3 — a9)Tk* + 25T K°
o1 — Qg

+ m [ - 2(.(.22 — 2m/\wk3 + (20[2 - al)k'2 + (20[4 + Olo)k‘4

2 _ -
4 2a5I‘k4]} y [(m)\ 2a4)ay + (a1 — ag)ag

A
+ [3a; + (Bag — 209 — ag — mw?)T]k* + 2(3ay — ag)TE® + 4a5I‘2k6]

] + [Gw2 + 2(ayo — Tw?)k?

X %0 5.88
6k2(mw? — ak?) (5.88)

seklinde tanimlanmgtir.
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5.5 Sayisal Inceleme ve Sonuglar

Daha 6nce de belirtildigi gibi NLS denkleminin katsayilarinin ¢arpimlarinin
igareti, diizlem dalga ¢ozumlerinin kararli olup olmadiginin belirlenmesi
agisindan 6nemli oldugundan, n172 carpiminin baglangic sekil degistirmesine
ve dalga sayisina gore degigimlerine bakmakta yarar vardir. n; (1 = 1,2)
katsayilar: baglangic sekil degistirmesine ve malzemenin mekanik ve geometrik
ozelliklerine bagh katsayilardir. Bu ¢aligmada incelenen tiipler ince kabul
edildiginden m parametresi m = 0.1/ /\5,\2 ve o maddesel sabiti de o = 1.948
olarak alinmigtir. Yukaridaki degerler (5.88) ile verilen 77 ve 7, katsayilarinda
kullanilarak m;7m2 carpimumin baglangic sekil degistirmesi ve dalga sayis: ile
degigimi her iki dalga i¢in de bulunmusg ve elde edilen sonuglar grafiklerle

verilmigtir.

Sekil 5.3’de enine (radyal) dalgalar igin 7172 carpimumin baglangig sekil
degistirmesi ve dalga sayis1 ile degigimi verilmektedir. Sekilden de gorildagi
gibi dalga sayisimn kiiciik degerlerinde bu dalga icin dizlem dalga ¢oziimleri
kararli olmakta ve ¢Oziimin kararli oldugu bolge eksenel germenin degigen

degerleri ile birlikte degigmektedir.

Sekil 5.4’de ise boyuna (eksenel) dalgalar igin 7172 ¢arpiminin baglangic
sekil degigtirmesi ve dalga sayisi ile degigimi verilmektedir. Sekilden de
goriildiigh gibi bu dalga icin dizlem dalga ¢ozumleri, dalga sayisinin biiyiik
degerleri i¢in de kararh kalmaktadir. Bunun nedeni alan denklemlerinde ve
biinye bagintilarinda eksenel yerdegistirme terimlerinin lineer tutulmasindan
kaynaklanmaktadir. Ayrica diizlem dalga ¢ozumlerinin kararli kaldigi bolge

eksenel germenin degigimi ile degigmektedir.

100



4.00 —

...... Ap=1.3 A=14
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gekil 5.3 Nonlineer Schrédinger denkleminde enine (radyal) dalga igin 717,

carpiminin baglangig sekil degigtirmesi ve dalga sayis: ile degigimi.
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Sekil 5.4 Nonlineer Schrédinger denkleminde boyuna (eksenel) dalga igin 517,

carpiminin baglangig sekil degigtirmesi ve dalga sayis: ile degisimi.
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BOLUM 6

NONLINEER DALGALARIN ETKILESIiMi

6.1 Girig

Dispersif ortamlarda nonlineer dalgalarin etkilegimi uzun zamandan beri
lizerinde caligilan bir konudur. Rezonans kogullarinin olugtugu durumlarda bu
etkilesim oldukca kuvvetlidir. Bu tip dalga etkilegimi cesitli monokromatik
dalgalarin etkilesimini tamimlayan temel denklemleri verir. Yakin literatiirdeki
calismalarda, dispersif ortamlarda yayilmasi muhtemel farkli daldaki
dalgalarin - etkilegimi problemi incelenmigtir (Dodd ve galigma arkadaslan
[64]). Caligmalarin biiyiik bir ¢ogunlugunda optik dalin grup hizimin
akustik dalin faz hizi ile ¢akigtigs hal, yani uzun-kisa dalga etkilegimi,
incelenmigtir. Bununla birlikte, optik dalin grup iz ile akustik dalin grup
hizlarinin ayni oldugu durum sadece Inoue [42], Erbay ve arkadaglan [65] ve Som
ve galigma arkadaglarinca [66] ele ahnmigtir. Bu son grup ¢aligmada genligin
yavag modiilasyonunda yonetici denklemlerin kuple nonlineer Schrodinger

denklemleri oldugu gosterilmisgtir.

Bu c¢alismada ise tek bir akustik daldan olugan fakat farkl: dalga boylar
ile yayilan iki akustik dalganin siiperpozisyonundan olusan nonlineer dalgalarin

etkilegimi incelenecektir.
6.2 Akustik Dalgalarin Etkilegimi

Bu kisimda igerisinde viskoz olmayan akigkan bulunan on gerilmeli
elastik tiiplerde farkh iki dalga boyunda yayilan iki akustik dalganmn
siiperpozisyonundan olugan dalgalarin etkilegimi incelenecektir. Eksenel
yondeki yer degigtirmelerin ortaya cikarttigi matematiksel zorluklar dikkate
alinarak eksenel yondeki yerdegigtirmelerin etkileri ihmal edilecektir. Bu

yapilirken de tiirev agthm yontemi kullamlacaktir. Bu amacgla koordinat ve



tirev agihmlar agagidaki gekilde tanimlanacaktir

Zn = €'z y o= €"t ’ (n = 07 1327 )7 (61)
8 K8 8 L, 0
@._;ea_z; , a_;}e 5 (6.2)

Burada e zayifligy karakterize eden bir parametredir. Bu durumda alan
degigkenleri genigletilmig koordinatlarin fonksiyonu olarak kabul edilebilir

u = u(z0, 21, 22, -..-; t0, t1, E25 oonn ),
v =v(ZO,Zl,ZQ,....;to,tl,tz,....),
P =p(ZO,Zl,ZQ,....;to,tl,tg,....). (63)

Ayrica alan degigkenlerinin e cinsinden agagidaki gibi bir asimptotik seriye
acilabilecekleri kabul edilecektir

oo
u= Z €"un(20, 21, 22, ....; to, t1, 2, ... ),
n=1
00
v = Z e"vn(zo, 21422, 00eey to,tl,tg, ),
n=1
o
pP= Zenpn(ZO,Zl,Zz,....;to,tl,tz,....). (64)

(6.2) ve (6.4) agihmlan (2.63), (2.64), (2.69) ve (2.70) denklemlerinde yerine
yazilir ve €'un ¢esitli kuvvetlerine gore siralanirsa agagidaki denklemler elde
edilir

6U1 le 6u2 8v2 6u1 8 3u1 6v1
[2%—'_620]-'-6 [ at0+620+26‘t +61+2v160+UI6Z0]
aU3 0'03 6u2 3’02 6ul 8v1 8 6’&2
HE gt g 2 T g g g TG
Ouy Ovy Ovgy Ov; 4
+2vza—o-+ulal+u16 +u23 ]-I-O( )=0,
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?_‘l_)l a_pl_ 2 6v2 sz 8‘01 8p1 6v1 3 8’03 apg
[6t0+8z0]+6[6t0+8 +8t1+81+v18z0]+6[6t—0+3—zo
]+0(e4)_o

+ 6’02 6p2 3’01 6 6 V1 6 8’01

Btl+321+6t2+62+v161+v100+v23

8%uq 8%uy o%u 8%y
6[-'1?1 + Bruy + B2 6 2 + B3 522 ] +e [ p2 + Bruz + B2 Ep 22 + B3 (%%2

62 2 6U1
+2Brg T+ ﬂaatt +ﬂ5u1+ﬂ6(a P+ fr 162 + 5

8 U2 62U1 32u1

3 —
+e€ [ p3+ﬂ1u3+ﬂz(azg +282021 +262022 + azf)

o2 o? 3
+,B3( 5‘t2 +2 vz + 2 U U1) + 285uqusg

Ototy Otots
3u1 6u1 aul 8u2 82u1 62u2

82'11,1
029 0z1 0Oz 320) + B (21 0z 2 2 922 + u15_2_)

8%uq 0%u, 8%uq Ou
Bt +u2 6t2 +u 512 )-I-ﬁnul +ﬂ15u1(a;

8 U1 8 U 6u1 26 (751
fazz +ﬂ14u1 512 +,316( ) 822

+ 286 (

+ Bs (2uy

+ Bugu =k + ot =o. (6.5)

Bu denklemlerde €’un gesitli kuvvetlerinin katsayilar sifira egitlenirse agagidaki

denklem sistemleri bulunur

O(e) mertebesindeks denklemler:

aul 8'01 _ . 3'01 8p1 _
2t Vom0 Bt Tom O
8211.1 62u1

= fru1 + B2 522 + B3 (6.6)

O(€?) mertebesindek: denklemler:

6’&2 a'vz 5u1 6’01 8 61;1
23750 + B0 +23t1 + Bn -|-2v1a 7 +uyg—
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8%us 0%u, &%u 0%u
p2 =Pruz + B2 522 + Bs o2 + 2ﬁ2 + 253 atotl
?uy o%u
+,85U1+,86(_) + Brus 522 +,88 8t2 . (6.7)
O(€3) mertebesindeki denklemler:
6u3 3'03 8u2 3’02 3u1 8v1 a’U1 8u2
2t T o 20t T 0m T 20 Bz oz T T

8u1 0’01 6v2 6'01
+ 2v2 7o +up By

Ovs + Ops b Ov,y 5 Op, Ovi  Opy vy 9_12 % _

ato 3Z0 6t1 621 3752 322 6 1 8 0 520
2 3 62u1 62'&1
ps =Piuz +ﬂz( 572 +28zozl +25 -+ 572 )
0%us 8%uy O%us  O%uy

+ Bs( 52 242 +2 = ) + 2B5uiuz

0 Ototy Otota

Oui Ouy  Ouy Oug 0%uq 8%u, 8%us
+26s( 5, 5, o 320) +ﬂ7(2’“13 P )

0
82 6 Ui 6 U2 3u1

613

+ﬂ8(2u18t0t1 + U2 —F5 o2z +ur—75 522 )+511u1 +515U1(a 0)
, 0%y , Pu Ouy\20%u
+ Brau} 522 21 + Braul 87,‘21 + Bus( 21) 0201. (6.8)

Alan Denklemlerinin Cozimi
O(e) mertebesindek: denklemlerin ¢ozumu:

Caligmanin bu kisminda farkli dalga boyuna sahip iki dalganin etkilegimi

inceleneceginden O(e) mertebesindeki denklemler i¢in asagidaki bigimde bir
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¢ozim 6nermek uygun diger

u; =Ue?® £ U + ke,
v = Ve + VMt 4 ke,
p1=PWe? 4+ PNt L ke, (6.9)

Burada U, U’, Vl(l) , V'gl), Pl(l) ve P'gl) bilinmeyenleri, alan denklemlerinin
¢oziimu sonucu belirlenecek olan kompleks genlikler, § ve §' ise 8 = wty —
kzg, § = w'ty — k'2p geklinde tamimlanmig faz agilaridir. Ayrica (w,k) ve
(w', k') agisal frekans ve dalga sayis: ¢iftini gostermektedir ve her ikisi de aym

dispersiyon bagintisini saglamaktadir

2 2
D(w, k) = By — Bok? — Paw? — —k“;— =0, D', &)=0. (6.10)

(6.9) ifadesi, (6.6) denklemlerinde yerine yazilirsa dispersiyon bagintisinin da

saglanmasiyla agagidaki sonuclar elde edilir

ga_z 2w’

(1 _ (1) _
v =, v =2,
2 2 2 12
Pf“:—;‘;—U , P'§1)=—k“—f2—U'. (6.11)

Burada U ve U’ iki bilinmeyen fonksiyon olup bunlar1 yonetecek diferansiyel
denklemler elde edilmeye gahgilacaktir. Simdi bu sonuglan da kullanarak O(€?)

mertebesindeki denklemleri ¢6zmeye ¢aligalim.
O(€?) mertebesindeki denklemlerin ¢ozumu:

(6.9) ve (6.11) ifadeleri, (6.7) denklemlerinde yerine yazilirsa agagidaki

denklem sistemi elde edilir

Ouy  Ovg oU walUy ;e oUu' W'l
25t T B (6t1 + kazl)e —2<6t1 t 3z1)e
+ 6in262i0 + GiwlUIZeZiO'
(ke Ok o N Ty eite+6)
+ [4z(k,k+ kk) +2z(w+w)]UUe
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+ [42'(‘;—,'k _ %k) + 2w — w')] UU™ 00 | ke

A
+ %Z—Uzezw + %‘),'—ZU’%W
+ 4iww'(% + %) Uy’ eie+)
+ 4iww'(£7 - %)UU'*N—"') +kee.
pa—Brtus — Pa %2:32 —~ Bs a;léz =2i (ﬂswgt—v; E ﬁzkg—Z) e’
+2 (ﬂsw’%t'U—ll — B2k’ gzl)e"e' +2(Bs + Bek” — Brk? — Bsw®)|U[”

+2(Bs + Bk — rk" — Bow®)|U'[*(B5 — Bok? — Brk” — B U™
+ (Bs — Bsk™® — Brk — Bpw'?)U2e2? |

+ [285 — 2Bskk' — Br(K? + K'?) — fo(w? + WU+

+ 285 — 2B6kk' — Br(k? + k%) — Be(w? + w'2)]U’U*ei(0—0') + ke (6.12)

Bu denklemlerin yapisi uq, v2 ve pa igin agagidaki tipte bir ¢6ziim onermenin '

uygun olacagini gosterir:

Us :U-ZEO) + Uz(l)ew + Ur2(1)eie' + U§2)62w + U12(2)e2i0'+
+ U2(+)ei(9+0') + Ué—)ez'(e—e') + ke

vy =f/2(0) + V2(l)ei0 + V/2(1)eio' + V2(2)ezz‘9 + V:2(2)82i9'+
+ V2(+)6i(0+9') + V2(—)ei(0—0') +k.e.

D2 =152(0) +P§1)eie + P:2(1)ei9' +P2(2)62i9 +P/2(2)6259'+
+ P2(+)ei(9+9') + Pz(—)ei(e-e') +ke. (6.13)
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Bu coziimler (6.12) denklemlerinde yerine yazilirsa agagidaki denklemler seti
elde edilir

P = 3, T +2[Bs + (Bs — Br)k* — Bs®||U 2

+ 2[Bs + (Bs — Br)k" — Baw]|U'|%. (6.14)
oU woU
(1) _ (1) - _
2wy 1tkVy 2(3t . 1),
2w, U w U
. (1) _ ; (1 . =77 4 27
1wVs 1k Py PRy + k Bz, )
oU
P = g0, — Bok?U, Y — 3w + 22(.33‘—0— - ﬂ2k——‘) (6.15)
. (1) (1) 3U' w 6U’
20y — ik V3 = 25—+ 550
() () _ 2 3U’ w' U’
w'Vy ik' P, k'(6t +k’6zl)
ou’ U’
PO = gD — g2 — Bew?UsY 4 2i(8s Wy — Bok a—). (6.16)

2
20, — kD =3wl? , whB® —kR® = =0
P,® = pU,® — 43, k2U, P — 4830° U

+[Bs — (B + Br)k* — Bsw?U*. (6.17)
12
2w'U'2(2) _ kiV/2(2) — 3,/ U"? , w/V/2(2) _ k1P12(2) — 2_‘;:7_0-127
Plz(z) — ,BlUé(2) _ 4ﬂ2k’2U'2(2) _ 4,33w'2U'2(2)
+ [,85 - (,36 + ,37)]6"2 —_ ﬂgwm]U,Z. (618)

!
Aw + U™ — (k + BV = [4-(%k + %k’) + 2w+ w')] uu',

1 1
(W + W)V = (k+ KPP = dww'(L + -k—,)UU' :
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P = (81 — Ba(k + K')? — B3(w +w')? |0
+ (285 — 2Bskk' — Br(K? + k) — fa(w? + W)UV, (6.19)

2w — " Wp ) — (k= k)R = (k,k - Ek )+ 2w — w )] uu't,
(w— )Wo' — (k- k)P )—4ww’(———)UU'*
P = [y — Ba(k — k') — Ba(w —w )2]U2( )
+ [285 — 2Bskk' — Br(K* + k') — Bg(w? + WUTU'™ . (6.20)

Simdi bu denklemler kiimesini tek tek ele alarak ¢6zmeye ¢aligalim.

(6.15) denklemlerinin ¢6ziimiinden V2D ve P,

% ; OU  w OU
W _  _ w oU
Vo' = U <6t1+k6z1)’
Qw? 4w s OU w OU
(1) _ 1y _ w oU
P =221, (Btl — 1). (6.21)

seklinde bulunur. (6.21)y ile (6.15); karsilagtirldiginda elde edilecek bagint:
agagidaki gibi olur

(— — 262k ) + ( 2ﬂsw)—g—g~ =0. (6.22)

Bu bagintiya bakarak U’nun sifirdan farkl bir ¢éziime sahip olabilmesi i¢in

U= U(f,tz, veeg 22y ) y f =21 — /\tl (623)

yapisinda olmas: gerektigi goriiliir. Burada A birinci dalganin grup hizidir ve
agagidaki gibi tanmimlanmigtir

2(.1.)2 - ﬂg k4

A= SR T R’

(6.24)

Elde edilen bu sonuglar kullanilarak (6.21)’deki V5 M) ve P,V yeniden su formda
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yazilabilir

Benzer olarak (6.16)’daki denklem sisteminin ¢ézlimiinden

(1) _ (1) 2t Y ou’
v kU2 k'(k’ ’\>a§’
@ _ 2% ) 4w’ ot OU
& w22 T (k' ’\) B¢

bulunur. Burada A’ ikinci dalganin grup hizidir ve ¢ de ¢

(6.25)

(6.26)

zZ] — /\Itl

seklinde tamimlanmigtir. Ayrica U' = U'(¢',1s,..., 22,....) baghhgina dikkat

etmek gerekir.

(6.17) ve (6.18) denklem sistemlerinin ¢éztimiinden agagidaki sonuglar elde

edilir

_ [5w? + Bsk? — (Bs + Br)k* — Bsw?k?]

(2) 2
U2 3(B1 k2 — 2w?) vt
@ _2p @ W poy 2 o) W,

7® - [0 + Bsk'” — (B + Br)k'* — Bswk'?]
3(,81]6’2 - 2w’2)

3w 2 @) _
V2r(2) UI (2 _ Rt 77 , Pl —
k k!
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biiytikliklerinin bulunmasini saglamaktadir. Bu ¢oziimler

285 — 2Bskk' — Br(k2 + k%) — By(w? +w') + 7F

U2(+) :[ A+ ]UUla
@ oty | (RAE dwot
1z —2(k+k’)U (w—l—w’)( kk! 7 )UU,
2 .
P = 2((“]; i:,))z ult —ytur, (6.29)
— r_ 2 1”2y 2 12 —
U, = [2ﬂ5 2Bekk’ — Br(k +Ak- ) = Bs(w* +w'™) + v o
_ (w—w) () 4 k—Fk\ 4ww'  _ .
V2( )—2(10 kr)U2 (w—-w’)( Lk -7 )UU, ’
RPN AV
P = 2((‘2—_:—,))2—115‘) — A~ UU™. (6.30)
olarak verilebilir. Burada y* ve A* biiyiikliikleri
+  (wEd) 4w’
————(k:l:k’)z[( ki k)+2(w:l:w)]+———kk,,
+ wE w2 12 "2
A =2(kik,) — By + Bo(k £ B + Baw £ w2, (6.31)

seklinde tanimlanmiglardir.
O(€®) mertebesindeki denklemlerin ¢ézumi:

(6.9), (6.11) ve (6.13) ¢bzlimleri (6.8) denklemlerinde yerine konursa ortaya
gikacak denklemlerinin gekli, agagidaki bigimde bir ¢6ziim Onermemizi saglar

3
us = ago) + Z(U3(l)ei10 + U?:’(l)eiw') tke.,
=1
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3
vs = 173(0) + Z(Vg(’)em + Vs/(l)ena') tke.,

=1
3
p3 = 133(0) + Z(Pg(l)e’w + Pé(l)eiw') + k.e., (6.32)
=1
Burada goriillen biitiin katsayilar zi,...,z, ve t1,....,t, degigkenlerinin

fonksiyonudurlar. (6.9), (6.13) ve (6.32) ¢oziimleri (6.8)’de yerine konursa fazlar

cinsinden sifirinci mertebeye kargs: gelen denklemler agagidaki gibi verilebilir

aus” oV swo|UPR  _OUP 8w aUT _o|U?
2 8t1 + 821 +_]C— azl +2 8t1 + k" 321 +2 6t1 —07
v, N ap” Ll oUp w? U _
8t1 321 k2 62’1 k’2 621 Y

PO = 8T +2[Bs + (Bs — fr)k? — Baw?]||U|?
+2[B5 + (Bs — Br)k'* — B ]|U"[2. (6.33)

Daha dnce de belirtildigi gibi U ve U’ sirasiyla € ve £"’ye bagh oldugundan,
(6.33) denklemleri agagidaki gibi yeniden yazilabilir

Ui av® 4w a|U|? '\ o|U)?
2 % T o +2C?~A) %,+2(%7—A) =0

v 8B 4w o|UE 4w B|U'|?
+ + > = 0. (6.34)
ot 921 | k2 Of K2 oe

Bu denklemlere bakilarak Uz(o), 172(0) ve Pz(o)’ln

79 = U, 0, ..) + 1O, ..)
70 =0, )+ (E )
BO = p, O, )+ PO, ) (6.35)
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seklinde ayrigtirilabilecegi goriiliir. Bu durumda (6.33) ve (6.34) denklemleri

UL, a1 4w A|U?
S U € Ll
(0) (0) 2 2
NN N e A
o€ € Tk o¢
P = 81U, +2[B5 + (Bs — Br)k? — Paw?]|U P2, (6.36)

halini alirlar. (6.36) denklem sisteminin ¢dziimii sonucu Uy(® ve V4,

biytklikleri agagidaki gibi bulunur

0 _ (B8 2~ ) + s + (Bs — Brk? — fru?]

A2 ﬂ1/2 IUlza

U,

1%,© — 9\p,© _ 2(% — [T (6.37)

Benzer gekilde (6.37)’de (U, k, w) yerine (U’, k', w') konularak Ué(o) ve VZ’(O)
buyiklikleri de bulunmug olur.

Coziimii tamamlayabilmek igin UsV, vV, P, Ué(l), Vs'(l), Pé(l)
biytikliklerinin de belirlenmesi gerekir. (6.8) denkleminin ezp(:8) ve ezp(if')

katsayilar: diizenlenirse

000 VD joU | 2000
6t1 621 6t2 k 622

_ 3 " )
— 26k VD + WU — 6iwl, PU* — 2iw'(1 + %)UZH)U'

2iwl; M — ik 42
(1= 2N O ik — BT ik 4 BV

+ 2w (1 — )02 7'U — ek —E)YR\TVUT —i(k+ KV \TU' =0

k' ’

v, 8P,M  9,0U 2w? 8U
. (1) _ ; (1) 2 2 it Tt
szE; Zk‘P3 + 8t1 + aZI + A a‘tg + L2 622
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'
— in(Vz(O)U + V2(2)U*) _ 2i8"k7k(V2(+)Ul* + Vz(_)U') — 0,

O eU, W U,
PO = (B — Bok? — B YUy + 2i(fyew T2 — gk 22
6t1 821

. ou ou o*U o*U _
+ 22(53w*5t—2- = ﬂ2k5z_2) + (B2 522 + B3 o ) + (285 — Brk? — Be®)ULOU

+ (285 + 4Bsk* — 5p1k* — 5ﬂ8w2)U2(2)U*

+[28s + 2K (k + k)5 — k' Br — (k + F')2B7 — ' g — (w + w')? Bs] U, DU
(285 — 2K (k — k")Bs — k"> B7 — (k — k)2 B7 — w'?Bs — (w — w')? Bs] U
+{ (3811 + k2B1s — 3k*Bus — 362 Brs — k*B1o)|U[* + (6811 + 281"

— 2B13(k% + 2k'*) — 2B14(w? + 2w'?) — 2ﬂ16k2k’2]|U’|2}U, (6.38)

bulunur. Benzer olarak uslu bilegenlere ait tguncu mertebe denklemler de
agagidaki gibi yazilabilir

autW g™y 9w AU
2' IUI(]-)_ 'klvl(l) 2 2 2 2 o=t Y
e A Y T T

!
— %K T + W T - 6i' U, DU - 2i0(1 + %)Usz*

2k’
+ 2iw(1 — 7)U2*(“)U +i(k — EYWaDU* —i(k + E)V*OU =0,

L oa® N oP[V 23U’ | 2" OU"
oty 0z, k' Oty k2 0z
— 2i'(VOU + v By — 2z’%k’(V2(+)U* + V) =0,

iwlw(l) _ Z]C’P:;(l)

P = (B — pok® — B U3 + 20( B’ —2— — Bk 2—)
6t1 621
oy’ au’ o*u' Ol

+ 2i(ﬁ3w'52— — Bk’ Bs )+ (B2 a2 T Bs 522 )+ (285 — Brk"”

1
— Bew HYTLOU' + (285 + 486k’ — 58k — 585’ UL P U™

+ (285 + 2k(k + k")Bs — k287 — (k + k)2 Br — w?Bs — (w + ') Bs] U P U*
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+ (285 + 2k(k — K')fs — k27 — (k — k')?Br — w?fs — (w — ') Bs)U"7U
+ {(3ﬂ11 + k7 Bys — 3k'2,313 — 3w B1s — kl4ﬂ16)|U,|2 + [6611 + 215k
— 2813(k'? + 2k%) — 2814 (" + 20%) — 2ﬂ16k2k’2]|U|2}U'. (6.39)

(6.39)1,2’den U3(1), Va1 ve P;(1) elimine edilirse denklem

3U2(1) 6U2(1)

B 9 2 4wl 3w 9
%(2 + Bk )( G A o ) +i2( = =2+ S5+ Bk
82U oU . dU .
+ Bk N g — (2 + 53k2)(-87 + ,\—5—> +4i kV(O)U +i[2w?

+ (2185 - ,B7k2 - ,Bswz)k2]U20)U + z[6w + 2,35k2 + 4,36k4 - 5,37]64
— 58w kAU, PU* + 2wk VoD U™ +i[285k% + 2k%K' (k + k)86

— K2k B; kz(k + k)2 87 — ' k?Bs — (w + w' )2k Bs
2w'k?

+ 2ww'(1 42 )]U U™ +ijw(k — k) + —— X = 1wy
+z'[2ﬂ5k2——2k2k(k—k)ﬁ6 K2k B — k2 (k — K')? 7 — Baw' K>

2 N2 / 2k (=)rrt 2w,k2 (=)rrt
— Bek*(w —w')* — 2ww'(1 — k)]U U'+iwk+ &)+ ——]VL'"7'U

+i{(360k? + Pisk* — 3B1ak* — 3Bra’? — Brsk®) VI + [6[311/«2 + 285k K
— 2813(k* + 2k k%) — 2B1a(w? + 20" )2 — 2ﬂ16k4k’2]]U’|2}U =0 (6.40)

halini alir. Burada U’nun £’ye olan baghlig kullamlmigtir. Ayrica, U,(Din
de t; ve zi’e olan baghliklarimin £ = 21 — Ay seklinde oldugu kabul edilerek
(6.40)’daki ilk terim diiser. ty =7, 22 =€ + AT seklinde yeni bir T degigkeni
tamumlandiginda (6.40)’daki Gi¢iincii terim

ou oUu 19U 18U 8U _oU

5t 5s, <0 eoE Tar  or (6.41)

halini alir. Béylece Up®, U, 1,®, U9 ve U5\7) biiyiiklitkleri de
(6.40)’da yerine yazilarak agagidaki kuple nonlineer Schrodinger denklemi elde
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edilir

.oU 8*U
1— + 01—

5 e + 02U’V + o3 |U'fU = 0. (6.42)

Burada o1, 02 ve o3 katsayilar: agagidaki gibi tanimlanmgtir

c (24 B3k?)N? + 4B3wk) 4+ 682k + Baw® — B
1= 2w(2 + Bsk?)

1
02

{ — 38w? + 8wAk + 3611 k% + (P15 — 3P13)k*

= 2w(2 + B3k?)
- 3,314(.02,02 - ﬂlsks + [2(.02 + 8wk + 2,35](22 - ,87]64 - ﬂSkaZ]
y (2% 4+ A(&2 — X) 4 Bs + (Bs — Br)k? — Baw?]
—B1/2
+ [10w? + 285 k% + (406 — 567)k* — 58sw?k?]
[5w + Bsk? — (Bs + Br)k* — Bew?k?]
3(B1 k2 — 2w?)
1 32ww'k 0 !
3 ='2E(2_+ﬂ3_k2){ kw + 8wk + 6B11k” + 2815k k"

— 2015 (K* + 2k7K"%) — 2B14(w? + 20'° )k — 2816k k"

#2(G ) e -0+ 257 (G )

+2(£:k')[ (k+ &)+ 2“’%2] (4:]:, — ) + [2w? + 80k X' + 265k

2 N3 - )+ Bs + (Bs — Br)k” — o]
" — By /2
+ {2,B5k2 4 2k2K (k + k')Bs — k2K By — k2(k + K')2B7 — w2k Bs
PR a0 B (D) btk 2]
y [255 — 2Bskk' — Br(k? + K'%) — Ba(w® +w'?) + 47 ]
A+
+ {2,85k2 _ 2Kk (k — k')Bs — k2K By — k2(k — K')2Br — w' k2 Bs

— Brk* — Baw?k?] x [

— (w—w')?k?Bs — 2ww'(1 — )+ 2(k k’,) [w(k + &)+ 2w'k2] }x
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' 12 2 -
y [2,35—2,36kk —Br(K? + K7) — B(w’ +w'") + 7 }} (6.43)

A_

Eger benzer iglemler (6.39) denklemleri {izerinde yapilirsa U'’yli yoneten kuple

nonlineer Schrodinger denklemi agagidaki bigimde verilebilir

.0U' o*u’

e + 0oy 527

5 + U U + a4 UPU = 0. (6.44)

Burada o}, o} ve o} katsayilar (6.43) ifadelerinde w ile w’ ve k ile de k’niin

yerleri degistirilerek bulunabilir.

Kuple nonlineer Schrodinger denklemlerinin ¢éztimleri tek (ayrik) nonlineer
Schrodinger denklemlerinin ¢6ziimii kadar kolay degildir. Kuple denklemler
halinde ancak katsayilar arasinda belirli bir iligki var ise ¢6zim bulunabilmis,
genel halde ise ¢o6zum hentz bulunamamigtir. Bu konunun incelemesine

gecgmeden once birkag 6zel durumu incelemekte yarar olabilir.

(i) Egit Grup Hiz Hali : Bu halin incelenmesine ge¢gmeden once farkli iki
dalga sayisina kars: gelen grup hizlarimn egit olma olasiligini incelemekte yarar
vardir. Eger (6.24) ile verilen grup hizimin k dalga sayis: ile degigiminin bir
ekstramum noktas: var ise bu noktanin saginda ve solunda oyle iki & degeri
bulunabilir ki buralarda grup hizlari aynidir. Bunun igin (6.24) denklemini
agagidaki gekilde yazalim

Awk (24 Bsk?) — 2w 4 Bok* = 0 (6.45)

Bu denklemin her iki tarafi k’ya gore tiiretilirse d\/dk i¢in agagidaki ifade elde

edilir.

i\_ _ ,31 - 6,32]62 - ,Bswz - /\2(2 + ﬂ3k2) - 4,33]6/\&)
dk — (2 + Bsk?)w

(6.46)

Bu ifadenin cegitli germe degerleri i¢in k& ile degigimi Sekil 6.1'de
gosterilmigtir. Sayisal hesaplar Ag = 1.0, A, = 1.4 icin £k = 5.950°de,
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Ao = 1.2, A, = 14 i¢in k = 7.250°de ve Ay = 1.4, X, = 1.4 icin ise
k = 8.650’de d)\/dk degeri sifir olmaktadir. Dolayisiyla bu degerler civarinda
oyle iki k£ degeri bulunabilir ki buralarda grup hizlar esgit olsun. Gergekten de A
grup hizinin cesitli germe degerlerinde k’ya gore degisimi bunu gostermektedir,
Sekil 6.2-4. Dolayisiyla, incelenmekte olan problemde egit grup hizlar: 6zel bir
¢ozlime kars: gelmektedir. Bu durumda £’ = € olup (6.42) ve (6.44) evolusyon
denklemleri agagidaki sekli alirlar

.oU 02U 2 2

26—T+’)’15£—2—+’)’2|U| U+v|U'|"U =0. (6.47)
8UI 32U' 2 2

i TNga tRlUTU +%UIU =0. (6.48)

Burada v; ve v; (z = 1,2, 3) katsayilar (6.43) ifadelerinde A' = A yazilarak elde
edilebilir.

(ii) ¥’ = —k ve w’ = w Hali : Bu durum birbirine z1t yénde ilerleyen nonlineer
dalgalarin etkilegimi geklinde yorumlanabilir. Bu durumda (6.10) dispersiyon
bagintis1 aym kalir ve (6.24)’teki grup hizindan X' = —A bulunur. O(e) ve
O(€?) mertebesindeki (6.25)-(6.30) denklemlerinin genel ¢éziimlerinde w' = w,

k' = —k ve X' = —) konacak olursa agagidaki ¢ozlimler elde edilir

B = 2o _ ?1(2 _ ,\)QU_

2 \% "B

2w? 4iw fw oUu

m_ 2w _ Awiw \OU
PO =500 2 (3 A)ag’

. !
AL/ I N L

k k\k FI
@ 2w ) 4w yw ou'

[5w? + Bsk? — (B + Br)k* — Bsw?k?]

@ _ 2
U2 3(ﬂ1k‘2 _2w2) U ’
%@ = _Z_’Uzw) _ _k“iU2, ® = —%—Uz(z) - :—QUQ. (6.50)
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7@ - [5w? + Bsk? — (Bs + Pr)k* — Bew? k7] V2

2 3(Bk? — 207) !

2 3 2w? 5w?

v =P+ v, B = ™ - 2ut (e
v, =-vv" , KM=y,
P, ) = [4Bsw® — By + 205 + 2(Bs — Br)k? — 28w ? U (6.52)
17, (=) — [4w? /k* — 285 + 2(Bs + B7)k* + Qﬁswz]UU/*

2T P1 — 4B2k? ’

2

B =0 , RO = 4%UU’*. (6.53)

Ayni gekilde O(e?) mertebesindeki denklemlerin genel ¢oziimlerinde ((6.36)-

(6.39)) benzer yerlegtirmeler yapilacak olursa agagidaki ¢éziimler bulunur

[20?/k* + M4w/k = ) + Bs + (Bs — Br)k’ — Baw?]

0) _ 2
U2 - Az _ /81/2 IUI Y
150 = 2)U,(0 — 2(47“’ —N|U?
B = 410, + 2[B5 + (85 — Br)k* — Baw?||U . (6.54)
(0 _ [20° /B + Maw/k — X) + Bs + (Bs — Br)k? — Bsw’] 112
UZ = ,U l )
X2 — B, /2
%O = 22wy + 2% - N,
PO = g Ut @ 4 2[Bs + (Bs — Br)k? — Bew?| U2 (6.55)
(2 + Bt 2 42000 e 22 32 g
“ A" 21 PR PG
U oU U
2\ 2~ rAY Sl el . (0) . 2
+ B3k ]362 2w(2 + B3k )(at2 +/\azz)+4zka2 U +i[2w

+ (285 — Brk? — Bew k2| UL OU +i(10w? + 28s5k* + 486k* — 56,k
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— 5B k), PU* +i(28sk? — k487 — 5w?k? s — 2w U, N U™

+i(2B5k” + 4k*Bs — 5k*Br — Bsw?k? — 6wV DU’ + 1[(—6w? + 3811 k2

+ B1sk* — 3Bi3k* — 3Braw?k? — Bisk®)|U|* + (6811 k% + 2By5k* — 6613k*

— 6814w k% — 26816k |U' 21U = 0. (6.56)

3U'(1) P IIAS, 4w w?
~ 22+ k)~ AT ) il20% 222 1 20 4 pk?
oru’ ou’ ou’ —
242 _ 2y 9Y : (O yrr | 10,2
+ Bsk*A ]a5 2w(2 + B3k*)( o, )\azz — hiwkVy U + 12w

+ (285 — Brk? = Bsw® K2 USOU + i(10w? + 285k + 486 k* — 56,k

— 58w k) UL P U™ +i(285k2 — k*Br — 5w?k? 85 — 22U, DU

+3(28sk? + 4k*Bs — 5E*Br — Bsw?k? — 6w )Up U + i[(—6w? + 3811 k2

+ Bisk® — 3B13k* — 3B1aw?k? — Bik®)|U'|? + (6611k + 2815k* — 6B13k*

— BB1aw?k? — 2616k8)|UPJU = 0. (6.57)

(6.56) ve (6.57) denklemlerinde (6.41) iligkisi kullambr ve Up(®, 149
Uz(z), U, , V) ve V(7 nin yerine konursa agagidaki kuple Schrodinger

denklemleri elde edilir

oUu o*U

i X G +x2|UPU + x3|U']’U =0. (6.58)
o o
15 X 1 58 +x2|U' U + x3|USPU" = 0. (6.59)

Burada x1, x2 ve xs katsayilarn agagidaki bicimde tamimlanmigtir

_ (24 Bsk?))? + 4830k + 662K + Bsw? — B
X1 = 20(2 + B3k?) ’

1
X2 =902 + 63k2){
— ,316]96 -+ [2w2 + 8wAk + 2,35]62 — ,37]64 — ,38(4)2k2]

— 38w” + 8wk + 3B11k% + (B1s — 3P13)k? — 3Braw?k?
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[2w?/k% + A(dw/k — X) + Bs + (Bs — Br)k? — Baw?]
AZ — B34/2 ’
+ [10w? + 285k* + (485 — 567)k* — 5Pswk?
y [5w? + Bsk? — (B + Br)k* — Pew?k?] )
3(ﬂ1 k2 — 2w2)

X

1
X2 Z90(2 + Bsk?)
— 6B13k* — 6014w?k? — 2B16kS + [2w? — 8wk + 2B5k? — Brk* — Bew? k7]
207 [k + Ndw/k = X) + B + (Bs — B)k? — B’
N B, /2
+[285k? + 486 K* — 5p7k* — w?k2Bs — 6]
o [4w? — 2Bs5k? 4+ 2(Bs + Br)k* + 2Bsw?k?] ).
(Br — 4B2k?)k?

{34w?® — 8wk — 2Bs5k? + Brk* + 5Bsw’k” + 6611k + 2015k*

X

(6.60)

6.3 Kuple NLS Denkleminin Diizlem Dalga Coziimii

Ters sagilma teorisi yardimiyla ayrk (kuple olmayan) NLS denkleminin
cesitli baglangic ve uygunluk kogullar1 altinda ¢6ziimi verilebildigi halde
benzer bir bagari kuple NLS denklemi icin hentiz gosterilememigtir. Bu
tip denklemlerin integre edilebilme kogullar1 Zakharov ve Schulman [67]
ve Painleve analizi yardimiyla da Sahadevan ve galiyma arkadaglari [68]
tarafindan incelenmistir. Bu kogulu saglayan hallerde grup hizlar: aymi olmakta
ve kuple NLS denklemlerinde goriinen katsayilar arasinda o6zel bir bagint
bulunmaktadir. Bu baglamda Erbay ve ¢aligma arkadaglarinin [65] ve Erbay’in
[69] caligmalarindan bahsedilebilir. Bu calismada elde edilen kuple NLS
denklemlerinde genel olarak grup hizlar: farkl ve katsayilar arasinda da belirli
bir iligki bulunmamaktadir. Burada s6zii edilen genel hale ait basit bir ilerleyen

dalga ¢oziimii verilmeye ¢aligilacaktir.

(6.42) ve (6.44)’de verilen denklemlerde tanimlanan & ve £ degigkenleri

f =21 - /\tl , f’ =21 — )\Itl = § + ()\I - /\)tl (661)

seklinde yazilabilir. Buna gore (6.42) ve (6.44) denklemleri £ ve 7 degigkenleri
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cinsinden agagidaki gekli alirlar

.O0U o*U 2 2
2—87—}-0'1—8?-{—0'2“:” U+O’3|U,l U=0, (662)

U (N =Neu 8
+12

Pypr 2770 ! 2prr _
i T + 0y o6 + o |U U +0o3|UI°U" =0. (6.63)

Simdi, é — oo olurken U — Uy ve U' — Vj kogulunu saglayacak ilerleyen
dalga ¢ozumleri aramaya c¢aligalm. Bu durumda (6.62)-(6.63) denklemlerini

saglayan dizlem dalga ¢oziimleri agagidaki gekilde onerilebilir

U =U expli(ar — K1 &)] , U= sbt, _
U'=Vy exp[i(Qar — K28)] , Vo = sbt. (6.64)

Burada Ko ve Qo (o = 1,2) dalga sayis1 ve agisal frekans: karakterize eden
sabitlerdir. Bu ifadeler (6.62) ve (6.63) denklemlerinde yerine konursa, U, ve

Vo’1in sifirdan farkl bir ¢oziime sahip olabilmesi i¢in

N =—01 K} + 03UZ + 03V,
_ (AT =A)

€

Q, Ky — o\ K2 + oh V2 + oy U2, (6.65)

bagintilarinin saglanmasi gerekir. (6.65) ifadesinden de goriilebilecegi gibi dalga
frekans: dalga genliklerine de baghdir. Eger K; = K3 = 0 olmasi durumunda
(6.9) ile verilen birinci mertebe ¢éziimler géz 6niinde bulundurulacak olursa, u,

v ve p biiyiklikleri agagidaki gibi bulunabilir

u ~ €[ Ugcos(wt — kz) + Vycos(wt — k'z) |,

!
v~ € %Uocos(d)t —kz)+ %‘j—%cos(@t —k'z)],
%’ 2w’
p~ € ——;‘)z—Uocos(Cbt —kz)+ —éul—z—-%cos(@t - k'2)]. (6.66)

Burada & ve @ frekanslar:
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w

w+6 =w+ 6291 , 6= 62[0'2U(? + 0-3V02],

G=w+8 =w+6Qy , §=eloyVi+aUZ], (6.67)
olarak tamimlanmigtir. (6.67)’de 6 ve ¢ sirasiyla (U, k,w) dalgasi ile (U, k',w’)
dalgasinin frekans kaymalarimi gostermektedir. Eger Vo = 0 olursa (6.64)
¢oziimii ayrik (kuple olmayan) NLS denkleminin diizlem dalga ¢6ziimii haline
gelir. Eger o3, 0, o3 ve o3 katsayilarimin hepsi birden sifir olursa, yani
ortamda nonlineerite olmazsa, o halde § = §' = 0 olur ve (6.66) ¢oziimi klasik

lineer ¢o6ziime donusur.

Simdi de k' = —k, w' = w ve X' = —) olmas: durumunda elde edilen (6.58)
ve (6.59) denklemleri igin diizlem dalga ¢6ziimiinii vermeye galigalm. & ve ¢
degigkenleri arasindaki (6.61) bagmntilarn kullamlacak olursa (6.58) ve (6.59)
denklemleri agagidaki hale gelir

i_a_U+ 22_21
X1 oE?

5 + x2|U U +xa|U'[U =0, (6.68)

oU" 2xi0U' 02U’
o

5r ¢ 8t X' g

+x2|U'PU" + x3|U)PU' = 0, (6.69)

Bu denklemleri saglayan (6.64) diizlem dalga ¢oziimleri ile beraber agagidaki

bagintilarin da saglanmas: gerekir

Q= —x1K? + x2U¢ + x3 Vi,

—2A
92 = —e——Kz - X1K22 + X2VE)2 + XgUg. (670)

Bu durumda (6.9) ¢dzimi gbz oniinde bulundurularak u, v ve p alan

degigkenleri, K1 = K3 = 0 olmas: durumunda asagidaki gibi bulunabilir

u ~ €] Upcos(t — kz) + Vocos(wt + kz) ],
2
v~ € g}:—}Uocos(d)t —kz)— —;:—I/'()cos(cbt +kz) ],

2w? 2w?

p~ € 2 Ugcos(wt — kz) + 2 Vocos(wt + kz) ]. (6.71)
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Burada @ ve @ biiyuklikleri

wtb=w+e , 6= U+ x5,
wH+8 =w+eEQ , & =ExVE + U8, (6.72)

w

w

olarak tamimlanmgtir. (6.71) ¢oziimleri (6.64) ve (6.70) ifadeleri ile birlikte,
dalga hizlar: Uy ve V sabit genliklerine bagh dalga hareketini ifade etmekte ve

nonlineeritenin bu dalgalar arasinda yol agtig: etkilegimi gostermektedir.
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2.00
h Ay =14 - - - =14

v Ao =12
\ — =10
\
\
1.50 i \
\
dX \
31 \
dk ' X
\ \
1.00 — 4 \

0.50

000 ~ '-‘-'";"':"‘_Z"I.T".'.’".:."’_:".'.f":"‘.

4.00 8.00 k 12.00

Sekil 6.1 Kuple Nonlineer Schrodinger denklemi igin gesitli tegetsel germe
degerlerinde d)/dk ifadesinin k dalga sayis: ile degigimi.
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6.00 —

5.80 —
A
5.60 —
5.40 —
5.20
| I l I o
0.00 4.00 800 1200 16.00 20.00

Sekil 6.2 Ap = 1.0 ve A\, = 1.4 degerlerinde A grup hizinin k& dalga sayis1 ile

degigimi.

127



10.00 —

9.60 —

9.20 —

8.80 —

8.40 —

8.00
l | | I |
0.00 4.00 800 | 1200 16.00 20.00

Sekil 6.3 Ag = 1.2 ve A\, = 1.4 degerlerinde A grup hizinin k dalga sayis: ile

degigimi.

128



18.00 —

ro=1.4
A.z=1.4
17.00 —
16.00 —
A
15.00 —
14.00 —|
13.00
T [ [ [ ]
0.00 4.00 8.00 K 12.00 16.00 20.00

Sekil 6.4 Xg = 1.4 ve A\, = 1.4 degerlerinde A grup hizinin k dalga sayisi ile

degigimi.

129



BOLUM 7

SONUC ve ONERILER

I¢i viskoz veya viskoz olmayan akigkan ile dolu, dngerilmeli veya
ongerilmesiz, elastik veya viskoelastik tiiplerde dalga yayilmas: konusunda
gegmiste yapilmig calismalarda ortaya gikan aksakliklar ve yetersizlikler goz
oninde bulundurularak bu galigmada nonlineer terimler de hesaba katilmig
ve i¢i sikigmaz ve viskoz olmayan akigkan ile dolu oOngerilmeli viskoelastik
ve elastik tiiplerde nonlineer dalga yayilimu probleminin asimptotik analizi
yapilmaya caligilmigtir. Bunun i¢in énce kisaca konunun tarihsel gelisiminden
soz edilmigtir. Daha sonra da igerisinde sikigtimlamayan ve viskoz olmayan
akigkan bulunan 6ngerilmeli ince viskoelastik ve elastik tiiplerde nonlineer dalga
yayilimi probleminde kullanilacak olan alan denklemleri elde edilmistir. Her
iki durum igin elde edilen alan denklemleri kullamlarak problem ayr
ayr incelenmigtir. Birinci hal olarak igerisinde sikigmaz ve viskoz olmayan
akigkan bulunan viskoelastik tip icerisinde zayif nonlineer dalgalann yayilimi
incelenmistir. Dispersiyonun ve dissipasyonun zayif oldugu kabul edilerek,
uzun dalga yaklagimi yapilmig ve katsayilarin mertebelerine bagl olarak
gesitli evolusyon denklemleri, Burgers denklemi, Korteweg-de Vries denklemi,
Korteveg-de Vries-Burgers denklemi olarak elde edilmistir. Ikinci halde de
viskoelastik etkiler ihmal edilmig, eksenel yondeki yer degistirmenin kiigiik
oldugu kabul edilerek problem incelenmigtir. Bu halde de yonetici denklem
olarak katsayilarin tanimina gore biri boyuna digeri de enine olmak iizere
iki denklemi karakterize eden Korteweg-de Vries denklemi elde edilmigtir. Bu
denklemlerin her biri igin ilerleyen dalga ¢ozumleri verilmigtir. Denklemlerin

sayisal olarak incelenmesinden elde edilen sonuglar agagidaki gibi verilebilir:

(i) Burgers denkleminin ¢oziim profilinin eksenel germe ve ¢ ile degigiminde
baglangi¢ yer degigtirmesinin artmas: ile birlikte nonlineeritenin zayifladigy,

bunun sonucu olarak da gok dalgasinin éniinin yassilagtigy gorulmisgtir.

(ii) Burgers denkleminin ilerleyen dalga tipi ¢éziim profilinin viskoelastik

katsayilar ve ( ile degigiminde, azalan viskoelastik etkilerle birlikte gok



olusumunun meydana geldigi, artan viskoelastik etkilere karsin da dalga

cephesinin yassilagtig gorulmugtir.

(iii) Ortamda sadece radyal dogrultuda bir dalganin olmasi durumunda
KdV denkleminin soliter dalga tipi ¢oziim profilinin eksenel germe ve ( ile
degigiminde, artan eksenel germe degerleri ile birlikte soliter dalga profilinin

diklegtigi gozlenmigtir.

(iv) Ortamda birbiriyle etkilesen hem radyal hem de eksenel dalganin
bulunmas: durumunda radyal yer degistirme ile ilgili soliter dalga profilinin
artan tegetsel germe ile birlikte diklestigi, ancak buradaki diklegmenin ortamda

tek dalga olmasi durumuna gére daha fazla oldugu gozlenmistir.

(v) Ortamda iki dalga bulunmas: durumunda eksenel dalgaya kars: gelen soliter
dalga profilinin artan tegetsel germe degerleri ile degisiminde dalga profilinde
meydana gelen diklesmenin radyal yer degistirme ile ilgili soliter dalga profilinde

meydana gelen diklegmeye gore oldukea fazla oldugu gozlenmigtir.

(vi) KdV-Burgers denkleminin ¢6ziimlerinin baglangic sekil degistirmesi ile
degigimi iki egri ile verilmigtir. Bunlardan KdVB-1 ile verilen egri denklemin
(4.58)’deki ilk ¢oziimiine kars: gelmekte, KdVB-2 ile verilen egri de (4.58)’deki

ikinci ¢6zlime kargi gelmektedir.

(vii) KdV-Burgers denkleminin ilerleyen dalga ¢6zlimlerinin viskozite
parametrelerine ve (’ya gore degigiminde, viskozite parametrelerinin artmasi ile
birlikte ¢6ziim profillerinin biiytimekte ve sok formunun daha belirgin oldugu

goriilmektedir.

I¢i akigkan ile dolu nonlineer viskoelastik ve elastik tiiplerde nonlineer
dalgalarin genlik modiilasyonu ayr: ayri incelenmigtir. Ilk hal olarak akigkan
ile dolu viskoelastik tiiplerde zayif nonlineer, dissipatif fakat kuvvetli dispersif
ortamlarda dalgalarin genlik modiillasyonunun dissipatif nonlineer Schrédinger
denklemi ile yonetildigi gosterilmigtir. Dissipatif nonlineer Schrédinger
denkleminin belli baglangi¢ kogullar1 altinda sayisal olarak ¢6ziimii Split Step
Fourier yontemi ile incelenmig ve soliter dalganin genliginin zamanla ve
baglangig deformasyonu ile diigtigii gézlenmigtir. Elde edilen diger sonuglar

agagidaki gibi verilebilir:
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(viii) Dissipatif NLS denkleminin ¢6ziim profilinin zaman ile degigiminde, artan
zaman ile birlikte dissipatif terim yiiziinden soliter dalganin genliginin distigh
saptanmugtir. Buradaki diigme miktan baglangi¢ sekil degistirmesi ile degigen

p3 dissipatif katsayisina baghdur.

(ix) Dissipatif NLS denkleminin ¢6ziim profilinin baglangi¢ sekil degigtirmesi
ile degigiminde, soliter dalgamin profilinin baslangi¢ deformasyonunun artmas:
ile azaldign gortulmugtir. Aymi zamanda sayisal sonuglardan wus dissipatif

katsayisinin tegetsel germenin degerleri ile birlikte arttigy gortlmisgtiir.

Ikinci hal olarak da igerisinde sikigmaz ve viskoz olmayan akigkan
bulunan ince elastik tiplerde dalga modiilasyonu incelenmigtir. Bu problemde
yonetici denklem olarak biri radyal digeri de eksenel hareketle ilgili iki
nonlineer Schrodinger denklemi elde edilmigtir. Bu denklemlerin karark
diizlem dalgalarin olugma kogullar sayisal olarak incelenmigtir. Bu sayisal

¢aligmalardan elde edilen sonuglar agagidaki gibi verilebilir:

(x) Eksenel ve radyal hareketi karakterize eden NLS denkleminin diizlem dalga
¢ozlimlerinin kararli olup olmadiginin belirlenmesi i¢in denklemin lineer ve
nonlineer terimlerinin katsayilarimin ¢arpimimn baglangig sekil degistirmesine
ve dalga sayisina gore degigimine bakilmigtir. Enine (radyal) dalgalar icin
dalga sayisimin kiiciik degerlerinde bu dalganin stabil kaldig) gézlenmis, ancak
¢b6ziimiin stabil oldugu bolgenin eksenel germenin degisen degerlerine kars: gok

hassas davrandig: gbzlenmigtir.

(x1) Boyuna (radyal) dalgalar igin 1172 ¢arpimimn baglangi¢ sekil degistirmesi
ve dalga sayis: ile degisiminden, dalga sayisimin biyuk degerleri igin de stabil
kaldig gbrilmiigtiir. Bunun nedeni alan denklemlerinde eksenel yer degigtirme
terimlerinin lineer tutulmasindan kaynaklanmaktadir. Ayrica diizlem dalga
¢oziimlerinin stabil kaldigi bolgenin eksenel germenin degisimi ile degigmekte

oldugu gozlenmigtir.

Son olarak da icerisinde sikigmaz viskoz olmayan akigkan bulunan
ince elastik tiiplerde farkli dalga boylarn ile yayilan iki akustik dalgamn
siiperpozisyonundan olusan nonlineer dalgalarin etkilesimi incelenmis ve bu
etkilegimin asimptotik olarak bir kuple nonlineer denklem sistemi ile karakterize

edilebilecegi gosterilmistir. Bu genel denklem sisteminin (grup lizlar farkh
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ve katsayilar arasinda da belirli bir iligki bulunmayan kuple NLS denklemi)
elde edilmesinden sonra grup hizlar: esit olan iki dalganin etkilegimi hali ve
birbirine zi1t yonde ilerleyen nonlineer dalgalarin etkilegimi hali incelenmis ve bu
etkilegimleri karakterize eden kuple denklem sistemleri elde edilmistir. Ayrica
genel hal ve 6zel hal i¢in kuple NLS denklemlerinin basit diizlem dalga ¢oziimleri

verilmigtir.

Bu g¢aligmada incelenen problemlerde damar bir mambran gibi igleme
sokulmugtur. Bilindigi gibi mambran denklemleri kalinhigin ortalama yarigapa
oranunin 1/20’den kiigiik olmasi durumlarinda gecerlidir. Halbuki biyolojik
uygulamalar gbz 6niinde bulunduruldugunda, biiytik damarlarda bile bu oran
1/6 ve 1/4 arasinda degigmektedir, yani ince kabuk denklemleri gegerli
degildir. Bu nedenle daha gercek¢i bir yaklagim olarak damarin kalin kabuk
gibi igleme sokulmas: gerekir. Ayrica deneysel ¢aligmalar tiip malzemesinin
viskoelastik ve anizotrop oldugunu gostermektedir. Daha gercek¢i bir model
icin bu ozelliklerin yonetici nonlineer denklemlere yansitilmas: gerekir. Bu
problemlerin incelenmesi gelecege yonelik aragtirma konusu olarak kendini

gostermektedir.
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EK A

BASINC FONKSIYONUNUN POLINOM IFADESI

Bu kisimda ana metinde (2.55) denklemiyle verilen ve u yer
degigtirmesinin kendisi ve tiirevleri cinsinden polinom ifadesi elde edilmeye
caligilacaktir. (2.55)den basing fonksiyonu

m 0%u ¥, 1 0 <21 8u).

P0+P=K'9"a§‘+xg——— KZ—E

A, 55 (E.1)

olarak verilmigti. Burada £, and ¥y boyutsuz gerilmeler olup asagidaki gekilde
verilebilir

A A 4
= [Gl(/\l,kg)xi— + Gg()\l,/\g):\—z-] F(A1, )\2) + Eg )

A A :
5, = [G2(A1, Az)/\—i + Gs(M, ,\z)ﬁ] F(M, he) + 28 (E.2)

Burada Ege) ve Ege) gerilmenin elastik kismim temsil etmekte olup Gy, Go,
G3 ve F fonksiyonlan agagidaki bigimde tanimlanmgtir

1 21/1
SGE el AZNZ - o
Go /\‘11/\‘21 + 11(A A3 /\% /\%)
1 21/1
Gy = (11 + 2v2)(\5 + ——)\%)‘%) - T%_
1
1

Burada A\; ve A; germeleri

M= XG0, =0y (B.4)



bigiminde tamimlanmigtir. Bu caligmada kiibik nonlineeriteye kadar (dahil)

terimlere gereksinim duyulacagindan agagidaki agilimlar: vermekte yarar vardir

A Ou Bu Ay _Ou  Bu  ,0u

~J

N 8200t 0 ot Ywm T
Ou
4 _ 14 Gu g
M= X250 ]
= A5l + 4u + 6u? + 4u® 4 ...]

1 1
b=l
AA
:\%:F[l—2u+3u2—4u3+...]

M2 = 2N 4 2u 4w +( )2+2 (—)2 o]
1

R S R _Ouy Ou.,
VRV /\g/\%[l 2u + 3u® (Bz) 4u® +2u(8z)]' (E.5)

Bu agilimlar G, (e = 1,2,3) ve F' nin ifadelerinde yerine yazlacak olursa

agagidaki iligkiler elde edilir

G = G(O) + Ggl)u 3 G2 = Ggo) + Ggl)u
Gs = G + GPu+ GPu? + Gg”(g‘z—‘f

g%

g
a5
] g

0 0
F = [1+F1u+F2u2-I-F3(5Z-)2+F4u3+F5u(a—Z)2]. (EG)

Burada GEO), ..., F5 fonksiyonlan agagidaki gsekilde tamimlanmigtir

21/
Ggo) = (Vl +2U2)(A§ /\4/\4) 1
(1) _ 4 [ (1 +20)
¢ _4[)\3 e }

) _ 2y2 1 1 (v1 + 2v,)
Gy’ =v1(AgA; — 3 :\7) RpYTan

z

1 (1/1 + 21/2)
G = 20y (A3N2 4 =) — 42 22
2 =2kt ) =
21/1

G = (11 +20) (NS + ?’\3) ~ 3z

GV = 4(vy + 202) (NS — —)
: PMN
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10

GSP = (v1 +202)(6X5 + Y

G5’ = 2[; - (le;AZVZ)]

F = 24033 - 'A%ng')

Fy = 2a°(\j - /\%1/\2 2+ a(Xf + 7\;—,\5)

F3 = a()] - /\31/\3)

Fy = f4-of"(A% ) 200 - A—;—A—%xm x; )~ ;;3

By =2[ 5 + 020 - 53)0% - 73] (8.7)

(E.1) ifadesinin son teriminden goriilebilecegi gibi

> Ou Ou
7\_26_“216

2 21( )3 (E.8)
geklinde olup ¥; gerilmesinin u ve tiirevleri cinsinden kuvadratik terimlerini
tutmak yeterli olur. Buna gére gerilmenin dissipatif kisminin ¥; ve X,

bilegenleri agagidaki bicimde ifade edilebilir

(d) _ (0)61.& (1) (0) (0),, 9U (O)Q_'l_‘_ 0*u
=) {G +[GV + GO F, - G, ]u riyeX azazat}F

ou Ou Ou 6%u

(d) _ (o) (0) (1) (0) (0)ou O

P —{G3 5 + [FAG:Y +Gs'V — GV u e + G, 52 525
Ou 8%u

Ou )2 Ou
z 0z0t

+[G(F ~Fi+ 1)+ G V(R - 1) + G3‘2’]u2%§}ﬂ (£.9)

+ (Gz(l) +F1G(0))u + (G3(3) + F3Gs (0))(

Benzer olarak gerilme bilegenlerinin elastik kisimlan da agagidaki bigimde ifade
edilebilir

0
21(6) = [ag +aiu + CLQU2 + (13('8—’”)2}1:’1
4

. Ou du
2,0 = [bo + by + bou’® + b3(5z‘)2 + by’ + bsu(a)z]ﬂ (E.10)
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Burada ay, a;,

.........

by ve bs katsayilar agagidaki sekilde tanimlanmslardir

1 2
0 2
G0 = - W  m=0l- R+ Y]
2F, 3
2 —_
az = (A; — ,\2/\2 SVIVAL ,\2,\2 B AZ)\2
ag = (A2 + ,\2,\2)+ (A - ,\2A2 3o s
1 1
) 2
bO = )\0 — —;\2—A2 ’ bl = (Ao /\2A2 )Fl + 2(A )\gAg)
1 1
) 2
by = (X5 — /\2/\2 ) 2008 + )‘%,\3 ez B+ (% - A2)2 By
1
2
b= 08~ )P+ s
4 1 3 !
by = W-}-Q(/\%‘FW)FE’*‘()‘% /\2/\2F1+(>‘2 ,\g,\ﬁ)F4
1 2
— 2 F A2 —_ . .
bs = (A2 — /\W) 5+2(% + /\2/\2)F3+ ,\gAgFl AZ\2 (B11)

Diger yandan 1/Ap nin seri agilim

....... (E.12)

olup (E.9), (E.10) ve (E.13) agthimlan (E.2) de yerine konursa agagidaki ifadeler
elde edilir

1 8 ,%8u 0u 0*u 20%u
rAve R By = RICRLNE ~ ERCR RO
0%u 0

~ai(3) + (a -2a2>U<5;>2 +3(ao ~ a3) 5 (5

Ou 8%u Ou 8%u
~G S e~ 1160 - R) - 6
Ou 0%*u ou 0%y 0
o5z T 5, 62 aﬁ—[G“’w“’m ) o g

o0 Ou 0%u Pu
2G B2 2at}F

(0)( )2
1 82 822 020t

A2 =by + (b] — 2b0)u + (bg - 2b; + 3b0)u2 + (b4 + 351 — 2by — 4b0)u3
[}
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+EeW + 6O — 3)]u +G(°)8u GO (F, - 3)+G(1)] Ou

ot
Ou B%u au
+ Gg"’a—m + [G“”(F2 3R +6)+ G (F -3) + G(2)]u2§
2
+bs( )2 + (bs —2b3)u( )2+[G(l) GO (Fy - 2)u @(;9675
0 Ou au Ou
+ [Gé’“’” + PRl 5 + 60 % (E.13)
m 0% 0%u 2 O%u
Denge halindeki basincin pg = by seklinde olmasi gerektigi gozéniinde

bulundurulursa (E.14) deki ifadenin toplamindan basing ifadesi agagidaki
sekilde verilebilir

62 o%u

p=Pu + ,32 + ﬂa + ﬁ4—' + Bsu® + /36(—)2 + ,B7u—+
&u Ou 5} 32 5 Ou 5 02
+ Bsu—55 512 + 59“ + ,3108?-6—2- + Buu® + Prau’ 5 + Prsu? 6Z
, 0%u Ou , 0% Ou 0
+ Brau’ Frolis 515u( ) 4 ﬂls(—u)zaz P17 u(—u)2
Bu %u Bu 0%u 9%u &Bu
-I-ﬁlsuat 572 ,319 =527 5201 ﬂ2o(—)28 25 T (E.15)

Burada 3; katsayilan agagidaki bicimde tamimlanmigtir

Br=b1—2b, fp=—a0, fs=m, fs =G5, B5 = by + 3bo — 2by
Bo=bs—ar, fr=ag—ar, fs=—m, s =[G + G (F —3)]

Bro = —G , Bi1 = by + 3by — 2by — 4bo

B2 = G? + GV(F, — 3) + G (F, — 3F, +6)

BPiz=a1—az—ag, Piau=m, P15 =bs —2b3 + a1 — 2az

Bis = 3(ao —az) , fir = G + GOFR -G+ a1 - F)

Bis =GCO2—F)- GV | Bio =267, B0 = -G. (E.16)

a;, b;, F; ve Gﬁj ) lerin acik ifadeleri (E.16) da yerine konursa 8; katsayilan
agagidaki gekli alirlar

4 1
1 = [5z5 + 2605 -~ 57|
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