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0 ZET

Bu calaismada, kalinligi degisen levhalarin e-
ldstigite teorisinde, bazi yarim diizlem problemle-
ri incelenmistir. Qalisma esas olarak,ii¢ b5liim ha-
linde sunulmustur.

Birinci b6liimin ilk kisminda, kalinligi deli-
gsen levha problemleri hakkinda kisa bir tarihge ve
bibliyografya verilerek konu ana hatlari ile agik-
lanmistar. Bundan sonra kldsik elastisitede yapilan
kabuller kisaca gdzden gegirilmis ve kalinlik defi-
siminin getirdigi ek kabul iizerinde durulmustur.Bu
bslimiin son kisminda elastisitenin genel denklem-
leri ve O8zellikle kalinligin defisimi halinde ta-
mamen farkl: bir bigim alan uygunluk sarti hakkin-
da kisa bir Szetleme yapilmigtir. Bu calismanin te-~ .
mel denklemini teskil etmesi bakimindan,kalinlifain
sadece bir dogrultuda degismesi halinde uygunluk
gsartinin alacagi 8zel hal de ayrica verilmistir.

. Ikinci bdliimde kalinlaifin, sinira dik dogrul-
tuda ﬂyhnd/ﬂhﬂy) seklinde degismesi hali incelen-
mistir. Bu kalinlik defisimi, uygunluk sartini bir
hayli kisaltmakta ve ¢8zlimii V Poisson oranmindan ba-
gimsiz kilmaktadir. Bu bdliimde, birincisi yarim diiz-
lem sinirina dik, ikincisi sinir dofrultusunda bi-
rer tekil yiikten ibaret olan iki esas yiikleme ayra

ayri ele alinmigtair. (Coziim metodu olarak Fourier
Transformasyonundan yararlanilmistar. Ancak, Geril-
me ve Yer Degfistirme ifadelerinde gecen fonksiyon-
larin ters transformasyon integralleri biiyik ma-
tematik glicliikler g&sterdiklerinden kapali olarak
yapilamamislardair. Bu durumdan dolayi gerilmeler
i¢gin sayisal integrasyon metodlarina basvurularak
elde edilen sonuglar gesitli kesitler lizerinde di-
yvagramlarla gdsterilmis, buna karsilik yer defis -
tirme ifadeleri ig¢in sadece (A/8)+»% halindeki limit-
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lerin klasik ¢dziimle {istiliste diigtiifli gsterilmekle
yetinilmistir.

Uglincti b8liimiin i1k kisminda, kalainligi birim
civarainda kiigiik degisimler g&steren ve bu defisi -
min kiiclik bir € parametresi ile karakterize edil-
digi, yaram diizlem problemlerinin ¢dziimi i¢gin bir
pertirbasyon metodu teklif edilmis ve bu metoda ait
pertiirbasyon denklemleri ¢ikarilmistair. Ayni bdliim-
de 6rnek olarak kalinligi Jaiy)= s+te®  geklinde
deBigen bir yarim diizlem problemi, BSliim 2 deki iki
esas yiikleme igin ¢8zililmiis ve gerilme diyagramlara
b5liimiin sonuna eklenmistir.

Calismanin sonunda iki ek b8limii yer almakta-
dir. Ek.1l de ikinci ve {iglincii bSliimdeki problemle-
rin sabit kalinlikli levha halindeki ¢dzimleri yi-
ne Fourier Transformasyonlari kullanilarak yapil -
mistir. Bu b&liimiin sonuglari ve bazi ara ifadeleri,
dnceki iki bdliimde limit kontrollara igin sik sik
kullanilmaistir. Ek 2 de ise biitiin galisma boyunca
birgok defa kullanilan Filon'un sayisal integras-
yon metodu hakkinda kisa -bilgi verilmistir.



SUMMARY

In this study, some of the problems of semi-
infinite elastic plates with varying thickness are
discussed. The work is presented in three chap -~

ters.

The first section of the first chapter is de-
voted to a literature survey related to problems
of plates with varying thickness, and a brief out-~
line of the study is ‘given. Hypotheses of classi-
cal theory of elasticfty supplemented by another
condition necessitated by the variation of thick-
ness are reviewed. In the last part of the chap-
ter the general equations of theory of elasticity,
and especially the compatibility condition which
differs considerably in the case of varying thick-
ness, are outlined. As the fundamental equation
of the present work the special form of the compa-
tibility condition corresponding to the thickness
variation in a single direction is provided.

The second chapter concerned with the prob-
lems of semi-infinite plane with the thickness
varying in accordance with the expression /gu-4ﬂﬁ+Qy)
in the direction perpendicular to the boundary.This
type of variation of thickness simplifies the com-
patibility condition and renders this equation and
its solution independent of Poisson's ratio v .
Two loadings consisting of only concentrated for-
ces, are examined separately, In the first loading
the force is taken perpendicular to while in the
second in the direction of the boundary 1line.
Fourier transformation is used as the method of
solution. Since the evaluation of integrals of in-
verse transformation involved in stress and dis-
placement expressions presents great mathematical
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difficulties they could not be done explicitly.
Therefore the results for stresses, obtained
through the use of the numerical integration met-
hods, are shown on diagrams. Hovewer; only coin -
cidence of limits for (A/8)+wo with the classical
solution, are verified for the displacements.

In the first section of the third chapter a
perturbation method for the solution to some of
problems of semi-infinite plane, the thickness of
which displays small variations about unity cha -
racterized by a small parameter &€ , is suggested
and the related perturbation equations are deve -
loped. In the later parts of the chapter, a semi-
infinite plane problem, with the thickness varying
according to the expression ./(g)=4+£e"" is sol-
ved for the two loadings same as in Chapter 2.The
stresses are shown in two diagrams,.

Two appendices complete the present study.In
Appendix 1, the problem of semi~infinite plane of
constant thickness, under two loadings same as in
the two preceding chapters, are solved using
Fourier Transformations. Some expressions and re-
sults have been used frequently for checking re-
lated limits in those two chapters. In Appendix 2
a short account of Filon's numerical integration
method, used repeatedly throughout the study , is
given. .



BOLUM 1
Girts

§1.1, . Konu ve Tarihge

Diizlemsel tagaiyici sistemler, yikleme durum-
larina gdre iki esas gruba ayrilabilir. Bunlarain
ilki ortalama diizlemine dik yiikleri tasiyan plak-
lar, ikincisi ise yalniz diizlemi iginde yiikleri
tagsiyan levhalardir. Birineci gruba giren ve genis
bir uygulama alani bulan pldklar hakkinda gerek
sabit, gerek defisken kalinlikli hallerde yapailan
¢alismalar bir hayli fazla sayidadir. lkinci grup-
taki elemanlardan kalinlaigi sabit olanlar da islen-
mistir.

Kalinligi degisen levha problemleri polar ve
karteziyen koordinatlarda ayri ayri, gegitli ya-
zarlar tarafindan incelenmigtir. Kalinlaigi degisen
levha problemleri ilizerinde ilk caligma A.Fdppl ve
L.F6ppl tarafindan [1] yapilmistir. Bu eserde ka-
1inligin defismesi halinde diferansiyel denge denk-
lemleri ve bunlara bagli olarak bir gerilme fonk-
siyonu kavrami incelenmig ve kalainligi radyal dog-
rultuda degisen doénen disk problemi Srnek olarak
¢bziilmiigtiir. 1959 yilinda Conway,[2] de radyal ge-
rilme alaniyla ilgili denklemlerden hareket ederek
basit efilmeye maruz defisken kalanlikli bir daire
segmanina ait gerilme problemini ¢Szmiistlir., Ayna
yazar [3] de karteziyen koordinatlarda defisken
kalinlikla bir kare levhada gerilme problemini in-
celemigtir. W.Vocke, 1961 tarihinde yayainlamis ol-
dugu bir calismasinda, [4] daha 8nce bulunmus olan
genel denklemler {izerinde galigmis ve bir y&nde
kalinlik deZisimi halinde karteziyen koordinatlar-
da bir dikddrtgen levha problemini, gegitli yikle~
me hallerinde incelemistir. Ayni yil iginde



E.S.Suhubi [5] de, [2] de verilen bazi Szellikler-
den faydalanarak bir ucu ankastre, daire eksenli
kalinligi radyal degisen kiris problemini uctan
moment ve tekil yiik hallerinde ¢dzimlemistir.Ayna
yazar 1963 de yayinlanan baska bir calismasinda
[6] , bir dikddrtgen levha problemini, kalinligan
vavas degisiminden yararlanarak yaklagik bir me -
todla ¢dziimlemistir. Vocke [7] de, kalainlipi agi-
ortay dogrultusunda degisen kama problemini polar
koordinatlarda incelemis ve tepe agisini X ye gd-
tiirerek limit halde yaraim diizleme gegmigtir.Polar
koordinatlarda ele alinan kama problemlerinden ya-
rim diizleme limit olarak gegisler, kalainlifin rad-
yal defisiminde yalniz kama tepesinden ¢ok Jzel
yiikleme hallerinde miimkiin olmaktadirj;aga ortay
dogrultusunda kalinlik degisimi halinde ise yal-
niz Szel bir kag¢ kalinlik degisimi incelenebilmisg-
tir.Ayni yazar,kalinligi degisen levhalar {izerin-
deki galismalarinai 1966 da bir kitap halinde ya-
yinlamistir [8].Bu kitapta kalinligi degisen
levhalarin elastisite teorisinde oldukga gesitli
problemler ve uygulamalar yer almistir.Bunlar
arasinda yarim diizlem problemi olarak polar koor-
dinatlarda /" tipi kalinlik defigimi hali ve

(7] de bahsedilen tipte galismalar sayilabilir.
Bunlar disinda kenarindan periyodik yikldi yarim
diizlem problemi, ylkseklifi sonsuza gdtiiriilen bir
kirisin limit hali olarak incelenmigtir. Biitilin

bu ¢6ziimler yukarida belirtildigi gibi gesitli
6zellikler tasimaktadir.

s -

Bu c¢alismada kalinlifa sinira dik dogrultuda
belirli bir kanuna gdre, azalarak defisen yaraim
sonsuz diizlem problemi, farkla iki kalinlik degi-
simi igin ayri ayri ele alinmis ve sinirda tekil
yik tipinde iki esas yiikleme ig¢in ¢dziimleri veril-
migtir.

§1.2, Kabuller

Sabit kalinlikli levhalarla ilgili elastisite
problemlerinde yapilan kabuller, kalinlifi defisen



levhalarda da aynen gegerli olacaktir.Bunlar asgafi-
da kisaca Szetlenmigtir.

a) Levha malzemesi homogen, izotrop ve lineer
elastiktir. -

b) Yer degistirmeler ve sgekil degistirmeler
cismin boyutlari yaninda kiigiktiir.

Levha kalinliginin defisken olmasi bu kabulle-
re ek olarak asagidaki kabulii getirir.

c) Levha yilizeyinin normali pn ile ortalama diiz-
lemin normalin’ arasindaki agi her yerde kiigiiktiir
(Sekil 1.2.1). Bu son sartin daha pratik bir ifade
sekli kalainligin yavas defistifini belirtmek olabi-
lir.
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Sekil 1.2.1

§1,3, Temel Denklemler

Elastisitenin temel denklemleri denge denklem-
leri, gerilme-gekil deZistirme bafintilari (Hooke
Kanunlari), yerdefistirme-gekil defigstirme bagintai-
lar: ve gekil degistirmeler arasindaki wygunluk
sartlaraindan ibarettir.



Bu denklemlerin kalinligi defisen levha prob-
lemindeki karsitlari asagida verilmistir [8]. Buna

gére denge denklemlerini, X ve Y kiitle kuvvetleri-
ni gdstermek {izere,

2 2
15;(f%&)*'?£;(fcqo-“-x¥

2 ? (1.3.1)
— (fCny) ¥ — ==Y
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Gerilme-gekil degistirme bafintilaraini,
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yerdefigtirme~gekil defistirme bagintilaraina,
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gseklinde yazmak miimkiindiir. Burada g&riilen ilging bir
bir 6zellik, gerilmelerle kalinlik fonksiyonunun
g¢arpiminin, klasik elastisitede gerilme ifadeleri-
nin sagladigi denge bagintilarini saglamasi ve bu-
nun yanisira gerilme-sekil defistirme ve yer degis-
tirme-gekil degistirme bagintilarinda higbir degis-
me olmamasidir. Bu dzellik, kalinligi yavas degisen
levhalarin elastisitesinde de gerilme fonksiyonunun
kullanilabilecegini g&stermektedir. Gergekten geril-
me fonksiyonu




_% ' (1.3.4)

bagintilariyla isin igine sokulabilir.(1.3.3), ifa-
desini y/ye,(l.3.3)b ifadesini % e,(1.3.3), ifade~
- sini x ve ¥ ye gdre ikiger defa tiireterek

%€« N ¢, Ty . (1.3.5)
=
dy* 2x* 9x 9y
uygunluk garti elde edilir. Simdi (1.3.4),_. ifade-
lerinin (1.3.2),_ . de yerine konulup gerekli tiirev~

lerin alinmasayla, ¢ gerilme fonksiyonunun sagladai-
g1 uygunluk sartl agsagidaki sekli alair

ALY - 7[ 2.2 ca0)+ 9’8 9(A¢)]

";7[%’4/—2 7—2 ?w f"“““""’%["%zf'
-2(21 5 L0 52 G152

~2(f ks - %é%)—f;;%ﬂ 2

(1.3.6)

Bu sart incelenirse ¢dziimiin l(x.y) kalinlaik degfigi-
mi fonksiyonu ile VY Poisson oranina bafli olacaga
gdériiliir. Bu noktada, kalinlaifi yavas defisen levha-
larda elastisite probleminin ¢8zimii,(1.3.6) kism?
tiirevli diferansiyel denkleminin, yiikleme durumu
ile 11gili sinir sartlarini saglayan bir ¢ ¢dziimii-
niin belirtilmesine indirgenmis olur, Burada kalin-
lik fonksiyonu f in sabit bir defer olmasi halinde



(1.3.6) ifadesinin
AAF=0 (1.3.7)

seklini alacagi goriilmektedir. Bu ise beklendigi
gibi klasik elastisitenin uygunluk sartidir.Yuka-
rida elde edilmis bulunan (1.3.6) denkleminde ka-
linligin = ve ¥ nin fonksiyonu oldugu kabul e -
dilmistir. Yani kalinlak her iki -doZrultuda de-
ismektedir. Bu galismada kalinlifin, sadece ya-
rim diizlemin kenarina dik dofrultuda ( Y-do#rul-
tusunda) degigimi hali incelenecefinden, (Bak.Se-
kil 1.3.1), (1.3.6) denkleminin asafidaki sade-
lesmis sekli kullanailacaktair.

ot —]

Sekil 1.3.1
£ fonksiyonu J¢4) olarak alinirsa (1.3.6)

denkleminin ikinci tarafi basitlesir ve denklem
asagidaki sekli alar

, A
ADP - ?-3{-2—(“5) » 0 (1.3.8)

+?3[ (__é) Z f][ oyt v/g?]:.-._o

Bu denklemin ¢&ziimii de,genel olarak v ye bagli ola-
caktar. ’
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KALINLIGI SINIKINA DIK DOGRULTUDA HIPERBOLIK

OLARAK DEGTSEN YARIM DUZLEM PROBLEMT

§2,1. Problemin Tanaimlanmasa

Bu b&liimde kalinlaik degisimi fonksiyonu

N

1 - |
19 sy | (2.1.1)

gseklinde olan yarim dizlemde, (Sekil 2.1.1 a ve b)
de gbsterilen iki esas yliklemeye ait elastisite
problemlerinin ¢6ziilmesine galisilacaktir.Kalanlik
fonksiyonu y=0 ig¢in 4 /A degerini almaktadair.

¥ ¥
?
e - a
(a) (b)
Sekil 2.1.1.

Bu iki esas-problemin, sinirindan yikli ayhl
kalinlik de8isimini haiz biitiin elastisite problem-
leri igin bir temel ¢8ziim niteligi tagimak baki -



mindan, $zel bir Snemi vardar.

Céziim bakimindan iki problem birbirine birgok
noktalarda Snemli yakinlaiklar gdsterdifinden , P
yiiklemesi hali detayli olarak incelenecek, & yiikle-
mesine ait sonuglar gogunlukla P yiiklemesi sonugla-
rindan basit dOnilistiirmelerle elde edilecektir.Bu-
rada segilen kalinlik defisimi fonksiyonu sadece‘g
degiskenine bagli olmaktan baska

20 3o

gsartini da saladifindan (1.,3.8) denklemi daha da
basitleserek

°
AA¢——2—‘—~?§'-——(A¢)=0 (2.1.2)

gseklini alir.Bu yeni basitlesmis sekilde denklem-
de ¥ vye bagli herhangi bir terim bulunmadigindan
¢6zim de ¥ den bagaimsiz olacaktar.

§2.2.Diferansiyel Denklemin C&zimi
ve Gerilme Fonksivonunun Elde Edilmesi

§2.1. de belirtildigi gibi her iki temel yiik-
leme halinde ¢ i¢in gecerli olan kismi tiirevli
diferansiyel denklem

Z 2’ Gy : (2.2.1)
dair.

Bu denklemin ¢8ziimii i¢in kullanilacak metod
asafida Szetlenmistir.



Once
V=0 : (2.2.2)

seklinde tanaimlanan bir'f’fdnksiyonu igsin igine so-
kulacaktir. Bdylece (2.2.1) denklemi

Ak 2. 2% _p (2.2.3)
¥ f 9y I

seklini alar, Bu iglemle problem,d5rdiincli mertebe-

den (2.2.1) denklemi yerine,iki tane ikinci merte-

beden denklemin ¢8ziimiine getirilmis olmaktadair. Bu

iki denklemden olusgan sistemin ¢dziim metodu agsagida
anahatlariyla agiklanmistar,

Once (2.2.3) denkleminin ¢8ziimi ig¢in, her iki
yiiklemede mevcut simetri ve antisimetri Szellikle-
rinden dolayi, # defiskeni iizerine Fourier Transfor-
masyonu (*)uygulanma31 kolaylik saplayacaktir. Bu
Transformasyonun uygulanmasi ile (2.2.3) kismi dife-
feransiyel denklemi yerine sadece ¥ defiskenine
gdre tilirevler ihtiva eden bir adi diferansiyel denk-
lem elde edilir. Bu denklemden ¢' nin Fourier Trans-
formu olan ¥ fonksiyonu ¢&ziiliir. Bundan sonra
(2.2.2) denkleminin Fourier Transformu alinir. Bu
denklemde ¢’ nin transformu i¢in daha Once bulun -
mus fonksiyon yerine konarak yapilacak ¢éziimden ¢
nin transformu olan f elde edilir., Transformasyon
kullanilmas:i 2= operatdriinii -¢A ile garpima ge -

: %
virdiZinden ¢esitli tiliretme ve integrasyon islem-

(*) Fourier Transformasyonu igin

#( 1} B[ o e
'ﬁ 2}ef(x)= —2-’; L Im)e"“"dz

sekli secilmistir., Bu transformasyonun 8zellikleri
hakkinda daha genis bilgi i¢in [9] s {10] ve
[18] e bakainiz.
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leri son derece basitlesmis olacaktarr.

Simdi
gg«'{};«}aﬁ (2.2.4)

olmak Uzere (2.2.3) denkleminin Fourier Transformu

?ﬁ_zzﬂh_z;éjylg,o (2.2.3)

olur. Burada (’ ), 4 defiskenine gdre tiirevi gbs-
termektedir. (2.2.5) de {Qﬂ ifadesi yerine konu-
larak, }-ﬁigi degisken doniigiimi ile,

}ﬂ? +zi} - 492 @u. (2.2.6)

denklemine varilir. Burada (%) isareti;—degiske—
nine gdre tiirev gdsterir. Bu denklemin ¢dziimi
[11], 2.105 den

fac,_é_.%e*ﬂﬁ3+cz—;—-%e‘ﬂi} (2.2.7)

bulunur. Bu ¢&6zim diizenlenerek

¥ = 2/;16‘1 ellﬂ/}_l_ 212C4 é-z/ﬂ} (2.2.8)

seklini alar.

(2.2.8) ifadesi ile verilen f’ ¢dziimiiniin birin-
ci terimi Fourier Transformasyonunun gerektirdigi
sartlari saglamaz. Ayni zamanda (2.2.2) den girile-
bilecegi gibi 4 fonksiyonu, birinci gerilme inva-
rianti1 oldugundan y-»o0 igin sifira gitmelidir. Bu
matematik ve fizik sartlar nedeni ile (2.2.8) ¢b6-
ziimiintin birinci terimindeki €y katsayisi sifair ol-
mak zorundadir. Dolayisiyla
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7= 20C3 -7 (2.2.9)
g

sonucuna varilir. Bundan sonra €z nin tayini ig¢in
Y-+ daki sinir sartlarinin tamamainin kullanila-
miyacafina dikkat edilmelidir.

Simdi f fonksiyonun elde edilebilmesi igin

(2.2.2) denkleminin Fourier Transformu alipmalaidir.
Bu transform

Fl{p}=F (2.2.10)

gésterilimi {ile )

$t-4*E = 49 (2.2.11)
denklemini verir. Bu denklemin homogen ¢dziimi

ﬁ,f' cse"“‘h-qe"""? (2.2.12)
seklindedir. Bunun bir 5zel 562ﬁmﬁ Lagrange'nin
Sabitlerin Defisimi Metodu (#*) ile bulunabilir.Bu-
na gore

b= D,e*™ +p, e (2.2.13)

'
+ +

tipinde segilirse JO; ve Ds¢ ifadeleri asagidaki
lineer denklem takiminin ¢bziimiinden bulunur.

+ 2l + ,
DJ eg 3'-}- D4€2m’}=r0 ’

2141 DF 2% - 210i0f 5 - 4F

(%)
Sabitlerin Degisimi Metodu hakkinda genis bil-
gl i¢in [12] ye bakinaiz.
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Dolayisiyla

elde edilir. Bu ifadelerden Dz ve Dy nin elde edil-
mesi igin 3 {izerinde integrasyon yapilmasi gerekir.
Bu integrasyonlar yapilarak

2/5{/02 o4
047 /[ 2

-4l$|I¢
- 2(;2[ & A f — 4(4/:1/;)]

FLLY

ve

7
2/AIC,

-- 26 3 (223)

elde edilir.Bu katsayilari daha derli toplu ifade
edebilmek i§in [13] sayfa 228 deki Eksponansiyel

integral : tanimlarindan yararlanilabilir. Buna
(*) o
Eksponansiyel integraller [13] de E(})cf a‘t‘ ve

,
¥
En@ﬂﬁjzi:—d% tanimlari ile verilmis olup,Tiirev-
7

leri

% En3)==Eny@) ;5 net2,3,-

ile bulunabilir. Ayrica
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gore

1AA
(2.2.14)

Dy~ -cxt 3 (22}
elde edilir. ¢@a i‘o Q,? oldufu diiglintilerek
o cge®™ vc,e ™ 4 [ £,(254) - £1anip)) cq &

- &y (28]

(2.2.15)

genel ¢&ziimii elde edilir.

§2.3. P Yiiklemesi Hali

§2,31.8Sin1r Sartlarinin Uygulanmasi

Burada (2.2.15) ¢dziimlindeki sabitler tayin
edilecektir. Bu maksatla sinir sartlarini ifade et~
mek gerekir. Bu sartlar 3=A/28 (4=0) ve jre (y+)
hallerinde yazailabilir., S8yle ki

3= A/28 (5-0) /j;fn . o =/}, P S(w)

}n A28 {y:O) %in z’;’a o
(2.31.1)

 Epug (3= .;— [.eT’-}Ea(Z)] i nedy 2,3,

rekiirans bagintisi da vardir.
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3»o (y-w>m) ierm t“.,-o

Burada {& » kalinligin sinirdaki deferi olup 4/A
dan ibarettir. J»eo halinde =0 sgarti,§2.1 de
kullanilan } Adat ig¢in =0 sarta ile (2.31.1) sart-
larinin {iglinciisliniin sonucu oldufundan, kullanil -
mamigtir. Yukarida g8riilen sinir sartlarinin uygu-
lanabilmeleri igin

Zya‘g{%}-g{j-"? 21}___;_22;

i1 172
Tay= $lt=¥{- £ a:a;}‘"z"?“@i

(2.31.2)

ifadeleri gerekir. Zy ifadesi § den kolaylikla

il B
yazilabilir, EQ icin %5 tiirevini almak gerekir,

Ei = 2/4ICs e}m}. 2N &V 4 2/8Cs E, (ﬁ’g—a)d‘w ¥

% (2.31.3)
14l

- 20ic, E, (433) €27 %1 2101, a,(!%) 2%y

(2.31.2) ve (2.31.3) ifadelerinden,(2.2.15) de g&-
ziinline alinarak (2.31.1),_4 sartlari ayni sirayla

-azc, eMVB _ aﬂc4 e-Aﬂ'ﬁ- - {; P

— ARI/B

¢y ™ _cqa =0 (2.31.4)

Cg +E (2m,A)Cz w0

seklini alir. DSrdiincii sart liginciiyle tamamen iis-
tiiste diigtiigiinden hesaba katilmamistar., -f,al/A "ko-

nularak (2.31.4),_. takaimi c¢dziiliirse
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P ~AN/8
Ca=- 2422 ©
AIA/B
C4=--2—:;1¢ (2.31.5)
P _AMAVB
Czﬂ e
2 (2124
2422, (232)

elde edilir.(2.31.5)45-¢c katsayilarinin (2.2.15)de
yerine konmasiyla @ ¢Szilimii igin

-

AIAl/8

P /s _-200lg & 12) 2
S - Rt
—AR
e - dog 283\ o2/l
‘T (Eﬂ’_‘) ( A )e ]
4 B8
A+8y

bulunur. Bu ifadede %= doniisiimii yap1larék ilk
defiskenlere doniiliirse «=A/8 olmak iizere

o

P [ oottty , Edl 28] iy

2427 E,(2/3lr) (2.31.6)
tog (1+L) o-1AC2msy) ] ‘
E,(20l)

gerilme fonksiyonu bulunmusg olur. Bu ifadeden ge-
rilme fonksiyonunun A degiskeni bakimindan bir
¢ift fonksiyon oldugu; dolayisiyla normal gerilme-
lerin de ¢ift fonksiyonlar olacagi, kayma gerilme-
si ifadesinin ise tek fonksiyon olarak bulunacagi
anlagilmaktadair. Burada (2.31.6) ifadesinin 4w
halinde limiti

bn §=-T 1+1aly) e (2.31.7)

w00

olur ki bu da levha kalinliZinin sabit olmasi ha-
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linde elde edilmis olan kl&sik ¢Bziimdeki (E.1.8)
ifadesinin aynidair.

§2.32, Gerilme Ifadeleri

(2.31.6) gerilme fonksiyonu ifadesinden geril-
melerin transformlarzi, (1.3.4)a_c gurubunun trans-
formlari olan

[

28

" Py?

M

2

[}
o N

] (2.32.1)

ia
CV}

M
«
B
1
W

&
[}
x\;,

ifadeleri kullanilarak elde edilir. Bu ifadelerin
uygulanabilmesi ig¢in f nin y defiskenine gdre
ilk iki tiirevinin bilinmesi gerekir. Bu igslemin her
iki ylikleme halinde kullanilabilmesi ig¢in @ nin tii-
revlieri asagida terim terim alinmistar.

Birinci tiirevler

2 e-”(’ = - /ﬁle—ml,
2

J i
9 [ E,[21lx+g)) @Y ]

_zlal(eu_y) o™ . A1 £ (203 Ny e (2.32.2)
7..,; £ (2ialg) © E, (23l)

e-Al2n+y)

[ (4+ ) E, (212I) ]
g eIy 1 dog (44 ) o Aas3)
S avg | L2l Gt £,(201%)
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ikinci tirevler ise

2

A
2y?
2" [Edgaitey] iy
> L E 2l ]
£ 2lAl%) (rey)2” ™ £, (2191

22 g e-1A2sy) (2.32.3)
w (208 2]

E (2 la)
4 e ~1AI(2xy) 21 -4l (Zaty)

Tty T E(2) | oty E,2/la)

~ (A 2ugy)
2 wd) e
+4 &?(4 ) E(ZMEQ

'Y _ gl

olarak elde edilir.

'] fonksiyonunun (2.32.2),_. ve (2.32. 3),
ifadeleriyle verilen terim terim alinmis turevleri
(2.31.6) gtzdniinde tutularak (2.32.1),_., ifadele-
rine gotiiriilirse gerilmelerin Fourier Transformla-
r1 agafidaki gibi elde edilir :

z .=__£_[ Ly, ELAAS) ny 2 e
.3

2Af Z,(214 Ia) oty  1ATE(21l)
~(Al(2x+y)
e ) e Pty ] (2.32.4)
+ 3 (" 2) e Z,(2001%) )
P _Aly E[zMKdﬁQ]my ) e - (AlCy
= e V4 =TT o4 =
23 ZAZ [ E,(2I$II¢) la( E,(20x) ]

) A2 ty) .
T o iPsgnh [e""‘(" E,[ 2/ x+y)] o, y)e T
b7 £ (2170) ‘g(“ =)=z

Son gerilmedeki sgn4 nin A IA=35972.2% ogiti1ipin-
den kaldifina dikkat edilmelidir. Burada, normal
gerilmelerin A ya gdre ¢ift, kayma gerilmesinin

ise tek fonksiyon oldufu gdriiliir. Bu da yiikleme-
nin simetrisinden beklenen bir sonugtur. Burada
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(2.32.4),_.. ifadelerinin a+e igin limitleri kla-
sik ¢8zime tamamen uymaktadir (Bak.Ek 1,(E.1.8)a_c).

§2.33. Sekil Degistirme Ifadeleri

Sekil defistirmeler igin (1.3.2),_, ifadeleri
kullanilacaktir. Bu ifadelerde biitiin katsayilar
sabit oldufundan bunlarin Fourier transformlara

o= Flad= L[2.vE,]
Ey=Fi&} = L[z,-vz,] (2.33.1)

Eygﬁ'{a‘ﬁ} = ;Z_%*_”). Ty

geklinde kolaylikla yazilabilir.

§2.34. Yer Defistirme Ifadeleri

# yoniinde yer defistirmeler « , ¥y yOniindeki
yver degigstirmeler ¢ olarak gsterilecektir.
(1.3.3), ifadesinin transformasyonu ile

*'{%EFE« (2.34.1)

bulunur. Bu ise
. 4 .
-iAU = —E—.' [Zx"vz:,]

buradan da

- : )] 1y
Psgn iy y EqL200(c 1y, e
U E/+We +(+w-—7575a;r_

24 IﬁlAE? At PR Al Ze2y)
+//+v)b;(4+§) e - =7 []
E 230)  o+y FAE (2

(2.34.2)
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ve benzer sekilde (1.3.3)b ifadesinin transformas-
yonu ile

ov
9:.{_59_}@ (2.34.3)
veya
Z.,~VZ,
'ag [’ <

bulunur. Burada gerilmeler yerine konarak

9y 2AEf £, (el Sy’
v o-litIsy) g, I
+ (A-a-v) &J(" + } TE  (ZiAl) = (a~y) IAE (2R]d)

VP [(4 )™y (o) ELZAA. oy

bafintisina varilair.

V ifadesinin elde edilebilmesi igin bu son
ifadenin y {izerinde integre edilmesi gerekir. Bu
igslemler asafida terim terim yapilacaktair. Birinci
terim igin

ng =f(A+3y)e ""Jg -Af"“""dq -I-ny 'Mz/y

-lﬂy

- Al
---ﬁe L, o€ g

ve sonug olarak

~Aly _
f——-,e{ a{9=-a¢,7e""’- B (2.34.5)

bulunur.
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Ikinci terim igin

. fa .,.33)54[215!](44-.9)] ew’c/y ( 2. 34 .‘ 6 )

=A f E,L2aesy)] ey o q/ yEL2lrs)le™dy

integralleri yapilmalidir. Once sagdaki ilk integ-
rali ele alalaim.

% E,[20l(asy)] = ~2/2] £ [2/0) @ty)]

ifadesi kullanilarak kismil integrasyon yapildifin-
da
fEJ olesy)le™uly = 1, £,[200619)e™ . 2 [£ [ty ™%y

bulunur. Sagdaki ikinci terime kismi integrasyon
uygulanarak

j;—, [24l(e9)1 ™Yy
7L
= L ELpHGp1e™ . 2, (2] €

[ 20AlGe Ay fﬁfzﬁ/(ﬂ'y}] aly
*4/5[ Nyt | ey Y

Ny

elde edilir. Sagdaki birinci integrale .
2.1 = )
29 2MIEA2&MQW] £, [2Alet+y)]

bafintisi ile kismi integrasyon uygulanarak

f E [ 28/ac+g)] e ™oly = "% E, [2/0] @sy)] &Y
v (2.34.7)
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-zlﬂl(u_y) g .
- % e B 4 f S o ¢ Y

sunucuna varilar. (2.34.7) nin sag tarafindaki in-
tegralin ¢6zilimii asafida yapilmigtar.

ey Al
4[/2/(«@]2 f LAl T2 Y

Bu integral Zdﬂ"“+y) dsniisiimii ve

'f_ez'_faf - %’_f_%;-g —-EQrEL) (2.34.8)

kisml integrasyonu g&zdniinde tutularak hesaplana-
bilir.

- Altzty)
e’mﬂhﬁ

_d
4[ itxry})* 2
_lﬁla

t
/Al ELa «ty]

/ﬁl

Bu ifade (2.34.7) de yerine konarak sadelestirilir-
se

fs,[zral(ay)]em’ dy (2.34.9)

= o E,L2diery)) e™ - L ELoiey]e

bulunur.(2.34.6) nin ikinei terimi igin

f Y E, [ 2140(a+y)] ey dy

]

integrali yapilmalidir. Bu maksatla Iquéy
biliniyorsa

'/:'/"{Wy =q/;'(‘/’47-_/.[/f:7y)°!9]°9 (2.34.10)
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kismiI integral bagintisai kullanilarak ve

Fly)= E[Zlﬁl(a+g)] e~Wy . alinarak (2.34.10) for-
mulunun sagdaki ilk terimi (2.34.9) dan elde edi-
lir. Ikinci integral ise asagida yapilmistair.

f [ /.;;, [ 21y} e’“”dy]a.,

£ Laliweg € "y - L [ [ialleen))ey

e~ 20IGr ) gty
a+y

1/
=335ﬂzamuyﬂe

= :,{i, £, [ 28kryj] ™ - 4 L—:,[/ﬁ/tu ") Palan

- iz Ey[ Allary)] &M

Bu sonug¢ (2.34.9) ile birlikte (2.34.10) formulunde
yerine konarak

f gg[m/@y)]e""dy - 7%7 E,[20049)] Y
- E", E[ Allarg)] =" o Zl% E[210tx+y)] e'™ (2.34.11)

+ 31% EL el Ple 5% £, [ ltary)] e~ P

eilde edilir. Boylece-gz ifadesinin ikinci terimi-
nin integrali (2.34.9)%ve (2.34.11) sonuglarinin
(2.34.6) da yerine konulmasaiyla

f 54[«2@/@*&)7 S,

; I Ay _ -
w{ EL2plery)] o W’ Efiieg]e (2.34.12)

+ 2 E[28lerg) ™ + B £ lllary] ™
+ B B[ Aley] &
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geklinde elde edilmis olur.

Ugilincli terim igin 8nce agsafidaki integralin
yapilmasi gerekir.

f g4+ 2) MBSy < = . 0 o

sy~ 55

A dy
~m €

£y fonksiyonunun tanimi gdzdniine alinarak bu so-
nug

Jeg(1:2)e =04y | (2.34.13)

.-lﬂ'f&ﬁy)dy (44 [lal‘«-oy)]

d’
7&7 Tial

seklinde ifade edilebilir. (2.34.10) ifadesinden
yararlanilarak yukarida yapilanlara benzer iglem-
lerle asagidaki ifade elde edilir,

/ﬁ"@(‘“‘ y)e-lﬁl(sz,y)d‘y

o~ AIary) o~k
""‘?U &g (1+ 9}- e Elilei]
(2.34.14)
- L gy 2 2)- 4 " g LIGe)]
;z & £, L Alesy ]

Uglincti terimin integrali (2.34.13) ve
(2.34.14) den faydalanilarak asafidaki sekilde ya-
z1labilir.

Jﬁ%‘ﬁy//hgjé'm“bw”4y

4 Y -/AI(IJ-U) 4 —IﬁﬁlE A
g (= “a ¢ (2.34.15)
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%@ﬁé}fw(my) _53; - 1A E, [ltecs))

D8rdiincii terimin integrali ¢ok kolay yapilabilir,

— 188 (fusy) 4. & DN Zrsy) _
dy == 2.34.16
f AT ( )

Simdi V ifadesi,(2.34.5),(2.34.12),(2.34.15)
ve (2.34.,16) kaismi sonuglarinin (2.34.4) deki kat-
sayilarla garpilarak toplanmasi ile agagidaki se-
kilde elde eddilir.

Va_P [_ 49) ¥ _- B04+) =y
2AE i 22
f4+v) Ed2iaeg)] e quy) Eftiesy)e™™
Eax) A E ()
B4+ J[ﬁlﬂlé:w.‘l)]e""i"L B4+ g,[wm,)]e
+7—L +
£,(2/0k) X Ee
o B0) BlPlpalle™  (100) toglr L) M= e HBy (3 34 .17)

T g & (2i)
tav) Bl Mlesy)] e~ gmy Golie Pt
£, (2] £ (2/0k)
_ Bw) Bl Meyfle ™ $[4~w) E, [l Besy)] P
A= gunm) 7 £ (o)
2v8 e-—lﬁ/@#j)
2 Em) ]* %)

Bu ifadede g&riilen. F(A) , ¥ izerinde yapi-
lan integrasyonun sabiti roliinii oynayan Fourier
Transforme edilebilir bir fonksiyon olmalidir.Bu
fonksiyon y nin sabit bir deferi igin belirtile-~
cektir. Bu sabit defer yspe segilirse digfer biitiin
terimler sifira gittifinden \

V| ype =0 (2.34.18)
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gsartindan

FA)=0 (2.34.19)

elde edilir., Bununla birlikte gerekll sadelegtir-
meler yapilarak

V- _&-...'[_m o _ B(te) -l

ZAE | nif 2¢
) Eenieege™ 204+ Eqlikesy)) e='
g £, (2/0ke) M E(20)
¢ +§K&ﬂ.éﬂ}WM"wﬂemy‘_ZBMﬂﬂiQUM%yHJA“
gz E'(zm“’ 22 5467/4"] (2 .34, 20)
(4-+v) Y a-1A(2ey) B(4+v) P o~ Hitsey)
-2 loaf4+ 2 - L _ il
alf bl f“/ £k R blnz) E,02/w)
+ JVB ’ e-lﬂl&ﬂxw)]
a2 E (2/9/x)

sonucu bulunur.

Pratikte U ve V ifadelerinin y=0 daki
deferleri Snemli olmaktadir. Asagida Z,[-a ve
wa o ifadeleri verilmisgtir. J

U] o Pand [(”4+v)_ 2 ] (2.34.21)
y=0 iE Al xﬂﬂEl(ﬂNd)
V],.= —”-[- 4y E@BIe ™ gy £ aiee™
y=0  EL «“* L nn) 2l E 2]
. v e—zﬂlx]
Y 2R E A

(2.34.22)

(2.34.21) ve (2.34,22) ifadelerinin a»oe icin bu-
lunacak limitleri Ek 1 de elde edilen (E.l'.13)a b
ifadeleriyle aynaidair. ' ?
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§2.35. Gerilme ve Yerdefistirmeler Icin Ters
Transformasyonlar

§2.32 ve §2.34 de elde edilen X, ,Z,,Tuy, U|ye0
ve Vl,.o ifadeleri sirasiyla 0, 0y, Tuy 8€Tilme-
leri ile Uy vVve ®|yso yerdegistirmelerinin
Fourier Transformlaridir.Bu kisimda bunlarin ters
transformasyonlarinin yapilarak gerilme ve sinair
yerdegistirme ifadelerinin bulunmasina galisilacak-
tir. §2.2 de verilen ters transformasyon ifadesine
gdére Z(Jl,g) herhangi bir transform fonksiyon ol-
mak lizere /m&dﬂ fonksiyonu

)= L ﬁ(ﬂy)e'a‘dﬂ (2.35.1)

integrali ile elde edilebilir. Bu ters transformas-
yon integralleri bizim problemimizde daima ¢ift ya
da tek fonksiyonlara uygulandifindan

édaag as Am - € sn Im

bagintisi gdzdniinde tutularak ¢ift (simetrik) fonk-
siyonlar icin :

o0
Py = %fi{jd)mﬂzﬂ (2.35.2)
-4

ve tek (antisimetrik) fonksiyonlar igin

[ -
for)=- L f 7(2,y)sindoc A (2.35.3)

sekline ddniisiir.

Agagida ters transformasyon integralleri igin
gegen integrand tipleri ve bunlarin A=0 daki 1li-
mit deferleriyle A+»> igin asimptotik.ifadeleri ve-
rilmigtir. Bu ifadelerin verilmedigi integrallerin
kapali olarak yapilmasi miimkiindir. ‘
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: A=0 A-roo icin
e Integrand Limiti | Asimptotik Jferde
L e @ g — —
% @EZ((ZZZ]@% i 7 |
o | Sy = | ame¥
Z, —f;z——%‘yi- Fire o he?

Yukaridaki tabloda verilen integrandlarin geg-

tigi ters transformasyon integrallerinin yapilas
sekli asafida sirayla incelenmigtir.

Z; integrali [14] sayfa 14 ve 72 den

oo
c - Y
= Cos A d2
g Jo T T T

gseklinde elde edilir.

(2.35.4)

(2.35.5)

Z, integrali ig¢in A=0 daki limit deger 4 ol—

dufundan integrandin deferi

& \o-%
a+y

asimptotik ifadesiyle kiyaslanarak yeter yaklasim
elde edildigi bir B deferi bulunarak,
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8
= [ 24(at+9)] Y ] (2.35.6)
fff S & s dA 4 & i

seklinde ifade edilmisgtir,. Burada 8 nin Yy 1le de-
gigtigine dikkat edilmelidir. Saf taraftaki ikinci
integral kapali olarak yapilabilir. Biringisi 1ise
Filon'un sayisal integrasyon metodundan (*) yarar-
lanilarak hesaplanacaktir., Benzer hesaplama meto-
du ile

5= f 54[”(“*“”] E28E 9] (% indx dA + x (2.35.7)

ufy u%g

ters transformasyon integrali de elde edilebilir.

Tabloda verilen Z} integrallerine ait integ-
grand A=0 halinde sonsuza gitmektedir. Bu tekillik
integre edilebilir bir tekillik olup bu integras -
yon igin asafida agiklanan usul kullanilmisgtair.

e#wﬁﬂd

= [ €7 T o-tAx (2.35.8)
1 J lﬂ/E‘,(zlﬂb)e 2
integraline
e-ﬂlNa
_4_( Elfm’d): _..——Ial__..._ sAnﬂ
R Z 20k 2

bagintisi diisiinilerek kisml integrasyon uygulanirsa

J p n -y ey
L=~ [d{ gl £ i} e aa

()
+ Bak. Ek 2
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— ly—i%|”

=00

=.-4?[ER2ﬂMU§mﬁe

og ' .
+ fg? L& 2tk LsgnAe™ M=% 149

- 00
elde edilir. Bu ifadede (’) isareti A degiskeni-
ne gdre tiirev gbstermektedir. Bu yvazilis geklinde
i1k terim sifardair. lkinci terimdeki integral iki-
ye pargalanarak

Z,={ 4yl5, 220 e2-1%1 10 M gL £, (290U ¥ 1
43 ”7

== @- "‘.)/'@[E -22a)] ea’""'dﬂ (.‘,.,,,,,.)/‘&; [£,(20a)]€ A==
..7'“f 47[5.,(2&)] eM+yg_ (t/{-'tx‘)/-@fﬂ(ﬂaﬂe’,y"h‘/ﬂ

‘veya

If=- 2y gt 230) Voo o - 2y L el en
o 0

(2.35.9)

seklinde yazilabilir.

Burada L; semboliiniin kullanllma31n1n sebe-
bi (2.35.8) ifadesinde e~*% hari¢ integrandin
¢ift fonksiyon olmasidir. Bu durumda e *#*
ifadesi easAz 1ile degistirilebilir. J; igin ya-
pilanin tamamen benzeri islemler yapilacaktair.

-

‘mnzmw
f LS e' 'hdﬂ
AT

integraline
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e..zlﬁla

7] (’7 & £, (2/Akt) gt

ifadesi ile kismi integrasyon uygulanarak

1o [dttgieamn)e ™o
%oo - w
Y ~FAlyg~idnq’
= ‘@[E,W/d)] c—ﬂb—taul +./‘&7[54mw][e Ry ]J)

-0

bulunur. Burada ilk terim sifir olur, ikinci intege
ral

[ 4
o AL RO M e

=-yfegtriamilons - bz ke 0>

geklinde yazilabilir. Bu ifadenin diizenlemesi ile

[ o0
lj=.z§yﬁgr£,(zaa)3e- sin AcfA -Ziaf(gﬁmd]e’”thﬂ (2.35.10)
0 0

elde edilir.
Goriildigi gibil 1: ve l: integrallerinin he-
sab1 (2.35.9) ve (2.35.10) formiilleri uyarainca asa-

gida g8sterilen i1ki integralin hesabina indirgen -
mis olmaktadair. Bu integraller

Iy= [I?EE,(Z%)]e'@MﬂaJﬂ (2.35.11)

I,= [4755(24‘)]6’"’-”*9*& (2.35.12)
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olarak adlandirilacaklardir. Her iki integral ig¢in
integrasyon (0,€), (€,B), (8,) olmak iizere ii¢ par-
gada yapilacaktair.

(0,€) aralagi igin kiigik 4 lara tekabiil eden
agilimlar kullanilacaktir. (£,B) araliginda integ-
randin kendi degeri ile Filon metodundan yararlani-
larak sayisal integrasyon yapirlacak, (B,o) arali-
finda ise asimptotik agilimdan yararlanilacaktair.
Integrandin sifir ve sonsuz degerlerinde gegerli
olacak agilaimlari J, ve J, ile g8sterilirse

£y [£,t22))

ifadesi di¢in [13], 5.1.11 .den

T = &g (- -églﬂac)('f—ﬂy)

bu ifadede  &g#-¢ olmak iizere bir 4 sabiti isin
ig¢ine sokularak

T = ég[&}(?ﬁ‘)]('l—ﬂy) (2.35.13)

elde edilir.

A nin kiigiik degerleri ig¢in ws2x1 vy
sin dz = 2% alinacaktir. (2.35.11) ve (2.35.12)
nin integrasyonundan 8nce, 4 nain biiyiik deferleri
i¢cin gegerli asimptotik ag¢ilim hesaplanirsa [13]
5.1.51 den

~ e
E(g)= :’;.

oldufu dikkate alinarak
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= e-ﬁa) - Ay
o %?( 23x €
veya
T = (2ot - b9 2%) €™ (2.35.14)

elde edilir.

Gerek (2.35.11) gerekse de (2.35.12) integral-
lerinin (0,€) aralifinda deferlendirilmesinde,
(2.35.13) den anlasilabilecegi gibi

I;vm‘_[%[éi(z_z:f A
I,,,ffﬂ,é?[&;(u—b-)]clﬂ (2.35.15)
Jyor,s = f *4lhy (zTif’l)]‘a

integrallerinin yapilmasi gerekir. Her ilig integ -
ralde

=2 ot dAat
sz&:a,ﬂ”‘ zh

doniiglimi ile (2.35.15) grubu
/ Qk€
Lyar,s= zti'f“?‘?%“’t
"’%7?# (2.35.16)
I"""M’ ,f ¢ @(7 44t

halini alar. Simdi bu gruba

70’,28
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-v
@%=0 ¥ {=e_o » Jf‘-e Jv

d6niigsimii uygulanarak
=
IY""'-E:.—I:"_[ e lgvdv
) bg(1/2uke)
(-4

. 1 —2v (2.35.17)
Larj2 = e Lygv o
7 et oy C1/24)

) S ”e"""’.ép v Jv
yon3 ' 203L3 7]
bgC/2xc)
elde edilir. Bu integrallerin yapilabilmesi icgin
asagidaki kismi integrasyon islemi esas alinacak-
tir.

60 ' bd gor v
./;' Jyvdb=hn%-€m" ”'+€%./éir—d“
%{4/2.&; ) ﬂ,{l/ld“) % (4/20kE)

N ’;"[(2““) "y 47&15 ]+ % & [‘7(1:/:5)]

Bu ifade (2.35.17) integrallerinde n=4,2,3 igin
kullanilarak

Am4=849%#2£?0+2£E”5[4?&£tﬂ]
Z”""{@‘;(z‘ﬁ?)*‘at?ﬁa[z%)] (2.35.18)
Lt £ by el s B4t ]

(0,€) araliginda JZ3 ve Igp integrallerinin sonug-
lara (2.35.18),_ . ifadeleri g&z6niinde tutularak
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(0¢)
L, = Lens-9XLyar
3 = SymaTdlyend (2.35.19)

-Z,zz = *Iyur.z-"‘.‘/z)ﬂff-‘
gseklinde verilebilir.

Iy ve I3 integrallerinin (B,») araliginda
degerlendirilmesi asafida yapilmigtir.

Is‘f'a.' j(-zdﬂ-lgﬂa)e'“’moax oA (2.35.20)
8 '

veya

g =
(9,0-'):- u.fﬁ cos An A -f@(.&xﬁ)e’ ©wo9add (2.35.21)
8

Bu ifadenin saf tarafindaki birinci integral [15],
2.667.6 formiiliinden elde edilir. Ikinci integral
ise agagida degerlendirilmistir.

Ikinci integrale

Jd [ e (~yeosAx +xsin A%¢)

3-7 ]= e- aycosa%

x%+y2
0oldugu diisiinilerek kismiI integrasyon uygulanirsa
@
./Qfayéyczhda»ﬂxdﬁ
8 Ay( oo
€ I(-ysinAn+ 5 easie)
bog (2uR)=— o (2.35.22)

o0 -]
Y f e"‘_’wau Jda - z f e'a-’.ﬂ'nﬂz 44

elde edilir. Difer taraftan
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d [ s y.vnﬂx-uusa'x)

i ] e ﬂhﬂx

x%4y2
0ldugu diigiiniilerek

JﬁiQQQBanhwazd&

s & (.‘y.rmﬂn zmﬁz)

= log (23) (2.35.23)

‘z_'_ﬂ.
Xty 8

R o, Q i?<w a
z e Yosax o e on Ax
g [ A =g 2 A

ifadesi benzer sekilde bulunur.

Gerek (2.35.22) gerek (2.35.23) ifadelerinin
hesaplanmaszi

o0
2 . ! —AY
fe A cosAx A, fe I sinAx J2
8 ﬂ I8 A

integrallerinin deferlendirilmesine indirgenmis
olur. Asagida bu integraller iizerinde galisilacak-
tir.

(-4

f”“;aﬂ« i = fiﬁﬁ_waa‘dh fm;ﬂxaa
f"‘e pic wsdedd +f 128" msdnda+ a”ﬁ“ L87% 44
2 ) 3 )2

yazilabilir. Burada ilk integral [15], 3.951.3
den alanarak,sonucunun ise Ci (Bz)
fonksiyonunun tarifi oldugu ([131,5.2.27) gdzdniine
alinarak
‘ 8

oo .
Y,
fe c;rﬁ% dﬂ=’é"é§'(4+%> Ci(sﬁ)+f ) 4’-‘“*""(2 35. 24)
% 0

bulunur.(2.35.24) deki sonuncu integral Filon Me-
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todu ile deferlendirilecektir. Burada
A»0 3

olduuna dikkat edilmelidir. Bu integral {izerindekdi
igslemlerin benzeri uygulanarak

. - A ein ”4_8’43
j_?._i“_ﬁ Ja = _f.—-.rinﬂ«dﬂ
A 2 [ 74 A ad
B - .
t/iilgiyahﬂada t,ZQ%&Ldﬂ
0 8

yazilabilir. Bu ifadenin saf tarafindaki ilk Integ-
ral [15] , 3.951.2 den alinarak, sonuncunun ise
8i(Bx) in tarifi ([131,5.2.26) oldufu gézdniinde tu-
tularak

00

-]
=AY sinAx . - .
'4‘2—7——451:—“?%_ of.(Bq)-p‘ltz—m 9\@42(2.35.25)

elde edilir. Burada da sununcu integral Filon Meto-
duyla sayisal olarak deferlendirilecektir. Yine

- Ay
bm (4-¢ -
a-»o( a ) 4
olduguna dikkat edilmelidir.
I(BP)

Sonug¢ olarak 9 - 1lg¢in (2.35.21),(2.35.22),
(2.35.24),(2.35.25) ifadeleri birlestirilerek

(8,09) 7 BY (€08 B - 2stn B )
I3y = (2"8*"32“5’[3 (yx"-l-g: : “]

(&% (ot B +  asmBr _ & (—ysinBr +xco2 Bx )]
] I 0w St R

L |_4 (44-12)—61(3*) +f84~;a’ 0o An dﬂ]
whog|~ 7 G\ 2 *J 3 '

(2.35.26)
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8
-4y -
z [ Y 4™
- z&g‘-[ arc?.% 24 (Bx) 4+ -[ 7 smﬂxdﬂ]

bulunur. ,

I8  i¢in [15], 2.667.5 ile (2.35.23) ,
(2.35.24), (2.35.25) ifadelerinin sonuglari diizen-
lenerek '

;&Wﬂﬁﬁﬂx-ﬂwﬂhd]

[gf‘”ﬁ. (2B +dog 2:48) [ T

+2~yre—3y(—g:h Ba ~xcas 3«)] 2«:[ & (—ycasBu ; xSinBa )]
L (x%y?)* a%ey%)

B
2 . y 4_e'ay
v [ #op(re B 0w o157 e
B ~A i
A [_ arcty L _ 4i(8x) t/' T ’mzxaz]

x%y? A

(2.35.27)

elde edilir.

(2.35.26) ve (2.35.27) nin incelenmesinden
her iki formiile (2.35.24) den gelen kismin x=0
degeri igin sonsuz verdigi gdriiliir. Aslinda asagi-
daki limit iglemi Ci(Bx) in sonsuzlugunun logarit-
mik olmasindan dolayi bu deferlerin sonlu ¢ikmasa
gerektifini gdstermektedir.

x>0

£om [_ $o(1+L)-c (.Bx)]

x>0

o bm [--zi 7] ( '1-3 c«‘\«f/)- C’z’(Bx'}]
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fn[-5 4 L- - sty
. fyu-byy-d-lyB-lye
a:—&—%?Ey

Su halde (2.35.26) ve (2.35.27) formiilleri x>0
i¢gin gegerli olup, =0 di¢in bu ifadelerde

-4 & (1+ £ ) Ci(8=)

yerine =
fro[-%&?(4+_i_:)wa(Bx)]r.--)‘-l?Bg  (2.35.28)

konmalidiz. x=0 , y=0 ©dzel halinde tekillik kay-
bolmaz bu ise beklenen -bir sonucgtur.

I; integralinin degerlendirilmesi (2.35.9) ve
(2.35.10) ifadeleri uyarainca I ve I3 integralle-
rine indirgenerek

I$= 1,(0,‘) %[i;lzwe—a‘yd\fﬂﬂcm +I;Bd (2.35029)

(B.a»)

b I;:' ...fAyEE(M‘)e MsuAxd) + I (2.35.30)



39

seklinde ifade edilmistir Burada Imﬂ (ﬂve -
Z79  (2.35.19), y . L= (2.33. .265, L™ ise
(2 35 27) den alinacaktair. Lﬁm') ve ,Lé&d

difadelerinin kullanilisinda (2.35.28) de verilen

limite dikkat edilmeldidir.(2.35.29) ve (2.35.30)
daki integraller Filon Metodu ile sayisal olarak
degerlendirilecektir.

s

Son olarak Jf ve I integrallerini ele ala-
lim., Bu integraller igin integrandlarain asimptotik
ifadeleri bu kismin basindakl tabloda

2al e-ay

seklinde verilmistir. Buna goire
o0
- Alletsyg)
Iﬁi/k = casPx oA
4" Jp Ef204) (2.35.31)

oo
5= [ Gnaedh
2 ) Es)

integrallerinin degerlendirilmesi

3 (4
1‘;: f Caletiticid easaxdA + 20 [Ae Moasindd

£if2hn) B oo (2.35.32)
8
- Eimi sniwdd + 2 f e Msin IncdA
¢ £, (24x) /
seklinde yapilacaktair., 8 sayisi
~ACZot+4)
£ zape®
E,(Da)

yaklagimini saglayan A deferini g8sterir. Bu de-
gerin hesabindan sonra (2.35.32), 4 nin ikinci par-
galari [15], 2.667.6 ve 2.667.5 *formiillerinden
kapali olarak integre edilebilir. Birinci terimler-
deki integraller ise Filon Metoduyla niimerik ola-
rak yapilacaktir. Buna gdre
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s .
I¢ f @aﬁ(ﬁr-ﬁ,"ﬁ e B S 4 [ 208 é—aﬁ(_gmﬂtqﬁmin?z)

4 Eha) aiy?
2@@@'3’{19@‘3‘* +23n Bx) . ‘z“e-’.’(_y_msx-uderz)]
212 2 2
(x*y*) es’) (2.35.33)
A P
& Zﬂd} ﬁz.,yz
. @y g-@(aymsx—zwgc) . Zu e’*{—gﬂgxﬁmh)
(atet)* (x*+y%)? ]

bulunuwzr,
Buraya kadar yapilan galismalar sonucu olarak

(2.32.4) 4., ile verilmis gerilme transformlarindan
gerilmelere gegmek mimkiin olacaktir. $8yle ki

[

s[4 L - L+ () 5]
ag--zgaz-[lf¢-lz4—&7({+§%)I:]
Cay= 27!14-{ [I I.Z +£§( %) ]

(2.35.34)

Burada 0y ve 0y ,¥in ¢ift fonksiyonlari, Cay
ise 2 in tek fonksiyonu olacak sekilde x<0 bdlge-
sine devam edecektir.

(2.34419) ve (2.34,20) de verilen yerdeZistir-
me ifadeleri esasen kldsik elastisitede dahi haki-
kate uygun olmadigindan bunlarin o-wee limitlerinin
kalinligi sabit haldeki ¢dziimle listiiste digtigi
gésterilmekle yetinilecektir.
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Lim 01  Psgrd [ 14Y 'th ]
a-»® 3:0 i£ /A[ ﬂz e-zﬂu
2/l
oetp(G) s

Bunun ters transformasyonu [13], 5.2.26 dan

oo
u ‘ycaa—_’%i(-;f) [_s':aa_'t_dA

¢M’ﬂ

ul‘,cﬂaa 4{0)

seklinde elde edilir. si(O)--% yerine konarak

PlL—-v)

= 2.35.36

o= 22 ( )
bulunur. Bu da kl8sik ¢8ziimle listiiste diiger.

simdi V fonksiyonu i¢in benzer islemler yapi-
larak (2.34.20) den

fm“
Ml
&m Vl _204+y) 1Al & )
o0~ 21:‘ Al Te-2Aa
e 2127
e - 21200
20+v) P« w2y €
T TadRT T g-ahk € «ﬂ‘ oA
2/l zmm
2P . 4. .
& ly:o “E nl (2.35.37)
bulunur.

Bu ifadenin ters transformasyonu ig¢in

d W
fw e dA
oo

integrali yapilmalidir. [16],sayfa 361, 27 den
yvapilabilir.
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o0

A il - .
[ s - 2p- 2ty inl

ve buradan da

2P 2.35.38)
ol'ym:? (Jﬂ+_[7/¢/) (

elde .edilir.

Bu b&liimde yerdegistirmeler ig¢in bulunan 1i -
mit ifadelerinden (2.35.36) ve (2.35.38) ifadele-
ri sirasiyla Ek 1 de elde edilen (E.1.17)a ve
(E.1.17)b ile ilistiiste diiserler.

§2.36., Sayisal Uygulama ve Diyagramlar

(2'35'34)a—c ile verilen gerilmeler ig¢in fikir
vermek amaciyla bu b8lliimde bazi sayisal uygulamala-
‘ra ait sonuglar verilecektir.

Bunun ig¢in

fey) = A;’ay (2.36.1)

kalinlik degisimi fonksiyonunda A=4 ,B=4/40 alinacak-
tir. Bu durumda «=40 olur. Bu 8zel halde levha pro-

J/sm
40/
72

%
,I d . ¥ (g Wmaks® g Cmakd = 5

-4#—‘

._ww;__+_'

Sekil 2.36.1

40
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filinin ¥ yoniindeki degisimi $ekil 2.36.1 de gés-
terilmigtir. Bu levha igin y=q4 ve Y=t kesitlerin-
de 0y ve Twy diyagramlari ile 2«0 , ®=f ve x=40
kesitlerinde 0Op ve Zuy diyagramlari ¢izilmistir
(Diyagram 2.1). Biitiin gerilme diyagramlarinda
(2.35.34) ifadelerinden elde edilen degerler

Gerilme

P/ 2x

oraniyla gdsterilmigtir, Kargsilastirma kolayligi
bakimindan kl8sik ¢O8ziimden elde edilen gerilme so-
nuglari her diyagramin lizerine kesikli gizgilerle
iglenmigtir.

§2.4. G Yiiklemesi Hali

Bu yiikleme hali daha 8nce de acgiklandigi gibi
bircok noktalarda P yiiklemesine benzemektedir.Bu
nedenle bilesenlerin pek gofu P yiiklemesinden ali-
narak bu b&liimde tekrarlanmiyacaktir.

§2,41. Sainir Sartlarinin Uygulanmasi

§2.3 dekilere benzer olarak sinir sartlara
asagida verilmistir,

JaA/ZB . (y-::o) igin (75’-0
A28 (ys0) kin 2au= L, A8
I 75 ~ f (2.41.1)
g (y=»e)  ian oy =0
G (y—»o2) icin Cay = 0

Bu b&limde de £, , kalinlak fonksiyonununugho
daki degeri olup 4/A dan ibarettir. gso daki ou=0
sarti §2.3 de agiklanan gerekgglerle kullanilma-
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mistir, (2.31.2) ve (2.31.3) ifadelerinden ydrarla-
nilarak (2.41.1),_4 sartlari ayni sirayla

1Al/8B _AIAI/B
e’ Cg+ e Cs =0

Mg eV ¢, _ inteond &My = 400 (2.41.2)

ey + E,(Z’;”A)cﬁo

seklinde yazilabilir. (2.41.1)4 ile (2-41-2)c gart-
lari birbirinin aynidar.

(2.41.2),_, denklem takiminin ¢Sziimiinden kat-
sayilar

@sgnA _ A8
= e
3" ziaAx2
<, .—._%ew‘” (2.41.3)
@;‘9”2 e—-AMVB

a2 =" g
ZiAAZ 51(%’1‘;}

olarak elde edilir. Bunlar (2.2.15) ifadesinde ye-
rine konularak gerilme fonksiyonu igin

~AIA/B
é = a n Qz [_ A,WBB-Z,N} + e—'m—“- E, (4/”3)82”)
2AX 54

A8 (2.41.4)

e 283 _2ﬂﬂ-]
e 7 (3

ifadesine varilair.

Bu ifadedeki g§9m4d garpani fonksiyonun tek fonk-
siyon olmasini saglar. Bu fonksiyon 420 igin +4 ’
2<0 igin -4 deferini alir.Dolayisiyla 4/sgnl=usynA
yazilmigtir, '
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(2.41.4) ifadesinde ;.yerine Y degigskenine
d6niilerek «=«A/8 olmak lizere

gaGma ] o, ELA) iy

z t
2iA3 E,(2/le) ) sans ] (2.41.5)

+ by (145) 5 £, (2101

elde edilir. Bu ifade incelenirse gerilme fonksi-
yonunun A degfiskeni bakimindan bir tek fonksiyon
0ldugu dolayisiyla normal gerilmelerin tek fonksi-
yonlar , kayma gerilmesinin ise bir ¢ift fonksiyon
olacagi gdriilebilir.

(2.41.5) ifadesinin awsemicgin limiti

bm Jo 882 Ny (2.41.6)
u-ﬂoé ¢ial Y

bulunur. (2.41.6) 1ile Ek 1 de elde edilen (E.1.18)
ifadesi gakigmaktadar,

§2.42, Gerilme Ifadeleri

Bu yiikleme hali ig¢in de gerilme ifadeleri
(2'32‘1)a—c bagintilarindan elde edilecektir.

(2.41.5) deki fonksiyonu kullanilarak gerilmeler
~INI(2ney)

Z:==a£”“ —Aly EJZMMMaHIJuL 2 e )
ce=ziag 1 E,(zlﬂlcz)— a+y (Al E2IAle)

*b?i(" &) Z, (20w (2.42.1)

2, B[00 EL]) gy Caiiiniel Catiy
- 2&A{ E, (2194 E,(MH)
[ -Aly_ E,[2A+y)] A &3(,_,_ Y ) gy ]
Tay= 227 E{20k) E(2fhler)

seklinde hesaplanir. Bu ifadeler igin yapilan ara
igslemler §2.32 de yapilanlarla ayni oldufundan
tekrar edilmemistir. Burada, normal gerilmelerin



A ya gdre tek , kayma gerilmesinin ise ¢ift fonk-
siyon oldufuna dikkat edilmelidir. Bu durum ise
yéklemenin antisimetriklifinden beklenen bir sonug-
tur.

Bu bslimde elde edilen (2.42.1),_, gerilme
ifadelerinin a»e halindeki limitleri (E.1.19)5_.
ifadeleriyle iistiiste diismektedir.

§2.43. Sekil Degistirme ifadeleri

§2.33 de oldufu gibi (1.3.2) ifadelerinden
yararlanilarak

Ey= -—'[Z —"zg)
E,= -Z_-[z,-vZJ , (2.43.1)

21+y,

seklinde yazilabilir.

§2.44. Yer Degfistirme Ifadeleri

Burada da # ydniindeki yerdegistirme%er U,y
yoniindeki yerdegistirmeler v»olarak adland1r11m1$—
lardar.

§2.34. dekine paralel diigiincelerle (1.3.3)
bagintisainin Fourier transformu allnarak,(2.43.f)a
ve (2'42'1)a,b ifadelerinden

EL2819] iy

U = ._a,__[_(»fw) A U+ e .
E,200l) - (2.44.1)

2MIAEL

2z -~1Al(2Z +y) _/Al(zu_y) ]

e Y
a+y  jAl E, (2l +w) &?/ ) E,(2{n)
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elde edilir. ¢*¢ yerdegistirmesinin transformu olan
V ig¢in (1.3.3)y bagintisinin Fourier transformun-
da (2.43.1)y, (2.42. 1)a,b ifadeleri yerine konu-
larak '

AV __ Qi [ 4e9) € ™% (14 ‘,)54[2/%(«'4/)]6/“

Y ZiAgf £,(2/1%)
g o—AllBery) (2.44.2)
_2v_ &M y
2w i B ) ]

elde edilir. (2.44.2) den V 1ifadesinin elde edil-
mesi y deBiskenine gdre integrasyon iglemini ge -
rektirir. (2.44.2) ile (2.34.4) ifadesindeki terim-
ler birbiri 1le ayni oldufundan burada da §2.34 de
yapilan integrasyon islemlerinden yararlanilacak-
tir. Sadece (2.34.5),(2.34.12),(2.34.15) ve (2.34.
16) kismi sonuglarinin (2.44.2) deki katsayilariy-
la garpilarak toplanmasi ile

Vo 882 [@w) &y BUY) Py
A2

ZiAE W
+ @) E;[20006e+y)] o™ _ a+) E,L1AlGsy)] e—wa
GBI E,r2100) A £,0i)
o Bury) EL2006i4y)] My, B+ L[ iAlec+y)) o
42 E (2/3x) A E2t)
$(4+v) E,[(Alecty)] .—Ml« (4+v) 4?(4 2 A (2.44.3)
AT Leaw oy £(2/ﬂla)
_ 1+ ELMG+91] e_v/ﬂt B(1+v) 43('# o A +9)
Al Egl2lAke) X2 £,‘(zm9

B EL0Ied) v BlAw) ELAI)] il

A2 E (20kd A2 £ (0l
2v8 e4mw%ﬂ]
N ey L

ifadesi elde edilir. Burada F(4) , integrasyon sa-
biti roli oynayan bir fonksiyondur. Bu fonksiyon
Yy nin bir sabit deferi igin belirtilmelidir.Bu-
rada da y-»ee igin diger biitiin terimler sifaira
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gittiginden sonsuzda yerdegigstirmelerin sifir ol-
masi F(1)=0 ile miimkiindiir. Gerekli tdplama ve sa-
delestirmeler yapilirsa V igin

Va- _‘Z‘?L"_[@V) oy, By
2‘ .

ZiAE | muf
aev)  ELAICAS] Dy 204+9) ELANAD)] it
%—fr E£(211a) AP £ 200
B0 ELICs9])  my_ 28(14). FAVIZIB e (2.44.4)
"2 T B 2Lk
) ~Hl(2e15)

_bsv) g1, 9y 3{4»’) 9)é
Gr o) Eam ) g

b, 208 ‘ e-m‘d) ]
) E(2w)

sonucu bulunur.

Pratikte O6nemli olmasi bakimindan U ve V
nin y=0 daki limit ifadeleri asagida verilmistir.

Q e-l[ﬂht
E «A2E(2/0l) (2.44.5)

Ulyo=-

Q@sgnl [ g(1+¥) +2/4+v) _ 2 E,(Al) e_m/a
lgao”' 2(E A7 T Tad2 T /AT E20k)

2040)  E, () __/Zlu+ 2 o~ 21Al

(2.44.06)

Yiiklemenin antisimetriklifinden beklenen bir
sonug¢ olarak (2.44.1) ve (2.44.5) ifadelerinde ve-=
rilen U , A ya gbre ¢ift, (2.44.4) ve (2.44.6) da
verilen 7V ise tek fonksiyonlardair.

Burada (2.44.5) ve (2.44.6)"ifade1erinin oLy 0
limitleri sirasiyla (E.1.23), ve (E.1.23) ifade-
lerini verirler.
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§2.45. Gerilme ve Yerdefistirmeler icin Ters
Transformasyonlar

P yiklemesi haline ait (2.34.4),_ . ifadeleriy-
le verilen gerilmelerle @ yiklemesine ait (2.42.1;_‘:
jfadelerinin karsilastirilmasi sonunda her iki hal-
de gerilme ifadelerinin.terim terim birbirine ben-
zedigi gdriilmektedir. Dolayisiyla §2.35 de yapilan
ters transformasyon islemlerinin hepsi burada da
kullanilabilir. Ters transformasyon integralleri
igin tipler §2.35 de verilen tablodakilerle ayni o-
lacaktir. Dolayisiyla bu bdliimde ya1n1z§a (2.42.1;_c
ifadelerindeki simetri ve antisimetri 8zellikleri
diigiintilerek (2.35.31),_. ifadaleri yerine gegecek

Q S 78§ 2 .S g\ 7S
G- g W B +ap(t+2) 5]

@ s o8 9
K™y L1 ‘g?(‘**-?)fj] (2.45.1)

cur oL T4 (1 2) 5]

jfadeleri derhal yazilabilir. Burada Og ve O

2 in tek fonksiyonlari, Zay ise « in bir gift
fonksiyonu olarak %<0 bdlgesine devam ettirilecek-
tir.(2.45.1) ,_ ifadelerinde gegen integraller
§2.35 de hesapianmlstlr.

(2.44.5) ve (2.44.6) da verilmis bulunan yer-
degigtirme ifadeleri klasik teoride dahi hakikate
uygun sonug¢ vermediginden burada bunlarain limitle-
rinin klasik ¢8ziime yakainsadifa gésterilmekle yeti-
nilecektir.

lim e 2@ 1 2.45.
& vl - (2.45.2)
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Bu ifadenin ters transformasyonu [16] sayfa 361,
‘Zl.den yapilabilir. i - L

4 il V
L A o 28 -269) %]
j;,e S .,2,”" o

ifadesi yard1m1y1a

"bulunur. Benzer islemler ‘wa.o igin de yapllarak 4

. aeyﬂ @L» D e o
‘ff."vl.,,,, GVENT iy A : .(‘2.45.4)

elde edilir.,Bu ifadenin ters transformasyonu ya-
pilarak A ‘
|, Al £y ___e",""‘” :
=0 £ Qrt A ‘
arl-xﬂ

§E

»»IJ“ T2E B (2 45, 5)

),
= (17?-59""‘)

sonucu alde edilir.~([16] vsayfa 360,r19)

Burada (2.45.3) ile (E.1. 25), ve (2 45 5) ile
(E 1, 25) ifadelerinin hstuste dustughne dikkat
edilmeli ir.AHi3”'

“§2.46. Sayisal Uygulama ‘ve Diyagramlar pas

(2.45.1) 4., ifadeleri ile verilen gerilmelerin
dagiliglars hakk1nda fikir- vermek amaciyla §2.35 de
verilen sayisal degerlerle yel ve 3@a7kesit1erinde
0y ve ZTwy dafilisi, ®=0 , x=f Ve x=40 kesitlerinde

0= Ve Tmy dafilisa diyagramlarla verilmisgtir
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(Diyagram 2.2). Biitiin diyagramlarda (2.45.1) a-c
den hesaplanan gerilme deferleri

Gerilme
R/ 2x

oraniyla gbsterilmigtir. Kargilastirma. kolaylifa
bakimindan kl3sik ¢8ziimden elde edilen gerilme
sonuglari her diyagramin fizerine kesikli gizgiler-
le iglenmigtir.



YK



X - - ~  OUx [-/%
6 7 8 9 Pax 5 P2m
. Ty Ty
6 7 8 9 Phn 5, Pax
Not:
— Degisken Kalinhk
-——- Sabit Kahalik
P Yiiklemesi f(y)=1/(A-By)
A=1, B=1/10
2, ; b il
|
3 il
4]
Oy
PIZR
“ o‘; 40
5 10 Diyagram 2.1
‘ —
i 1L
Przz”







R Tx
4 5 6 7 2w

¥ I T S 1 t
2 '3 4 5 ¢ @2zw

4 5 ¢ 7@

Not:
— Deisken Kalmlik
---- Sabit Kalialk

0 Yiiklemesi f(y)=1/(A+By)
A=1, B=1/10

Yil

Diyagram 2.2.
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BO L UM 3

KALINLIGI BIR CIVARINDA KUGUK DEGISIMLER GOSTEREN

YARIM DUZLEM PROBLEMLERININ ¢OZUMU

§3.1, Kalanlaga Bir Civarinda Kiiciik DeZisimler
GOésteren Yaraim Diizlem Probleminin COziimii

Icin CGenel bir Pertiirbasyon Metodu

Bu bdlimde, kalinligi birim civarinda kiigclik
degisimler g8steren her tiirlii yarim diizlem proble-
minin ¢6ziimiinde yararlai olabilecek genel bir per -
tiirbasyon metodu ilizerinde calisilacaktir.Kalinlak
degisimi fonksiyonu genel olarak

!{y)a 4+£gw) (3.1.1)

seklinde alinacaktir. Burada g(y) fonksiyonu, y nin
biitliin deferleri igin sonlu kalan herhangi bir fonk-
siyon olarak segilebilir. Burada € sayisinin ki -
¢ik ve boyutsuz bir garpan oldufuna ve €gly) ek
kalinliginin, biitin Yy degerleri igin 4 in yanin-
da kiiciik kaldiBina dikkat edilmelidir.

Bu halde ¢ gerilme fonksiyonunun saglayacaga
uygunluk sartai (1.3.8) denklemi ile verilir. Buna
gbre

?
ans_2.28. 2
¢ £ oy 24
L[R2y 22 2% _, 2% ] o
*,ee[z (%) -7 @1][532 o

(3.1.2)
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yvazilabilir. Bu denklemdeki katsayilar f@ﬂ igin
(3.1.1) de verilen ifade ile hesaplanacaktair. Bu
hesap sonucunda

27 W) = 2L 1-Ealy))E
7 55 Ty CFY =T igyIS

veya € un yiiksek mertebeden kuvvetleri atilarak

’%""25}{7) (3.1.3)

e

ve

AECIE

ae A [ 2. "
- t4+£gry)_'|z[z£ I -[1+€g(9]€ 3(3)]

= [1-2£9(PIL 26" g9~ £9'w - €993 W]

veya yine &€ un yiliksek mertébeleri atilarak

2

ifadelerine varilair. Bu katsayilar (3.1.2) ifade-
sinde yerlerine konarak

r 944 2% %
Adp - 2€ e _,9¥
P 3? 53[92 y ]-.-30 (3.1.5)
bulunur.

Bu denklemde @ yerine

n
=<l5,+2£‘¢4 (3.1.6)

f=q
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tipinde bir pertiirbasyon serisi konulabilir.Bu se-
ride ¢, , €0 haline tekabiil eden ¢8zim olup, bu-
nun burada incelenen problemde, sabit kalinlikla
halde yaraim diizlem probleminin ¢&zilimiini veren ge-
rilme fonksiyonu olduBu agiktir. ¢ fonksiyonlarz
(3.1.6) serisinin (3.1.5) denkleminde yerine ko--
narak & un es kuvvetlerinin garpanlarinin egit-
lenmesiyle elde edilir. Bu galigmada seriden sa -
dece bir terim almakla yetinilecektir. Bu esasa
gbre ¢, fonksiyonunun belirtilmesi igin

¢ = ¢3“‘£9‘4

ifadesi (3.1.5) denklemine gdtiiriiliir ve AA¢°=O
gsartinin saglandifi disgiiniiliirse

AA¢,,-23 (Ayg)-t-g [l-y%]:ﬁ (3.1.7)

denklemine varilir. ¢ bilinen bir fonksiyon oldu-
gundan problem ikinci tarafla (homogen olmayan) bir
Laplace denkleminin ¢b6zilimiine indirgenmis olur.
(3.1.7) denkleminin ¢8ziimi i¢in bu b3liimde de
Fourier Transformasyonundan yararlanilacaktar.
§2,2 de verilen transformasyon kullanilirsa ,
(3.1.7) denklemi

F{8)= 2,
olmak iizere
f Zﬂzf +}l§ 23’(15 ﬂz_é)-i-}”(fwﬂ}) (3.1.8)

haline d&niigiir.

Bundan sonraki kisimlarda (3.1.8) in gesitli
¢Sziimlerini gerektiren bir Grnek ele alinacak ve
BS61liim 2 de incelenen iki esas yiikleme igin geril-
me problemleri ¢dziilecektir. Pertiirbasyon
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metodunun kullanilisinda matematik gligliikler dola-
yisiyla & mertebesinden Oteye gidilmiyecektir.

§3.2. Ornek ve Sayisal Uygulamalar.

Bu ve bundan sonraki kisimlarda §3.1 de veri-
len pertiirbasyon metodunun bir uygulamas:i- yapila -
caktar. ‘

: 4
i
¢
- . i — ”
¢ ” Q
7 bk 2
(a) (b)
Sekil 3.2.1
Ornek problemde
9= e (3.2.1)
alinacaktir. Buna gdre
Sepp= 1127 (3.2.2).

olur. Burada f(0)=1+& ve {f@)=4 oldufuna dikkat

edilmelidir. Problem,B8liim 2 de oldufu gibi P ve
Q yiiklemeleri ig¢in ayri ayri ele alinacaktar.

- (Bak. Sekil 3.2.1)

Agagida, §3i21 de P yiklemesi, §3.22 de ise
@ Yiklemesi incelenecektir.
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§3.21, P Yiklemesi

Problemin ¢6ziimi ig¢in (3.1.8) denkleminin sa}
tarafi bu 8zel hale gdre diizenlenmelidir. (E.1.8)
denkleminden $ igin

8- _ﬂ%’ﬂ}_;e-“’3 (3.21.1)

1fadesi allnabilir.“Bunun gerekli tiirevieri asaffi-
da verilmistir.

o
%y

'ﬁ;.-_ p(4-/ﬂ1_q)e""‘7 (3.21.2)

= ?y e~ 1Ay

s _piicz-me™
4°

VBu';ﬁrevlerdén yararlanilarak (3.1.8) denklemi P
Yiiklemesi halinde

o
) -Zﬂzéaﬂté =-47’We'w"g’
+ PLU-v)-(evlyle ™y

geklinde yazilabilir.

Burada ele alinan &rnek problemde g(y)= e""?
oldugundan Qa in g8ziilecegi denklemin son gekli

: — (Rlskly
ﬁ‘””—ﬂzé;,{"ﬂ‘élg 4PLil e (3.21.3)

k)
4 PIALO-)~ (as) lg) &= 27
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olacaktir. Denklemin Fourier Transformasyonunun
partlarini saflayan homogen ¢8ziimi

k)
é - (C4+Czy)e_my (3.21.4)

ile verilir.
Ozel ¢8zim igin

95@')‘ (aggy)e“"""” (3.21.5)

tipi segilecektir. Bu ¢Oziimi tamamlamak igin a

ve & belirtilmelidir. Bunun i¢in ise Qﬁ? ve
3 i tiirevlerinin verilmesi gerekir. Bu tiirev-

ler aeaglda hesaplanmigtair.

—(1Al+k)y —A+k)y

<y
__?_é_ = - 2(nll)be '+ (a+by) (Db e

(3.21.6)
?ﬂ- 4 kP B Py (a1 By )OAD) fe PHY

Bulunan bu ifadeler (3.21.3) de yerine konarak ge-
rekli sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa

— 4Bl (21 )l +k) +(a'+1§j)/<"(zn/+u’

(3.21.7
= 4Pk + PLL (4=v) - (4+9)ly] )

ifadesine varilair.

$imdi & ve b nin belirtilmesi ig¢in(3.21.7)
nin iki tarafindaki Y 1i terimlerin katsayilarza
esitlenerek
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G POl (3.21.8)
2l +k)*

ve y siz terimler egitlenerek (3.21.8) in de yeri-
ne konulmasiyla

g._P

= m[4{4—v)A’+2/4-3v)£lnl+(4-w)k'] (3.21.9)

elde edilir. Buna gdre q&ﬁ" igin
s P (2l+kly
P (asby)e (3.21.10)
fg 4&%#»’““

ifadesi verilebilir. Burada @ ve & , 12l nin ikin-
ci dereceden polinomlara: olup

= AP+ 2 (1-3) A+ () k2
(3.21.11)

ba ~2(4+)L2*- (1)

ifadeleriyle verilmiglerdir.

(3.21.4) ve (3'21'11)a,b ifadelerinin toplan-
masiyla

aly [ a+by) e"w*k” (3.21. 12.) .

P
= ~ 1Ay - _r
G=cie My s

bulunur. -

$imdi €, ve C, sabitleri tayin edilecektir.

g"’ io"'. gﬁg

olduguna gBre,'Og” ﬁzerin;fkosulacak homogen olmi-
yan sinir sarti (Bak.§2.31)
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é tarafindan saglanacagindan ¢, , ¥y=0 da
Oy=0 Ve Tqau=0 sartlarini saflamaladir. Bunlar igin

i&’ ve g; ifadeleri gerekir. Burada sonsuzdaki
sartlarin. e/ .¢arpanlari dolayisiyla kendiligin-
den saglandifina dikkat edilmelidir. Gerilme ifade~
leri igin $, in birinci ve ikinci tiirevlerinin
verilmesi gerekir. Bu tiirevler asafida hesaplanmig-
tir.

—(Ay

ods . (-ic, +Cg)e P, 19lye
2y (3.21.13)

P - (1Al +k)y
-+ m[b—ﬂﬂkk)/‘l+by)_‘l e

¢, A o X -y
7 = m’c,-zlﬂlcz)e 2Aye (3.21.14)

[26( 1K) -Blek)?a - (1Al+k) by ]

émm#k

Sinir sarti olarak y\y-a=0 a y| y.o-'-’o ve dola -
yisiyla -4 é’{ ,o-nOtekabul eder. Z‘;,l -0 =0 a ise

Tqyly,oﬂo ve dolayisiyla i412% l =0 karsi gelir.
Bu sartlarain kullanilmasiyla 2 lyeo

P

Ciom———a
LYY (3.21.15)

Croem P  Tlo-b
* k(2/ﬂ/+/d-’[ku ]

elde edilir.

Bu sabitler (2.32.1) formiillerinden elde edi-
len gerilme ifadelerinde yerine konarak



61

w p ) — .
/z,-m{ L2816 - (A% giral)a] o~

+ [ k8% - 2425] y & Op [l i)t - 208 +1) 5] e 1A Y

+ UB+kPB by e~ P }

{Z:)-T{Z:—MP{ Ma ™ +[ 2% -k 0] ye ™
(3.21.16)
At ™Y _ g2, " e.mvm_q}

k(erlek)?
+[19% - 4%) y& ™, [a8 cbttla - 6] Y

700 P2 {[/alb-ﬂ‘a-klala]im’

+[2%b + kMlb) yc’”‘m’)’ }

bulunur.

Gerilme I1fadelerinin ters transformasyonlarin-
da o:ﬂsﬂ, bir S6zel hal teskil eder. Dolayisiyla
agagida ayri olarak incelenmigtir.

{z:;L‘agys[é;;i‘);] (3.21.17)
elde edilir. a ve & polinomlari yerine konursa
) _j?kﬁﬂgvk%u+ﬁ#dts
Zxl,0" [ (2P (3.21.18)

bulunur. Sa¥ taraftaki kdseli parantezin iginde bu-
lunan rasyonel ifadenin asimptotik formu

vk[——i--*m,] (3.21.19)
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olur. Burada rasyonel fonksiyonla, (3.21.19) daki
"asimptotik formun birbirine yakinsadifi bir 3B

degeri sayisal kiyaslama ile elde. edilir. .Ayrica .
[13] , 5.2.27 den

fﬁ;L I = Ci(8)

ayrica kismi integralle T[13] , 5.2.26 da kullani-
larak

\ o0

. 1 asﬂu Jin A%
fﬁﬁf‘m°' “!.z <A
8

=:E&;+xamd
B

bulunur. Sonug¢ olarak

2 3
% f 8okA%-8LA + (1-y) k s Al
(22 +&)3

/o m

(3.21.20)

+2vkCé (8c)+vL’[ 2053 +% u’(Bw)] :

elde edilir.

Bunun diginda biitiin gerilmeler igin ters trans-
formasyon islemleri ayni esas dahilinde yapilacak-
tir. Bu ifadeler asafida integral formda verilmis-
tir.

[
“_ : 22k - A% - LAa
LAy (24\+I:)J

kﬁa—ﬂb _ﬂy I
‘7./ 2k)3 “

& Yeos Ax 1
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+ e[ z‘u-l»Mad-ﬂl 28b-2kb Yo A A
: /2/“&)3. Bt . i s
o
+

%" e Mg dxdA e e
*"sﬁ *% Uw»s - (3.21.21)

[ 2%-2 Y222 _o™, n«Jﬂ
+y 29“ o ﬂ'lf.,ﬁuﬂ-t- [{:ﬂ Iz}’é .

8 z azb pes i T
o *5’"’cza 7 "'“’“’“}
V) P r jb-ﬂ a—l:ﬂa -’Vd.!alzdﬂ
'/t"’ xk (2941:}3 GEis Ppie e
ﬂb
4(2ﬂ+&)’ e (MJa .
Me., uacdﬂ} -

+ye~d
198 T) Taar O

oy e

Biitiin gerilme ifadelerindera‘ ve b polinom—
larinin 2%, A ve 1 1le Qarplmlarnun (2ﬂ+k)'ile b6~
. 1imii vardair.Bu fonksiyonlarln ‘hepsi e % ile carpil-
digindan' A mnin bliyiik deferlerinde hizla kiigiiliir-
ler. Biz gerilme: diyagramlar:.n:Ln gizimi i¢in (0,m)
integralleri ‘yerine (0,8 ) integrallerini ele -ala-
cagiz. Diyagramlarain gizimi igin ( 2 ve ¥ )=o0, 0.5,
4,2,5, 10, 20 degerleri- kullanilacaktyr: Bir ha-
ta kontrolu olmak iizere sin9e veya casdx igin 7/ ala- .
rak en biiyiik deger vermesi tabif olan Ra e /(22+8)°
ifadesini (9,8) araliginda, Y=0.5 1i¢in 'sayisal olarak
rak integre‘ ederek, elde edilen sonug,B8=20 igin
0.334830 olmaktad:.r Oysa ki Asimptotik formun
(20,0e) integrali o0.004494 degerini‘“\'re’rir ‘ki oran-
sal hatanin mertebesi biitiin y degerleri igin bundan
¢ok daha kuguk olacaktlr.

. Dolayls1yla (3 21 21) ifadelerindeki integral—
ler (0,200 araliginda -yapilacak - -sonra gy |, 0'310)
ve c,g’ ile '
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Gerilme = Gerilme®™ g xGeritme™”

sekiinde toplanacaktar.

Bu hesabin sonuglari &=0.901 ile €=05 ara -
sinda deismek {izere gesitli & degerleri igin
sayisal olarak elde edilmigtir. Niimerik hesaplar-
da =203 ve #=4 alinmistir. Sayisal sonuglar Di -
yagram 3.1 de egrilerle gdsterilmistir. Bu diyag-
ramdan gdriilecegi gibi €205 gibi oldukga biiytik
bir pertiirbasyon parametresi degeri igin dahi me-
tod gayet iyl sonug vermektedir.

§3.22. @ Yﬁklemesi

Problemin ¢&ziimii i¢in 6nce,(3.1.8) denklemi -
nin saf tarafi bu 6zel hale gtre diizenlenmelidir.
(E.1.18) ifadesinden

@o=_ii-,zlu"_ye~”‘” (3.22.1)

alinarak buna ait tiirevler hesaplanirsa

g o
g - @egmd (4~ t2ly) Patad
Py Al
2
2%, _ i@sand (2-Bigle™ (3.22.2)
13l

P, _iasgnd H3-Mlpe \
2y’

elde edilir. Bu tilirevlerden yararlanilarak
(3.1.8) denklemi @ Yiklemesi halinde
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i . ~
3" 2028+ 2% = - diagraltle My o
+ QA L2- Curplyd g

seklini alir. Bu caligmada Srnek olarak 3(3)-3“7
alindigindan @, in ¢éziilecefi diferansiyel denk -
lemin son sekli

1] " . ;1B . '
8" 24%F 58, = 4rager bl MY (3.22.3)

+i QA KL 2-(49)10ly] & cakly

olacaktir. Denklemin Fourier trahsfdrmasyonlar1na
ait sartlari saflayan homogen ¢8ziimii

(73 :
B = (ciecag)e™ (3.22.4)

seklindedir . Ozel ¢8ziim igin §3.21 de uygulanan
metodun benzeri kullanilarak

Y iagna - Gek)y (3.22.5)
4% el aile

elde edilir. Burada da a ve & , A/ nin ikinci de-
receden polinomlari olup

) a2 W LA+ 22
& = 4A) AP 4 (4 lAl + (3.22.6)

“ba ~204+W A% (44-;7[‘\/21

ifadeleriyle verilmiglerdir.

" Buna gBreA(3.22.4),(3.22.5) ve (3.22.6) gdzd~
niine alinarak ¢ igin,
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i’ c,e-”’%czye”’-’:,. ﬁzzﬂm [aebgd e~y ( (3.22.7)
1fadesine varilar. C, ve C, katsayilarinin belir-
tilmesi ig¢in ys0 da & den meydana gelecek X7
ve i;;” in homogen sinir sartlarini, saflamalara
gerefinden yararlanilacaktir. Gerilme ifadeleri
ig¢in gerekli olan tiirevler asagida verilmistir.

i % « (-t 1C)a ™ ¢ 1y e™

S@mA ~ (1Akly
+ sz Lb-Ak)iarby))e (3.22.8)

.
9 I‘ = . %4—2n/c ‘)e-”y*cl 2‘.‘, e @’

_ _S@I9n2 [ 24 iek) -Qhek)Pa - (131+k)Pby )
__!L_& [2 Y

Sinir sartlara

yeo iwm  pz0a0

g=0  kin fTyeo

gseklinde ifade edilir. Bu sartlar,(3.22.7) ve
(3.22.8), ifadeleri kullanilarak

C G—M
T k2k)3

CcM -b
== premst bl

sonuglarini verir.
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C; ve €2 katsayilari, (2.32.1) de verilen
formiiller ve (3.22.7) ve (3.22. 8)a b ifadelerinin
bir arada kullanilmasa sonucunda

o £Q8n 2 {00l - (A%20100)a .
Z P * ]
+[Mz - 92b] y e~ M [ual oV 'e 208 +k)B] & TAHY
+(/A(+k)zbye"/wy}

) iQgnA 2, oAl LT
L i LS L

e ~aAl+ky a2y e-(lal-*k)y}

(3.22.9)

[ralb - 2% - klla] e~

'ﬂ- lgcz/a/u)’{
+ [ - 2] y& "2 sthla-IalE] € (el

+[2%b +ki0lb] ye‘mm‘)y }

gerilme ifadeleri bulunur.

Bu ifadelerin ters transformasyonlari igle -
minde qum;1n elde ediligi ayri bir Szellik gds-
terir. Bu nedenle sz konusu gerilmenin hesabi aga-
gida 8zel olarak ele alinmistar. (3.22.9), ifade-
sinde =0 konularak

bulunur. @ ve & polinomlari yerine komnarak
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w 2 LA 203-)I-2 (3.22.10)
£Zx |

lywo ™ iap @IN+k)?

‘elde edilir. K3seli parantez igindeki rasyonel ifa-
depin asimptotik formu cebirsel b6lme iglemi ile

4_4___‘3*")..4]
i (3.22.11)

olarak bulunabilir. (3.22.11) yaklasimini yeter ya-
kinsaklikla saflayan bir B8 defieri, difer defiis ~
kenlerin fonksiyonu olarak elde edilebilir. Bunun
yanisaira [13] , 5.2.26 ve 5.2.27 ifadeleri g&zdniinde
tutularak '

ot
f"";“ da = 4 (8%

ve -

(- -4

Oo [
sﬁﬂ«.dn. S A
. 2

—_— e | e K
: 5
’.2 é 3

- ShBE Gt
B3

bagintilarindan yararlanilarak

{4) &""‘2 (3’“’&‘2 "'w < Jj
/z. y-a P { 27:0)3 StnAz

_gb“ahLJg?ﬂ{ﬁgﬁL-zaﬂkﬂ}

(3.22,12)

sonucu elde edilir.

Differ ters transformasyoh integralleri ig¢in
§3.21 de yapilan hata kontrolu burada da aynen ge-
gerli oldugundan,
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[
w @ { 20b-Ha-bA% 4y 2uda

%= 5L @0+k)?
2% -2% -ﬂ.‘/ inAxd2

gttt

+ e’yfﬂ‘a--l-wa-ﬁéﬁ ~28b -2kb & Hsindae dA
aM+a32
+ye_‘?fﬁ%+ﬂ%+k ¢ & J""“"“‘/ﬂil
@a+k)®
u) ;j' e~ sindx dA (3.22.13)
=Tk @A+k)® oy, 4 A
A% kA% - 2 _& Msindee
"'30—627:/:732 e MsinIxdA + € l;""” Sin
A% ..
v kf'/w\ b e ,.rmﬁzdﬁ}
£ W_ @ % 3b- A% - kAa e~ cosdu I
Tk (24 +k)3
b

- k% _ay -7 B sk -y i
.‘{[ @iy s R A + @Ask)? ‘

okt (A% +kdb gy Z
+ye (2% © peies

(/
gerilme ifadelerindeki integraller yerine, (0,B)

araliginda yapilan integraller kullanilmistar.
§3.21 de oldugu gibi burada da B=20 secgilmistir.
Sayisal sonug¢lar vy=0.3 ve %4=4 ic¢in Diyagram 3.2 de
gésterilmistir. Burada da §3.21 de oldugu gibi
€=05deferi gayet uygun sonuglar vermektedir.
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3 4 5 P/2w

il

. _Tay 2%‘-:&40
Not:
— Degisken Kalmhk
---- Sabit Kalimhk
P Yliklem03| f(')=|+€!-k'
k=1 , €=0.5
y i y
: Xil
Xi
I 4 aud _x
P
Diyagram 3.1
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1 2 3 4 5 6 7 Q/zwn
//: T

1 2 3 4 5 6 7 a/ar

Oa
a/2w
T
Ri2x
Not:
— Defisken Xalilik
---~ Sabit Kalinlik
Q Yiklemesi fy)=1. e
k=1 , €=0.5
Yii
Yl X
m
Xi
| .| —
Q! (1]

Diyagram 3.2







SONUGLAR

Konusu, kalinligi defisen yari sonsuz bir lev-
hanin iki farkla yiikleme altindaki ¢8ziimii olan bu
g¢alismanin ikinci b8liimiinde esas alinan kalinlik
defigimi, gerilme fonksiyonu igin verilmis uygun-
luk sartaini gok kisalttifindan denklemin Fourier
transformasyonu ile kesin ¢8ziimiinliin yapilmasi miim-
kiin olmustur. Ters transformasyon integralleri,in-
tegrandlarin g¢ok karigik yapida olmasi yliziinden ka-
pali olarak yapilamamis ve sayisal integrasyon me-
todlarina basvurulmusgtur,

Uglinci bdliimde fly= 4+ee” b tipinde bir
-kalinlik defigimi ic¢in genel karakterldi bir pertiir-
basyon metodu verilmistir. Bu metod, g@ﬂ fonksiyo-~
nunun ¥ nin biitiin degerleri ig¢in sonlu kaldaga
hallerde uygulanabilecek bir metod olarak diigiiniid-
miigtlir., Bu metodda '}Gﬂ fonksiyaqnunun uygun segi -
mi, Pourier Transformasyonu ile d8niistiiriilmiis uy-
gunluk sarti denkleminin 6zel ¢&ziimiiniin bulunmas:
kolaylig: bakimindan, ©&nemli rol oynayabilir. Bu
g¢aligmada liglincli bSlimiin son kisimlarinda, ikineci
bliimde de ele alinan iki esas yiikleme, (4= e~
6zel halinde incelenmis ve bunlara ait gerilme ifa-
deleri integral formda elde edilmigstir. Bu integral-
lerin hesabi da sayisal integrasyon metodlarindan
yararlanllarak yapllabilmistir.

Caligsmanin ikinci b3Iliimiinde incelenen proble-
min ¢8ziimii tamamen orijinaldir, Bu ¢Sziimde trans -
formasyon teknifi kullanilmistir. Uglincii bdlimdeki
problemin ¢8ziimii igin teklif edilen tipte bir per-
tiirbasyon metoduna da yapilan literatiir arastirma-
larinda rastlanmamistir.Dolayisiyla bu metodun da
bir orijinallik tagidigi s8ylenebilir. Bu pertiir -~
basyon metodunun & .parametresinin oldukg¢a biiyiik
bir degerinde ( £€=05 ) dahi yakinsak bir ¢&ziim ver-
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mis olmasi metodun ayni tipte baska problemlere de
basari ile uygulanabilecegi {imidini vermektedir.Bu
diislinceyi kuvvetlendiren bir 8zellik bu galismada
ele alinan problemin tekil yiik hallerine ait olma-
51 ve dolayisiyla kuvvetli singlilerlikler gésterme-
sidir. Bu duruma gdre yayili yiik gibi singiiler ol -
mayan yliklemelerde, analitik bir ¢8ziim verilebil -
mesi ¢ok zor olmakla beraber, niimerik hesap metod-
lari1 yardimi ile s8z konusu,pertiirbasyon metodu-
nun bagarili bir gekilde uygulanma ihtimali daha
kuvvetli gdriinmektedir. Bununla birlikte pertiir -
basyon metodlarinin genel karakteri icabi,bir tek
uygulamaya dayanarak varilacak hiikiimlerin kesin
bir deferi olamiyacagi hatirda tutulmalaidir.

Bu galismanin gesitli b8liimlerinde bazi ters
transformasyon integralleri igin klasik fonksiyon-
larin yanisira genellegtirilmis fonksiyonlarain
distribiisyonlar) kullanilmigs olmasi da daha Bnce
bu konularda yapilmig galigsmalarda rastlanmamis
olup, bir yenilik olarak gdsterilebilir,.



KALINLIGI SABIT LEVHA PROBLEMININ FOURIER

TRANSFORMASYONU ILE ¢O6ztmt

B8liim 2 ve B81liim 3 de kalinlifi sadece
dogrultusunda degisen levhalar igcin P ve @ yiik-
lemeleri incelenmigtir. Z(y)=sabit halinde bu ’
¢Sziimlerin klidsik ¢Bziime yakinsadifini g8stermek
gerekir, Bu nedenle kalinlii sabit levha proble-
minin Fourler Transformasyonu ile yapilan ¢dziimii-
ne ihtiyag¢ vardair. Yarim diizlem problemi levha ka-
lanliginain sabit oldugu halde

bA¢=0 ' (E.1.1)

denklemini ve sinir gartlarini saflayan ¢ fonksi-
yonunun belirtilmesiyle ¢Bzililecektir. (E.1.1) denk-
lemine Fourier Transformasyonu uygulanirsa

4 _m

248202+ ¢ =0 (E.1.2)

denklemi elde olunur. Burada & , ¢ nin Fourier
transformu olup A ve nin fonksiyonudur.

(E.1.2) diferansiyel denklemi sabit katsayilai 1i-
neer bir diferansiyel denklem oldufundan

$= e

tipinden ¢&ziimleri kabul eder. Bu tip yerine konu-
lursa karakteristik denklem olarak

2%2: 2% o (E.1.3)
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bulunur. (E.1.3) denklemi #%4% nin tam karesi
oldugmndan

B (crreagle™ s ccgecqy)e™

bulunur., Biitiin gerilmeler ‘5+a» i¢in sifaira gide -

ceffinden

CJ=C4=0

olmalidir. B@ylece

_Hly

¢.= C4e_ﬂ,y+02ye (E.1.4) .

¢oziimii elde edilmis olur.

Sinir sartlarai gerilmeler iizerinde yazildigin-
dan asagidaki tiirevler gerekli olacaktaix.

-?i = (~ClA+Ch)e” y_ C'z/ﬂ{ye'lg’ (E.1.5)
1A,
D _ e, 7% 20,00 e P cs2ye™ (E.1.6)
¥
Bu tilirevlerden yararlanilarak
o -
’ _ Al
Zya-cRe Y _c 9%y ™ (E.1.7)

Tay= = ~isgnd (€A% C,lll) & A iggnd Cg Q.ﬁ’e A

elde edilir.

Burada problem P yiiklemesi ve @ yiiklemesi
olmak lizere ikiye dallandirilacaktir. Once P
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yiklemesi ele alinacaktar.

(E.1.7)p ve (E..1.7)c ifadeleri igin 4«0 da s1-
nir gartlarinin uygulanmasi gerekir. Bu yiklemeye
ait sinir gartlarimain Fourier transformasyonu ile

Z,| yoo=P

-0
Tag|g=0

denklemine varilir. Bunlar (E.1.7)p ve (E.1.7),
ifadeleriyle asagidaki gekilde yazailar.

_c,aé =P

C'ﬂ" - C}/ﬂ/ﬂo

Buradan sabitler

~

P
Ca-By

= P
C=-p7

olarak elde edilir. Bu sabitler (E.l.l) ve (E.1.7)
ifadelerine gttiiriilerek gerilme fonksiyonu

é.-.% (1+8ly) e (E.1.8)

olarak elde edilir. Bu ifadeden getilnﬁleti'
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Zn= P _puye™

Zy= P, p,g(ye—"".v (E.1.9)

Tay= gl Py P

seklinde hesaplanir. Gerilmelerden Hooke kanunlari
ile :

P _mly 19y
Epmp [ &M= celiilye™ ]

Ey= % [er—w) ™Y scaev) Izlye'm!’] (E.1.10)

: ; 4-+v) P
- Ziggn A (4.

-
Eny - fAly &Y

bulunur. Yerdegistirme-sekildegistirme baginti-
larinin Fourier Transformasyonu ile

e B2 [ohoy) M-ty <] (E.1.11)
ve
% B % Wz & 4 (109)1y e_/NyJ
ve buradan da ‘
V= ‘2 [_ ﬁ%ﬂi - (4+v}_ye.'wy] (E.1.12)

elde edilir.

Bunlardan pratik 8nemi dolayisiyla Y=0 ha -
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lindeki 1imit deferler hesaplanarak

l . UA-WPsInA
| y=0 5/4/

-Vl 2P (E.1.13)
3«:0 E /ﬂ/
bulunur. Asafada (E.1.9)__ deki’gerilme,(E.l.IB

deki yerdegigtirme ifadeigginin ters transformas 2
yonlari yapilacaktir. Gerilmeler ig¢in [14],1.4.1
ve 1.4.5 den yararlanilarak '

$o
S
= doa L x>

e casQeddhm ——xl|g- =
L v A
ayni eserde 2.4.1 ve 2.4.3 den yararlanilarak

[ 4
./.e’a’:lnﬂxafﬂ = "_“

x (E.1.14)

y2
O . (E.1.15)
1e~% n A Jg= 2
frermmtr e

ifadeleri kullanilacaktir. Bunlarla gerekli iglem-
ler yapilarak

gt
@sy®) 2
3

a,__,_z_p. Y (E.1.16)
I x (a%f)z
L2

T oty

\ 2P
i
Eny

bulunur. Bu ifadeler difer metodlarla yapailan ¢6~
izlimlerle listiiste diigser.(Bak.[17],82.2).



78

Yerdegistirme ifadeleri i¢in [16] ,sayfa 360,
19 dan yararlanilarak

PA-V)
u l’-o= ZE

2P
3 L&+ Log/al )

.9”%

(E.1.17)
vjnog

elde edilir. Bu ifadeler de difer metodlarla yapi-
lan ¢6ziimlerle tamamen aynidir.(Bak. [17], 82.5
ve 82.6). Burada (E.1.14) ifadeleri ile [17],82.6
arasinda sadece rijit Stelenme farki oldufuna dik-
kat edilmelidir.

@ yilklemesi ig¢in bu b3liimiin baginda elde edi-

len (E.l1.4), ¢ ifadesi ve asafidaki sinir sartlara
uygulanarak sabitler tayin edilecektir. ‘

z_ylaw £

l (E.1.18)
7;3_990 =Q

Bu sinir sartlari (E.1.7)b ve (E.1.7), ifadeleri
ile

-2%¢,=0
- ixgnig A+ igndC /Al = @

halini alir. Buradan da
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bulunur. Bu sabitler (E.l.4) de yerine konularak

ve (E.1.7) ifadelerine gbdtiiriilerek

a-c
L= B g, palye ]
t

Z,= iQsgnl 19ly e (E.1.19)

Tay= @ e _ jalye Y]

elde edilir. Bu gerilme ifadelerinden Hooke Kanun-
lari uyarainca

£,= QTR g1, ity ]
" iE
A
E:y"ag Qo3 ), Y_ ) ily eV ] (E.1.20)
12

Epy= Lai_'l‘*_‘f)_ (1-14ly) e

sekildegistirmeleri bulunur. Yerdegigstirme fonk-
siyonlara: igin .

Um o [-26 s tarjly Y ] (E.1.21)

ve
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'2V Qi (zve™ Ay —(4+v)lﬂlye'm{’ ]

d 2y iE
buradan da integrasyonla
Cah (E.1.22
V= [(lv)ye Z 4 (1-v) IAI] .1.22)

elde edilir. (E.1.21), ve (E.1.22) ifadelerinin
=0 ig¢in limitleri

l __2a 4
ly=0 E A
(E.1.23)
[ 83 €
4=° E Al

olur.

@ vyiiklemesi ¢6ziimiine ait (E.1.19),_. ile ve-
rilmig gerilme ifadelerinin ters Fouriler Transfor-
masyonlari(E.1.14), , ve (E.1l. 15)a b ifadelerinden
vararlanilarak yapliabilir.

2 _=x°

e
28

=22 iz;‘ (E.1.24)
2

Z@g"ig'—%gsi

Bu ifadeler [17],82.11 ile {istiiste diiser. Yerde-
gistirme ifadelerinin ters transformasyonlarai si-
rasiyla [16], sayfa 361, 27 ve [16]1, sayfa 360,
19 dan yararlanalarak
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u

o 22 (P tglel]

afl—v) - (E.1.25)

' g-o

seklinde bulunur. Bu ifadeler ise [17],82.12 ve
{171, 82.15 le aynadar. (E.1.25), ifadesinin [17]
deki karsaiti ile bir rijit Stelenme farki oldufu-
na dikkat edilmelidir.
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FILON SAYISAL INTEGRASYON METODU HAKKINDA

KISA BiLclt

Filon tarafindan 1928 de ortaya atilmis bulu;
nan bir sayisal integrasyon metodu

8
I%= f/{ﬁ)wﬂmdﬁ (E.2.1)
A
ve
) 8
% [[fo0sinin 24 | (E.2.2)
»A . .

intégrallerinin,4ﬂﬁ) nin karisik yapida olmasi ha-
linde, deferlendirilmesini saglamaktadir. Metodun
uygulanmasa: [A,B ] aralifini 2rn esit pargaya bolip
HAA) fonksiyonunun bu A;,(i=42--,2%) noktalarindaki
degerlerini hesaplamakla baslar. Bu deferler /(29
ile gésterilsin. Bundan sonra 2W-4 , 2k ve Zh+f

inci noktalardan gegirilecek bir parabolle

Adkq <AL A2404 araliginda £(2) fonksiyonunun efri-
sine yaklagabildigi farzedilir. Bu metod literatiir-
de Simpson metodu olarak gegmektedir. Filon,Simpson
metodunu asagida acgiklandiga gibi (E.2.1) ve (E.2.2)
tipindeki integrallere uygulanabilecek sekilde ge-
listirmistir. U2A2ke 3 £20a) T [ A2k 3 £(Az) ]
ve [ 2z2km ; £(%y,,)1noktalarindan gegen parabol
denklemi

F(A) = aA?+bA +c (E.2.3)

dir. Burada «, b ,c;ksayls1na gbre defigsen sabitler-
dir. Dolayisiyla
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¢ Ak
Iy= f J3) coo Be 9
Asht-1 2l Azlot Aghest
= af Qs Ardd + b Aovixdd ¢ ¢ § 0=xdA
4 RAghe
M-L o (E.2.4)
Iy= [{Rsintx d2
Ach-1 05l Akt ~A2hrf
« [ Hionie & + b Andadd +c [ owheds
Agk-4 Aele-1 . ek

yazalabilir. Her iki integral kismi integrasyon
metodlari kullanilarak kapali olarak deferlendiri-
lebilir. Bundan sonra (E.2.1) ve (E.2.2) yerine

I3 18
-
Is.-.z I

kaa
formilleri kullanilabilir. Filon bu esas fikri

sayisal hesap igin elverigli bir sekle sokmus ve
integraller yerine bazi toplamlar koymustur.

(E.2.5)

Burada metodun bu detaylarina inmekte yarar
gértilmemisgtir. Metod hakkinda daha genis bilgi ve
sayisal integrasyonda kullanilacak formiiller igin
[9]1,Appendix B.2,[131 sayfa 890 ve [18] §5.4 e
bakilabilir.
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