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ABSTRACT

In this study, the general solution of a receding contact problem of layered medium resting on
rigid foundation was considered. The layered medium consists of N homogeneous layer with
varying material properties and height. The contact surfaces can be receding or adherent. The
problem will include M receding contact surfaces. The layered medium loaded with n
concentrated loads transmitted by circular stamps and r distributed loads. The problem was
reduced to integral equation system using elasticity theory and Fourier integral transform. The
numerical solution of the system was done by using Matlab. A program was written to solve
the problem given by the user with any geometry and loading. The program was tested with
two studies from the literature and it was shown that the results were compatible.

OZET

Bu ¢alismada rijit temel ilizerine oturan tabakali bir ortamda ayrilmali temas probleminin
genel ¢oziimii yapilmistir. Tabakali ortam malzeme Ozellikleri ve yiiksekligi degisebilen N
adet homojen tabakadan olugmaktadir. Temas ylizeyleri yapisik veya ayrilmali olabilir.
Problem toplamda M adet yapisik olmayan temas yilizeyinden olusmaktadir. Tabakali ortam
dairesel pung ile iletilen n adet tekil yiik ve r adet yayili yiik ile yliklenmektedir. Problem
elastisite teorisi ve Fourier integral doniisiimii kullanilarak integral denklem sisteminin
¢oziimiine indirgenerek sistemin sayisal ¢oziimii Matlab kullanilarak gergeklestirilmistir.
Kullanicr tarafindan girilecek herhangi bir geometri ve yiikleme durumuna iliskin ¢éziimler
yazilan bir program ile yapilmistir. Yazilan programin kontrolii igin literatiirden segilecek iki
calisma ile programin sonuglari karsilastirilmis ve sonuglarin uyumlu oldugu goriilmiistiir.

GIRIS

Temas mekanigi konusuna Heinrich Hertz tarafindan 1882 yilinda yazilan “On the contact of
elastic solids” adlt makaleyle girildigi sdylenebilir [1]. Elastisite teorisinin ifadeleri karigik ve
uzun olmasina karsin elemanter teoriye gore daha kesin sonuglar vermektedir. Bilgisayar
teknolojisi ve sayisal ¢oziim yontemlerinin geligmesine paralel olarak elastisite teorisi
kullanilarak miihendislik yapilarimin gerilme ve sekil degistirme problemlerinin ¢6ziimii de
yogunluk kazanmig ve temas problemi konusundaki c¢aligmalarda Onemli artiglar
kaydedilmistir.

Yapilan caligmalarda, tabakali ortamlarin ayrilma problemi genel olarak iki tipte ele
alinmaktadir. Birinci tip problemlerde agirligin etkisi goz oniinde bulundurulmakta ve ayrilma
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sonlu bir bolgede gerceklesmektedir. ikinci tip problemlerde ise agirligin etkisi ihmal
edilmekte ve ayrilma bolgesi sonsuz uzunlukta olmaktadir. Literatiirde, bu tip problemler
“ayrilmali temas (receding contact)” olarak isimlendirilmektedir ve bu ¢alisma bahis gecen
ikinci gruba girmektedir. Literatiirde ayrilmali temasa iliskin caligmalardan bazilar1 asagidaki
gibi 6zetlenebilir.

Yayili yiik aracilifiyla yiiklenmis ve yarim diizlem {izerine oturan sonsuz uzunluklu
clastik tabakanin temas problemi Keer vd. [2] tarafindan ¢alisilmistir. Ratwani ve Erdogan
[3], baski uygulanan elastik tabaka ile altindaki elastik yarim diizlem arasindaki siirtlinmesiz
temas problemini incelemislerdir. Dempsey vd. [4], Winkler temeline oturan sonsuz
uzunluktaki elastik tabakanin degisik yiiklemeler altindaki temas problemini ele almislardir.
Ust tarafindan rijit olarak mesnetlenmis ve alttan rijit bir blok ile bastirilan bir tabakanin
temas problemi Kahya [5] tarafindan incelenmistir. Birinci ve Erdol [6], basit mesnetler
tizerine oturan agirliksiz iki tabakadan olusan bilesik tabakanin siirtiinmesiz temas problemini
incelemislerdir. Alt tarafindan rijit olarak mesnetlenmis yapisik olmayan iki elastik tabakanin
ve rijit blogun siirtiinmesiz temas problemi Comez [7] tarafindan incelenmistir. Adiyaman [8],
iki elastik ¢eyrek diizlem iizerine oturan, homojen, izotrop elastik bir tabakanin siirtiinmesiz
ve ayrilmali temas problemi elastisite teorisine gore ¢cozmiistiir.

Literatiirdeki mevcut ¢aligmalarda tabaka sayilari, ylikleme durumlari ve temel tiirleri farklilik
gostermekte ve ¢oziim yontemleri benzer olmakla beraber analitik ¢oziimiin her biri i¢in ayri
ayr1 yapilmast gerekmektedir. Bu calisma ile rijit temel iizerine oturan tabakali bir ortamda
ayrilmali temas problemlerinin genel ¢ozliimii yapilarak, bu ¢dziimii esas alan bir bilgisayar
programu ile kullanici tarafindan girilecek herhangi bir geometri ve yiikleme durumuna iliskin
sonuclar elde edilecektir.

PROBLEMIN TANIMI

Bu caligmada, rijit temel iizerine oturan tabakali bir ortamda ayrilmali temas
probleminin genel ¢oziimii yapilacaktir. Problemin yiikleme durumu ve geometrisi temsili
olarak Sekil 1’de verilmektedir.

Tabakali ortam malzeme Ozellikleri ve yiiksekligi degisebilen N adet homojen
tabakadan olusmaktadir. Tabakalar arasindaki temas yiizeyleri yapisik veya yapisik olmayan
(ayrilmali temas) temas seklinde secilebilmekte, temas ylizeylerinin yapisik olmamasi halinde
yikleme durumuna gore temas mesafeleri degismektedir. Problemin toplamda M adet
mesafeleri degisen temas ylizeyinden olustugu kabul edilecek olup bu temas yiizeylerinden m
tanesi tabakalar arasinda, n tanesi ise rijit bloklar altindaki temas yiizeyleri olup, M=m+n
seklinde tanimlanabilmektedir.

Tabakal1 ortam agagida verilen yilikleme durumlari ile yiiklenmis olabilir:
a) Rijit dairesel bir pang ile iletilen tekil yiik (Bir veya daha fazla olabilir, n adet)

b) Yayili yiik (bir veya daha fazla olabilir, r adet)
€) ave b durumlariin beraber etkimesi

(Coziim yapilirken tabakali ortamin temele yapisik oldugu kabulii yapilacaktir. Ayrica tim
yiizeylerdeki siirtinmeler ve tabakalarin kiitle kuvvetleri ihmal edilecektir. Problem diizlem
sekil degistirme problemi olarak ele alinacaktir.
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Sekil 1. Probleme ait geometri ve yiikleme durumunun temsili gésterimi
ALAN DENKLEMLERI ve FORMULASYON

Tabakanin alt ylizeyinden gegen yerel eksen takimina (X,y;) gore i. tabakaya ait yer

degistirmeler cinsinden denge denklemleri (Navier denklemleri) diizlem halde asagidaki gibi
elde edilir.

2u 2u o ]
(% +Gi){ax—‘;'+ax—avﬂ {E‘%% -0 (1a)
2, A2, 2, A2
(ﬂi+Gi)B;;i+ny’2'}+e{zx‘g+2yfg =0 (1b)

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden olusan (1) ifadeleri Fourier integral doniisiimii
kullanilarak kismi diferansiyel denklemlere doniistiiriiliip ¢oziilirse tabakalar asagida verilen
gerilme ve yer degistirme ifadeleri elde edilir.

0, y,) = %T[(Al FAY e+ (A + ALy e Jedg (24)
v, (%, y,) =%T{-{A1+(§+ yi)Az}e“f“ +i{—Ai3 +(§— yi)ﬂefyi}e—iﬂdg (2b)
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3 {é(/\ﬁ/\zyi)—g_—z'{‘ Az}e‘”

o, (X.y,) = - j 2G,éi 5 e dx  (3a)
o +{§(A3+A4Yi)+ _ZKi A14}e§y'
L= —[f(Aﬁ Azyi)+%+1/\2}e‘“
o, (%, Y;) - j 2G,éi e dx  (3b)

| -ehn A+ S e

. —[é(A1+A2yi)+K‘T_1A2}e‘“‘

£y (0 y) = [26¢ edx  (30)
0

+|:§(A3+A4yi)_’(i7_1 Aﬁ4}e§y'

Bu ifadelerde gegen G,, i. tabakaya ait kayma modiiliinii ifade etmektedir. «,, i. tabakaya ait
bir malzeme sabiti olup diizlem sekil degistirme halinde «; =3-4v, seklindedir. «, ifadesinde
gegen v; Poisson orammni gostermektedir. A; (i=1,2,3,...,N; j=1,2,34) ifadeleri bilinmeyen
katsay1 fonksiyonlari olup probleme iliskin sinir sartlar1 kullanilarak bulunacaktir.
Probleme ait sinir sartlar1 tabakalar arasi tanimlanacak ayrilma durumlarina goére farklilik
gosterse bile asagidaki gibi genel olarak tanimlanabilir.
i) Rijit Temel ile 1. Tabakanin Ara Yiizeyinde Sinir Sartlar1 (2 adet sinir sart1)
u,(x,0)=0, v,(x,0)=0, (—o0 < X < 0) (4a,b)
i) 1. Tabaka ile (i+1). Tabakanin Ara Yiizeyindeki Sinir Sartlart (i=1,2,3,...,N-1)
Tabakalar Aras1 Ayrilma Olmamast Durumu (4 adet sinir sart1)
u (x,h)-u,,(x,0)=0, v,(x,h)-v,,(x,00=0, (—o0<X<o0) (5a,b)
o, (xh)-o, (x0)=0, 7, (x,h)-7, (x,0)=0, (-0<x<o) (5¢,d)
Tabakalar Arast Ayrilma Olmasi Durumu, j. ayrilmali temas yiizeyi igin (5 adet
sinir sarti)

o, (X, hi):_pj(x)’ Uym(xno):_pj(x)a (ajL stajR) (6a,b)
7, (6h)=0, 7, (x,0)=0, (—0<x<x) (6¢,d)
ov (x,h)  ov,,(x,0 .
';X ) _ g(x ):0, (a, <x<ay), (j=12,3,...m) @)
iii) N. Tabakanin Ust Yiizeyine iliskin Sir Sartlar1 (2+n adet sinir sart1)
TxyN (X, hN ) = O, (—OO <X< OO) (83.)
ql(x)i blL SXSblR
q, (x), b, <x<bg,
O-yN (X’ hN ) = pm+1(X)1 a(m+1)L X< a(m+1)R (8b)
pm+n (X) a(m+n)L X< a‘(m+n)R
0 diger
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ovy (x,h '
%:ﬂ, aj SX<ap, (jJ=m+1lm+2,m+3..,m+n) (9)

Bu ifadelerde:
e u,v, :sirasiyla i. tabakaya ait x; ve y; dogrultularindaki yer degistirme bilesenlerini
e h : i tabakanin yiiksekligini
® p, :]. temas yiizeyine ait bilinmeyen temas gerilme fonksiyonunu (j=1,2,3,...,m)

a, ,a: swrastyla j. temas ylizeyinin baslangig ve bitis noktalarini

e (q;:]. yayil yiike ait yiik fonksiyonunu (j=1,2,3,...,r)

b, , by : sirasiyla j. yayili yiikiin baslangig¢ ve bitis noktalarini

gostermektedir.

(4-9) ifadelerinden, tanimlanan probleme uygun olarak 4N-2 tanesi gerilmeler cinsinden ve
M+2 tanesi ise yer degistirmeler cinsinden olmak {izere toplam 4N+M tane sinir sart1 segilir.
(4,5,6,8) ifadelerinden secilen smir sartlari kullanilarak yer degistirme ifadelerindeki
bilinmeyen A, (i=1..N, j=1.4) katsay1 fonksiyonlar1 bilinmeyen p;(j=1..M) temas gerilme

fonksiyonlarma bagli olarak bulunabilir. (7,9) ifadelerinden secilen ve heniiz kullanilmayan
sinir sartlar1 kullanilarak bilinmeyen p; temas gerilme fonksiyonlarinin ¢6ziimii i¢in M adet

integralden olusan bir integral denklem sistemi elde edilebilir. Bu denklem sistemi
boyutsuzlastirildiktan sonra sayisal ¢oziimii Erdogan ve Gupta’da [9] onerildigi gibi Matlab
programi kullanilarak yazilacak bir program ile yapilabilir.

Yazilan program, kullanici tarafindan girilen probleme gore (4-9) smir sartlarindan uygun
olanlar1 kullanarak problemin ¢6ziimiinii [9] numarali kaynakta verildigi gibi yapmaktadir.
Problemin ¢6ziimii tamamlandiktan sonra tabakalarin her hangi bir noktasindaki gerilme ve
yer degistirme bilesenleri veya istenilen grafikler yine program aracilifiyla elde
edilebilecektir.

SAYISAL SONUCLAR

Bu boliimde, program kullanilarak elde edilen sonuglar ile literatiirden segilen ¢aligmalarin
sonuglarinin karsilastirilmasi verilmektedir.

Literatiirdeki sonuclara ait grafik verileri “Engauge Digitizer” isimli program kullanilarak
grafik resimlerinin dijitallestirilmesi ile elde edilmistir. Elde edilen degerler karsilastirilirken
kullanilan “% Fark™ asagidaki gibi tanimlanabilir.

X —X
% Fark = %*100 (10)
|

Burada X, literatiirden segilen problemdeki sonucu, X, ise yapilan ¢aligmada elde edilen

y
sonucu gostermektedir.

Ik ¢alisma olarak Kahya [5] tarafindan yapilan yiiksek lisans tez calismasi secilmistir. Bu
calismada rijit olarak mesnetlenmis bir tabaka ile rijit bir blok arasindaki temas problemi
incelenmistir. Tabakaya, R yaricapli dairesel rijit bir blok aracilig: ile tekil bir yiik simetrik
olarak etkimektedir. Problem diizlem sekil degistirme problemi olarak ele alinmistir. Problem
tek tabaka (N=1) ve tek integral denklemden (M=1) olusmaktadir. Probleme iligskin yiikleme
ve geometri Sekil 2’°de verilmektedir.
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Sekil 2. [5] nolu ¢alismadaki temas problemine iliskin geometri ve yiikleme [5]

Tablo 1’te gesitli yiikleme, geometri ve malzeme 6zellikleri i¢in [5] nolu ¢alismada elde
edilen temas mesafeleri ile mevcut ¢calismada yazilan program ile elde edilen temas mesafeleri
karsilastirtlmistir. Temas mesafeleri [5] nolu ¢alisma igin [-C, €] araliginda olurken mevcut
calismada [a; , & ] aralifinda olmaktadir. Tabloda verilen degerler incelendiginde mevcut

caligmadan elde edilen sonuglarin Kahya tarafindan elde edilen sonuglarla ¢ok yakin oldugu
goriilmektedir. Sonuglar arasindaki en biiyilk % Fark 0,04 olarak gergeklesmistir. Blok

altindaki boyutsuz temas gerilmelerinin farkli oranlar1 i¢in karsilastirilmas: Sekil 3’te

verilmistir. Sekil incelendiginde elde edilen grafiklerin birbirleriyle uyumlu oldugu
goriilmektedir.

Tablo 1. Cesitli boyutsuz parametreler igin temas mesafelerinin karsilastiriimasi

e Mo e
i R/h K c/h ayg Qe A e
P/h
100 10 2 0,215290 -0,21519051 0,21519099 -0,046 0,046
100 100 2 0,622161 -0,62216683 0,62216739 0,001 -0,001
100 1000 2 1,545286 -1,54536214 1,54536244 0,004 -0,005
500 10 2 0,097407 -0,09740715 0,09740715 0,000 -0,000
500 100 2 0,300239 -0,30024043 0,30024056 0,000 -0,000
500 1000 2 0,830313 -0,83032547 0,83032634 0,001 -0,001
1000 10 2 0,068987 -0,06898726 0,06898725 0,000 -0,000
1000 100 2 0,215208 -0,21520847 0,21520900 0,000 -0,000
1000 1000 2 0,622166 -0,62217092 0,62217082 0,001 -0,001
100 100 15 0,567560 -0,56756741 0,56756741 0,001 -0,001
100 100 2,5 0,670244 -0,67025250 0,67025328 0,001 -0,001
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3
(1) G/(P/h)=1000 Program
) G/(Ph)=500 R} e Kahya (1997)
~ (3) G/(P/h)=100
2 I—
=
& L
o
1 I—
O ]
-0.8 -04 0 0.4 0.8

oranlari i¢in blok altindaki temas gerilmelerinin karsilastirilmasi

(x=2, R/h=100)

Ikinci calisma olarak Cémez [7] tarafindan yapilan yiiksek lisans tez calismasi secilmistir. Bu
caligmada iki tabakadan olusan bir sistemin ayrilmali temas (receding) problemi incelenmistir.
Alt tabaka rijit olarak mesnetlenmis ve {ist tabakaya tekil bir yiik R yaricaph dairesel rijit bir
blok araciligi ile etki ettirilmistir. Tabakalar yapisik olmayip ayni veya farkli malzeme
ozellikleri ve yiikseklige sahip olabilmektedirler. Problem diizlem sekil degistirme problemi
olarak ele alinmistir. Problem iki tabaka (N=2) ve iki integral denklemden (M=2)
olugsmaktadir. Probleme iliskin yiikleme ve geometri Sekil 4’de verilmektedir.

Sekil 3. Farkli G
P/h

®
3
£

/

\ 4
<@%b b— )

Sekil 4. [7] nolu ¢alismadaki temas problemine iliskin geometri ve yiikleme [7]

b=
i S

Tablo 2’de ¢esitli yiikleme, geometri ve malzeme 6zellikleri i¢in [7] nolu ¢alismada elde
edilen temas mesafeleri ile mevcut ¢alismadan elde edilen temas mesafeleri karsilastiriimistir.
Tabloda verilen degerler incelendiginde [7] nolu ¢alismadan elde edilen sonuglarin mevcut
caligmanin sonuglariyla ¢ok yakin oldugu goriilmektedir. Sonuglar arasindaki en biiyliik %
Fark 0,2 olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Tabakalar arasinda meydana gelen temas gerilmelerinin ve blok altindaki temas
gerilmelerinin farkli R/h oranlar igin karsilastirilmasi sirasiyla Sekil 5 ve 6’da verilmistir.
Sekiller incelendiginde, elde edilen grafiklerin birbirleriyle uyumlu oldugu goriilmektedir.
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Tablo 2 . Cesitli boyutsuz parametreler igin temas mesafelerinin karsilastirilmasi

Comez (2003) Mevcut calisma (Program) % Fark
E Rihy K alh bih ig g s e dig Qg s )
Plh

100 10 2 1.25340 0.22026 -1.251823 1251823 -0,220269 0,220269 -0.13 0.13 0,00 0,00
100 300 2 1.95470 1.58730 -1.953003 1.953003 -1,587949 1.587949 -0.09 0.09 0.04 -0.04
100 1000 2 2.40810 213520 -2.409606 2.409607 -2.134888 2.134888 0.06 -0.06 -0.01 0.01
500 10 2 1.24200 0.09788 -1.239558 1.239575 -0,097885 0.097886 -0.20 0.20 0.00 -0.01
300 300 2 1.40250 0.72430 -1.399719 1399719 -0,724458 0.724458 -0.20 0.20 0.02 -0.02
300 1000 2 1.56410 1.03120 -1.561074 1.561075 -1,031475 1.031475 -0.19 0.19 0.03 -0.03
1000 10 2 1.23950 0.06916 -1,238063 1238063 -0.069157 0.069157 012 0.12 0.00 0.00
1000 300 2 1.31720 0.50440 -1,316202 1316201 -0.504431 0.504431 0,08 0.08 0.01 0,01
1000 1000 2 1.40240 0.72430 -1,399719 1399719 -0.724459 0.724459 -0.19 0.19 0.02 0,02
300 1000 112 1.43510 0.85610 -1,433461 1.433461 -0.856263 0.856263 -0.11 0.11 0.02 0,02
300 1000 2.6 1.63100 1.13350 -1,632403 1.632407 -1.133304 1.133304 0.09 -0,09 0,02 0.02

0.8
(1) R/h=10 Program
- 8 %ﬁjggo Comez (2003)
0.6 —

p,/(P/h)
S
~
|

0.2 —
0 |
2 -1 0 1 2
x/h
Sekil 5. Farkli R/h oranlari igin tabakalar arasinmdaki temas gerilmelerinin karsilagtiritlmasi
(=52 _500, s =x, =2, b /hy=2, G, /G, =1)
P/h,
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[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]
[8]
[9]

8
(1) R/k=10 Program
- (2)RMh=100 e (Comez (2003)
(3) R/b=1000
6 -
=
= 4 (1)
o
2 — L~
i / @)
3)
0 \ A T At \
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

x/h

Sekil 6. Farkli R/h oranlari igin blok altindaki temas gerilmelerinin karsilastiriimasi

GZ
P/h,
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