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1. GIRIS

Tek serbestlik dereceli kiitle-yay sistemlerinin serbest ve zorlamal titresimleri mekanik
titresimler konusunun en temel modelidir ve ileri titresim ¢alismalari igin bir baslangig
noktasidir. Cogu kez, oldukga karmagik bir yapi bile basit bir tek serbestlik dereceli sistem
olarak modellenebilir ve bu suretle yaklagik ¢oziimler elde edilebilir. Dolayisiyla bu sistemin
¢Oziimii daha ileri seviyede problemlerin ¢6ziimiine Snemli bir katki saglamaktadir. Bu
sistemin, belirsiz katsayilar yontemi, frekans tepki ydntemi, geometrik yontem ve Laplace
doniisiimleri gibi yontemlerle ¢6ziimii ¢esitli kaynaklar meveuttur [1,2].

Bu galismada ise, Taylor polinomlari cinsinden matris formunda basit ve 6zgiin bir ¢6ziim
yontemi sunulmugtur. Bu y&ntem, ikinci mertebe lineer diferansiyel denklemlerin [3], yiiksek
mertebeli diferansiyel ve integro-diferansiyel denklemlerin [4,5] yaklasik g¢oziimlerinin
bulunmasinda kullamlmigtir. Yapilan g¢aligmalar onerilen yontemin olduk¢a iyi sonuglar
verdigini gostermigtir.

2. PROBLEMIN MATRIS iFADESI
Harmonik zorlama etkisindeki tek serbestlik dereceli kiitle-yay-séniim modelinin hareket
denklemi

Mi+Cx+ Kx = F,cosat ¢))
ve baslangig kosullart

x(0) =

) A @)
x(0)=4

seklinde verilmistir. x(f) ¢oziim fonksiyonunun kesilmis Taylor serisi olarak tanimlandigim kabul
edersek, bu fonksiyonu matris formunda su sekilde ifade edebiliriz

[x()]=T)X 3
Burada

T =[1 ¢-t) . (t-1)"] “
X=[x, % . xy] &)
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dir. x,,n=0,1,..., N hesaplanmasi istenen Taylor katsayilarni, N ise Taylor serisinin kag terime

agildigint ifade etmektedir.
T(¢) matrisi ile ilk tirevi arasindaki bagint:

T(t)=T()D (6)
seklinde verilmistir [6]. Burada
00 - 0 0
1 0 -~ 0 0
D=0 2 - 0 0 M
00 -~ N 0
Benzer gekilde ikinci tiirev de
T()=T()D =T()D? @®)
olarak yazilabilir. (1) denkleminin sag tarafindaki zorlama teriminin matris ifadesi de
N ()
n )
[fOl=2 f@-1) =TOF, f=—7= ©
n=0 .
seklinde olacaktir. Burada
T
F=[f, fi - Jfv] (10

(3), (6) ve (8) denklemleri (1)'de yerlerine konulur ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa, problemin
matris formu

[MDZ+CD+KI]X=F (11)

seklinde yazilir ki bu denklem (N +1) bilinmeyen Taylor katsayisii iceren (N +1) denklem
sistemini ifade eder. Baglangig kosullarinin (2) matris formu ise, (3) ve (6) ifadeleri kullanilarak

lec,kT(c)D“Xz[li], i=0,1 (12)

k=0
seklinde elde edilir. Burada ¢, baslangig kosulu denklemlerinin katsayilarini ifade eder.

3. PROBLEMIN COZUMU

3.1. Ozel Coziim
(11) denklemini kisaca

WX=F (13)
seklinde yazarsak
X=W'F 14)

ozel ¢oziime ait bilinmeyen Taylor katsayilarini verir.

3.2. Genel Coziim
Problemin genel ¢6ziimiinii elde etmek igin sinir sartlarinin matris formu (12)

UX=[4] i=0,1 as
seklinde yazilir. Burada
1
U =>cTe)B"Y =[u, u, - uy], i=0, (16)
k=0
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(13) denklemindeki W matrisinin son iki satirinin yerine U,, ve aym zamanda F matrisinin son
iki satirinin yerine [/1,,] konularak yeni bir katsayilar matrisi hesaplanir ki bu kez baglangi¢ kosullari
da hesaba katildig: i¢in genel ¢6ziim

X=(W)'F an
seklinde bulunur. Burada X matrisi genel ¢oziime ait Taylor katsayilarini vermektedir.

3.3. Homojen Cziim
Sistem lineer oldugu igin, yukarida bulunan genel ¢éziimden 6zel ¢dziim gikarilarak homojen
¢oziim elde edilir.

4. SAYISAL UYGULAMA
Sayisal Ornek olarak, kiitlesi M =10kg, soniim katsayiss C =20kg/s ve yay sabiti

K =4000N /m olan bir sistem segilmistir. Zorlama fonksiyonunun genligi F, =100N ve frekansi

w=10rad /s olup baslangi¢ kosullart x(0)=0.01m ve x(0)=0 olarak verilmigtir. Tiim matris
islemleri MATLAB 6.5.1 programi kullanilarak yapilmistir.

002 —m———————————

x(t)
[

0025 V—— e

(a) Homojen ¢6zlim

S NANA

t

= 7 o)
0.15 0.3 045 0.6 0.730.9 1.05 1.2
SRR

(b) Ozel ¢oziim

(c) Genel ¢oziim
Sekil 1. Sistemin, Taylor matris yontemi ile elde edilen zaman cevap egrileri.
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N =5 alinarak ¢, =0 etrafinda ¢oziim yapildiginda, 6zel ¢éziim
x, ()= 10.417¢ —0.2083¢° —1.5594¢* + 0.0187¢ +0.0327

ve genel ¢oziim

x, ()= 96.267¢° —140.67¢* — 21> +3t* +0.01

olarak bulunur. Genel, 6zel ve homojen ¢éziimleri daha genis bir aralikta gorebilmek igin N =80
segilerek matris iglemleri tekrar edilmis ve sistemin zaman cevap egrileri Sekil 1'de verilmistir.

0.025 ——
|

yo,l15\{3%3,;5 8@475 0%4 05 1.\?’1

(a) Homojen ¢o6ziim
0.04 — —

x(t)

-0.025

-0.02
0.04

0.04
0.02

0
002
0.04
006 L —

(c) Genel ¢bziim
Sekil 2. Sistemin, belirsiz katsayilar yontemi ile elde edilen zaman cevap egrileri.

X

Sistemin belirsiz katsayilar yontemi ile elde edilen ¢6ziimil ise su sekildedir [2]
x(£) = Ae™* sin(w,t + @)+ X cos(wt — )

Burada
o X 1 2 2 I
g=tan” — L — 4= —\/( vo+Co,x,) +(x@,) ,X=0  serbest titresim durumunda
Yo + Q{un'\.h wd
ve
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, @, (x,— X cos8) . x,—Xcosd

¢ =tan"

vy +(x,— X cos0){w, —wX sinf’ sin g
2@ f zorlamali titresim durumunda
f=tan” ———, X = g

@, — @ \/(07,? _ wz )2 4 (24,(0"&))2
Bu denklemlerde

¢ =C/(2M w,) sénim oranini,
o, = K/M sonimsiiz dogal frekans,

w, = o,\1-¢* sonimli dogal frekansi,
x, =x(0) ve v, = x(0) baslangi¢ kosullarin,
fy = F,/M zorlama fonksiyonunun genligini ifade etmektedir.

Bu yontemle elde edilen tam ¢6ziim ise $ekil 2'de gorilmektedir.
5. SONUCLAR

Tek serbestlik dereceli kiitle-yay-soniim sisteminin serbest ve zorlamali titresimleri Taylor
polinomlarina dayali matris yontemi ile incelenmistir. Elde edilen sonuglar tam ¢ozim ile
kargilastirilmis ve ¢6ziim araliginda bulunan sonuglarin birbirleriyle uyumlu olduklar1 gérilmigtiir.
Kullanilan yontem oldukga pratik olmasinin yaninda hassas sonuglar da vermektedir.
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