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OZET

Eksenel basinca maruz kirislerin kritik burkulma kuvvetleri, 1744 yilinda Euler tarafindan,
cubuk agirligr ihmal edilerek, sabit enine kesit kabulii altinda yapilmistir. Euler tarafindan
bulunan sonuglar, kritik normal gerilme ile gubuk narinlik derecesi arasindaki bagintiy1 veren
Euler Hiperbolii yardmyla ifade edilmektedir. Ozdamar (1997), yapms oldugu
calismasinda, agirligi dikkate alinan ve her iki ucundan basit mesnetlenmis bir kirig igin,
boyutsuz kritik burkulma kuvveti ile boyutsuz ¢ubuk boyu arasindaki iliskiyi bularak Euler
Hiperboliinii ¢elik ve bakirdan imal edilen ¢ubuklara genisletmistir.

Bu caligmada ise, ¢ubuk enine kesitinin, ¢ubuk boyunca degismedigi kabul edilerek, agirlig
dikkate alinan her iki ucu ankastre mesnetli ¢ubuklar i¢in, Euler Hiperbolii hem analitik hem
de sonlu elemanlar yontemi (ANSYS 10.0) kullanilarak c¢izilmistir. Ayrica, basi kuvvetine
maruz ve agirligi dikkate alinan ¢ubuklarin kritik burkulma kuvvetlerini etkileyen faktorler de
irdelenmisitir. Kirigin narinlik derecesi artig1 zaman, agirligin dikkate alinmasi ile elde edilen
malzeme tasarrufu hesaplanmistir. Elde edilen sonuglardan, ayni enine kesite sahip ve esit
boyda olan ¢ubuklardan, ¢ubuk elastisite modiiliiniin ¢ubuk malzemesinin 6zgiil agirligina
orani biiylik olaninin, kritik normal gerilmesinin daha biiyiik oldugu goriilmiistiir.

ABSTRACT

In 1744, Euler computed the critical buckling load with the assumption of uniform cross-
section without weight of column. The results obtained by Euler expressed as Euler’s
Hyperbole, which is given relationship between the critical normal stress and the slenderness
ratio of column. Ozdamar (1997) studied Euler’s Hyperbole for heavy column, which
composed of steel and copper. He considered the self-weight of column at its top hinged and
lower roller column for obtaining Euler’s Hyperbole.

In this study, Euler’s Hyperbole is considered for heavy fixed column with the assumption of
uniform cross-section by using both analytic and the finite element method (ANSYS 10.0).
Besides, the factors affected the critical buckling load examined with axially loaded heavy
column. When the slenderness ratio of column is increased, material saving is calculated with
considering the weight of column. From obtained results, it is stated that the critical buckling
load is high with the biggest ratio of Young Modulus over the specific gravity.
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1. GIRIS

Son zamanlarda gelisen teknolojiye paralel olarak, yiiksek mukavemetli yapilarin
kullanilmasi, yapilart oldukca narin bir hale getirmis, dolayisiyla stabilite kavramini da 6n
plana c¢ikartmistir.Burkulma bir stabilite problemidir ve bu problemde amag, sistemde
dengeyi saglayacak kritik yiik degeridir. Eger sisteme uygulanan eksenel basi kuvveti, sistem
i¢cin bulunan kritik yiikten biiyiikse, kararsiz denge durumu, kiiclikse, kararli denge durumu ve
esit ise farksiz denge konumu olugmaktadir [1]. Eksenel basi kuvvetine maruz kirislerin,
burkulma kuvvetleri, 1744 yilinda, Euler tarafindan, dort mesnetleme durumu i¢in, ¢ubuk
agirligi ihmal edilerek, sabit enine kesit kabulii altinda yapilmistir [2]. Euler tarafindan
bulunan sonuglar, kritik normal gerilme ile ¢ubuk narinlik derecesi arasindaki bagintiy1 veren
Euler Hiperbolii yardinmyla ifade edilmektedir. Literatiire bakildiginda, Ozdamar (1997)
yapmis oldugu ¢aligmasinda, her iki tarafi basit mesnetli gubuk icin, agirlik kuvvetini dikkate
alarak, Euler hiperboliinii ¢izmistir [3]. Bu calismada ise cubuk agirlik kuvveti dikkate
alinarak, her iki ucu ankastre mesnetli ¢ubuklar icin, kritik yiikler hesaplanmis ve kritik
normal gerilme ile cubuk narinlik derecesi arasindaki bagintiy1 veren, Euler hiperbolii, ¢esitli
malzemeler icin ¢izilmistir. Analitik olarak elde edilen sonuglar, ANSYS 10.0 sonlu elemanlar
paket programu ile de desteklenmistir.

2. ANALITIK COZUM
2.1. Agirhg1 Dikkate Alinan Cubuklarda Kritik Burkulma Kuvveti

v, ¢ubuk malzemesinin 6zgiil agirligini ifade etmek iizere, agirlig1 dikkate alinan ve eksenel
yiike maruz bir ¢cubugun diferansiyel denklemi,

El dw(x)+(P A)d w(x) yAdw(x)ZO ()
dx’ dx’ dx

seklinde ifade edilmektedir [4]. Ayrica,

£ = 2)

ifadesi de cubuk agirligini, birim boya diisen kuvvet olarak ifade etmektedir. (7) nolu
diferansiyel denklemin ¢ozlimii ise,

w(x) =G g;(x)so | (0)dx+C, | g% (0)J, (¥)x+C; | g;(x)Jl (x)dx +C, 3)

olup, 3 3 3

g(x)—gaz(b X)?,a 7A b= ab)0 4)
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ile verilmekte olup, s 1(x)abc Lomel Fonksiyonu ve J ,(x)ise Bessel fonksiyonlar: olarak
0,~ +—
3 3

adlandirilmaktadir [4]. Buna gore agirligi dikkate alinan eksenel yiikke maruz ¢ubuklarda
boyutsuz kritik burkulma kuvveti ve boyutsuz ¢ubuk boyu,

> L=y (5)
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ile verilmektedir [4]. Agirligi1 dikkate aliman ¢ubuklarda, Euler hiperboliiniin ¢izilmesi i¢in
cubuk narinlik katsayisi ve kritik normal gerilmenin, boyutsuz kritik burkulma kuvveti ile
boyutsuz ¢ubuk boyu cinsinden yazilmasi gerekmektedir. Buna gore ,

_PLE , L

o, , = 6
kr /12 I :LIL ( )
A
bagintilar1 elde edilmis olur ki burada,
E v A1
u=( () )
/4 1

olup, burkulma agirlik parametresi olarak tanimlanmaktadir.

2.2. Euler Hiperboliiniin Agirhg Dikkate Alinan Cubuklar i¢in Cizimi

Bu calismada, her iki ucu ankastre mesnetli durum i¢in Euler hiperbolii ¢izilmistir. Yapilan
hesaplamalarda, dolu govdeli, dairesel enine kesitli cubuk formlar1 diisiiniilmiis ve belirli bir
cap degeri i¢in c¢ubuk uzunluklar1 degistirilerek, kritik yiikk ve kritik normal gerilme
hesaplanmistir. Bu ¢alismada burkulma agirlik parametresi olan x degeri, 100 olarak
alinmig, buradan cap degeri de r=5,33 m olarak hesaplanmistir. Daha sonra, yarigap sabit
kalarak, boyutsuz c¢ubuk uzunlugu, yani bir baska deyisle ¢ubuk uzunlugu degistirilerek
hesaplamalar yapilmistir. Sekil 1°de, celikden imal edilen ¢ubuk icin, agirliksiz ve agirhigin
dikkate alinmasiyla elde edilen, Euler hiperbolleri goriilmektedir. Euler hiperbolii ¢iziminde
herhangi bir emniyet katsayisi kullanilmamistir. Euler hiperboliiniin ¢iziminden elde edilen
kritik gerilmelerin kullanilmasi i¢in, kullanilan malzemenin akma gerilmesi de biiyiik 6nem
tasimaktadir.
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Sekil 1 Agirlik kuvvetinin dahil edilmesi ve edilmemesi durumu i¢in Euler hiperbolii(Durum 1 igin)
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3. SAYISAL COZUM

ANSYS de burkulma analizi, modellenen sistemin Ozdegerini bulma prensibine
dayanmaktadir. Burada yapilan analiz, asagida bagintis1 verilen esitlige gore yapilmaktadir:

([K] +4, [S]){l//}i = {0}

bu bagintida,

®)

[K]: Eleman katilik matrisi (stifness matrix)
[S]: Eleman gerilme katilik matrisi (stress stifness matrix)
A, =sistemin i.0zdegeri

y,= sistemin 1.0zvektorii

belirtmektedir. Bilindigi gibi, sistemin en kii¢iik 6zdegeri, kritik burkulma kuvveti, 6zvektori
ise burkulma modunu vermektedir. Burada da c¢aligmada, ANSYS’de analiz yapilmistir.
Cizelge 1’de agirliksiz ve agirligr dikkate alinan celik ¢gubugun sonlu elemanlar yontemi ile
elde edilen kritik burkulma kuvvetleri goriilmektedir. Ozellikle agirliksiz ¢ubuklarda, kritik
burkulma degeri, analitik elde edilen kritik burkulma yiikiine olduk¢a yakin oldugu goriiliir.
Agirligin dikkate alinmasiyla hesaplanan kritik burkulma kuvvetlerinde ise, belirli bir ¢gubuk
uzunlugundan sonra sonuglarin ¢ok fazla yakinsamadigi goriilmektedir.

Cizelge 1 Agirhiksiz ve agirligi dikkate alinan celik cubugun sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen kritik

burkulma kuvveti (N)

L (m) Agirliksiz | Agirlik Kuvveti Dahil
Analitik ANSYS Analitik ANSYS
266.4322 | 72266826178 | 0.72517E+11 | 73124282777 | 73193384712
399.6483 | 32118589412 | 0.32230E+11 | 33461794715 | 33414912546
4529347 | 25005822207 | 0.25115E+11 | 26534943475 | 26420986652
506.2211|20018511407 | 0.20040E+11 | 21596338155 | 21539881763
559.5076 | 16387035414 | 0.16391E+11 | 18280887783 | 17974368057
666.0804 | 11562692188 | 0.11565E+11 | 13811998702 | 13607916761
719.3669 | 9913144880 | 0.99152E+10 | 12324134102 | 12107032950
772.6533 | 8592963874 | 0.85948E+10 | 11288279928 | 11198810206
825.9397 | 7519961101 | 0.75216E+10 | 10282725011 | 9162100235
879.2262 | 6636072193 | 0.66375E+10 | 9563700659 | 8969801303
932.5126 | 5899332749 | 0.59006E+10 | 8988078772 | 8504539981
1065.729 | 4516676636 | 0.45176E+10 | 7988834295 | 7359039411
1332.161 | 2890673047 | 0.28913E+10 | 7028367016 |5577473169
1598.593 | 2007411838 | 0.20078E+10 | 6652484278 | 3873569184
1865.025 | 1474833187 | 0.14751E+10 | 6475974865 | 2845684082
2131.457 | 1129169159 | 0.11294E+10 | 6370435041 | 2178781645
2664.322 | 722668261.8 | 0.72282E+09 | 6294709759 | 1394377445
3197.186 | 501852959.6 | 0.50196E+09 | 6508533078 | 968326396.5
3996.483 | 321185894.1 | 0.32125E+09 | 6048694050 | 619729410.6
4262.915 | 282292289.8 | 0.28235E+09 | 6029488362 | 544680894 _8
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4. SONUCLAR

Bu calismada, eksenel basi kuvvetine maruz cubuklar i¢in, agirligmin dikkate alinmasi
durumu verilen Euler hiperbolii, ¢elik gubuk i¢in ¢izilmistir. Analitik ¢6ziim ANSYS 10.0 sonlu
elemanlar paket programu ile de desteklenmistir. Elde edilen sonuclardan, basi kuvvetine
maruz c¢ubuklarin boyutlandirilmasinda, Euler hiperbolii yerine, bu ¢alismada verilen
agirhigin dikkate alinmasiyla tekrar c¢izilen, gelistirilmis Euler hiperboliiniin kullanilmasi,
cubuk giivenliginden 6diin vermeksizin, malzeme tasarrufu saglayacaktir. Cubugun narinlik
derecesi arttik¢a, agirligin dikkate alinmasiyla elde edilen malzeme tasarrufu daha belirgin
olmaktadir. Narinlik derecesi kiigiik olan ¢ubuklar i¢in, agirligin ihmal edilmesi ile elde
edilen Euler hiperbolii de kullanilabilir. kritik gerilmenin, ¢ubugun narinlik derecesi ile ters
orantili oldugu, dolayisiyla, ¢ubugun narinlik derecesi biiyiidiikge, kritik gerilmelerin
kiictildiigli goriiliir. Ayrica, kritik gerilme, malzemenin elastisite modiilii (E£), ve kesitin atalet
yaricapina (i) bagl olarak degismektedir. Cubugun narinlik derecesi artik¢a, burkulma
tehlikesi 6n plana ¢ikmaktadir.Cizilen Euler hiperbolleri, malzemenin akma mukavemetinin
altindaki gerilmeler icin gegerli olmaktadir. Eger malzemenin kritik gerilmesi akma
mukavemetinden biiylik ise, ¢ubuk akarak ¢okmektedir. Yani burkulmadan dolay1 degil de
akmadan dolay1 kullanilmaz hale gelecektir. Dolayisiyla boyutlandirma yapilirken bu kriterin
de goz Oniine alinmasi gerekmektedir.Esit cubuk uzunluguna ve ayni malzemeden imal edilmis

olan ¢ubuklarda, é orani artik¢a, kritik normal gerilmeler artmaktadir. Esit cubuk

uzunluguna ve ayni enine kesite sahip cubuklardan, — orani biiyiikk olan, kritik normal

gerilmesinin biiyiik oldugu goriiliir.
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