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CAPRAZ TABAKALI KOMPOZIT KALIN PLAKLARIN STATIiK ANALIZI
OZET

Bu calismada fonksiyonel analiz yontemi ile Gateaux tiirevi kullanilarak c¢apraz
tabakali kompozit kalin plaklarin diisey yiikler altinda statik analizleri yapilmistir.
Bunun i¢in yaklasik ¢6ziim yontemi olarak sonlu eleman formiilasyonu
kullanilmistir. Analizlerde simetrik tabakalanma durumlarindaki plagin davranisi
incelenmistir. Plakta kullanilan malzeme ortotrop olarak kabul edilmistir. Kullanilan
yontemin gegcerliligini test etmek amaciyla, literatiirdeki calismalarda incelenen

problemler yeniden ¢6ziiliip sonuglar karsilastirilmistir.

Bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, kompozit malzeme tanimi ve 6zelliklerine yer verilmistir. Daha
sonra bu tezin amaci ve kapsamindan soz edilip, ortotrop ve izotrop plaklarla ilgili

literatiirde yer alan ¢alismalardan bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, plak tanimi, gesitleri ve oOzelliklerine yer verilmistir. Malzeme
cesitleri ve malzeme sabitlerinin elde edilmesi incelenmistir. Ortotrop plak
denklemleri ortaya konarak ve Gateaux tlirevine bagli geometrik ve dinamik smir

kosullarinin kullanilmasi ile yeni bir fonksiyonel elde edilmistir.

Ugiincii béliimde, ikinci béliimde elde edilen fonksiyonel kullanilarak karisik sonlu

eleman formiilasyonu ile eleman matrisi elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, materyal incelemesi yapilmistir. Mekanik davranigin yone bagl

olarak degisimi ve levhalarda gerilme - sekil degistirme davranislar1 irdelenmistir.
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Besinci boliimde, simetrik tabakalanma durumlan i¢in plagin farkli tabakalanma
acilarindaki ve farkli tabaka dizilimlerindeki davranisi incelenmistir. Farkli sinir
kosullarina sahip tabakali ortotrop kalin plagin {iniform yayili yiik etkisinde statik
analizi FORTRAN adl bir bilgisayar programi yardimiyla hazirlanan program ile
yapilmigtir. Bu program yardimu ile gesitli mesnet kosullar1 ve yiiklemeler altinda
plak problemleri ¢oziilmiis, elde edilen sonuglar literatiirdeki ¢alismalarla

karsilastirilmis ve sonuglarin birbirlerine yakin oldugu gozlenmistir.

Altinct boliimde, elde edilen sonuglar ve literatiirdeki sonuclarda goz Oniinde

bulundurularak ¢aligmanin sonucu hakkinda yorumlara yer verilmistir.
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STATIC ANALYSIS OF CROSS-PLY LAMINATED COMPOSITE THICK
PLATES

SUMMARY

In this study, structural analysis of cross-ply laminated composite thick plates is
performed by using functional analysis method and Gateaux derivative. Finite
element formulation is used for approximate method of solution. The behavior of
plates is examined in conditions of symmetrical lamination. The material is used at
plates is supposed as orthotrop. The problems mentioned in literature are resolved

and compared to prove the validity of the used method.

This study is consisted of 6 chapters.

First chapter is about definition of composite material and properties. Then, the aim
and scope of thesis are stated and studies about the thick isotrop and orthotrop plates

in the literature are mentioned.

In the second chapter, definition of plates, types of plates, and properties of plates are
examined. Types of material and demonstration of material constants are mentioned.
The functional have been obtained by using geometric and dynamic boundary

conditions depends on Gateaux derivative and using orthotrop plate equations.

In the third chapter, through making use of the function obtained in the second

chapter, mixed finite element formulation and element matrix have been obtained.

In the fourth chapter, material review has been performed. Changes of mechanical
behavior according to the direction and stress and strain behavior of plates have been

examined.
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In the fifth chapter, the behaviour of plates according to the different lamination
angle and different lamination sequence for symmetrical lamination conditions are
examined. The structural analysis of laminated orthotrop thick plate which has
different boundary conditions have been performed by means of FORTRAN
computer program under uniformly distributed loading. By the help of this program,
plate problems have been solved under a variety of support conditions and loading
conditions and also, obtained results are compared with the studies in the literature

and it is observed that the results were close to each other.

In the sixth chapter, the comments about the result of the study are mentioned by

taking into account the results obtained in the study and the literature.
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1. GIRIS

Miihendislikte kullanilan malzemeler genellikle metaller, seramikler, polimerler ve

kompozitler olmak iizere dort gruba ayrilabilirler. Bu dort grubun birbirlerine gore

listiin ve zayif yonleri vardir. Bu dort grubun yaninda, ayni ya da farkli gruplardan

daha fazla malzemenin uygun olan 6zelliklerini tek malzemede toplamak, ya da yeni

bir 6zellik ortaya ¢ikarmak amaciyla makro diizeyde birlestirilmesi ile olusturulan

malzemeler, kompozit malzeme olarak adlandirilir. Ug boyutlu nitelikteki bu

biraraya getirmede amag, bilesenlerin higbirinde tek basima mevcut olmayan bir

ozelligin elde edilmesidir. Diger bir deyisle, amaglanan dogrultuda bilesenlerinden

daha {istiin ozelliklere sahip bir malzeme {iretilmesi hedeflenmektedir. Kompozit

malzemelerin ozellikleri:

1-

Hafiflik: Polimer kompozitler genelde 1,5 — 2 gr/cm’ yogunlugundadir. Metal

kompozitler, 2,5 — 4,5 gr/cm3 olmakla beraber 6zellerde sigrama goriilebilir.

Rijitlik ve Boyut Kararsizligi: Genlesme katsayilar1 nispeten diisiik olup sert,
saglam bir yap1 ve biiylik bir boyut kararlili1 gosterir.

Yiiksek Mekanik Ozellikler: Cekme, basing, darbe, yorulma dayanimlari ¢ok
yiiksektir.

Yiiksek Kimyasal Diren¢: Kompozitler birgok kimyasal maddelere, bu arada
asitler, alkaliler, ¢oziiciiler ve acik hava sartlarina karsi son derece direng

gosterirler. Kimya tesisleri i¢in ¢ok kullanilan malzemelerdir.

Yiiksek Is1 Dayanimi: Kompozitlerin 1s1 dayanimi siradan plastiklere gore

yiiksektir.

Elektriksel Ozellikler: Elektriksel o6zellikler kompozitlerde istege gore
ayarlanabilir. Metal Matrisli Birlesik Mazlemeler (MMC)’ ler iletkendir.



Gliniimiizde ¢ok gelismis olan kompozit malzemeler; havacilik ve uzay sanayisinde,
niikleer, petro-kimya endiistrilerinde, kara ve deniz tasimaciliginda, elektronikte,
yiiksek atlama siriklarinda, bisiklet, tenis ve sorf gibi ¢esitli spor malzemelerinde, tip
endiistrisinde, biyomekanikte, robot teknolojisi gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir.
Bu bahsedilen alanlardaki kompozit malzemeler, genellikle kirig, plak ve kabuk
elemanlar olarak kullanilirlar. Kompozitlerin 6zgiil agirliklarinin diisiik olmasi,
yiiksek mukavemet gostermeleri, kolay sekillendirilebilmeleri, daha az deformasyona
ugramalar1 ve daha fazla yiik tasiyabilmeleri kullanim alanlar1 i¢in biiyiik bir avantaj

saglamaktadir.

1.1 Tezin Amaci ve Kapsam

Bu ¢alismada tabakali (lamine) kompozit plaklarin statik analizini incelemek i¢in ilk
olarak kompozit malzemeler iizerinde durulmustur. Daha sonra plaktaki kuvvet ve
moment denklemlerinin matris formunda elde edilmesinden bahsedilmistir. Ardindan
plak ile ilgili genel denklemlerden sz edilip, denge denklemleri, kinematik
denklemler, biinye bagintilar1 ve alan denklemleri ¢ikartilmistir. Bunlara dayanarak
plagin deplasman degerlerinin teorik olarak hesaplanabilmesi icin elde edilen
fonksiyonlarin potansiyellik kosulu saglatilmistir. Potansiyellik kosulunu saglayan
alan denklemlerine Gateaux tiirevi uygulanarak fonksiyonel bulunmustur. Ardindan
kismi tiirev uygulanip sonlu eleman formiilasyonuna gecilip eleman matrisi elde
edilmistir. Statik analizin yapilabilmesi i¢in eleman matrislerinin aktarma islemi,
sistem matrisinin olusumu Fortran dilinde bir programin gelistirilirek bilgisayar

ortamina aktarilmasiyla saglanmistir.

Bu caligmalara bagli olarak, elde edilen teorik verilerin gercek durum ile
karsilastirilmasi amaci ile literatiirde incelenen 6rneklerin verileri alinip bu ¢alismada
yeniden ¢Ozilmiistiir. Mevcut 6rneklerle sonuglar1 karsilastirmanin amaci yapilan bu
calismanin gecerli oldugunu gostermenin diginda, h en kesit yiiksekligi ve b en kesit
genisligi olmak tiizere a/h orani, simetrik tabakalanma ve kompozit 6zelliklerin

etkilerinin statik analiz ilizerinde yarattig1 sonuglar1 gostermektir.



1.2 Literatiir Ozeti

Tarun [1] caligmasinda izotrop ve ortotrop plaklarin statik ¢oziimiinii ayriklagtirma
yontemi ile Kirchhoff, Reissner-Mindlin, yliksek mertebeden teorileri esas alarak

inceledi.

Reddy ve Gera [2] sonlu fark methodunu kullanarak ince izotrop ve ortotrop

plaklarin statik analizini yapmuistir.

Iyenar [3] MIF (Method of Initial Functions) methodunu kullanarak, ortotrop kalin
plaklarin statik analizi yapmig Ambartsumyan ve Reissner teorilerine dayali olarak

elde edilen sonuglarla karsilagtirma yapmustir.

Gopalsamy ve arkadaslar1 [4] karisik sonlu eleman methodunu kullanarak ankastre

mesnetli ortotrop plaklarin statik analizi yapmustir.

Omurtag ve arkadaslari [5] yaptiklar1 ¢alismalarinda Gateaux tiirevine dayali karisik

sonlu eleman methodu ile ortotrop plaklarin statik analizini yapmustir.

Srinivas ve Rao [6] ¢aligmalarinda ortotrop basit mesnetli plaklarin statik, titresim ve

burkulma hesabina yer vermistir.

Dumir ve Bhaskar [7] Winkler ve Pasternak tipi elastik zemine oturan dikdortgen
plaklarin lineer olmayan statik hesabini, ortogonal nokta kollokasyon metodunu

kullanarak yapmuistir.

Pervez ve arkadaslar [8] yiiksek dereceli kayma deformasyon teorisine dayali olarak
iki boyutlu sonlu eleman modeli ile tabakali ortotrop kompozit plaklarin lineer statik

analizini yaptilar.

Daia ve arkadaslar1 [9] mesh free method kullanarak calismis ve yiiksek dereceli
kayma deformasyon teorisi kullanilarak ince ve kalin tabakali kompozit plaklarin

statik uzama ve dogal frekans analizini incelemistir.

Dogan ve arkadaglar1 [10] tabakali plaklarin diisey yiikler altinda statik analizini
yapmistir. Analizlerde simetrik ve antisimetrik tabakalanma durumlarindaki plagin
davranisi incelenmistir. Plak malzemesi izotrop ve ortotrop olarak kabul edilmistir.
Simetrik tabakalanma durumlari i¢in plagin farkli tabakalanma agilarindaki ve farkl
tabaka dizilimlerindeki davranisi, antisimetrik tabakalanma durumlari i¢in ise farkli

tabakalanma acilar1 ve farkl elastisite modiillerine gore plak davranist incelenmistir.



Omurtag [11] calismasinda tabakali kompozitlerin egilme probleminin ¢oziimii i¢in
sunulan fonksiyonelin elde edilmesinde Gateaux diferansiyelinden yararlanmistir.
Plak alan denklemleri 6nce Kirchhoff-Love teorisinde ve ortotrop malzemeler icin

sunulmus ve daha sonra ¢ok tabakali kompozitler i¢in genisletilmistir.

Kabir [12] kalin antisimetrik acili tabakalanmis plaklari iiniform yiike bagl olarak
analitik ve sonlu elemanlar yontemi kullanarak inceledi. Bu inceleme i¢in Reissner-
Mindlin kesme deformasyon teorisine dayali gelistirilmis Navier yaklasimi

kullanilmustir.



2. KOMPOZIT MALZEMELER

2.1 Kompozitlerin Makromekanik Davranisi

2.1.1 Ortotropik tabakalarda diizlem gerilme durumu

Diizlem gerilmede ortotropik malzemede tek bir tabakadaki takviye dogrultusundaki
gerilme sekil degistirme bagntisi li¢ boyutlu Q;; matrisinin kullanilmasi ile Denklem
2.1 deki esitlikle verilebilir. Diizlem gerilme durumunda diizleme dik gerilmeler

kabul edilmedigi i¢in; 63=0, 1,3=0, 13,=0 olur.

G, O, 0, O €
0,(=|%: @n 0 |1¢, 2.1)
T 0 0 O llYn

Katman elastik sabitleri deneysel miihendislik sabitleri elastisite modiilii (£;), kayma

modiilii (Gj), poisson oranlari (1) cinsinden asagidaki sekilde verilir.

E w,E
Qllz—l > lezgzlz#
I=p,u, I=p,u,,
2.2)
E
sz =2 5 Qee = G12
1=, uy,

2.1.2 Mekanik davranisin yone bagh olarak degisimi

Denklem 2.1 malzemenin asal dogrultusundaki gerilme-sekil degistirme
bagintilaridir. Uygulanan gerilmeler her zaman malzemenin asal eksenleri ile
cakigsmayabilir. Genelde malzeme asal eksen dogrultularindan farkli dogrultularda
gerilmelere maruz kalir. Bu eksenler asal gerilme eksenlerinden 6 agis1 kadar donmiis
olan dogrultularda olabilir Sekil 1.1. Bu durumda farkli yonlerdeki bagintilar

dontistim tansorii (75) kullanilarak bulunabilir.



-
? o

|

Sekil 1.1 : x-y eksenlerinden malzeme asal eksenlerine pozitif yonde doniis

Etkiyen gerilmelerin malzemenin asal dogrultular1 1 ve 2 yonlerinde degil de x ve y
yonlerinde olmasi halinde, bu gerilme halinin malzeme asal eksenleri ile ¢akisan bir

koordinat sistemindeki ifadesi veya doniisiimii asagidaki sekilde yazilabilir.

Gl Gx

o, =[T] o, 2.3)
T, T,

o, c,

o, t=[T] 1o, Q.4)
w Tio

Burada [T] doniisiim matrisidir. Benzer sekilde sekil degistirmeler arasindaki

doniisiim,
gx 81
-1
e, =[T] 1 & (2.5)
ny/z YI2/2

seklinde yazilabilir. Burada doniisiim matrisi [T] asagidaki gibi verilmektedir.



cos’0 sin’0 2sin0O cosO
[T] = sin’0 cos> 0 —2s1n0 cosH (2.6)

—sinOcos®  sinBcos®  cos’O —sin’O

Bununla beraber bir R matrisi,

10 0
[R]=[0 1 0 @7
0 0 2

kullanilarak 1/2 ¢arpani yok edilir ve

81 8]

&, (=[R]y & 2.8)
Yi2 Y12/2

8X gx

e, (=[R]] e, 2.9)
Vo Yo /2

esitligi yazilabilir. Buna gore gerilme-sekil degistirme bagintis su sekilde yazilabilir.

o, =[] o, L=[7T [0} &, L =[7T'[OIR]] e, 210
Ty T Y12 Y12/2
NA=UTRIY e =[] ONRITIRT s -
T, Vo /2 Vo
Burada,
[QJ =[r]"'[Q][R][T][R]" 2.12)

ile gosterilirse x-y eksenlerine ait gerilme sekil degistirme bagintisi,



o € Qn Q12 Q16 €

o, =[§} e, (=0 On Oxlis, (2.13)
Tx)’ YW §16 §26 §66 y)‘y

seklinde yazilabilir. Burada [Q_/} transformasyona ugramis elemanin indirgenmis

rijitlik matrisi olarak adlandirilir. [@] rijitlik matrisinin agik sekli asagidaki gibi

yazilmaktadir.

0,, =0, cos*0 +0,,sin"0 +2(0,, +20,,)sin> 0 cos* 0

0, =0, + 0y, —40) sin’0 cos” 0 + O, (sin*0 +cos’0)
016 = (0, ~ O, ~204)sin0 c0s’0 +(Q;, — 0s, + 20, )sin’ Oc 030 (2.14)
0,, =0,,sin*0 +0,, cos*0 +2(0,, + 20, )sin>0 cos> 0

O, =0, -0, —204) sin’ 6 cos6 + (O, =0y, +20,,)sinb cos’0
566 =0, + 0y =20, —20) sin®0 cos’0 + O (Sin4 6 +cos* 0 )

2.2 Cok Tabakah Kompozit Malzemeler

2.2.1 Cok tabakal bir levhada gerilme-sekil degistirme davranisi

Tabakal1 bir levhanin gerilme ve sekil degisiminin hesaplanabilmesi i¢in levhanin

uzama ve egilme rijitliklerinin bilinmesi gerekir. Bir ¢ok tabakadan olusan levhalarin

mekanik davraniginin incelenmesinde tabakalar arasindaki baglarin kayma etkisiyle

deforme olmayacagi, levhanin tek bir tabaka gibi davranacagi, levhanin orta

diizlemine dik diizlemlerde kayma olmayacagi (yx~Yy,=0) ve normal dogrultusunda

kalinligin sabit kaldigr (e,=0) kabul edilir. Cok tabakali bir levhanin x,y,z

dogrultularindaki u,y,w yer degistirmelerini ABCD diizleminin xz diizleminde

inceleyelim [13].



(s
K

12 > x
A

c Wo

\ D %

y:v
: tﬁ
. QJ ch
Deforme olmamis N .
Kesit Deforme olmus kesit

Sekil 1.2 : x-z diizlemindeki deformasyon geometrisi

Orta diizlemdeki B noktasinin deformasyondan sonraki yer degistirmesi ug ise

diizlem tizerindeki C noktasinin yer degistirmesi denklem 2.15’ teki gibi olur.

U=y —Z:f (2.15)
Burada £, x dogrultusunda levha orta diizleminin egimidir.

aM)()
p= . (2.16)

Tabaka kalinligi boyunca herhangi bir noktadaki yer degistirme asagidaki gibi
bulunur.

w,
u=u, _ZOE (2.17)

Ayni sekilde y dogrultusundaki v yer degisimi de asagidaki gibi olur.

ow,

£ (2.18)

V=V,-2,

Bilindigi gibi &: = y,. = y,- = 0°dir. Bu yiizden sekil degisimleri olarak sadece ¢,, ¢, ve
Yy 80z konusudur. Bu degerler yer degisimleri cinsinden asagidaki sekilde ifade

edilebilir.



Yoox
.0
y = Y (2.19)
_ou_ v
Yo oy Ox
dolayisiyla yukaridaki bagintilarin tiirevi alinarak
_0u, 0w,
toox ox’
o, 0o,
= —
Yoy oy’ (2.20)
Y0y Ox OxOy
elde edilir. Bu esitliklerin matris seklinde ifadesi asagidaki gibi olur.
8x 8X0 KX
0
&y (T8 (T K, (2.21)
T yXyO Ky

Bu denklemdeki ¢, °, e, v,, orta diizlemdeki sekil degistirmeleridir ve su sekilde

ifade edilir.
Oty
8xo ox
g0l
YyO oy (2.22)
oy Ox

10



o*w
o
Kx
B o*w
Ky (=~ " (2.23)
¥ 5 o’w
Oxoy

Bu denklemdeki son terim referans diizlemin egrileridir. Kalinlik boyunca sekil
degisimi degerlerinin yerine konulmasi ile k. tabakadaki gerilmeler, ¢ok katl
tabakanin orta diizlem sekil degistirmeleri ve gerilmeleri cinsinden asagidaki gibi

ifade edilebilir.

G, On Qn Y g’ K

G, (= gzl gzz Oy || 18, 1 +27K, (2.24)
TXy Ql6 Q26 Q66 ,YXy ny

Tabaka kalinligi boyunca, sekil degistirmeler lineer olmasina ragmen gerilmeler

lineer olmak zorunda degildir. Ciinkii, transformasyona ugramis indirgenmis rijitlik

matrisi, [@], tabakalanma icerisinde, her bir tabaka i¢in farkli olabilir. Bu durum

Sekil (1.3)’ de goriilmektedir [14].

Orta dizlem
Tabakall Sekil degigtirme Gerilme

Sekil 1.3 : Tabaka kalinlig1 boyunca gerilme ve sekil degistirmeler

11



2.2.2 Bir levhaya etkiyen bileske kuvvetler ve momentler

Bir levhaya etkiyen bileske kuvvet ve momentler her bir tabakadaki gerilmelerin

levha kalinlig1 boyunca integre edilmesi ile elde edilir [13].

2

Sekil 1.4 : Tabakadaki diizlem i¢i kuvvetler

2

N = .[Gde M, = .[zedz
—hf2 —h/2
2 2
2.25
Ny=jc5ydz My=IGyzdz (2.25)
—hf2 -h/2
h2 h2
N, = erydz M, = Irxyzdz

—h)2

—h)2

Sekil 1.5 : Tabakaya etkiyen momentler

Yukaridaki denklemlerde;

Ny, Ny : Birim uzunluktaki normal kuvvetler
Ny : Birim uzunluktaki kesme kuvveti

M,, M, : Birim uzunluktaki egilme momentleri
Myy : Birim uzunluktaki burulma momentleri

ifade etmektedir. Bunlar Sekil 1.4 ve Sekil 1.5” de goriilmektedir.

12



Denklem 2.25 deki kuvvet ve moment denklemleri matris formunda su sekilde

yazilabilir.

Nx h/2 O, N z(k) G,

Ny = .[ Gy dz = ; Gy dz (2.26)
—h/2 = z(k-1)

N, T, T,

Mx h/2 O, N z(k) G,

My = .[ Gy Zdz=; Gy zdz (2.27)
—h/2 =1 2 (k=1

M)W Tx)/ TW

Yukaridaki denklemlerde zy ve z_;, levhanin z dogrultusundaki kalinlik
koordinatlaridir ve zy=-h/2’dir (Sekil 1.6). Bu bileske kuvvet ve momentler integral

alindiktan sonra z’den bagimsizdirlar fakat x ve y’nin fonksiyonudurlar.

Nz

l 2
Z,

ZN-

}
-
2
3
5

Kat numarasi

Sekil 1.6 : Tabakali bir elemandaki katmanlarin koordinat yerlesimi

Her bir tabaka icin bilinen gerilme-sekil degistirme bagmntisi asagidaki sekle

doniistiiriilebilir.
Nl g” glz 96 | & 0 | Kx
0
N, =210y On 0Oy I g, pdz+ f K, pzdz (2.28)
k=1| — — — z(k-1) 0 z(k-1)
ny le st Q66 Vo Ky

13



M. v O, 0On O ) SXO o | Ks
= A = 2.29
M, =310, 0, Oy J. e, tzdz+ I K, 1z dz (2.29)
k=1| — — — 2(k-1) 0 z(k-1)
M Xy O Oy O Vi Ky

0 0 0 5t «e1q: . . o .
€ 5 € 5 Yy » Kx Ky V€ Kyy z'nin degildirler. Bunlar orta diizleme ait degerlerdir. Bu

yiizden toplam isareti i¢inden ¢ikarilabilir ve yukaridaki denklemler su sekli alir.

N, 4, A, A Sxo B, B, By x
Ny =4, 4, Ay Syo +|B, B, By K, (2.30)
N, v Ay Ay Ay yxyo B By By xy
M, B, B, B 8x0 D, D, Dm_ x
My =B, B, By 8y0 +| Dy, D, D, K, (2.31)
Mxy B¢ By By nyo D Dy Dy | o
Burada;
Aj; : Uzama rijitlik matrisi
B;; : Birlesme rijitlik matrisi
Dj; : Egilme rijitlik matrisi
N o _
A4; = ;(Q,j )k‘(zk —Zy) (2.32)
1G = 2 2
By ZEE(QU )z =) (2.33)
1+ 3 3
D; = 5;(% ),z =) (2.34)

14



2.2.3 Simetrik tabakalanma

Hem malzeme 6zelligi hem de geometrik 6zellikleri ile orta diizleme gore simetrik
olan tabakalanmaya “simetrik tabakalanma” denilmektedir [15]. Bu sistemlerde
genel rijitlik denklemleri basitlestirilebilir. Ozellikle (Qy)x ve kahnlhklar hy
simetrisinden dolay1 tiim birlesme rijitlikleri yani Bj; terimleri sifir olur. Simetrik
tabakalarda [B] matrisinin sifir olmasindan dolay1r uzama-egrilik c¢ifti girisimsizdir
yani simetrik tabakalarda girisim etkisi yoktur. Bu durum, simetrik tabakalarin
analizini daha kolay hale getirir. Sonug olarak 06zel bir durum nedeniyle antisimetrik
tabakalarin kullanilmas1 gerekmedigi miiddetce simetrik tabakalar kullanilir.

Simetrik levhalarda kuvvet ve momentler asagidaki gibidir.

N, A4, A, A 8x0

Ny =4, A, Ay gyo (2.35)
ny Ay Ay A Y

M, D, D, D |

M, =D Dy Dy 1K, (2.36)
M, D Dy Dy ||x,,

Burada Ajj ve Dj ifadeleri, tabakalarin toplam kalinligi boyunca integre edilen

Denklem (2.32) ve (2.34) esitligindeki ifadelerdir.
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3. PLAK KAVRAMI

3.1 Tanmim ve Yapilan Varsayimlar

Plaklar, bir boyutu (plagin kalinlig1) diger iki boyutunun (dikdortgen plak i¢in plagin
eni ve boyu, dairesel plak i¢in ¢ap) yaninda ¢ok kiigiik olan, kalinliginin orta
noktalarinin geometrik yeri diizlem olusturan, tasidig1 yiikler bu diizleme dik olan
yap1 elemanlaridir. Plaklar genel olarak membran, ince ve kalin olmak {iizere ii¢

grupta incelenmektedir.

kayma ytikleri ile tastyabilen ince plaklardir. Membran geometrisi ve tasidigi yiikler
Sekil 1.7° de gosterilmistir [16].

L

h —

? f Merkez Kaymasi

Eksenel Yok

Sekil 1.7 : Membran geometrisi ve tasidig yiikler

Ince Plaklar: Dis yiiklemeleri egilme ve burulma momentleri ile kesme, merkezi
kayma ve eksenel kuvvetler ile tasiyabilen ince plaklardir. Ince plak gdsterimi Sekil

1.8’ de gdsterilmistir.

17



! dx =]
Sekil 1.8 : ince plak geometrisi
Kalin Plaklar: Bu plaklarda isminden anlasilacagi gibi kalinliklar1 diger 6lgiileri

yaninda ihmal edilemeyecek olan plaklardir. I¢ gerilme durumu ii¢ boyutlu davranis

gosterir. Kalin plak gdsterimi Sekil 1.9 da gosterilmistir.

: — (
s .:.,:.;. 2
| dz I e |

| e

Sekil 1.9 : Kalin plak geometrisi

Klasik plak teorisinin gegerli oldugu ince plaklarda, plak acikliginin kalinligina orani
( a/h ) 10°dan biiyiiktiir. Ince plaklarda kayma gerilmeleri ( 7. ve 7,. ) ve normal
gerilme ( 0. ) thmal edilir. Kalin plaklarda ise plak acikliginin kalinligina orani (a/h)
10’dan kii¢iik olarak tanimlanmistir. (a/k < 10 ) [17]. Kalin plaklarin, ince plaklardan

farki plagin kayma deformasyonunun géz 6niinde bulundurulmasidir.

18



3.2 Malzeme Sabitleri ve Hooke Yasalari

Malzemeler, kuvvet ve sicaklik karsisinda ¢ok farkli davranislar gosterdikleri i¢in, bu
davraniglar1 tek bir denklem veya denklem takimi ile agiklamak miimkiin degildir.
Bu nedenle, c¢esitli malzeme tipleri i¢in ideal malzeme davranisi tanimlayan ayri bir
takim denklemler kurma yoluna gidilir. Bunlara biinye denklemleri adi verilir. Bu

kisimda biinye denklemlerinde bulunan sabitler hakkinda bilgiler verilecektir.

Malzemede yiik ve sekil degistirmeler arasindaki baginti sabit kabul edilirse, gerilme

ile sekil degistirme tansorii arasindaki iliski asagidaki sekilde ifade edilebilir.

T3
—— 2 _
3.2 = jj 33
sE e R
S Ty ™ e 33 e
= Y —
(7. e T3
/—‘| — ‘---"|\"‘ .
- T ”
9) O “n 9]
1 ‘22
- > o

i = Sk G (3.1)

Burada; oj;, gerilme tansorii, &y, gerinim tansorii, Cyy, dordiincii mertebeden rijitlik
veya malzeme tansoriidiir. Elastik sabitler tansoriinde 81 sabit vardir. Gerilme ve
gerinim tansorlerinin simetrik olmasindan dolayr (o= 0, ey = en ) Cyu rijitlik
matrisinin 81 adet bagimsiz elemanmi 36’ya iner. Rijitlik matrisinin simetrik
olmasindan dolayr ( Cyy = Cpy ) bagimsiz eleman sayisi 21°e diiser. Higbir
dogrultuda simetri oOzelligi olmayan malzemelerde gerilme-sekil degistirme
bagintilar1 bu 21 sabit ile belirlenir. Denklem (3.1)’in matris formunda yazilimi

asagidaki gibidir.
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Gerilme ve sekil degistirme tansorlerinin bagimsiz altisar elemanlart;

G, =0, Gy =0, G33; =03
Gy =0, G35 =05 G, =0,
3.2)
€178 €p =8, €33 =83
28, =€, 28,3 =¢; 28, =&
seklinde tanimlanir ise Denklem (3.1) bagintis1
6, =Gy, 3.3)
seklinde yazilabilir. Bu ifadenin matris formu;
_61 1 _Cll ¢, G, C, C; C16_ _81 ]
G, G, G, C; G, G5 Cyls,
G, _ G, G, Gy G, GC; Gyl .
Gy ¢, C, C; C, Cs5 Cyulle, 34)
Gs G, G, C; G, (G5 Cil|les
06| |Co Co Cu Cu Cs Cill&s ]

Yukarida verilen bagintilara genel Hooke Yasalar1 ad1 verilir.

Bir malzemede genel halde 21 bagimsiz elastik sabit olmasina karsi malzemede

diizleme ve eksene gére malzeme simetrisi 6zelligi var ise bagimsiz sabitlerin sayisi

azalir.

Monoklinik malzeme: Bir diizleme goére malzeme simetrisi olan malzemelere

monoklinik malzeme denir. C14 = C15 = C24 = C25 = C34 = C35 = C46 = C56 = (0. Buna

gore rijitlik matrisi ( C;) 13 adet bagimsiz eleman sabitinden olusur.
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LS}
w2
(=2

[ 8]
[9%)
[=2)

(3.5)

oowQNQ_Q
oo NN D0
s N N0

&

OmQﬁQOOO
OMQ&QOOO

[

@QOOwQNQ'—Q

0
0
0

(=)}

Ortotropik malzeme: Eger malzeme, karsilikli olarak birbirine dik ii¢ adet malzeme
simetri diizlemine sahip ise bu tip malzemelere ortotropik malzemeler denir. Bu tip
malzemeler 9 adet bagimsiz elastik sabite sahiptir. Ortotropik malzemeler i¢in rijitlik

ve esneklik matrisleri asagidaki gibidir. Cjg = Cy6 = C36 = C45 = 0. Buna gore rijitlik

matrisi ( Cj; ) 9 adet bagimsiz eleman sabitinden olusur.

c, C, C;, 0 0 0
G G G 0 0 0

C - G G G 0 0 0

"o 0o 0 C, 0 0 (3.6)
0 0 0 0 C, 0
(0 0 0 0 0 C,

Enine (Transversely) izotropik malzeme: Ortotropik elemanin diizlemlerinin birinde,
bir malzeme izotropi diizlemi varsa bu tip malzemelere transversely (enine) izotropik
malzemeler denir. Bu tip malzemeler bes adet bagimsiz elastik sabite sahip olup rijitlik
ve esneklik matrisleri asagidaki sekildedir. Bu malzemede bagimsiz degisken sayis1 5

dir. Izotropik diizleme dik dogrultu x; olsun.

c, C, C, 0 0 0
c, C, C, 0 0 0
G G G 0 0 0
“=lo o o Lc-cy 0o o (3.7
2 11 12
0 0 0 0 C, 0
0 0 0 0 0 C,
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Lzotropik malzeme: Malzemenin tiim &zellikleri tiim yonlerde ayni ise bu tiir

malzemelere izotropik malzemeler denir.

Cll C12 CIZ O
C2l C’11 CIZ 0 O 0
CZl C21 Cll O
1
o o o0 =, -C 0 0
Ci/‘ = 2( 11 12) (3.8)

0 0 0 0 %(C“—Cn) 0
0 0 0 0 0 %(c“—cu)

seklindedir. Burada goriildiigii gibi bagimsiz elastik sabit sayis1 2’dir.

Bu verilen dort malzeme tipi i¢in gerinim-gerilme bagintilar1 denklem 3.3° de verilen

gerilme sekil degistirme bagintisinin ters doniisiimii ile;

&=5,0, 3.9)

seklinde yazilabilir. Burada Sj; matrisi C;y matrisinin tersidir. Bu esitligin matris formunda

yazilist asagida verilmistir.

€ S S S Sy S S || o
€, Sy Syn Sy Sy S Sy |0,
g |8 Sn Sy Sy S Sy |0
€4 - Sy Sp Si Su Sis S |04 3.10)
€5 S5 S5 Sy Sy Sss Ss || Os
18] LSsi Se Se Se Ses Ses ][0
Bu baginti monoklink malzeme igin;
_81 | _Sn S, S; 0 0 Slé_ _01 |
€, Sy Sy Sy 0 0 S0,
€| Sy Sy S 0 0 Sy|lo;
e |0 0 0 S, S 0o, @3.11)
€5 0o 0 0 S, S 0 (o,
& [Sa S Se 0 0 S |log]
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Ortotropik malzeme i¢in;

€ S S S 00 0
€ Sy Sp S 00 0
& |Sy Sp S 00 0
€, o o o §, 0 0
€5 o 0 o o0 §, O
] [0 0 0 0 0 S
Enine (Transversely) izotropik malzeme igin;
_81 ] _Sll S12 S13 0 0
82 S21 Sll S13 0 0
83 — S31 S3l S33 0 O
e, |0 0 0 1/2(5,-S, 0
€5 0O 0 O 0 Sss
& [0 0 0 0 0
Izotropik malzeme igin;
_81 ] _Sll S12 S12 0 0
€, G, C, S, 0 0
& | _ S, S, S, 0 0
€, 0 0 0 1/2(5,-S,) 0
€5 0 0 0 0 1/2(S,,—S,,)
] [ O 0 0 0 0

Yukaridaki bagintilarda bulunan Sj; elastik sabitleri, miihendislikte kullanilan Young

O,
O,
G;
Gy
Gs
[ O6_
0 |[o,]
0 |lo,
0 ||o,
0 ||lo,
0 ||o;
Sss |10
0 _
0
0
0
0
1/2(S”—Slz)__

modiilii ve Poisson oranina bagli olarak asagida verilen sekilde yazilir.

Si _EL
11
1

S :G_23

u —u
— 21 S, = — 31
2 33
1 _
2 33
- 1
Hos S33 -
E,, E;
1 1
- See :G_
3 12
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Elastik sabitler matrisinin simetrik olmasidan dolay1 (S;;= S;);

Mo _Hpp ﬁ:ﬁ ﬁ:ﬁ
E, E, Ey E, E, Ej; (3.16)

olur.
Fiziksel olarak ortotropik malzemeler E;, Ex, Es3, Gia, Gis, Gas, pi2, W3, H2z olmak

lizere 9 adet bagimsiz miihendislik sabitleriyle ifade edilir. Denklem 3.12 tekrar

yazilirsa agagidaki gibi olur.

_L K THgis 0 0 0 |
E, E, E,
o —Mpp 1 —MHys 0 0 0 -
€ E, E,, E,, G,
€, —His By 1 0 0 0 2
g | | Ey E, E; SE!
- (3.17)
®4 o 0 0o —— o o ||°
o G, Cs
bl 10 0 0 0 GL 0 |0
13
1
0 0 0 0 0 N
L 12 ]

3.3 Ortotrop Kalin Plak Denklemlerin ve Fonksiyonelin Elde Edilmesi

3.3.1 Ortotrop kalin plak denklemlerin elde edilmesi

Bir onceki bdlimde yapilan tanimlara gore ortotropik malzemede xyz eksen

takimlarina gére Hooke yasalari;

_ou 1

== lo. o, o] @.18)
_ov 1

€, _5_E_ G, .0, _MJ’ZGZ} (3.19)

Vv
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oo 1
€, —E—E[ Z_MZJCGX_szGy:I (3.20)

z

_8_u+@_ 2(1+uxy)T Ty
YXy ay 8x E xy G (3.21)

xy xy

_ou ow_204m) T
oz ox E. ° G (3.22)

Xz Xz

Yz

_@_'_(3_W_2(1"‘Hyz)T Ty
Yo 0z Oy E TG (3-23)

yz yz

seklinde yazilir. Yukarida verilen denklemlerde goriilen Ey Ey E, Ly, iz, Hyx, Hyz, Hox,
Way, Gyy, Gxz, Gy, degerleri malzeme sabitleri olup 12 adettir, fakat S;; matrisinin

simetrisinden dolay1 yazilan

Ry _Hoe Mo B R My
E, E E, E E, E (3-24)

X y x z y z

esitlikleri ile bagimsiz malzeme sabitleri sayis1 9’a iner.

dy, dy ve d, boyutlarina sahip bir plak elemanina etki eden gerilme bilesenleri Sekil
1.11° de, bunlarin bileskeleri olan ve kesitin birim boyuna isabet eden kesit tesirleri
Sekil 1.12° de gosterilmistir. Klasik plak teorisinden farkli olarak lateral gerilmeler

(Ox, Txz, Tyz) alinmustir [18].

Oz

j—
7~ 7/

Ty
/ —— T Txz

dx

Sekil 1.11 :  Gerilme bilesenleri
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/
Myt —

| Mxy// @

dx

Sekil 1.12 : Kesit tesirleri

Klasik plak teorisine gore gerilme-sekil degistirme bagintilarindan Denklem 3.25

elde edilir.

hil2 hi2 hil2

D, = j 0,7’dz, D, = _[ 0,7°dz, A4, = I Q.7 dz
—h/2 —h/2 —h/2
3.25)
G, = oM, z, o, = szMy z, T, = Q66Mxy Z
D, D, 4,

Diger gerilme bilesenleri ise, Sekil 1.11°den yazilan denge denklemleri ve z=+h/2 de

kayma gerilmelerinin sifir olmasi kosulundan Denklem 3.26 deki gibi elde edilir.

0, I (22)2 0, b’ (22)2
T =——Q |1-|—| |, T,=—>—0 |1-] —
==D 8 O, P ==D. % 9, P (3.26)
Sekil 1.11° deki gerilme halinin z dogrultusundaki dengesinden de Denklem 3.27

elde edilir.

o, ot_ Ot

= o o (3.27)

z=+h/2 de 6,=0, z=-h/2 de o,=-q smir kosullarmin kullanilmasiyla Denklem 3.28
elde edilir.
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o cgQu|l( 4 "
D 18 T3 ) 24 (3.28)

3.3.2 Denge denklemleri

Tabaka kalinlig1 boyunca bulunan gerilmelerin integrasyonunun sonucunda tabaka

tizerindeki momentler Denklem 3.29 ve 3.30” da oldugu gibi elde edilir.

/) /2 /)

M, = I G zdz M, = I c,zdz M, = I T,,2dz (3.29)
_h2 _% _hZ .
) 7 )

Myx = J. ‘nyZdZ Qx = J. ‘szdZ Qy = J. ’Eyde (3.30)
*% 2 ¥

Sekil 1.12° de goriilen elemana etki eden kuvvetlerin x ve y eksenlerine gore

tiirevlerinin alinmasi ile,

oM, oM, B
> o -0, = (3.31)
oM, M, . .
> o -0, = (3.32)

denklemleri elde edilir. X F,= 0 denge denklemii ile,

00, 90,
N Y EL
ox Oy 1 (3-33)

denklemi elde edilir.
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3.3.3 Gerilme ve sekil degistirme biiyiikliikleri arasindaki bagintilar

Q. Qy ve w ile tanimlanan bileske sekil degistirme biiyiikliikleri gerilme ve yer

degistirme bilesenleri olarak i¢ kuvvetlerle ayni isi yaparlar [18]. Dolayisiyla;

" "

2

.tiudZ =MXQX ‘}!./GyvdZ=MyQy (3‘34)
2 /2

" "

;!./Txyudz =M Q, ;!./Txyvdz =M Q, (3.35)
/2 /2

" v

_J:/szWOdZ = wa ;L’cyzwodz - QyW (3'36)
/2 /2

yazilabilir. wy = wy (X,y,z) degiskenleri cinsinden diisey yer degistirmeyi tanimlamak
tizere Denklem 3.25, Denklem 3.26, Denklem 3.34, Denklem 3.35 ve Denklem 3.36
kullanilarak Denklem 3.37 ve Denklem 3.38 elde edilir.

/3 7
Q]l Q22
Q =2 [ yzd , QO =22 [
» DH _}L uzaz ) D22 _-L vzdz (3.37)
2 % 2
_ O h 2z
=D, g__LWo [l—(;) :ldz (3.38)

Denklem 3.37°deki ifadelerin sirasiyla x’e ve y’ye gore tiirevleri alinir ve Denklem
3.18, Denklem 3.19, Denklem 3.25 ve Denklem 3.28°deki ifadeler kullanilarak
Denklem 3.39 ve Denklem 3.40 elde edilir.

Q. 0, &

S =M - M —— =0

ox EXDH[ SRR T (3.39)
Q, 0 /s

—r_ =2 M -y M —— =0

Py EyDzz( e T Hyqu (3.40)
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ve yine Denklem 3.37 ifadelerinin sirasiyla y’ye ve x’e gore tiirevleri alinir ve
Denklem 3.21, Denklem 3.22, Denklem 3.23, Denklem 3.25, Denklem 3.29 ve
Denklem 3.30 ifadeleri kullanilarak Denklem 3.41 elde edilir.

an+aQy_ Qll =0
oy ox G.D, ~ (3.41)

Kaymanin yaptig1 is yazilacak olursa;

N "
1 3 22 ow
J.’sz’l:xde:— ITXZ— dz Q +— 3.42
G on|” Uk ox (3.42)
_% pvA _%

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde;

" " 2
- 1 2z ow
vazf —G— f/ v 2h{ (h j }dz Q, +5 (3.43)

elde edilir. Denklem 3.42°de 7y, degeri yazilacak olursa;

7 2
- 2(+p.) 9 2(+p,.) 6
Lt =T f{ e T

Xz Xz

ve Denklem 3.42 ile Denklem 3.44’den de;

+8_W_LQ
T ox S5G_h (3.45)

esitligi elde edilmis olur. Ayn1 yaklasimla Denklem 3.46 elde edilir;

ow 6
At o Tsen 20 (3.46)
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3.3.4 Fonksiyonelin elde edilmesi

Elde edilen ortotrop kalin plak denklemleri toplu halde yazilacak olursa,

oM
oM 0 =0
ox oy

(3.47)

6Qy _Q22 M —u M _&q_hsu q
& ED,\ 7 """ D,120°"

an +aQy . Q11
oy ox  G,D, ~

=0

Q. +@—LQY =0
ox 5G_h—

Q +8—W—LQ,:O
Yooy 5G R

elde edilir.

Dinamik sinir kosullari,

~M=0

M
0-5=0 (3.48)

Geometrik sinir kosullari,

—0+Q=0

~ 3.49
-w+w=0 (3.49)

seklinde ifade edilir.
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Kaymadan ve egilmeden dolayi kesitte meydana gelen toplam a¢1 degisikligi de Sekil

1.13°de gosterilmistir.

8%

Y|
. dw

dw

dy

Sekil 1.13 :  w, Q, Ow/dx’ in sekil iizerinde gosterilmesi

Elde edilen denklemler kullanilarak Ly=f diferansiyel denklemi Q=Ly-f operatorii

seklinde yazilabilir. Bu ifadeden fonksiyonele gecebilmek icin Q operatdriiniin

potansiyel oldugu gosterilmelidir. Q operatorii lineer denklem takimi halinde

yazilacak olursa,

0 0 0 0 0
0 0 0 B, 0
0 0 0 0 P,
0 B, 0 P, P
0 0 B P P
0 B, By, 0 0
2,1 0 0 0
B, O 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

(0 0 0 0 0

(=)

(=)

2V © o 4V SV

o o o o o o ov

o o o © — =u

-

o o o o o v

o o o o — oV

23

o o © o «U

S O O O O o O o o o o

|
—_

S O O O O o o o o o

o L

0 0 w q

0 0 || Q, 0

0 O Qy 0

0 0| M, -4
0 0| M, -4,
0 0 Mxy |l o

0 0| QO 0 | (3.50)
0 0149 0

0 1 w 0

I 0 Q M
0 0| M _0
0 0] | 0 1 L=

Denklem 3.50° de yer alan P katsayilart Denklem 3.51° de verilmistir.
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17:_5 > 18:_5 > P24__a 26:_5
0 0 0
P)SSZ__ > B’s6___ H Rlz__ > RM: QH
oy Ox ox E D,
0
Fys = 9 By » Py=— , B,= n e » L5 = On
E D, oy EyD22 EyD22
0 0 0 0
Pez:a_ > Pes:a_ » B _G 111) > Pﬂ:@_
y X xy 11 X
6 0 6
m=—Ts7 » k=", By=—"7—
5G_h oy 5Gyzh
O, _Oudk @5y

1 Dll 120 sz s 2 D22 120 uyz

Q operatoriiniin potansiyel olabilmesi i¢in Denklem 3.52’deki kosulun saglanmasi

gerekir.

<dQy;y),y >=<dOy;y ),y> (3.52)

Buradaki tirnak, parantez i¢indeki ifadelerin i¢ carpimini gostermekte olup y ve y*

vektorleri y’nin icinde bulundugu uzaym elemanlaridir. dQ(y;y) ve dQ(y; y*) ise Q
operatoriiniin y ve yp* dogrultusundaki Gateaux tiirevlerini gostermektedir.

Operatoriin Gateaux tiirevleri de su sekilde tanimlanmaktadir.

_ 00(u+zu)
ot

dQ(u; u) (3.53)

=0

Bu tanim kullanilarak Denklem 3.52°deki ¢arpimlarin agik sekli yazilacak olursa;
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[a0m; .y |=]0...w |+ 0,

W+ [M.,,0, ][00
Mo, 0 |+[M,,0,]-[0,.0, ]+, .M, ]

[y

11

__GQIZIDHM M, } (.0 |+[w..0.]

G oy MM, } [5},,},,M},*]+ D W MM,
| E.D, D,

I sz uxy_ * 6 - * gy *
Sl =2y oM - ——0.,0." |+] Q.,
E}’ D22 u yx ' g 5 ze h Qx Q |: ’ Qy :|

0.0 [ rel aalmal for]

Benzer islemler yapilarak Denklem 3.55,
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sz uxy L |: 6 * _:| €
M My |- =0 .0, |+|Q .0
_EyD22 ny ’ |: , y]

- . Vi e} ‘W
__@Q y’Qy:|_|:w ’Q:L _[Q ’Ml +|:M ’Q]G +|:Q ,W:L

(3.55)

esitlikleri elde edilir. Buradaki kdoseli parantezler bolgedeki i¢ ¢arpimi
gostermektedir. f = f(y) ve g = g(y) bolgede taniml iki fonksiyon olarak kabul

edildiginde bunlarin i¢ ¢arpimlar1 asagidaki gibi tanimlanir;
L
[f.g]=]fgd (3.56)
0

Alt indis “0” Dinamik ve geometrik sinir kosullarinin verildigi noktalarda gecerli
Alt indis “c” Dinamik sinir kosullarinin verildigi noktalarda gecerli

Alt indis “€” Geometrik sinir kosullarinin verildigi noktalarda gecerli

Denklem 3.54 ve Denklem 3.55 ifadeleri, Denklem 3.52°de karsilastirildiginda,

HoE, =n, E (3.57)

Denklem 3.57 bagintis1 da goz oniinde bulunduruarak Q operatoriiniin potansiyel

oldugu goriiliir ve sinir kosullar1 da;
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[0.w], =[(Qn, +O,n,).w]
[M’Q]O - I:(Mxnx +M"y y) Q :' [(Mxynx +Myny)’Qy] (3.58)

seklinde elde edilmis olur. Buradan da fonksiyonel;
1
I(y)= _[< O(sy, ),y >ds (3.59)
0

seklinde elde edilir. Burada s skaler bir biiyiikliiktiir. islemler yapilirsa fonksiyonel,

I)=1x)-[M,.Q_ ]+ [Mxy,Q } (M0, ]+ [My,Qy,y]
+[Qx’QX]+[Qy’Qy]+[ X’W,x}i_[ y,WWJ—[q,W]

Qll

2EXD”{[M M, ]20, [ MM, [+ MM, [+2(1+p, ) [ MM ]}
ths

o g ol [aM, ] [QX,Q] T h[Qy,Qy]

{gwl-[MQ] -[Qw] -[(w-#).Q], -[(Q-Q),Ml
(3.60)

olarak elde edilir.
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4. ELEMAN MATRIiSINiN SONLU ELEMAN FORMULASYONU
KULLANILARAK ELDE EDILMESI

Fizik ve miihendislikte karsilasilan bir¢ok problemin ¢6ziimiinde kullanilan en
yaygin ve etkin sayisal yontemlerden biri sonlu elemanlar yontemidir. Sonlu
elemanlar yontemi yaklagik bir ¢dziim yontemidir. Bu yaklasik yontemin
kullanilmasindaki amag; elemanin herhangi bir noktasindaki yer degistirmeler ile
elemanin  diigiim noktalar1 yer degistirmeleri arasindaki bagintilar1  sekil

fonksiyonlarini kullanarak ifade etmektir.

4.1 Plak Elemam ve Interpolasyon Fonksiyonlari

Sonlu elemanlar metodunda temel fikir siirekli fonksiyonlar1 bolgesel stirekli
fonksiyonlar ile temsil etmektir. Bunun anlami bir eleman igerisinde hesaplanmasi
istenen biiylkliiglin (6rnegin deplasmanin) degeri o elemanin nodlarindaki degerler
kullanilarak interpolasyon ile bulunur. Bu nedenle sonlu elemanlar metodunda
bilinmeyen ve hesaplanmasi istenen degerler nodlardaki degerlerdir. Bu sekilde

cebrik bir denklem takimi elde edilir.

Sonlu eleman taniminda elemanlarin koordinat ve bilinmeyenlerini dogal koordinat

sistemi ile tanimlayabiliriz. Genel olarak koordinat yaklagimi;

9. . N L A
=Y y=2¥y 2 ¥=1 @1

seklindedir. Burada;
x, y ¢ Diiglim noktalarinin elemandaki yerel koordinatlarini

X;, yi : Elemanin i. diglim noktalarinin koordinatlarini ifade etmektedir.
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Yaklagim fonksiyonlarini ifade eden li’i’ler her iki eksen takimi i¢in 1 araliginda
degisen ¢ ve n bagimsiz koordinatlar1 cinsinden ifade edilmistir. Dogal koordinat

sisteminin i diiglim noktasinda birim olan ‘i’i’ler, diger diigiim noktalarinda sifir

olmaktadirlar.

n

o
Q
U

> X

Sekil 1.14 :  Global ve dogal koordinat sisteminde dikdortgen eleman

Dort kose diigiim noktasina sahip olan elemanin sekil fonksiyonlari;

\p,.@,n):i(na&,-)amni) 42)

seklinde ifade edilir. Burada G agirlik merkezidir ve,

X—X, -
¢ = G ’ T]:y Yo
a b
_NtXN o xntx Nty ity 4.3)
X, = = , = =
T 2 6T 2
(tal =§2 =1, =M; =-1 5 ‘:3 :‘24 =N, =M, =1

olur ve denklem 4.2 her diigiim noktas i¢in yazilacak olursa;

b
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‘Pl(i,n)=%(l—&)(l—n)

&) = 1-E)1+)
| 4.4
W& = 1+8)1-m)

‘P4(&,n)=%(l+&)(l+n)

elde dilir. Plagin eleman matrisinin elde edilebilmesi i¢in (4.4) denklemlerinin 6 / ox

ve 0 /0y tlirevleri hesaplanmalidir. Bu kismi tiirevler,

o ot o ok
o Ok ox oy -5)

seklinde hesaplanir. Burada,

5_%_2()6—%)_1 @_i(y—ycj_l
x o\ a ) a v ol b )b (4.6)

olduguna gore denklem 4.5,

ov, 10V, ov, 18,

ERT I L) @

seklini alir. Bu tiirev igslmeleri i = 1,2,3,4 ¢ e kadar yapilacak olursa,
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e L e

ox 4a oy 4b

v, 1 v, 1
=—(0- , 2 - (1-

ox 4a( ) oy 4b( 5)

) . (4.8)

v, 1 v, 1
=—(-1- , 3 - (-1-

o agtM o Y

v, 1 v, 1
=—(+ , L=—(1+

ox 4a( " oy 4b( 5)

esitlikleri elde edilir. Interpolasyon fonksiyonlar: ile bunlarin kismi tiirevlerinin
eleman {izerinde alan integrasyonu uygulanmasiyla eleman matrisini olusturan alt
matrisler elde edilecektir. i = 1,2,3,4 ve j = 1,2,3,4 olmak iizere hesaplamalar

yapildiginda;

4ab/9  4ab/18 4ab/18 4ab/36

4ab/18  4ab/9 4ab/36 4ab/18

! 4ab/18 4ab/36 4ab/9 4ab/18 (4.9)
4ab/36 4ab/18 4ab/18  4ab/9

~b/3 -b/6 -b/3 b6

¥ ~b/6 —b/3 —bj6 —b/3

o b/3  bl6  b/3 b6 (4.10)
b/6 b/3 b6 b3

—-a/3 -a/3 -a/6 -a/6

M o,
MJ_!E\P"M_ ~a/6 —af6 —af3 -af3 @.11)

a/6 a6 a3 a3

ifadeleri elde edilir.
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4.2 Ortotrop Kaln Plak i¢cin Eleman Matrisinin Elde Edilmesi

Bir onceki boliimde elde edilen Denklem 4.9, Denklem 4.10, ve Denklem 4.11° deki

integral ifadeleri kullanilarak eleman matrisi genel olarak elde edilmistir. Bu

denklemlerdeki i satirlara, j siitunlara karsi gelen indislerdir. Buna gore eleman

matrisi;
___9
YI - 2Exl)ll
_ 0O
yz - ExDll
___ 9 My
T 2E D, My
_ O
TG,
olmak iizere;
MMM
\’ J \’
__ZYI [k1] Yz[kl] 0
Yz[k1] 2Y3[k1] 0
0 0 2r,[k]
0 0 0
K=
[ ] 0 0 0
L] 0 [&]
o [k [k]
0 0 0

___ 3
7756

___ 3
Yo TTS6

10, Qe
" E.D, *D,120
Y _Lsz i Oy qhs
8 yz

E, D, * D,, 120

0 0 [k] 0

0 0 o [k]

o o [k] [k
k] 0 [k] 0
0 k] 0 [k]
[&] 0 0 0
0 [/q] 0 0
L] K] o 0
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3.13 ifadesi ve yiik vektorii de;

_y7[k]]q_
vs[k]a

4.14)

o o o o o=

seklinde elde edilir.
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5. STATIK ANALIiZ

Plak denklemlerinin ¢éziimiinde genellikle analitik ¢6ziim yontemleri yerine sayisal
¢Ozlim yontemlerine bagvurulur. Bunun nedeni analitik ¢6ziim yontemlerinde sonuca
ulasmak bazi hallerde zor ve/veya uzun olabilmektedir. Bu c¢alismada plak
denkleminin ¢oziimiinde sayisal ¢oziim yontemlerinden biri olan sonlu elemanlar

yontemi kullanilmistir.

Farkli tabaka dizilimlerine sahip ortotrop kalin plaklarin statik analizini, ti¢lincii
boliimde sonlu eleman formuna uygun olarak elde ettigimiz eleman matrisinin
kullanim1 ile yapmak miimkiindiir. Fortran programi yardimi ile statik analiz
yapilmistir. Bu programda kodlama ile eleman matrisindeki bilgiler sistem matrisine
aktarilmaktadir. Elde edilen bu sistem matrisinin kullanilmasi ile tabakali kompozit

ortotrop kalin plaklarin statik analizi yapilabilir.

Sistem matrisi Denklem 4.13 ve Denklem 4.14 ifadelerinden sonlu eleman formuna
uygun olarak elde edilmistir. Bu ¢aligmada oncelikle tek tabaka ¢oziimleri literatiir
ile karsilastirilmis, daha sonra ¢esitli simetrik tabakalanma ve malzeme durumlarina

gore literatiirde ki ilgili caligmalar karsilastirilmistir.

Plak mesnetlenme durumuna gore tiim kenarlar1 basit mesnet (SSSS), ankastre
mesnet (CCCC), karsilikli iki kenar basit, digerleri ankastre mesnet (CSCS) seklinde
belirtilmistir.
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5.1 Sayisal Ornekler

5.1.1 Tek tabakal izotrop

Bu Ornekte tiniform ylike maruz kenarlarindan basit mesnetlenmis izotrop kare plak
gbzonline alinmistir (Sekil 1.15). Basit mesnetli kalin plaklarin ¢oziimii igin,
Denklem 4.13° teki eleman matrisindeki w=0 , M,=0 , Q=0 smir kosullar
kullanilarak, Fortranda kodlama ile sistem matrisi elde edilmistir. Farkli eleman
sayilari i¢in elde edilmis sonuclar Cizelge 1.1°de boyutsuzlastirilip literatiirdeki diger
orneklerle karsilagtirilmistir. Karsilagtirma yapilan ¢alismada, p = 0.30, a/h = 5

olarak alinmistir. Simetri kosullar1 kullanilarak dortte bir plak i¢in ¢6ziim yapilmistir.

3
I W O LT Vi CAC) Sy v LS
22 q,a 22 q,4
P(x,y)=po

Sekil 1.15 :  Uniform yiiklii dortgen plak
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Cizelge 1.1 : Basit mesnetli tiniform yayili yiik etkisinde izotrop kalin plakta eleman
sayisina gore ¢cokme degerleri (SSSS)

W M
Eleman Sayis1
M.C. [18] [17] M.C. [18] [17]

4 5.3240 | 5.3280 4.5800 | 4.5730

9 5.5680 | 5.5720 5.2880 | 5.2280

16 5.2640 | 5.2630 4.7720 | 4.7720

25 5.3380 | 5.3400 5.0080 | 5.0080

36 5.2400 | 5.2390 4.8140 | 4.8130

49 5.2780 | 5.2780 4.9300 | 4.9310

64 5.2310 | 5.2320 | 53556 | 4.8280 | 4.8290

81 5.2540 | 5.2550 4.8980 | 4.8980 -
100 5.2260 | 5.2240 4.8360 | 4.8360
121 5.2420 | 5.2440 4.8820 | 4.8820
144 5.2240 | 5.2240 4.8400 | 4.8390
169 5.2350 | 5.2360 4.8720 | 4.8700
196 5.2220 | 5.2200 4.8420 | 4.8400
225 5.2310 | 5.2310 4.8660 | 4.8670
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5.1.2 Tek tabakal ortotrop

5.1.2.1 Basit mesnetli tek tabakal iiniform yiiklii ortotrop kalin plaklar

Cizelge 1.2’ de tiniform yiike maruz kenarlarindan basit mesnetlenmis ortotrop kare
plak gozoniline alimmistir. Basit mesnetli kalin plaklarin ¢éziimii i¢in, Denklem
4.13’teki eleman matrisindeki w=0, M,;=0, Q=0 smir kosullar1 kullanilarak,
Fortranda kodlama ile sistem matrisi elde edilmistir. Farkli eleman sayilar i¢in elde
edilmis sonuglar Cizelge 1.2°de boyutsuzlastirilip literatiirdeki diger orneklerle
karsilastirilmistir. Karsilastirma yapilan ¢alismada, Ex / Ey = 25 ;5 Uy = [y = Hxy =
0.25; Gy =Gx, = 0.5 Ey; Gy, =02 Ey; a/h =15 olarak alinmustir. Simetri kosullar
kullanilarak dortte bir plak i¢in ¢6ziim yapilmistir. Cift ve tek eleman sayisi
sonuglarina gore diagramin alt ve iist siir halinde yakinsadigi gozlemlenmistir

(Sekil 1.16).

E W
(WD = w107,
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Cizelge 1.2 : Basit mesnetli tiniform yayil1 yiik etkisinde ortotrop kalin plakta eleman
sayisina gore ¢cokme degerleri (SSSS)

Eleman w M My
Saystl e [ osy | o [ me | sy | om | me | sy |
4 17090 | 1.7097 0.1138|0.1138 0.0085 | 0.0085
9 |1.95901.9584 0.1315]0.1316 0.0125 | 0.0125
16 | 1.7740 [ 1.7746 0.11890.1189 0.0100 | 0.0100
25 | 1.8560 [ 1.8565 0.1245 | 0.1246 0.01150.0115
36 |1.7880 | 1.7885 0.1199 | 0.1199 0.0104 | 0.0104
49 |1.8280(1.8271 0.1226 | 0.1226 0.01120.0112
64 |1.7920]1.7931 0.1202 | 0.1202 0.0106 | 0.0106
1.8159 0.1206 0.0109
81 |[1.8160]1.8163 0.1218 | 0.1218 0.0111|0.0111
100 |1.7950 [ 1.7947 0.1204 | 0.1203 0.0107 | 0.0107
121 | 1.8100 | 1.8101 0.1214]0.1214 0.0110 | 0.0110
144 | 1.7960 [ 1.7962 0.1204 | 0.1204 0.0107 | 0.0107
169 |1.8070 | 1.807 0.12120.1212 0.0110 | 0.0110
196 | 1.7960 | 1.7963 0.1205 | 0.1205 0.0108 | 0.0108
225 | 1.8050 | 1.8039 0.1211 ] 0.1206 0.0109 | 0.0109
M.C. : Mevcut Calisma
2 -
g 1.9 1 ELEMAN SAYISI TEK
13
@18 - )
‘% 17 _/[ ELEMAN SAYISI CIFT
1.6+ ‘ S

4 16 36 64 100 144 196
ELEMAN SAYISI

Sekil 1.16 :  Ortotrop kenarlarindan basit mesnetli iiniform yiike maruz
kalin plakta ¢okme i¢in yaklagim testi
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5.1.2.2 Ankastre mesnetli tek tabakal iiniform yiiklii ortotrop kaln plaklar

Cizelge 1.3’ de tiniform yiike maruz kenarlarindan ankastre mesnetlenmis ortotrop
kare plak gbézoniine alinmustir. Ankastre mesnetli kalin plaklarin ¢oziimii igin,
Denklem 4.13° teki eleman matrisindeki w=0 , Q,=0 , Q=0 smir kosullari
kullanilarak, Fortranda kodlama ile sistem matrisi elde edilmistir. Farkli eleman
sayilari i¢in elde edilmis sonuglar Cizelge 1.3’de boyutsuzlastirilip literatiirdeki diger
orneklerle karsilastirilmigtir. Karsilastirma yapilan ¢alismada, Eyx / Ey =25 ; pyy = =
Py = 0.25 5 Gy = Gy, = 0.5 Ey ; Gy, = 0.2 Ey ; a/h = 5 olarak alinmistir. Simetri

kosullar1 kullanilarak dortte bir plak i¢in ¢6ziim yapilmistir.

) - M=)

a a _ Eyh ﬁ
) q,a

w(—,—) > w=w
( (2 2) q0a4

10° , M(

SR

Cizelge 1.3 : Ankastre mesnetli {iniform yayili yiik etkisinde ortotrop kalin plakta eleman
sayisina gore ¢cokme degerleri (CCCC)

Eleman W M« My

Sayisi M.C. [18] M.C. [18] M.C. [18]
4 1.3470 1.3471 6.1320 6.1333 1.2438 1.2439
9 1.2890 1.2886 3.5620 3.5628 0.4906 0.4905
16 1.2880 1.2879 4.6080 4.6089 0.8622 0.8622
25 1.2650 1.2651 3.8620 3.8628 0.6270 0.6272

36 1.2710 1.2709 4.2980 4.2983 0.7794 0.7794

49 1.2600 1.2599 3.9480 3.9483 0.6680 0.6683

64 1.2640 1.2643 4.1860 4.1867 0.7496 0.7494

81 1.2580 1.2581 3.9840 3.9844 0.6852 0.6850

100 1.2610 1.2612 4.1340 4.1339 0.7356 0.7356

121 1.2570 1.2572 4.0020 4.0022 0.6938 0.6939

144 1.2590 1.2595 4.1060 4.1056 0.7282 0.7283

169 1.2570 1.2567 4.0140 4.0133 0.6988 0.6989

196 1.2580 1.2584 4.0880 4.0883 0.7236 0.7233

225 1.2560 1.2564 4.0200 4.0200 0.7018 0.7017
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5.1.3 Farkh a/h oranlari icin ortotrop tabakalarda gerilme durumu

Ornek 5.1 : Bu ornekte iiniform yiike maruz kenarlarindan basit mesnetlenmis
ortotrop tabakali kare plak gozoniine almmistir. Basit mesnetli kalin plaklarin
¢Oziimil i¢in, Denklem 4.13° teki eleman matrisindeki w=0 , M,=0 , Q=0 sinir
kosullar1 kullanilarak, Fortranda kodlama ile sistem matrisi elde edilmistir. Coziim
i¢in 5x5°lik sonlu eleman kullanilmistir. Farkli a/h oranlari i¢in elde edilmis sonuglar
Cizelge 1.4’de boyutsuzlastirilip literatiirdeki diger orneklerle karsilastirilmistir.
Karsilastirma yapilan ¢alismada, E; = 31.8 x 10° psi ; Ex=1.02x 10° psi ; Gio=Gi3
=Gx=0.96x 10° psi ; Wiz = pi3= M3 = 0.31 olarak alinmistir. Boyutsuzlastirma igin

w(af2,a/2) — w=w(E,h’ [q,a*)10* kullamlmistir.

Cizelge 1.4 : (0°/90°/0%) tabakal1 kalin plakta farkli a/h oranlar1 i¢in w ¢6kme degerleri

(SSSS)
a w
Z Mevcut Calisma Alint1 C6ziim Fark %
5 1.0810 1.0925 1.05
10 0.6698 0.6687 0.16

Ornek 5.2 : Karsilastirma yapilan ¢alismada, E; = 25 x 10° psi; Ep= 10° psi; G2 =
Gi3=0.5E; ; Go3 = 0.2E; ; pp = 0.25 olarak alinmistir. Farkli a/h oranlari i¢in plakta

meydana gelen ¢okme degerleri Cizelge 1.5’de verilmistir. Boyutsuzlagtirma igin

w(a/2,a/2) — w=w(E,l’[q,a")10* kullanilmustir.

Cizelge 1.5 : (0°/90°/0%) tabakal1 kalin plakta farkli a/h oranlar1 icin w ¢okme degerleri

(SSSS)
a w
Z Mevcut Calisma [21] Fark %
2 7.6520 7.7062 0.703
4 2.6640 2.6596 0.165
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5.1.4 Farkh tabakalanma ve farkh a/h durumlar icin gerilme durumu

Cizelge 1.6, Cizelge 1.7, Cizelge 1.8’de tiim kenarlarindan basit mesnetlenmis
ortotrop simetrik tabakali kare plak i¢in {iniform ylikleme yapilmistir. Karsilastirma

yapilan ¢alismada, E; = 25E; ; G2 = Gi3= 0.5E; ; w2 = 0.25 alinmistir. Farkli a/h

3
oranlar1 i¢in ¢cokme degerleri bulunmustur. (W(%,%) — W= sz—h4102 )
q,a

Cizelge 1.6 : (0°/90°/ 0%) dik katmanli kenarlarindan basit mesnetli iiniform yay1l yiik
etkisinde ortotrop kalin plakta eleman sayisina gére ¢cokme degerleri

(SSSS)
; W
h Meveut Calisma [19] 120]
10 1.0160 1.0219 1.0221
20 0.7548 0.7572 0.7574
100 0.6681 0.6697 0.6698

Cizelge 1.7 : (0°/90°/90°/0°) dik katmanli kenarlarindan basit mesnetli {iniform yayili yiik

etkisinde ortotrop kalin plakta ¢okme degerleri (SSSS)

a w

h Mevcut Calisma [19] Fark %
10 1.0460 1.0250 2.05
20 0.7808 0.7694 1.48
100 0.6919 0.6833 1.26

Cizelge 1.8 : (0°/90°/90°/0%) dik katmanl kenarlarindan basit mesnetli iiniform yayil yiik

etkisinde ortotrop kalin plakta cokme degerleri (SSSS)

a w

h Mevcut Calisma [19] Fark %
10 0.9705 0.9727 0.23
20 0.7449 0.7581 1.74
100 0.6710 0.6874 2.38
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5.1.5 Farkh a/b ve a/h oranlar icin tabakal ortotrop kaln plak ¢oziimii

Karsilastirma yapilan calismada, E; = 20.83 x 10° psi; E; =10.94 x 10° psi; Gp=
6.1 x 10° psi; Gi3=3.71 x 10° psi; Goz = 6.19 x 10° psi; 2= 3= o3 = 0.44 olarak
alinmistir. Coziimler dortte bir plak i¢in 13x13’°lik sonlu eleman kullanilmistir.

Farkli boyut ve kalinliktaki plaklarda meydana gelen ¢okme degerleri Cizelge 1.9°da

Do

6
verilmistir. (w(%,%) — V_V=W(£j )

Cizelge 1.9 : (0°/90°/0%) tabakal1 kenarlarindan ankastre mesnetli kalin plakta farkli a/b
ve h/a oranlar1 i¢in ¢okme degerleri (CCCC)

a |k N

b a Mevcut Calisma [22] Fark %
0.2 42.1000 41.7590 0.817

1 0.14 93.8200 92.7280 1.178
0.2 3.8680 3.8696 0.041

. 0.14 6.7160 6.6931 0.342
0.2 1.2160 1.2192 0.262

. 0.14 1.8900 1.8902 0.011

5.1.6 Farkh a/h ve E,/E, oranlar1 i¢in tabakah ortotrop kalin plak ¢oziimii

Cizelge 1.10, Cizelge 1.11, Cizelge 1.12 ve Cizelge 1.13” de farkli kalinlik ve E,/E,
oranlarmin sonuglara etkisi incelenmistir. Yapilan ¢alismada a/h=5, 10, 20, 50, 100
ve EJ/Ey =1; 1.5; 3; 10; 25; 40 1¢in dort tarafindan basit ve ankastre mesnetli plaklar

icin yapilmistir. 0°/90°/0° simetrik tabakalanma i¢in Gy,~=Gy,=0.5E, , G,~0.2E, ,

3
ey =Hx=My,=0.3 almmustir. Boyutsuzlagtirma igin w(%,%) — w=w(—)x10°
qga

M(%,%) — M:M/qa2 , Q(%,O) — ézQ/qa kullanilmastir.
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Cizelge 1.10 : (0°/90°/0°) tabakal1 kenarlarindan basit mesnetli kalin plakta farkli kalinlik

ve E,/E, oranlari i¢in ¢okme ve moment degerleri (SSSS)

|

E./E,=1

E./E,=15

E./E,=3

w

M.

M)/‘

w

M.

A_4 )/‘

w

M.

M,

4.9190

0.0445

0.0428

4.5680

0.0540

0.0391

3.8010

0.0726

0.0326

10

4.2410

0.0433

0.0429

3.8990

0.0533

0.0387

3.1070

0.0740

0.0309

20

4.0710

0.0430

0.0429

3.7320

0.0531

0.0386

2.9320

0.0744

0.0305

50

4.0240

0.0429

0.0429

3.6850

0.0530

0.0386

2.8830

0.0745

0.0304

100

4.0170

0.0429

0.0429

3.6790

0.0531

0.0386

2.8760

0.0745

0.0303

RS

E./E,=10

E./E,=25

E./E,= 40

w

M.

M,

w

M,

M,

w

M.

M,

2.5280

0.1003

0.0243

1.9270

0.1098

0.0236

1.7270

0.1108

0.0255

10

1.6850

0.1081

0.0188

0.9953

0.1225

0.0143

0.7826

0.1258

0.0139

20

1.4640

0.1105

0.0171

0.7395

0.1266

0.0110

0.5167

0.1310

0.0095

50

1.4010

0.1112

0.0166

0.6655

0.1278

0.0100

0.4388

0.1324

0.0081

100

1.3920

0.1114

0.0165

0.6548

0.1280

0.0099

0.4276

0.1326

0.0079

Cizelge 1.10’da elde edilen sonuglara bakildiginda, E,/E,

orani arttiginda M,

biiylirken M, egilme momenti kii¢iilmektedir. Bu durum plagin tek dogrultuda

calismaya basladigini gostermektedir.

Cizelge 1.11 : (0°/90°/0°) tabakal1 kenarlarindan basit mesnetli kalin plakta farkli kalinlik

ve E,/E, oranlari i¢in kesme degerleri (SSSS)

4 E./E,=1 E./E,=15 E./E,=3

h 0, 0, 0, 0, 0, 0,

5 03370 | 03328 | 03588 | 03138 [ 03994 | 02758
10 | 03348 | 03337 | 03584 | 03142 | 04043 | 02728
20 | 03341 | 03339 | 03583 | 03144 | 04057 | 02720
50 | 03340 | 03338 | 03582 | 03144 | 04060 | 02718
100 | 03339 | 03339 | 03582 | 03144 | 04061 | 02718
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4 E./E,= 10 E./E,=25 E./E,=40

h 0, 0, 0, 0, 0, 0,

5 04572 | 02188 | 04740 | 02014 | 04732 | 02024
10 | 04772 | 02008 | 05073 | 0.1687 | 05138 | 0.1616
20 | 04830 | 01959 | 05170 | 0.1582 | 05265 | 0.1470
50 | 04846 | 0.1945 | 05198 | 0.1553 | 05296 | 0.1429
100 | 04849 | 0.1943 | 05203 | 0.1549 | 05302 | 0.1424

Cizelge 1.12 : (0°/90°/0°) tabakal1 kenarlarindan ankastre mesnetli kalin plakta farkl
kalmlik ve E,/E, oranlari i¢in ¢6kme ve moment degerleri (CCCC)

E./E,=1

EJ/E,=15

E./E,=3

|

M,

=|

M,

N

M,

M,

M. | M,

=|

2.4480]0.0258

0.0235

2.2340

0.0288

0.0209

1.8940 | 0.033210.0173

10

1.6420 | 0.0233

0.0225

1.4480

0.0272

0.0194

1.0970 | 0.033510.0143

20

1.425010.0225

0.0223

1.2410

0.0267

0.0190

0.8873]0.033910.0133

50

1.3610]0.0223

0.0222

1.1800

0.0265

0.0188

0.8265]0.0340 | 0.0129

100

1.3520] 0.0222

0.0222

1.1710

0.0265

0.0188

0.817710.0341 | 0.0129

RS

|
=

N

S
<
<

1.504010.0371

1.3330

0.0374

0.0151

1.2640] 0.0369 | 0.0160

10

0.6540 | 0.0403

0.4854

0.0416

0.0083

0.4328 1 0.0413 | 0.0089

20

0.4130 ] 0.0424

0.2341

0.0447

0.0044

0.1843]10.0451 | 0.0042

50

0.3408 | 0.0432

0.1556

0.0457

0.0028

0.1045 ] 0.0462 | 0.0022

100

0.3303 ] 0.0433

0.1439

0.0458

0.0026

0.0926 | 0.0462 1 0.0019
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Cizelge 1.13 : 0°/90°/0° tabakal1 kenarlarindan ankastre mesnetli kalin plakta farkli
kalmlik ve E,/E, oranlar1 i¢in kesme degerleri (CCCC)

4 E/E,=1 EJ/E=15 E./E,=3

h 0, 0, 0, 0, 0, 0,

5 03946 | 03708 | 0.4098 | 03442 | 04292 | 0.3052
10 | 04235 | 04181 | 04428 | 03824 | 04706 | 03214
20 | 04430 | 04430 | 04625 | 04063 | 04916 | 03378
50 | 04518 | 04520 | 04704 | 04156 | 0.4988 | 0.3454
100 | 04535 | 04536 | 04719 | 04171 | 04999 | 0.3466
4 E./E,=10 E./E,=25 E./E,=40

h 0, 0, 0, 0, 0, 0,

5 0.4408 | 02698 | 04324 | 02670 | 04236 | 0.2706
10 | 04954 | 02495 | 04936 | 02315 | 04859 | 02323
20 | 05210 | 02445 | 05275 | 02098 | 05265 | 02027
50 | 05276 | 02456 | 05338 | 02034 | 05346 | 0.1909
100 | 05283 | 02459 | 05338 | 02028 | 0.5340 | 0.1894

Cizelge 1.12 ve Cizelge 1.13° de tiniform yilike maruz kenarlarindan ankastre
mesnetlenmis simetrik tabakali ortotrop kare plak gozoniline alinmistir. Yapilan
calismada farkli kalinhk ve E,/E, oranlarinin sonuglara etkisi incelenmistir.
Kenarlarindan basit mesnetlenmis plak ¢oziimiinde oldugu gibi, ankastre mesnette de

E/Ey oram arttifinda M, biiyiirken M, egilme momenti kiigiilmektedir.
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5.1.7 Farkh sinir kosullarina sahip tabakah ortotrop kalin plak ¢éziimii

Karisik smir kosullart olmasi1 durumunda simetrik tabakali plaklarda ¢okme, moment

ve kesme degerleri incelenmistir. Coziim i¢in 0°/90°/90°/0° seklinde simetrik tabakali

tiniform yayil1 yiike maruz ortotrop plak se¢ilmistir. Yapilan ¢alismada a/h=5, 10, 20,

50, 100 ve E\/Ey=1; 1.5; 3; 10; 25; 40 , Gyy=Gy,=0.5E, , Gy,=0.2E, , [yy=lix~1ty;=0.3

alimmistir. Karsilikli iki kenar1 ankastre, diger kenarlar1 basit mesnetli olarak

¢Oziimler yapilmistir. Cizelge 1.15° de ¢okme ve moment degerleri, Cizelge 1.16’da

kesme degerleri tablo halinde verilmistir. Boyutsuzlastirma igin w(a/2,a/2) —

vT/:W(Eyh3/qa4)x102 , M(a/2,a/2) — M=M/qgd* , 0(a/2,0) — 0=0/qa

kullanilmistir.

Cizelge 1.14 : Karsilikli iki kenar1 ankastre, diger kenarlar1 basit oturan tiniform yayili
yiik etkisinde a/h oranlarina gore ¢okme ve moment degerleri (CSCS)

RS

E./E,=1

E./E,=15

E./E,=3

=|

M.

N

M.

M,

=|

M.

3.2510

0.0292

0.0326

3.0810

0.0352

0.0315

2.6590

0.0475

0.0296

10

2.3320

0.0248

0.0318

2.2070

0.0303

0.0309

1.8570

0.0427

0.0292

20

2.0810

0.0235

0.0316

1.9690

0.0288

0.0308

1.6410

0.0409

0.0292

50

2.0080

0.0231

0.0315

1.9000

0.0283

0.0307

1.5780

0.0403

0.0292

100

1.9980

0.0230

0.0315

1.8900

0.0282

0.0307

1.5690

0.0403

0.0292

>R

E./E,=25

=|

N

M

M,

=|

1.8510

0.0667

1.4260

0.0731

0.0266

1.2870

0.0742

10

1.1000

0.0656

0.6740

0.0758

0.0250

0.5338

0.0779

20

0.9074

0.0651

0.4842

0.0777

0.0245

0.3439

0.0811

50

0.8524

0.0648

0.4305

0.0784

0.0244

0.2901

0.0828

100

0.8445

0.0648

0.4227

0.0786

0.0244

0.2824

0.0831
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Cizelge 1.15 : Karsilikli iki kenar1 ankastre, diger kenarlar1 basit oturan {iniform yayil
yiik etkisinde a/h oranlarina gore kesme kuvveti degerleri (CSCS)

4 E/E,=1 EJ/E=15 E./E,=3

h 0, 0, 0, 0, 0, 0,

5 02682 | 0.4632 | 02822 | 04490 | 03078 | 0.4184
10 | 02589 | 04964 | 02727 | 04861 | 02996 | 0.4591
20 | 02558 | 05085 | 02696 | 05005 | 02967 | 0.4765
50 | 02554 | 05132 | 02692 | 05058 | 02962 | 0.4830
100 | 02554 | 05141 | 02692 | 05067 | 02962 | 0.4840
4 E./E,=10 E./E,=25 E./E,=40

h 0, 0, 0, 0, 0, 0,

5 03422 | 03676 | 03492 | 03470 | 03480 | 0.3420
10 | 03441 | 04001 | 03605 | 03665 | 03618 | 03557
20 | 03450 | 04199 | 03685 | 03850 | 03741 | 03725
50 | 03454 | 04272 | 03718 | 03934 | 03802 | 03818
100 | 03456 | 04284 | 03724 | 03947 | 03812 | 03833
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. SONUCLAR

. Bu calismada simetrik capraz tabakali kompozit ortotrop kalin plaklarin statik

analizi Reissner plak teorisi kullanilarak yapilmistir.

IIk olarak Gateaux tiirevi yontemi kullanilarak dinamik ve geometrik simir
kosullar ile birlikte kalin plaklarin fonksiyoneli elde edilmistir. Yaklasik ¢oziim
yontemi olarak sonlu elemanlar yontemi kullanilmistir. Sonlu elemanlar modeli,
her nodda egilme ve burulma momentleri (My, My, Myy), kesme kuvvetleri (Qy,
Qy), donmeler (€, Q,), ve ¢cokme (w) olmak iizere toplam 8 adet bilinmeyene
sahiptir. Dolayistyla dortgen bir plak elemanda bilinmeyen sayisi toplam 4x8=32
adettir.

. Sonlu elemanlar modelinin elde edilmesinden sonra, tabakalanma davranisinin
anlasilmas1 i¢in, capraz tabakali kompozit plaklarin farkli tabakalanma
durumlarinda, tabakalarin i¢ kuvvetlerinde ve tabakalarin rijitliklerinde meydana
gelen degisim incelenmistir. Bu nedenle farkli tipteki malzemeler i¢in tabakali
kompozitlerin rijitlik ve esneklik matrisleri Hooke denklemleri yardimiyla elde
edilmis, daha sonra ortotropik malzemeler i¢in genel denklemler matris formunda
yazilmistir. Tek tabakali plaklar i¢in olusturulan rijitlik ve esneklik matrisleri
once agil1 tek tabakali plaklara uygulanmis ve daha sonra ¢ok tabakal plaklar i¢in

gelistirilmistir.

Statik ¢6zlimiin yapilabilmesi i¢in Fortran dilinde bir program gelistirilmistir. Bu
programda ¢oziimii istenilen eleman agmna ait bilgiler sistem matrisine
aktarilmakta ve elde edilen bu sistem matrisi plak elemanlarin statik analizinde
kullanilmaktadir. Plak elemana ait elastisite modiilii (Ex, Ey, E, ) , kayma modiili
(Gxy> Gxz, Gyy), poission orant (L, [z, Hyz), plak kalinligt (h) ve boyutlari (a, b),
yiikleme (q) ve plak smir kosullarinin tiimii kodlama ile sistem matrisine

aktarilmaktadir.
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5. Elde edilen formiilasyonun ve programin gegerliligini gosterebilmek i¢in dortgen
plak elemanlarda ilk olarak tek tabakali kompozit izotrop ve ortotrop kalin plak
¢Oziilmiistiir. Degisimin incelenmesi i¢in tek ve ¢ift eleman sayilarina gore
sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglar neticesinde tek ve cift elemanda gergek
¢Oziime alt ve iist limitler halinde yaklastig1 izlenmistir. Eleman sayist arttik¢a

gercek ¢ozlime yaklagma goriilmiistiir.

6. Tek tabaka ¢oziimiinden sonra simetrik ¢ok tabakali ortotrop plak ¢oziimiine
gecilmistir. Basit ve ankastre mesnetli 0°/90°/0°-0°/90°/90°/0°-0°/90°/0°/90°/0°
tabaka diziliminde, farkli E,/E, oranlar1 i¢in incelemeler yapilarak literatiir ile

karsilastirildiginda uygun sonuglar verdigi gézlenmistir.
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