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OZET

Bu galigmada. sonlu boyutlu Gauss sitrecinin Skorohod integrali ile elde stirecin lokal
zamanmun hangi yeterli kogullar altinda meveut oldugu probleini cle almmgtir. Elde edilen
yeterli kosullar igin 6rnekler verilmigtir.

ABSTRACT

In this study, under what sufficient conditions the existence problem of local time
which is obtained from Skorohod integral of finite dimensional Gaussian process are investi-
gated. Examples for sufficient conditions which is obtained, are given.

1 GIRIiS
1.1 Brown Hareketi

(Q. F, P) olasilik uzay1 ohinak iizere [0, o0) x Q ¢arpim uzaymda tanmh X (£, w) stokastik
stireci 8lgiilebilir fonksiyondur. Ozel halde,
(a) her bir # igin X (¢..) rasgele degigkendir,
(b) her bir w icin X{.,w) &érnek yérilnge (sample path veya realization veya trajec-
tory)olgiilebilir fonksiyondur.

Tammm 1 (¢, w) stokastik stireci eger

()P {w; W(0,w) =0} =1

(2) Keyfi0 < s <t igin W (t) — W(s) rasgele dejiskeni normal dajplir ve beklenen deperi
0, varyanse t — s dir, yani keyfi a < b icin

Pla<W(t)— W(s) < b} =

1 /b —a?/2(t~s)
——f e ldz
\.-'.ETI_[" —38) Ja
(3) W(t,w) bagimsiz araliklara sahiptir, yani keyfi0 < t, < ... <t, igin

W (), W(ta) = W(t),...,W(ts) — W(tas)

rasgele defiskenleri bajimsizdur.
4) W(t, w) nin hemen hemen tim Grnck yoringesi siirekli fonksiyondur, yani

P {uw; W(.,w) siirekli} =1
dzelliklerini safiliyor ise Broum Hareketi (veya Wiener siireci) denir.

Onerme 1 W (t) Brown hareketinin yéringesi diferansiyellenebilir degildir.
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1.2 Stokastik Integral

Tamim 2 (Q, F. P) olasihk weays ve Fy, Fa, ... Fny ... Fde o-cebirler dizisi olmak izere her
bir n i¢in F, C Fna1 oluyor isc bu diziye filtre (filiration) dendr.

Tanim 3 T, R veya Z* kiimesinde aralik olsun. Her bir t igin X; rasgele degiskeni Jy
lciilebiliv ise X, t € T stokastik siirecine {Fy,t € T} filtresine adapted denir.

f(t) = W(¢) olsun. j: W (t)dW (t) integralini [a, b] kapah aralifinda A, = {to,t1,...,ty_1.tn}
pargalamizina gore inceleyelim. Eger

i 3 (7(8) - Wit)) (21)

mevcut ise bu limite W (#)'nin kuadratik varyasyonu denir.
Gosterecek oldugunuz teoreme gore eger W (t) ¢ok degisken hareket ettiginden dolay:
kuadratik varyasyonu 0 dan farklidir.

Teorem 1 A, = {to, t1,...,tn1,ta} sonlu [a,b] aralsginan bir parcalanigs olsun.
ALl = max (t; — ti_1) olmak idizere L2(Q) uzaymda ||A,|| — 0 iken.

n

S (W(t) = W(ti)? - (b—a).

i=1

Tanmim 4 L2, ([a,b] x ) ile agagrdaki kosullary saglayan tim f(t,w), a <t < b, w € Q
stokastik stireglerinin uzayina isaretleycceliz.
(1) f(t,w) stokastik siireci {F,} filtresine adapted;
b .
(2) [, E(If(t)1*)dt < oo

Tamm 5 f € L%, ([a,b] x ) olmak izere I(f) = f: FAW (t) integraline f’in Itd integrali
denir.

f € L%, ([a,b] x Q) i¢in tammladigimz [ : L2, ([a, b] x Q) — L?(2) lincer bir doniigimddr.
Keyfia,b € R ve f.g € L2,(la,b] x Q) i¢in

I{af + bg) = al(f) + bI(g).

Teorem 2 f € L2, ([a,] x Q) alalm. Bu takdirde I(f) = [ f(£)dW (t),

U} =0 w BQINP) = [ B(@)

a

olan bir rasgele degiskendir.
Bu Teorem’e gore Ito integrali yani I : L2, ([a, 4] x §2) — L*(Q) doniigiimii izometriktir.

ad

Sonug 1 Keyfi f, g € L%, (|a,b] x Q) igin asagedaki egitlik dogrudur
b b b
B ( [ roave [ g(t)dW(t)) - [ BEU®a)
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Deterministik fonksiyonlari integrallerini genelde Newton-Leibniz integrali ile hesaplarz.
Eger f ve g diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise f(g(t)) fonksiyonu da diferansiyellenendir
ve

L 1) = £ (99 1)

Integral Hesabimin Temel Teoremi’'ni uygularsak

F(g()) — Flg(a) = / £ (9())g (8)ds.

Ttd integrali rasgele fonksiyonlar yani stokastik siivecler ile ilgilidir. W(t) Brown hareketi
ve [ diferansiyellenebilir fonksiyon olmak tlzere f(W(t)) fonksiyonunu ele alahm. W (t)’nin
hewnen hemen tiim yoriingesi hicbiryerde diferansiyellenebilir degildir. Dolayisiyla

d .o y
IOV () = £ (W)W (2)
anlamsiz olur.

Teorem 3 (It6 Formiili) f(x) € C? alalum. Bu takdirde

s o) r o @) = [ v+ 3 [ 1 s

Tt6 formiiliindeki son terim W (¢) Brown hareketinin sifirdan farkh kuadratik varyasyona
sahip olmasinin sonucudur. Bu terim Itd integralini Newton-Leibniz integralinden ayiran
Ozelliktir.

1.3 Lokal Zaman
Tamm 6 W (t) Brown hareketinin a 'dan tye kadar (t de dahil olmak tzere) lokal zamanin
asajidaki rasgele degisken ile tanwmlarz.

t

1
L.(t)(w) = limg— La—cate)(W(s,w))ds, olasihik él¢iisiine gire.
0

e—=02€
Leb(.) Lebesgue dlgiisii olmak iizere

I 1
— | lp—eara(W(s,w))ds = —Leb{s € [0,t]; W(s) € (a —¢,a +¢€)}.
2€e Jo ’ 2¢

L, (t, w) lokal zaman, W (.,w) Brown hareketinin yoriingesinin a'dan t’ye kadar ne kadar
zaman harcadiguu ifade eder.

Lokal zamam genellestirilinis fonksiyonlar kullanarak da ifade edebiliriz. 6., ¢ noktasmn-
daki Dirac delta fonksiyonu olmak iizere

t
Ly(t) = / 3.(W{(s))ds
Jo
geklinde yazabiliriz.

Teorem 4 (Tanaka Formiili) W (t) reel eksen dzerinde 0 noktasindan harekete baslayan
Brown hareketi olmak izere keyfi « € R igin

W) —a|l = o)+ /0 sgn (W(s) — a)dW(s) + La(t)-
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2 Genigletilmig Stokastik Integral Siirecleri Icin Lokal
Zaman

Genigletilmiy Stokastik Integral, It6 integralinin adapted olmayan integrandlar i¢in genellere-
sidir ve integrand adapted oldugunda 1t6 integrali ile aymdir. Bu tip integrale Skorohod
integrali de denir.

X stokastik stiveci igin (0, 1] araligmdaki lokal zamamn

L= /150 (X(t)) dt

ile tammlanir. ] ,
() = - e_;—f, TreR

olmak tizere L2 ([0,1]) de
1
lin&/ fe(X(#))dt = L.
“—"Jo

H = L*([0,1]) ve {W(t);t € [0,1]} Wiener siirecini alalm.

(&,h) = /0 1 h(E)dW(t), he H

olmak tizere £ ile Gaussian white noise isaretleyelim. {(&.h); h € H} merkeslestirilmis Gauss
rasgele degiskenleri 2’a bagimhdir ve

E(&R)* = |Ih]?.

H'dan alman lineer bagimsiz {h1,..., h,} vektorlerinden olusturulmug lineer alt uzay: £, H
scperable Hilbert uzayim £ lincer alt uzayina projcksiyonunu P (P : H — L) opcratérii ve
I ile H’daki birim opcratorii igaretleyelim. prE€EH k=1,..., n olmak fizere

21l = (1 = Phou)+ Pey(t) = (T = Pou(®) + 3 s (O (2.1)

seklinde yazabiliriz. Burada Cy;(t) k,j = 1,....n. katsayilar ¢, (£)’e gore tek tirlii belir-
lenir.
2u(t) = (I = P)py(t) ve 5i(t) = Py (2) (2.2)

‘olarak tammlayalim. Z(¢) soulu boyutlu Gauss stokastik siireci agagidaki gibi verilsin
Z(t) = (& he) wi (1)
k=1

y(u) = fol u(s)dW (s) olmak iizere v(u) ile u(s) fonksiyonunun Skorohod integralini igaretleye-
lim. Simndi Z(t) siirccinin Skorohod integralini bulalm.

Y(2) () =D (& h) (€ 0(0)) = (s 04 (£))) (2.3)

k=1
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geklindedir. (2.3)11 (2.1) ve (2.2)’e gore yeniden diizenleyelim

v(2) () = Z((E,hk)(&%(t))—(/lkywk(t)))

= Z(& he) (€04 (1)) +Z € ) ( ZOL,(t)h?) —Z(hk,wk(t))
k=1

n

= Y () E M) + D (6 ) D Crs(t)
k=1 Jj=1

k=1

=3 (s (1)) - (2.4)

k=1

Amacimiz Z(t) stokastik siirecin Skorohod integrali v (Z(t)) siirecinin 0 noktasindaki lokal
zamammnin meveutlugu igin yeterli kosul elde etmektir. Yani

/ So (v (2) () dt

integralinin mevcutlugu igin yeterli kogul ariyoruz.

/ b0 ((2) (t)) dt = lim / L (2) () dt (2.5)

oldugundan dolay: bu limitin meveutlugunu inceleyecegiz.
Once n = 1 durumunu inceleyelim.

Teorem 5 dy,dy # 0 olmak idizere d; < < dy oldugunu varsayalvm. Bu takdirde

(2.5) ’in. mevcutlugu igin yeterli kosul

/1 &
o [l

Ispat. Cy,(t) = C(t) olsun. v (Z) (+)'nin (2.4)’deki ifadesinde n = 1 alirsak

7(2)(t) = (&h) (€ 9®)+ (&) Cia(t) (€, ) = (h (1))
= (&) (& p(1) + (&R Ct) - C()

t’yi sabitleyelim ve n = []T {;if}

1@ (1) = 6B 500+ ceren* - 1)

olarak tammlayahm. Bu durumda 7 standart normal dagihima

sahiptir ve

olur. Dolaysiyla
1 1 ~
tm 2 [ 1.2 @)de = T 8 [, (6 [500)] 0+ e - 1) a
€— Jo €— Jo

= i, [ B (@6m [p0] 0+ cor - 1) e 26)
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(€, h) = a olarak sabitleyelim. a’mn olugturdugu o —cebirini o(a) ve E, ile a’ya gore beklenen
ol
kogullu beklenen degerini olugturalim

ve b = C(t)(e* — 1) olmak iizere (2.6)’'min o(a)’ya gore

degeri isarctlevelim. o = o

i B / L@ @)d = lim /n 'E, [Eff (a, ‘j&(t)]}77+0(t)(a2 -1) |(7((L)] dt
= lm /IE,, [Efe(a-z;+ﬁ)|o(a)] dt. (2.7)

Ef.(an + Z) hesaplayalim.

al "

Ef.(an+1b)

7=

1
2%

1

~2
(]

e 2(1('

//27

~2
1 1 —r—_n_"_— ey r:h
——————c i, y —u\/a €+ ——=
i 4 w —I—.r
Kosullu Lebesgue Yakmsaklik Teoremi'ne gére (2.7)'de limiti integralin icine alabiliriz. Bu

duruinda ,

" 1 1 -&
lim Ef (an+b) = ——e 237
c—0+ Jelwn ) \/%‘E‘
oldugundan dolay: (2.7)’yi agagidaki gibi yazabiliriz
2 1 et
1 e 1 )2
e 2 dt = / / - [ ”'” dF(a)dt
/ V2 a 0 o V2T, HI5{1’}
S ) o BT A
- — e ' Y dF(a)dt
£ S \/QWG';(t)
+00
< / / L e %°- z—a*-’“?dF(a,)dt
mf:[;ﬁ(f)'
_‘E 1
< (1/ / E ﬁ(lF(a)dt (2.8)
0 o g "'{.“
It
< ¢ / ... (2.9)
e

Burada ¢; =sabit ve F(a) a rasgele degiskeninin yigihml dagilim fonksiyonudur (cumulative

distribution function).
Béylece (2.5)’in meveutlugn icin yeterli kosul

[ < oo
ol

olarak clde cdilir. m
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Uyar1 1 Teorem 5’in varsaypmiare altinda agafndaki integralin mevcutlugu da (2.5) ’in mev-

cutlugu icin yeterli kosuldur
Lot
/ :;-;_ < +o00.
o ||&e|

Ornek 1 (Brownian Bridge tipli sireg) Z(t) = W(1) stokastik siirecini alabbm. Z(t)’nin
Skorohod integrali

12 (1) = / WIW () = WOW () — ¢

olur. {W(L)W(t)—t, t€[0,1— €|} stireci igin lokal zamanin mevcutlujunu inceleyelim.
Once ¥(Z(t)) 'yi Teorem 5’in ispatindaki gibi diizenleyelim. Bu durumda

WOW(t) —t =W (1) (W(t) — tW (1)) + tW?(1) — ¢t
yazabiliriz. Boylece (€,h) = W (1), (€, p(t)) = W(t) — tW (1), C(t) =t olarak belirlenir ve
[50] = 2w - w@y =0 -

elde edilir.
d < \/ﬁil—_ﬂ < dy olacak sekilde dy, dy saylam mevcuttur. Dolaysiyla Teorem 5% kul-

lanabiliriz.

= lim =7 < 400

/1 dt /1 i /1—6 di
0 55{”H o VIT—1t) o) Vil —1)

oldugundan dolaiy
1
iy / £ WOW () — 1) dt
c—U™ 0

mevcuttur,

Klasik yontemle Z(t) = W(1) siirecinin lokal zamamma incelemek i¢in uzun hesaplamalar
yapmamiz gerekecektir. Fokat elde etligimiz yeterli kosul ile lokal zamanin mevcutlujunun
kontrolii basit bir hale getirilmistir.

N

Teorem 5°de Z(t) = 3 (£, hi) @ (t) stirecinin n = 1 durumunu inceledik. Simdi n > 1
k=1
durumunu inceleyelim.

Teorem 6 (f,g;k(t)), k =1,...,n rasgele degiskenlerinin dejenere olmayan (nondegener-
ate) kovaryans matrisine sahip oldujunu varsayalim ve bu matrisi Y, te igaretleyelim. Bu
takdirde (2.5) in mevcutlugu i¢in yeterli kogul

1 —
/ JIAT,dt < +oo.
0

Burada Q) ortogonal matris olmak tzere A = Q7 2., Q = diag{d,,...,d,} olan diagonal
matristir.
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Ispat. Z(t)'nin Skorohod integralini

Y20 = D (& M) (€ @(1) +25hk ch,(t (€ hy) =D (e pi(t))
k=1 =1 g=1 k=1
N ADI XA, +Z(£ m)ch,(t) Eh) = S5 Cls(6) (hao )
k=1 k=1j=1

geklinde yazabiliviz. ap = (& hi), .(t) = (€, 2, (8)) ve m(t Z ECM ) (I, 1) olarak

tammlayalim. Bu durunda

Zcum )+ ZZC"J(t Yare; — m(t)

k=1 j=1
olur. Once
(Zamk(t )+ ZZCLJ(f)QAQJ m(t) )
k=1j=1
hesaplayalim.

a=(a1,...,an)" ~ N, (0,A4), n = M) ~ N, (0,3) olsun ve @ = a olarak
sabitleyelim.Bu durumda

n n

Y = Zﬂm,k &)+ ZZC’LJ (Hara; —m(t)

k=1 j=1

olmak fizere

n n

Y = Zakq,‘ )+ ZZCLJ (t)ara; — m(t)

k=1 j=1

elde edilir ve Y ~ N(> Z ri(t)ara; —m(t),a” Y, @) olur. Bu durumda
k=1j=1

1i] n \ 2
y— T 5 Cps(Daga;+m(t)
2 ( K== BT J ]

1 1 E o
Ef(Y) = /fe(y)fy(y)dy: /——,.—e
= R 2m \fe(al ), a)
(J.gl =) ('I\_,(‘)ﬂw —vn(t,) .
B \/1 ./—1” i / = L W Eaw
V2 e 4+ af Z, N A Nor N e ((r_.'f 2:“ )
(k§1 i'=2‘1 Ckvj(")"k"j*”‘(")) )
! 1, - ¢ EICEs S
V2r \/E—f—(.'r R0
Burada

Zn: Zn:ckJ (t)axa; — m(t ))

B I r B (k =1
v = €+a E a '__—e+aTZa
!
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2
(kiliilc‘k'ju)akrnj nl(L)]
_ 1 1 T N
lllTELEfE(Y) =———c ot =)
e—0

Ver \/aTy a

1 1
/ 8o (Y)dt = lim / fe(Y)dt
0 =0t 0

limitinin meveutlugunu anyoruz. Bunun igin

elde ederiz.

lim E fe (Y)dt = lim / Ef(Y)dt

e—0+ =i+

mevcutlugunu incelemek yeterli olacaktir. a = ¢ oldugundan

lim / Ef.(Y)dt = lml/ EEf.(Y) | o(a)) dt. (2.10)

e—(1~

(2.10)’de Lebesgue Yakmsakhk Teoremi'ni uygulayip limiti integralin icine alirsak

o

( =y Yoo, J{Daga; —m(t))
1 1 1 F=1=1 - yn
[ ARkl
0 V2r \/GTEL(L

elde ederiz.
2_, kovaryans matrisi simetrik oldugundan A = diag {di,...;dn}, dpy >0,k =1,.
olmak tizere Y, = Q7 A Q olacak sekilde @ ortogonal IIld,tIlSl mevcuttur. Bu dmumda

QTY, Q= A=diag{dy,...,d,} olur.
a ~ N, (0, A) olduguudd-n
1 1ty
a(0) = ————e 7
Jala) = (2,”) Viler A

olur. ¢ = Qu déniisiimii yapalim. Bu durumda

T _ ., TnT Y N
a Zta = u'Q ZtQu—u Au
n
thzdk.
k=1

Boylece
3
w
1 1 ) kgl.i“:.l_c_‘k'i"‘m“‘-"'—:i'"'(ﬂ)
5T 5]

—— ¢
\/ﬁ\/aTZ[fa

( i.: “E Cr j(")al.:“_j_"l(‘))
k== "

IO

1 det@
(27r) Vet A \/2—7rw (i“fdk)
8

l t |r£|JIJ\- .lr i
det @ / T du, (2.11)
1111u :!;\ |U||

Vdet A

LT L
_utgTa tgu
e 3 du

(e
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elde ederiz.

D = QT A 'Q olarak tammlayalim. D simetrik matris oldugundan dolay: diagonallestire-
biliviz. HTDH = diag {b1,...,ba}, by > 0, k = 1,...,n olacak gekilde H ortogonal matrisi
mevcuttur. (2.11)’de v = Hz doniigtinti yaparsak

T
Il\lQ /“ “ _ u"rn det H dz

\/tlt‘t A :‘ mm n';

! / 7 P
= i k=1
min ./ ||z ||

k=1....

~ —1  nax bk" 2|2
< ey dz
mm f?; ||Z||
—1 2
[ P2, R 0

iy —————
min d Jy
k=100

1 b _ ~1 max byr?
= = 20 Te=liln dr-.

‘J 11]1111 dj,

. fet () det 41 . e .
clde cderiz. Burada ¢; = %‘il‘—'l, ¢ ise doniigtinden dolayr ortaya ¢ikan sabit ve ¢ =

-1 b.r?
16 n > 2 igin fnoc pr=2e 2t gy integrali mevcut ve #’den bagimsizdir. Dolayisiyla
(2.10)’un mevcut olmas! igin yeterli kogul

/ < +oo (2.12)

rnm dj;
=1,.,n
olmasidir.
Ayrica A = diag{dy,...,d,} oldugundan A~ = diag {dl_l, . _1} olur. A herhangi
bir matris ve A(A) A’'mn 6zdegerleri olmak iizere ||A|, = m(i} 1t (A simetrik matris
HEMATA)

ise |

1
/ JIAtLdt < +oo
J0

Ornek 2 7 (Z(t)) = {W(3) (W) = W(t)) + (W(1) = W(3)) (W(t) - W(t)), t€[0,1]}
olan stireci alalm.

Bu durumda ay = W(3), aa = W(L) — W(3), @, (t) = W(t) — W(t1) ve py(f) = W(t) -
W (ta) olarak elde ederiz.

(a) t; < %, % <t< % ve ty < t olsun.

@ (t) = W(t) = W(t) = (W) - W(E) + (WE) = W(t)) ve W(t) -W(3) L W(3)
oldugundan o, (t) = W(t) — W(3), & (t) = W(3) — W(t1) olur.

@o(t) = W (t) =W (tg) ve W(t)=W(t2) L W(1)=W (L) oldugundan py(t) = W(t)—W (t2)
olur. Boylece

A, = I}é{\kﬁ)ﬂ) Dolayisiyla < nlnn dk> = (kI:I}?‘,)_(_nd;’]> = ||A7}l, olur. Boylece (2.12)

yerine

yazabiliriz. =

ne) = €aen = [ (wo-we)ave.
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o]
mlt) = (€4(0) = [ (V) = W) av ()
elde ederiz. Ayrica
Var(ny) = E (W) - W(l))2 -1
= ’ 3 3
Var(n,) = E(W(t) — W(ty))? =t — ta,

Pa(t) = W(t) =W (ty) = (W"(t) — I/V(%)) +(I/V(§) — W(ty)) ve L‘V(t)—W(%) 4 W’(é)—VV(tg)
oldugundan

Cov(ny.ng) = E(mmn,)

_ EK/-I(V(t) Vs )) AW (¢ )(/ V(1) = W (ta)) AW (t))]

= < /0 (V(f - W( )dW(t))2

- [</0] (M ®) =1 )> ‘”’V(t)> ( /0 ) (W(%) - W(tz)) dW(t))]
/01E<Hft)-w )zdt“’:é

: : ] ve y_, 'nin dzdegerleri
2

=

olur. Boylece ), = [t _l S
i :

1 by, 1 [
,\12_(1t—6_—2 \/gﬁ 6ty + 2

. - A0
elde ederiz. Dolagpsyla A1 = |71 e

-1 1 tZ a+2 _ -
A7, = t—g—E)—gu’Jt 6t + 2

! 1 ¢ 1 o\ !
/ <(t_6—§2)_6 913 — m2+2> dt < oo
0
elde ederiz.

()t <3, 5 <tuvety < 1 olsun.

Bu duwrumda ¢,(t) = I/V(t) W(3), 51(t) =W(3) — W(t), po(t) = W(t) ~ W(ty) =
WeE -w@)+ W) -w (t2)) ve W(3) — W(ts) L W(1) — W (3) oldugundan @,(t) =
V(3) = W(ta), 95(t) = W(t) — W(L) olur. Boylece

0 () = /0 1 (W(t) - W(%)) AW (t),

1
0 (t) = / (W(l) - W{t2)> AW (t)
o 2
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oldugundan dolayr Var(n,) = t — 3, Var(n,) = t, — 3 ve Cou(ny,m,) = § elde edilir. Bu
_ 1 1
duririda y ), = [t L P ‘ 6 1} ve >, ‘nin Gzdegerleri
i b3
t 1 5 1
A2 =+ = — — F ——=1/36t2 — T2tt, + 12t + 36t2 — 12t, + 5.
=5ty TRV 213t 0% — 12h +

éyleyse % <tuvety < % i¢in

Y/t 4, 5 1 -
S 2 362 — T2ty + 126+ 362 — 126 + 5 )  dt <
/0 (2+2 12 12\/ 2+ 12+ 36t — 128, + ) o

elde ederiz.
Diger durumlar da benzer sekilde incelendiginde lokal zamaman mevcut olduju alnar,
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