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AĞIR ĠYONLARIN ÇARPIġTIRILMASI VE LEPTON ÇĠFT OLUġUMU 

 

ÖZET 

 

Son yıllarda, nükleer maddenin araĢtırılması ve incelenmesi üzerine yapılan en 

önemli çalıĢmalardan biri rölativistik hızlarda ağır iyonların çarpıĢtırılmasıdır. Bu 

deneyin en önemli amaçlarından biri, çarpıĢma esnasında meydana gelen maddenin 

kuark-gluon plazma hali ile ilgili bilgi edinebilmektir. Maddenin bu halinin, Büyük 

Patlamadan sonraki ilk mikro saniyeler içinde var olduğu düĢünülmektedir. Böyle 

ultrarölativistik hızlarda çarpıĢtırılan ağır iyonların etraflarında Lorentz kısalmasına 

uğrayan çok Ģiddetli elektromanyetik alanlar oluĢur ve bu alanlardan elektron-

pozitron çiftleri, müon çiftleri, bozonlar ve belki de Higgs parçacıkları gibi farklı 

türde pek çok sayıda parçacık oluĢur. Bu çalıĢmada, elektromanyetik alandan doğan 

parçacıklar arasından elektron-pozitron çiftlerinin oluĢumu incelenmektedir. Lepton 

çiftlerinin oluĢumu sırasında son durum lepton-hadron etkileĢmeleri çok küçük 

olduğundan dolayı çiftler yaratıldıkları uzay-zaman bölgesiyle ilgili doğrudan bilgi 

taĢırlar. Ağır iyon çarpıĢmalarında lepton çiftlerinin diğer bir kaynağı da kuark-gluon 

plazmasıdır. Eğer elektromanyetik alanda oluĢan elektron-pozitron çiftleri tam olarak 

belirlenebilirse, kuark-gluon plazma hali hakkında da dolaylı yoldan bilgi sağlanmıĢ 

olur. Bu çalıĢmada, ağır iyonların çarpıĢtırılması sonucu oluĢan lepton çiftlerinin 

farklı yöntemlerle hesaplanan tesir kesitleri ve olasılıkları incelenmekte ve 

birbirleriyle karĢılaĢtırılmaktadır. Monte-Carlo yöntemi ile elde edilen sonuçlar, 

Born yaklaĢımı ile karĢılaĢtırıldığında, özellikle yüksek enerji ve küçük saçılma 

parametreleri için daha iyi sonuç verdiği gösterilmektedir. 
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HEAVY ION COLLISIONS AND LEPTON PAIR PRODUCTION 

 

SUMMARY 

 

In recent years, one of the most important studies on investigating and examining 

nuclear matter is to collide the relativistic heavy ions. One of the most important 

aims of this experiment is to obtain knowledge about the quark-gluon plasma phase 

of matter that takes place during the collision. The existence of this phase of matter is 

taught to be occured in the first few microseconds after the Big Bang. In such 

collisions of heavy ions at ultrarelativistic velocities, Lorentz contracted high 

electromagnetic fields are formed around the ions and from these electromagnetic 

fields large numbers of different particles are produced such as electron-positron 

pairs, muon pairs, bosons and may be the Higgs particles. In this work, the formation 

of electron-positron pairs are investigated among the particles that are formed from 

the electromagnetic fields. During the formation of lepton pairs, since the lepton-

hadron final state interactions are so small, pairs carry direct information about the 

space-time region of creation. In heavy ion collisions, another source of lepton pairs 

is the quark-gluon plasma phase. If electron-positron pairs that are produced from the 

electromagnetic field can be determined exactly, the information about quark-gluon 

plasma phase can be obtained indirectly. In present work, cross sections and 

probabilities of lepton pairs that are produced as a result of heavy ion collisions are 

calculated with different methods and compared with each other. It is shown that, the 

Monte-Carlo method gives better results especially for the higher energies and small 

impact parameters compared to Born approximation.  
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1. GĠRĠġ 

 

Hadronik maddenin ayrıntılı bir biçimde anlaĢılması için yapılan en önemli 

çalıĢmalardan biri, ağır iyonların çarpıĢtırılması sonucu lepton çiftlerinin 

oluĢumunun ve bozunumunun incelenmesidir. Böyle çarpıĢmalarda genellikle 

üretilen lepton çiftleri ile hadronlar arasındaki son durum etkileĢmeleri küçüktür ve 

bu yüzden leptonlar, yaratıldıkları uzay-zaman bölgesiyle ilgili bize doğrudan bilgi 

taĢırlar.[1,2] 

 

Brookhaven da yeni kurulan Rölativistik Ağır Ġyon ÇarpıĢtırıcısı (Relativistic Heavy 

Ion Collider, RHIC), tamamen iyonize olmuĢ ağır iyonları, kütle merkezi sisteminde 

nükleon baĢına 100 GeV lik bir enerji ile hızlandırmaktadır. Ayrıca, yapım 

aĢamasında olan Büyük Hadron ÇarpıĢtırıcısı, (Large Hadron Collider, LHC) bu ağır 

iyonları nükleon baĢına 3400 GeV lik bir enerji ile çarpıĢtırmak üzere 

hazırlanmaktadır. Bu çarpıĢtırmalardaki temel amaç, maddenin kuark-gluon plazma 

halini oluĢturmak ve bunu incelemektir. Maddenin bu halinin, evrenin oluĢum 

sürecinin ilk mikro saniyeleri içinde var oldugu düĢünülmektedir. Kuark-gluon 

plazma sonucu oluĢan leptonların madde ile etkileĢmeleri küçük olduğundan, bizim 

kuark-gluon plazma durumu hakkında direk olarak bilgi edinmemizi sağlarlar. 

 

Ultrarölativistik ağır iyon çarpıĢmalarında, lepton çift oluĢum süreçleri, maddenin 

kuark-gluon-plazma halinin oluĢum ve bozunum araĢtırmalarına yardımcı, muhtemel 

bir araç olduğu düĢüncesiyle geniĢ kapsamda tartıĢılmıĢtır. Yukarıda belirtilen 

hızlandırıcılarda, enerji çok büyük olduğundan dolayı, ağır iyonlar bu enerjilerde 

hızlandırıldıklarında, çevrelerinde çok büyük bir elektromanyetik  alan 

oluĢturmaktadırlar. ÇarpıĢma esnasında, bu alandan elektromanyetik olarak, lepton 

çiftleri, müon çiftleri, mezonlar gibi çok sayıda çeĢitli parçacıklar oluĢabilir. Pek çok 

bilim adamı, elektomanyetik olarak oluĢan bu lepton çiftlerinin, kuark-gluon plazma 

fazından gelen sinyalleri gizleyebileceğini ileri sürmüĢtür [3,4]. Dolayısı ile 

elektromanyetik olarak oluĢan leptonların detaylı olarak incelenmesi



 2 

kuark-gluon plazma durumundan gelen leptonların incelenmesine yardımcı 

olabilecektir. Bu çalıĢmada, böyle büyük elektromanyetik alanlardan oluĢan 

elektron-pozitron çift oluĢum tesir kesitlerinin hesaplanması irdelenmektedir.  

 

Ağır iyon çarpıĢmalarında çekirdeğin yükü ile ince yapı sabitinin çarpımı, Zα, 

değerinin küçük olmaması ve çarpıĢma esnasında çok büyük elektromanyetik 

alanların meydana gelmesinden dolayı çok sayıda değiĢ-tokuĢ fotonu içeren süreçler, 

uyumlu (coherent) lepton-çifti oluĢumuna neden olur. Ağır kütleli elektron-pozitron 

çiftlerinin oluĢumu üzerinde çalıĢırken, uzun erimli elektromanyetik oluĢum 

genellikle tedirgeme (perturbatif) metotları ile incelenir. [5,6] daki özel yaklaĢımlar, 

eĢdeğer-foton veya Weizsäcker-Williams metodu olarak geniĢ kapsamda 

uygulanmıĢtır. Bu metotta, pertürbasyon serilerindeki en düĢük dereceli sıfırdan 

farklı terimlerin, iki ara fotonlu diyagramları temsil ettiği ve bu terimlerin 

elektromanyetik oluĢum fenomenini açıklamak için yeterli olduğu kabul edilir. Buna 

ek kabuller de vardır; fotonlar kabuk içinde (gerçek) olmalıdır. Bunlara karĢılık gelen 

S matris elemanlarının tekillikleri yüksek ve düĢük frekansların kesilmesi ile 

düzenlenir. Yukarıda tanımlanan bu metot detaylı bir Ģekilde [7] de verilmektedir.  

 

Diğer bir problem ise, elektromanyetik olarak oluĢan elektron-pozitron çiftlerinden 

bir elektronun, iyon tarafından yakalanmasıdır. Bu durumda, belirli bir yarıçapta 

hızlanan iyonlar, elektron yakaladıktan sonra yük ve kütle oranı değiĢmekte ve 

iyonun yörüngesinden sapmasına neden olmaktadır. Bu ise iyon demetinin ömrünün 

sürekliliği açısından önemlidir. Elektronun iyon tarafından yakalanma süreci ve 

lepton çift oluĢum sürecinin detaylı olarak hesaplanması iyon demetinin 

sürekliliğinin korunmasına da büyük ölçüde yardımcı olacaktır. 

 

Elektromanyetik olarak oluĢan leptonların incelenmesi tamamen Kuantum 

Elektrodinamik (QED) bir süreçtir. Hızlandırıcılarda oluĢan bu leptonlar deneysel 

olarak ölçülmektedirler. Yapılan bu hesaplar ve deney sonuçları ayrıca kuantum 

elektrodinamiğinin test edilmesi açısından da önemlidir. 

 

Bu hesapların analitik olarak yapılması son derece zor ve karmaĢıktır. Dolayısı ile 

sayısal (nümerik) olarak çözülmesi gerekmektedir. ÇeĢitli hesaplama tekniklerinin 

geliĢtirilmesi ve hızlı bilgisayarlarda çözüm yapılması ayrı bir motivasyon 

konusudur. 
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2. SERBEST DĠRAC DENKLEMĠ VE ÇÖZÜMÜ 

 

2.1 Dirac Denklemi 

 

Rölativistik olmayan Schrödinger denklemlerinin, parçacıkların durgun kütle 

enerjilerinden daha yüksek enerjilerde yapılan deney sonuçlarını analiz etmede 

yetersiz kaldığı açıktır. Bu yüzden, iki temel rölativistik dalga denklemi olan Klein-

Gordon (spini 0 olan parçacıklar için) ve Dirac (spini ½ olan parçacıklar için) 

denklemlerinin incelenmesi gerekmektedir. Bu çalıĢmanın içeriği açısından aĢağıda 

sadece Dirac denklemi anlatılmaktadır. 

 

Kuantum mekaniğinde, tek parçacık dalga fonksiyonlarının içinde anti-parçacıkların 

nasıl bir davranıĢ sergiledikleri, incelenmesi gereken önemli bir noktadır. Çünkü 

parçacık üretimi -genellikle parçacık anti-parçacık çiftleri halinde- yüksek enerji 

fiziğinin çok önemli bir parçasıdır. Her zaman kullanılan dalga denklemi 

formülasyonu bu durumda biraz uygunsuz gözükmektedir, çünkü tek bir parçacığa 

tek bir dalga fonksiyonu karĢılık gelir ve parçacık sayısında herhangi bir değiĢim 

beklenmez. Kullanılması gereken formülasyon parçacık yaratma ve yok etme 

olasılıklarını baĢtan bir bütün halinde içermelidir ve bu da kuantum alan teorisi ile 

mümkündür. Buna rağmen, her zaman kullanılan ‘dalga denklemi’ yaklaĢımı ile de 

parçacık yaratma ve yok etme ile baĢa çıkılabilir. Bu da dalga denklemlerinin negatif 

enerji çözümlerinin Feynman’ın yorumuyla, anti-parçacık olarak tanımlanmasıyla 

sağlanır. 

 

Rölativistik olmayan Schrödinger denkleminde, yine rölativistik olmayan enerji 

momentum bağıntısı kullanılır, 

 

2

2
E

m


p
.     (2.1.1) 
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Burada, 

 

   E i t   ,   p i      (2.1.2) 

 

dönüĢümleri yapılırsa, bu diferansiyel operatörlerle beraber, Schrödinger 

denkleminde dalga fonksiyonuna etki edebilir hale gelir. Rölativistik dalga denklemi 

için ise, bilinen rölativistik enerji momentum bağıntısı kullanılmalıdır, 2 2 2
pE m  . 

Operatör karĢılıkları bu bağıntıda yerine koyulursa, 

 

     
2

2 2

2
m

t





   


    (2.1.3) 

 

denklemi elde edilir ve bu bağıntıya Klein-Gordon denklemi denir. Bu denklemin 

düzlem dalga çözümleri, 

 

    ( , ) p.xiEt ix t Ne       (2.1.4) 

 

Ģeklindedir. Burada iki sorunla karĢılaĢılır. Birincisi, enerjinin 2 2 2E m p  Ģeklinde 

olmasından dolayı, negatif enerji çözümlerinin ortaya çıkması, ikincisi ise Klein-

Gordon denklemi kullanılarak çıkarılan olasılık yoğunluğu ifadesinin t   terimini 

içermesinden dolayı, olasılık akımının da negatif değerler alabileceğidir. Dirac, 

olasılık yoğunluğundaki bu negatifliği gidermek için aĢağıdaki denklemi önermiĢtir. 

 

 

 

1 2 31 2 3

( , )
( , )

. ( , )

x t
i i m x t

t x x x

i m x t


    

 

     
      

     

  

  (2.1.5) 

 

2.2 Dirac denkleminin çözümü 

 

(2.1.5) denkleminde   ve   yı saptamak gerekmektedir. Bunun için ilk koĢul, 

rölativistik   dalga fonksiyonun 2 2 2
pE m   enerjisine sahip olması gereğidir ki 

burada tekrar negatif enerji sorunu kendisini gösterir. Bu koĢulun sağlanması için 
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Dirac,   dalga fonksiyonun Klein-Gordon denklemini sağlaması gerektiğini ileri 

sürmüĢtür.   ve   nın saptanması için, Dirac denkleminin her iki tarafındaki 

operatörlerin kareleri alınır, 

 

  

  

 
 

 

2

2 23 3
2

2

1 , 1

3
2 2

1

. .

i i j j i i ji
i i j

i j

i i i
i

i i m i m
t

x xx

im m
x

   

 
   


    

 

 




 
     

 

 
   

 


  



 



 

 (2.2.1) 

 

Diğer yandan,   nin Klein-Gordon denklemini de sağlaması gerektiğinden, 

 

    
2

2 2

2
m

t





  


+Ñ      (2.2.2) 

 

   

 

2 23
2

2
1

i
i

i m
t x


 



  
   

  
    (2.2.3) 

 

bağıntısını elde ederiz. (2.2.1) ve (2.2.3) bağıntılarının sağ taraflarının eĢit olması 

için   ve   nın aĢağıdaki koĢulları sağlaması gerekir, 

 

     0, 1,2,3
i i

i        (2.2.4.a) 

 

     0 , 1,2,3;
i j j i

i j i j        (2.2.4.b) 

 

    
2 2 1
i

        (2.2.4.c) 

 

Eğer, rölativistik olmayan ½ spinli parçacıklar için, Pauli spin matrislerinin anti-

komütasyon bağıntıları hatırlanacak olursa,   ve   için, kolon vektör (spinör)   ye 

etki eden matrisler oldukları söylenebilir. Bu yüzden Dirac denklemi ½ spinli 
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parçacıkları temsil eder. (2.2.4) bağıntılarını sağlayan   ve   matrisleri 4×4 

matrislerdir; 

 

  
0

0

i

i

i






 
  
 

,  
1 0

0 -1


 
  
 

   (2.2.5) 

 

Dirac Hamiltonyen’i artık 4×4 matrisler içerdiğinden, Dirac dalga fonksiyonu  , 

dört boyutlu kolon vektör olarak görülebilir ve buna Dirac spinörü denir. Serbest 

parçacık çözümleri için, rölativistik olmayan durumlara benzeterek, 

 

    .ip xe        (2.2.6) 

 

fonksiyonu önerilebilir. Burada,   dört boyutlu spinör, .ip xe  ise p ( , )pE   olmak 

üzere düzlem dalga çözümleridir.   ve   matrisleri ile birlikte bu önerilen 

fonksiyon Dirac denkleminde yerine koyulduğunda, 

 

     .i i m
t


 


  


    (2.2.7) 

 

dört boyutlu   spinörünü, iki boyutlu iki ayrı spinör cinsinden yazmak daha uygun 

olur; 

 

    





 
  
 

.     (2.2.8) 

 

Böylece aĢağıdaki basit matris ifadesi elde edilmiĢ olur; 

 

   
1 .p

.p 1

m
E

m

 

 

    
    

    




    (2.2.9) 

 

Bu ifade   ve   için iki ayrı denklem verir, 
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      .pE m        (2.2.10) 

 

ve 

 

      .pE m        (2.2.11) 

 

(2.2.11) denkleminden   çözülecek olursa, dört boyutlu spinör, 

 

    .p

E m






 
 
  

 

     (2.2.12) 

 

Ģeklinde yazılabilir. (2.2.11) denkleminden çözülen  , (2.2.10) denkleminde yerine 

yazılırsa, 

 

     
2 2.p p 1      (2.2.13) 

 

bağıntısının da yardımı ile, 

 

       2
pE m E m        (2.2.14) 

 

denklemi elde edilir. Bu denklem enerji ve momentum arasındaki bağıntıyı verir ve 

görüldüğü gibi bu sonuç aslında, hem pozitif hem negatif değerler alabilen ve Klein-

Gordon denkleminde kullanılan enerji ifadesidir. 

 

     
1 2

2 2
pE m       (2.2.15) 

 

Olasılık yoğunluğu   göz önünde bulundurulacak olursa, 

 

       † x x       (2.2.16) 
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ifadesi yazılabilir. Burada, † , kolon vektör   nin Hermitik eĢleniğidir, 

 

    

1

2

1 2 3 4

3

4




    





   

 
 
 
 
 
 

   (2.2.17) 

 

Buradan   olasılık yoğunluğunun, 

 

    
4

2

1

0
a

a

 


      (2.2.18) 

 

kesinlikle sıfırdan büyük olduğu açıktır. 

 

Dirac elektronu için mümkün pozitif ve negatif enerji seviyeleri, ġekil 2.1 de 

gösterildiği gibi 0E   seviyesine göre simetriktir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 2.1: Dirac parçacığı için enerji seviyeleri 

 

Pozitif enerjili elektronların, negatif enerji durumlarına geçiĢ yapmalarını önlemek 

için, Dirac, normal boĢ durumun -vakum durumu-, negatif enerjili elektronlarla dolu 

olması gerektiğini ileri sürdü. Çünkü böylece Pauli dıĢarlama ilkesi nedeniyle, pozitif 

enerjili elektronların bu düĢük enerji seviyelerine düĢmesi yasaklanmıĢ olacaktı. 

Dirac’ın bu yorumuna göre, Dirac denizindeki bir elektronun yokluğu, vakumda 

oluĢan bir boĢluğa karĢılık gelir. BoĢluğun enerjisi ( )
neg

E , pozitif enerji ve yükü 
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( )
e

q  pozitif elektron yüküdür. Yani, negatif enerjili elektronun yokluğu, pozitif 

enerjili ve pozitif yüklü elektronun -pozitronun- varlığıdır. Buradan hareketle, bu 

teorinin tek parçacık teorisi olmadığı açıktır çünkü negatif enerjili elektronlardan 

oluĢan sonsuz denizden, pozitif enerjili duruma her elektron uyarıldığında, son 

durumda pozitif enerjili bir elektron ve pozitif enerjili bir pozitron meydana gelir. 

Fiziksel olarak bu sürece ‘e
-
 e

+ 
çift oluĢumu’ denir. Aynı sürece Feynman’ın getirdiği 

yorum ise, negatif enerjili parçacıklar zamanda geriye doğru hareket ederler, pozitif 

enerjili anti-parçacıklar ise zamanda ileriye doğru hareket ederler Ģeklindedir. 

 

Spini ½ olan parçacıklar için Dirac denklemi kullanılmalıdır, 

 

     .i i m
t


 


  


    (2.2.19) 

 

Bu denklemin çözümleri, 

 

     .ip xe       (2.2.20) 

 

Ģeklindedir ve burada 0( , )p p  p  dir. 

 

    0
m

p
m

 

 

    
    

    

1 .p

.p 1




   (2.2.21) 

 

Bu matris ifadesinin pozitif enerjili çözümleri için, 

 

     
1 2

0 2 2 0p m E    p    (2.2.22) 

 

olması beklenir. Parçacığın durgun haldeki çözümleri için, 

 

    0 , 0p m  p     (2.2.23) 

 

olur ve matris ifadesi aĢağıdaki Ģekli alır, 
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0

0

1

1

m
m

m

 

 

    
    

    
   (2.2.24) 

 

Bu durumda, 

 

     0       (2.2.25) 

 

olduğu açıktır ve 

 

     0

0
p m




 
    

 
    (2.2.26) 

 

yazılabilir. Sonuç olarak, durgun haldeki pozitif enerjili elektronun iki bağımsız spin 

durumu vardır: 

 

    1
1

0


 
  
 

 spin yukarı   (2.2.27) 

 

    2
0

1


 
  
 

 spin aĢağı   (2.2.28) 

 

Momentum sıfırdan farklı olduğu durumda, 

 

    0 2 2 1 2 , 0p m E    p p    (2.2.29) 

 

pozitif enerjili spinörler aĢağıdaki gibi yazılır, 

 

    

1,2

1,2

1,2

E m






 
 
 
 

 

σ.р     (2.2.30) 

 

Negatif enerjili çözümler için, 
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     0 2 2 1 2p m E    p    (2.2.31) 

 

ve parçacık durgun halde ise; 

 

    0 , 0p m  p     (2.2.32) 

 

olur ve matris ifadesi, 

 

0

0

1

1

m
m

m

 

 

    
     

    
    (2.2.33) 

 

Ģeklini alır ve buradan 0   çıkar. Böylece durgun haldeki iki bağımsız negatif 

enerji çözümü, 

 

     0
0

p m


 
    

 
    (2.2.34) 

 

olur. Sonlu momentum değerlerinde ise, ( , )p E   p  

 

    E m






 
  
  
 

σ.р

    (2.2.35) 

 

olur. 

 

Fakat, anti-parçacık durumu göz önünde bulundurulursa, 

   pozitif enerjili çözümler ~ .ip xe    (2.2.36.a) 

   negatif enerjili çözümler ~ .ip xe    (2.2.36.b) 

p  yerine p  çözümüne ihtiyaç duyulur. Bunlar,  ,p E   р  olan negatif 

enerjili çözümlerdir. Bu yüzden, 
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1,2

3,4

1,2

E m






 
  
  
 

σ.р

    (2.2.37) 

 

tanımlanmalıdır. Buradaki ince bir ayrıntı da Ģudur; spin yukarı durumunun yokluğu, 

spin aĢağı durumunun varlığına eĢdeğerdir. BaĢka bir deyiĢle, 

spini aĢağı olan negatif enerjili çözümler ≡ spini yukarı olan pozitif enerjili çözümler 

 

Bu yüzden, 

 

   1 2
0 1

,
1 0

 
   

    
   

    (2.2.38) 

 

olarak seçilir. Dolayısıyla negatif enerji spinöründeki, E, p, 1 ve 2, ‘fiziksel anti-

parçacık’ değerlerine karĢılık gelir. [8] 
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3. ELEKTRON-POZĠTRON ÇĠFT ÜRETĠMĠ 

 

3.1 Lagrangian Denklemi 

 

Elektron çiftlerinin oluĢumu, elektron durumlarının klasik elektromanyetik 

potansiyelde evrimleĢtiği yarı-klasik formalizm kullanılarak ele alınabilir. 

Potansiyellerin kaynak akımları, iki ağır iyonun hızlandırılmıĢ Lorentz yük 

dağılımlarıdır. Ağır iyonların çarpıĢmalarının incelenmesinde özellikle kütle merkezi 

sistemi ve simetrik çekirdekler kolaylık sağlaması açısından daha uygundur. 

Herhangi bir geometrik Ģekle sahip olmayan nokta yüklü çekirdek durumunda, 

potansiyeller Lienerd-Wiecherd etkileĢmeleridir. Elektron çift oluĢumunun kesin bir 

hesabı için, çekirdek içindeki nükleonların yük dağılımları ile ilgili ayrıntılı bilgi ve 

ayrıca her nükleonun yük yapı fonksiyonu gereklidir. Böyle akımların QCD 

(Quantum Chromodynamics) gibi temel bir teori ile tam olarak anlaĢılması Ģu anda 

mümkün olmasa da, bu etkileri hesaplayan modeller vardır. Çift oluĢum 

denklemlerini, elektrodinamikteki Shwinger’in uzay-zaman yaklaĢımı ile, ağır 

iyonların hareketine izin verecek Ģekilde yapılan uygun düzenlemelerle geliĢtiririz. 

Aradaki iki önemli farktan biri, iyonların hareketine dik bir saçılma parametresi 

boyunca elektromanyetik alanların yerelleĢmesi, diğeri, alan içinde çok sayıda sanal 

foton bulunmasıdır. Elektromanyetik alandaki elektronların yarı-klasik bağlanıĢı, 

elektron sayısını ayrı ayrı koruyan ve A
μ
 dört-vektör potansiyeli sayesinde sadece 

alan değiĢkenlerine bağlı olan Lagrangian yoğunluğu ile verilir. 

 

Kuantum mekaniğindeki ‘ayar ilkesi’ evrensel (global,uzay-zamandan bağımsız) 

U(1) faz değiĢmezliğinden, yerel (local, uzay-zamana bağlı) U(1) faz değiĢmezliğine 

dönüĢtürülerek oluĢturulursa alanlar artık elektromanyetik alan olarak tanımlanmıĢ 

olur. Kuantum alan teorisinde de aynı ilke geçerlidir ve elektromanyetik 

etkileĢimlerin oluĢturulmasını sağlar. Dirac alanlarının serbest Lagrangian’ı ve dalga 

fonksiyonları U(1) dönüĢümü (3.1.1) altında değiĢmezdir ve bu dönüĢüm evrenseldir. 
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ie         (3.1.1) 

 

EtkileĢim Lagrangian’nını bulabilmek için bu dönüĢümü yerelleĢtirmek gerekir. Bu 

serbest Dirac Lagrangian yoğunluğuna, 

 

   0( ) ( )( ) ( )L x x i m x

       (3.1.2) 

 

aĢağıdaki dönüĢümler yapıldığı takdirde, yerel U(1) faz dönüĢümü altında da 

değiĢmez kalır: 

 

   ( , )( , ) ( , ) ( , ),ie x tx t x t e x t       (3.1.3) 

 

    AD ie            (3.1.4) 

 

ve 

 

    A A A
      .   (3.1.5) 

 

Bu durumda Lagrangian bir etkileĢim terimi kazanmıĢ olur. Ek A de bu dönüĢümler 

açık bir Ģekilde uygulanarak etkileĢim terimi çıkarılmıĢtır. 

 

    
0 0 int
 L L L     (3.1.6) 

 

   int ( ) ( ) ( ) ( )Ax x x x

  L    (3.1.7) 

 

Yukarıda (3.1.7) denklemi ile verilen Lagrangian ifadesiyle birlikte aĢağıdaki üç 

temel kabul de göz önünde bulundurularak, hareket denklemleri elde edilebilir: 

ί) Zamana bağlı çok sayıda elektronun durumunu ifade eden ( ) t  

kullanılarak, yarı-klasik eylem entegrali oluĢturulabilir. 

 

   4

0 int( ) : ( ) ( ) : ( )S d x t x x t   L L   (3.1.8) 
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Burada, normal mertebelendirme herhangi bir referans durumuna göredir ve 
0

L , 

etkileĢme olmadığı durumda serbest fermiyon Lagrangian fonksiyonudur. 

 

   0( ) ( )( ) ( )L x x i m x

       (3.1.9) 

 

(3.1.8) denkleminde, eylem entegralini sabit kılmak için türevleri alınan dinamik 

koordinatlar, alan operatörlerinin ( ( )x ) değil, ( )t  durum vektörünün 

parametrelerdir.  

 ίί) BaĢlangıç vektörü 0 , Slater determinantına karĢılık gelir, 

 

      0
t
lim t


     (3.1.10) 

 

Çift oluĢumun sadece vakumdan meydana geldiğini göz önünde 

bulunduracağımızdan, 0  durumunu vakum durumu olarak seçeriz ve aynı zamanda 

bu durum, (3.1.8) denklemindeki mertebelendirme için referans durumunu ifade 

eder. Problemin yapısı sebebiyle, tam olarak tanımlanmıĢ bir baĢlangıç 

Hamiltonyen’i ve buna karĢılık gelen tek parçacık durumlarının tam ve ortonormal 

bir kümesi vardır: 

 

   
       

1
q q q q

q

   
   

     (3.1.11.a) 

 

    
   

, ,

i j

q p q p i j
        (3.1.11.b) 

 

Referans durumlarının böyle seçilmesi halinde 
 
q




 ve 
 
q




 durumları sırasıyla, 

(tek) parçacık ve (tek) anti-parçacık durumları olur. Ġkinci kuantize temsilde, 
q

a  ve 

q
b  yok etme operatörleri aĢağıdaki eĢitlikleri sağlarlar,  

 

    0 0 0
q q

a b      (3.1.12.a) 
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       
† †

,
, ,

q p q p q p
a a b b      (3.1.12.b) 

 

a  ve b  operatörlerinin (3.1.12) denklemlerinde gözükmeyen diğer anti-komütatör 

bağıntıları sıfırdır. 

 ίίί) (3.1.8) denkleminde durumların zaman içinde evrimleĢmesinden sorumlu 

operatörlerin birimsel (unitary) olduğu kabul edilir; 

 

       , 0t K t   ,   (3.1.13) 

 

burada, † † 1KK K K  . Bu kabullerin birçok önemli sonucu vardır. (3.1.10) ve 

(3.1.13) denklemleri,   durumunun her zaman Slater determinantını temsil ettiğini 

garantiler ve hareket denklemleri Ģu Ģekilde yazılabilir; [9] 

 

     , ,
t

H x K t t i K t t      (3.1.14) 

 

Burada, 

 

         0
H x H x V x     (3.1.15.a) 

 

     0 0
.H x i m   Ñ     (3.1.15.b) 

 

         0
.AV x x A x      (3.1.15.c) 

 

dır. 

 

3.2 Pertürbatif yaklaĢım 

 

Yukarıdaki kabuller ile (3.1.14) denkleminin çözümleri detaylı bir Ģekilde elde 

edilebilir. Çözümler, A  cinsinden tedirgeme (pertürbatif) olarak seriye açılabilir, 
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         

         

0 0 0

2

0 0 0

, , ( ) , ,

( ) , , , ...

t

t

K t K t i d K t V K

i d d K t V K V K



   

       



 

     

      



 

 (3.2.1) 

 

burada, 

 

      0 0
, expK t t iH t t          (3.2.2) 

 

ifadesi en düĢük dereceli terimdir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 3.2.1 ÇarpıĢan Ġki Ağır Ġyonun Geometrik Gösterimi 

 

ġekil 3.2.1 de iki ağır iyon olan a ve b arasındaki rölativistik çarpıĢma ve 

koordinatları gösterilmiĢtir. Yükü Z olan çekirdeklerin hızlarının z ekseni boyunca 

yönelmiĢ ve merkezlerinin, buna dik yönde ve saçılma parametresi   kadar 

uzaklıkta olduğunu kabul ederiz. Burada, 1c e m   h  olarak tanımlanan doğal 

birimler kullanılır. Her çekirdek, kütle merkezi sisteminde nükleon baĢına, bu 

birimlerle Lorentz faktörü  ’ya 1E    ile bağlı olan, E enerjisiyle hareket eder. 

(3.1.7) denklemindeki A , 

 

     A A a A b        (3.2.3) 
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Ģeklindedir ve a çekirdeğinin potansiyelinin momentum uzayındaki, sıfırdan farklı 

bileĢenleri, 

 

     
2

0 2 2

0 2 2 2
8

iq

z

z

e
A a Z q q

q q



   


 



       

r
r

  (3.2.4.a) 

 

       0zA a A a     (3.2.4.b) 

 

olur. Ek B de (3.2.4.a) ve (3.2.4.b) denklemleri açık bir Ģekilde çıkarılmıĢtır. (3.2.4) 

denkleminde   ,    dönüĢümleri yapılırsa b çekirdeğinin potansiyeli de 

kolayca elde edilebilir. 

 

Kuvvetli bir alanda, elektronların çokluğunun bir olasılık olmadığını fakat bunların 

vakumda üretilen elektronların ortalama sayısını temsil ettiğini belirtmek gerekir. 

EtkileĢme gösteriminde, vakum durumunun zaman içinde evrimleĢmesi, 

 

      0
0 lim 0, , 0

t
S K t K t t


     (3.2.5) 

 

Ģeklinde yazılabilir. Bunu kullanarak toplam tesir kesiti 

 

2
2 ( ) ( )

0

k q

k q

d S     
>0 <

   (3.2.6) 

 

olarak yazılır. Buradaki, k durumları üzerinden toplam, Dirac denizinin üzerindeki, q 

üzerinden toplam ise Dirac denizinin içindeki parçacıklarla sınırlandırılmıĢtır.  
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4. ĠKĠ-FOTON TESĠR KESĠTĠ 

 

4.1 Ġkinci derece Feynman diyagramları 

 

Bu bölümde zamana bağlı pertürbasyon teorisi kullanılarak (3.1.14) ve (3.1.15) 

denklemlerine yaklaĢık çözümler geliĢtirilecektir. Pertürbasyon serilerini zaman 

mertebelendirme metodu ve bunlara karĢılık gelen diyagram kuralları 

elektrodinamikteki Feynman teorisine benzemektedir. Kütle merkezi sisteminde, ağır 

iyonların oluĢturdukları potensiyellerin iki tane sıfırdan farklı bileĢeni vardır ve 

bunlar enerji-momentum transferi olan q nun genel fonksiyonlarıdır. Burada 

hesaplanan diyagramlar, zamana bağlı dıĢ bir elektromanyetik alanda üretilen 

elektron çiftlerinin Feynman teorisiyle hesaplananlarla aynıdır. ġekil 4.1.1 de, 

denklem (3.2.6) daki büyüklüğe katkıda bulunan en düĢük mertebeli diyagramlar 

verilmiĢtir. Bu terimler (3.2.1) denklemindeki ikinci mertebe terimlere karĢılık gelir 

ve direk ve değiĢ-tokuĢ foton çizgileri olan terimleri içerirler. 

 

ġekil 4.1.1 deki diyagramlardan gelen katkılar ayrı ayrı incelenirse, bunlar sırasıyla, 

Sab ve Sba dir. 

 

    
ab ba

S S S       (4.1.1) 

 

   

           

   

( ) ( ) 2 ( )

0 0

0 0

( )

0 0

( ) 0, ,

, ,

, ,0

k q k

a b b a

q

S i d d K K

V K V V K V

K K



     

       

 



  

 



   

      

  

 

  (4.1.2)
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ġekil 4.1.1 Ağır iyon çarpıĢmasında çift oluĢum için doğrudan (a) ve değiĢ-tokuĢ 

    (b)Feynman diyagramları. 

 

Burada tanımlanan S tamamen düzgün değiĢkenli bir fonksiyondur ve sayısal olarak 

hesaplanmaktadır. (3.1.11) denklemindeki süreklilik kullanılarak, en son Ģekli ile 

aĢağıdaki gibi yazılabilir: 

 

 
 

   

1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

s

k ab q p

p s

s s

k a k p p b q q

d
S i E i

V E V E


   



     




  



   

  

  


(4.1.3) 

 

4.2 Elektron-pozitron tesir kesiti 

 

Enerji-momentum korunumu (4.1.3) denklemindeki paydanın sıfır olmasını önler ve 

bundan sonra η
+
 sıfır olarak seçilir. Ultrarölativistik çarpıĢmalarda, (3.2.4) 

denklemindeki potansiyeller için, ıĢık konisi koordinatları cinsinden yaklaĢık bir 

çözümleme vardır. Bu yöntemi açık olarak kullanmayacak olmamıza rağmen, 

üzerinde düĢünmek gerekir çünkü, (4.1.3) denklemi için Lagrangian değiĢmezleri 

cinsinden basit bir formül verir. 

 

(4.1.3) denkleminde, 
0

H  durumlarının toplamı spin ve momentum üzerindendir. 
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 

3

3
2p pp p

d p

  
        (4.2.1) 

 

Ara durumlardaki momentum, ağır iyonların hareketine dik ve paralel yöndeki 

momentumların karıĢımıdır p p p


 
z
. Ağır iyonların hareketine paralel yöndeki 

momentum ve (4.1.3) denklemindeki frekans, momentum korunumu sayesinde 

sabittir. 

 

   
 ( ) ( )

2

q k z z

z

E E k q
p





   
     (4.2.2) 

 

   
 ( ) ( )

2

q k z z
E E k q



   
     (4.2.3) 

 

Dik momentum, kinematik olarak belirlenemez, fakat alan içinde taĢınan 

momentuma bağlıdır. Böylece sabit momentum ve spin durumları için Denklem 

(4.1.3) aĢağıdaki gibi yazılabilir, 

 

  

 

2

( ) ( )

2
exp

2 22

( : ) ( : ) :

k +p
p

k p p q p

k ab q

a b kq

d pi
S i

F F

  
 

  

    



    

   
    

   

  



“

 (4.2.4) 

 

burada ρ saçılma parametresidir ve F fonksiyonu, her bir ağır iyon alanının skaler 

kısmıdır. Nokta yük çekirdek için F aĢağıdaki gibi yazılır, 

 

    
2 2

22 2 2

4
:q

q

Z
F

  


  



.    (4.2.5) 

 

(4.2.4) denkleminde 
a

  ve 
b

  nin sırasıyla, a ve b iyon alanlarına eĢlik eden 

frekanslar olduğunu bilmek önemlidir, 

 

   

( ) ( ) ( )

2

q k z z

a

E E q k


   
     (4.2.6.a) 
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( ) ( ) ( )

2

q k z z

b

E E q k


   
     (4.2.6.b) 

 

“  fonksiyonu, ağır iyonların hızına  , dik momentuma p


 ve k, q durumlarına 

açık olarak bağlıdır ve açık ifadesi aĢağıdaki gibidir, 

 

 
 

   

1
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

:
2 2

1 1

p
p

k p p q

k qs z z

kq p

s

s s

z z

E E k q
E

u u u u



   

 

 


 



 

    
            

  

“
  (4.2.7) 

 

Burada, ( )su , ( )s  durumlarının spinör kısmıdır. (4.2.6) denklemlerindeki yatay 

momentum, 
z

p  (4.2.2) denklemi ile belirlenir. Son olarak, S matris ifadesi (4.2.4) ile 

birlikte, saçılma parametresine bağlı çift oluĢum tesir kesitinin entegrali kolayca 

alınabilir. 

 

Direk ve değiĢ-tokuĢ foton katkılarının her ikisini de içererek çıkarılan sonuç 

aĢağıdaki ifadeyi verir, 

 

 
   

3 3 2
2

( ) ( )

82

1
, : , :

4 2
p k q p

q k

d kd qd p
A k q A k q

 


 

 

   
     (4.2.8) 

 

burada, 

 

        ( ) , : : : :p k p p q p
a b kq

A k q F F  

     
   “  (4.2.9.a) 

 

        ( ) , : : : :p k p p q p
b a kq

A k q F F  

     
   “  (4.2.9.b) 

 

dır. 
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5. SAYISAL TESIR KESĠTĠ SONUÇLARI 

 

5.1 Ġkinci derece Feynman diyagramlarının sayısal hesabı 

 

Yukarıdaki bölümlerde, ikinci dereceden Feynman diyagramları yardımıyla, 

elektron-pozitron çift oluĢumu için toplam tesir kesiti elde edilmiĢtir. Saçılma 

parametresine bağlılığını elde etmek için, tesir kesiti ifadesi saçılma parametresi 

üzerinden entegre edilmemelidir. Direk ve değiĢ tokuĢ terimlerini içeren Feynman 

diyagramlarında, toplam tesir kesiti ifadesi Ģu Ģekilde yazılabilir: 

 

     

3 3
2

3 3

2

2 2k q

k direk q k değiştokuş q

d k d q
d

S S

 

 
 

      



 

  
   (5.1.1) 

 

Bu ifadede, direk terim açık olarak 

 

 
 

 
2

2

22

1
, ;

4 2

k +q
p

p
i

k direk q

d p
S e A k q



 
 

 


  
  

     
    (5.1.2) 

 

Ģeklinde ve değiĢ-tokuĢ terimi 

 

 
 

 
2

2

22

1
, ;

4 2

k +q
p

p
i

k değiştokuş q

d p
S e A k q



 
 

 


  
   

     
    (5.1.3) 

 

Ģeklide ifade edilir. Bu terimlerin açık halleri, tesir kesiti ifadesinde yerine yazılırsa, 

toplam tesir kesiti ifadesini elde etmiĢ oluruz. 
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 
 

    

    

2 2 2 2
2

102

†

1

4 2

, ; , ;

, ; , ;

p p

p k q p

p k q p

k q

iz zdk dq d k d q d p d p
d e

A k q A k q

A k q A k q



 

 
 

    

 

   

 

   




   

    

 

  (5.1.4) 

 

Monte-Carlo tekniklerinden yararlanılarak, bu tesir kesiti sayısal olarak hesaplanmıĢ 

ve ağır iyon demetlerinin çarpıĢma enerjilerinin fonksiyonu olarak, aĢağıda 

gösterildiği gibi elde edilmiĢtir. 

 

    2 2 2 4 3

0 lnC A BC Z Z        (5.1.5) 

 

Burada 0C  sabit bir parametre olup, değeri, 2.19 ’dur. C mc  h , elektronun 

indirgenmiĢ Compton dalgaboyu, AZ  ve BZ  çarpıĢan iyonların yükleridir. 

 

Tesir kesitinin saçılma parametresine bağlılığı ise Ģu Ģekilde de elde edilebilir [10]: 

 

   
 

2 2 2 4 3 0
0 3 2

2 2

0

lnC A B

d
C Z Z

d

 
  

  



   (5.1.6) 

 

Burada 0 , bir sabittir ve sayısal yöntemler sonucunda elde edilen değeri, 

1.35 C ’dir. Saçılma parametresine bağlı tesir kesiti ifadesini, saçılma parametresi 

üzerinden entegre ettiğimiz takdirde (5.1.5) denklemindeki toplam tesir kesiti 

ifadesini elde ederiz. 

 

5.2 Diğer Yöntemler 

 

Elektromanyetik lepton çift oluĢumunun tesir kesitini hesaplamak için çeĢitli 

metotlar geliĢtirilmiĢtir. Bunlardan bir tanesi, eĢdeğer-foton yaklaĢımıdır [11,12] 

(equivalent-photon approximation). Bu modelde ağır iyonların oluĢturduğu 

elektromanyetik alandaki fotonlar gerçek olarak alınır ve eĢdeğer akı buna göre 

hesaplanır. Fakat, Monte-Carlo metodunda, fotonlar sanal (virtual) parçacıklardır ve 

tesir kesitleri Feynman diyagramları ile hesaplanır. Ġki metot genelde birbirleri ile 
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uyum içinde olmakla beraber, saçılma parametresine bağlılık ve diferansiyel tesir 

kesitlerinin hesaplanmasında bazı farklılıklar gösterirler. EĢdeğer foton yaklaĢımının 

saçılma parametresine bağlılığıyla ilgili eksik yönü, saçılma parametresinin aldığı bir 

elektron Compton dalgaboyunun altındaki değerlerde geçersiz olmasıdır. Bu bölge 

kuvvetli bir elektromanyetik alan içermektedir ve değiĢik türde parçacıkların 

yaratılmasının incelenmesi açısından son derece önemlidir. 

 

Tony Baltz, [13] elektron-pozitron çift oluĢumunun kesin çözümlerini zamana bağlı 

Dirac denkleminden elde etmiĢtir. Bu sonuç, herhangi bir Coulomb düzeltmesi 

içermeksizin, en düĢük dereceden pertürbatif sonuçla uyum içerisindedir. Öte 

yandan, Ivanov ve grubu [14] ile Lee ve Millstein [15,16], karĢıt bir görüĢ 

niteliğinde, kesin Dirac denkleminden elde edilen sonuçlarda Coulomb 

düzeltmelerinin de olması gerektiğini ve bu terimlerin Z  ve  f Z  nın 

fonksiyonları olması gerektiğini ileri sürmüĢlerdir. Burada  f Z  

 

    
 

2 2

2 2 2
1

1

n

f Z Z
n n Z

 









    (5.2.1) 

 

bağıntısı ile verilmiĢtir ve bu  f Z  fonksiyonu, Bethe ve Maximon’un da 

elektron-pozitron çift oluĢumundaki Coulomb düzeltmeleri için bulduğu fonksiyonun 

aynısıdır [17]. Tony Baltz, Coulomb düzeltmelerinin gerçekten olması gerektiğini 

kabul etmiĢ [18] fakat bu Coulomb düzeltmesinin sadece Z  ve  f Z  nın 

fonksiyonu değil, aynı zamanda   ve sanal (virtual) fotonların frekansı olan   nın 

da fonksiyonu olması gerektiğini ileri sürmüĢtür. 

 

Bu çalıĢmada, daha önce hesaplanmıĢ [19,20] ikinci dereceden Feynman 

diyagramları kullanılarak, elektron-pozitron çift oluĢum tesir kesitleri hesaplanmıĢtır. 

Bunun için Monte Carlo metodu kullanılmıĢ ve kesin olarak çözülmüĢtür. Burada, 

yarı-analitik tesir kesiti ve tesir kesiti ifadelerinin saçılma parametresine bağlılığı 

elde edilmiĢtir. Bu sonuçlar Lee ve Millstein’in elde ettiği sonuçlarla 

karĢılaĢtırılmıĢtır. Bu karĢılaĢtırmada, bulunan sonuçlar çift oluĢum sürecinin 

açıklanmasında Coulomb düzeltme terimlerinin yeterli olmadığı ve geliĢtirilmesi 
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gerektiği sonucuna varılmıĢtır. Bundan sonraki bölümlerde detaylı olarak Coulomb 

düzeltmesinin neden yetersiz olduğu açıklanmıĢtır. 

 

Lee ve Millstein, toplam tesir kesiti için analitik bir ifade elde etmiĢlerdir. Bunu 

yapmak için ilk adımları, toplam tesir kesitindeki tüm terimler için, entegrallere ana 

katkının 

 

   , , , ,k k p qz zm p q m m  
 = = :    

 

entegral bölgesinden geldiğini kabul etmek ve M’yi 0k   civarında Taylor serisine 

açmak olmuĢtur. Daha açık bir ifade ile  

  .k k LM ; ,burada M, 
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(5.2.2) 

 

elektron-pozitron çift oluĢumu matris elemanıdır. Bu yaklaĢımdan sonra, tam ve 

pertürbatif çözümler arasındaki farkı temsil eden entegral hesaplanmıĢ 

 

   
 
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2

222 0
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ve buradan Coulomb düzeltmesi ifadesi elde edilmiĢtir. Yukarıdaki entegralde 

 

      2 1k
k

iiF d e e
 

   
     (5.2.4) 

 

ve 

 

       ,dzV z  




      (5.2.5) 

 

ve  kF  nın pertürbatif sınırı olmak üzere, 
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     0 2 k
k

iF i d e          (5.2.6) 

 

dır. 

 

Elektron-pozitron çift oluĢumunun toplam tesir kesiti ifadesi için aĢağıdaki terimler 

çıkarılmıĢtır: 

 

   b C C C

toplam A B AB            (5.2.7) 

 

burada 
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Born tesir kesiti, 
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B çekirdeğinin katkısı ihmal edilerek, A çekirdeğinden elde edilen Coulomb 

düzeltmesi, ve 
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A çekirdeğinin katkısı ihmal edilerek, B çekirdeğinden elde edilen Coulomb 

düzeltmesidir. Toplam tesir kesiti ifadesindeki son terim 
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her iki çekirdeğin de katkıları göz önünde bulundurularak aynı yaklaĢımla elde edilen 

Coulomb düzeltmesidir. Yukarıdaki denklemlerdeki  f Z , 
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Bethe ve Maximon tarafından da, ağır iyonların çarpıĢtırılmasında lepton çift 

oluĢumundaki Coulomb düzeltmeleri için tam olarak çıkarılmıĢtı. Toplam tesir kesiti 

ifadesindeki son terim C

AB  ihmal edilerek elde edilen sonuç Ivanov tarafından elde 

edilen Coulomb düzeltmeleriyle tam olarak örtüĢmektedir. 
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6. SAÇILMA PARAMETRESĠNE BAĞLI ÇĠFT ÜRETĠMĠ 

 

6.1 Küçük momentum yaklaĢımı 

 

BeĢinci bölümde açıklandığı gibi, Lee ve Milstein, Coulomb düzeltmesi ifadesini 

küçük momentum yaklaĢımları kullanarak elde etmiĢlerdir. Bu bölümde ise üretilen 

elektronların benzer Ģekilde fakat sayısal olarak, yatay momentum zk  cinsinden 

hesaplanan diferansiyel tesir kesiti ifadesinin, küçük momentumlar üzerinden alınan 

entegrali, tüm momentumlar üzerinden alınan entegrale oranlanmıĢ ve sonuç aĢağıda 

gösterilmiĢtir; 
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Benzer olarak bu oran dikey momentum k  cinsinden sayısal olarak hesaplanmıĢ ve 

aĢağıdaki sonuç elde edilmiĢtir; 
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ġekil 6.1.1 ve 6.1.2 de dikey ve yatay momentum dağılımlarının diferansiyel tesir 

kesitleri gösterilmektedir. Bu diferansiyel tesir kesitlerinin hesaplanmasında Monte-

Carlo yöntemi kullanılmıĢtır. Denklemdeki her değiĢken için 100 milyon rasgele sayı 

kullanılmıĢ ve her sayı artıĢında entegral limiti yukarıdaki değerlere yakınsamıĢtır. 

Aynı zamanda hesaptaki hata payı yaklaĢık %1 olarak belirlenmiĢtir. 
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ġekil 6.1.1 Diferansiyel tesir kesitinin yatay momentum cinsinden fonksiyonu. Sayısal 

hesaplama Monte-Carlo metodu ile yapılmıĢtır ve buradaki momentum pozitronun yatay 

momentumudur. Ağır iyonların enerjisi ise nükleon baĢına 100 GeV dir. 

 

Hesaplamada, üretilen leptonların yatay momentum değerlerinin, dikey momentum 

değerlerinden çok daha yüksek olduğu açıkça görülmektedir ve ayrıca deneysel 

olarak, üretilen leptonların ağır iyonlarla beraber hareket ettiği de gözlemlenmiĢtir. 

Küçük momentum yaklaĢımına göre yatay momentum çok daha küçük değerler, 

z
k m= , almasına rağmen 6.1.1 eĢitliğinde yapılan hesapta üst limit 

z
k m  olarak 

alınmıĢtır. Oran yaklaĢık 0.4 tür. Daha küçük bir alt limit için bu oran daha da 

küçülecektir. 6.1.2 eĢitliğinde küçük dikey momentum yaklaĢımının Coulomb 

düzeltmeleri için yeterli olmayacağı daha açıktır çünkü entegrale %80 lik bir katkı 

k m

  bölgesinden gelmektedir. Bu açıkça göstermektedir ki, Coulomb 

düzeltmelerini hesaplamak için k’nın birinci dereceden terimleri yeterli değildir. 

Daha kesin düzeltmeler için, k’nın yüksek dereceden terimlerini de hesaba katmak 

gerekir. Tony Baltz, tam çözüm ile pertürbatif çözüm arasındaki farkın entegral 

temsilini (5.2.3), sayısal olarak hesaplamıĢtır. Bu hesap sonucu, Coulomb düzeltme 
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terimlerinin,  ,   ve Z ’nın fonksiyonu olması gerektiği kuvvetli bir olasılık 

dahilindedir. 

 

 

ġekil 6.1.2 Diferansiyel tesir kesitinin dikey momentum cinsinden fonksiyonu. Sayısal 

hesaplama Monte-Carlo metodu ile yapılmıĢtır ve buradaki momentum pozitronun dikey 

momentumudur. Ağır iyonların enerjisi ise nükleon baĢına 100 GeV dir. 

 

Bu çalıĢmada, yukarıdaki hesaplar Monte-Carlo metodu kullanılarak tamamen 

sayısal olarak elde edilmiĢtir. Bu hesaplar daha önce, Bottcher ve Strayer tarafından 

yapılmıĢtır [9]. Burada ise yukarıdaki çalıĢmalar genelleĢtirilmiĢ ve CERN 

verileriyle karĢılaĢtırılmıĢtır. ġekil 6.1.3 te, elektron-pozitron çift üretimindeki tesir 

kesitinin üretilen pozitronun momentumuna bağımlılığı diferansiyel tesir kesiti 

olarak d dp  , 200 A GeV (laboratuar sisteminde) enerjisi için gösterilmiĢtir. 

Deneyde, momentumu 1 ile 17 Mev/c arasında olan pozitronlar ölçülmüĢtür. Burada 

da deneyde ölçülen momentum değer aralıkları alınmıĢtır. ġekilde görüldüğü gibi 

özellikle 6 Mev/c’nin altındaki momentum değerleri için teori, deneyle uyum 

içindedir. Veri aralığı (1 Mev/c-17 Mev/c) üzerinden entegre edildiğinde, teorik 

olarak hesaplanan tesir kesiti 98 barn olurken, yapılan deneyde toplam tesir kesiti 
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85 12 barn olarak ölçülmektedir. Bu hesap ve deneysel veriden, üretilen çoğu 

leptonun momentumunun m ’den daha yüksek olduğu çok açıktır. [20] de pozitron 

dağılımının açısal geniĢliği 1 e  olan hesabı, pozitron momentumunun büyüklüğünün 

fonksiyonu olarak gösterilmiĢtir. Bu hesap ta deneysel gözlemle uyum içindedir. 

 

ġekil 6.1.3 Monte-Carlo yöntemi ile hesaplanmıĢ diferansiyel tesir kesitinin deney ile 

kıyaslanması 

 

6.2 Saçılma parametresine bağımlılık 

 

Born yaklaĢımının diğer bir eksikliği, çift oluĢumunda, küçük saçılma parametreleri 

bölgesinde yetersiz olmasıdır. [21] de, Lee, Millstein ve Serbo, elektron-pozitron çift 

oluĢum olasılığının saçılma parametresine bağlılığının grafiğini çizmiĢler ve daha 

önce çıkarılan saçılma parametresinin 0.681C C     aralığındaki eĢdeğer foton 

yaklaĢımını, 
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aynı Ģekilde, 
C C     aralığında 
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ve 2

C     aralığında 

 

    
2

2 2 4 2

0 2 2

28
ln

9

A BZ Z
W

 


  

 
  

 
   (6.2.3) 

 

olacak biçimde geliĢtirmiĢlerdir. Bu düzenleme eĢdeğer foton yaklaĢımı ifadesini 

geliĢtirmekle birlikte tek baĢına Born yaklaĢımının yetersizliklerini çözmez çünkü 

elektronun Compton dalgaboyu C ’den küçük olan saçılma parametreleri için hala 

geçersizdir. 

 

Diğer yandan, Monte-Carlo yöntemi ile yapılan hesaplarda, saçılma parametresine 

bağlı tesir kesiti ifadesi tüm saçılma parametrelerini içerir ve fiziksel olarak kabul 

edilebilir bir denklem verir. Tesir kesitini, saçılma parametresi C ’den küçük 

değerlerde gözlemlememek için hiçbir fiziksel sebep yoktur. Aksine, saçılma 

parametresinin bu aralığında elektromanyetik alan çok büyüktür ve bu aralık 

üzerinde ayrıntılı bir çalıĢma, pertürbatif olmayan etkiler açısından da son derece 

önemlidir. 

 

Denklem (5.1.6) kullanılarak, en düĢük mertebeden, elektron-pozitron çiftlerinin 

oluĢum olasılığı Monte Carlo yöntemi ile aĢağıdaki gibi elde edilir: 

 

  

 

 
 

0

2 2 2 4 3 0
0 3 2

2 2

0

1

2

1
ln

2

MC

C A B

d
W

d

C Z Z




 


  

  






  (6.2.4) 



 34 

Çift oluĢum olasılığı, süreklidir ve tüm saçılma parametrelerinin bir fonksiyonudur.  

 

 

ġekil 6.2.1 Elektron-pozitron çift oluĢum toplam tesir kesitinin enerjiye bağlı grafiği. Düz 

çizgi Monte-Carlo hesabını, kesikli çizgi Coulomb düzeltmeli Born yaklaĢımını 

göstermektedir. 

 

ġekil 6.2.1 de Monte-Carlo ve Born yaklaĢımının sonuçları karĢılaĢtırılmıĢtır. 100 

GeV den küçük olan enerjiler için Monte-Carlo sonuçları, Coulomb düzeltmeli Born 

yaklaĢımından daha yüksektir ve 100 GeV’den büyük olan enerjiler için Monte-

Carlo sonuçları, Born sonuçlarından daha düĢüktür. Buna rağmen, saçılma 

parametresinin C C     aralığında her iki sonuç ta uyum içindedir. Bu uyumdan 

dolayı Born yaklaĢımının küçük saçılma parametreleri bölgesinde, özellikle bir 

Compton dalgaboyunun altındaki değerlerde de geçerli olması gerektiği kabul 

edilebilir. Bir öneri (ansatz) niteliğinde, elektron-pozitron çift oluĢum olasılığı Ģu 

Ģekilde yazılabilir: 
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(6.2.4) ve (6.2.5) denklemlerinin saçılma parametresi   üzerinden entegralleri 

alınırsa, (5.2.7) ve (5.1.5) ile verilen toplam tesir kesiti ifadeleri elde edilmiĢ olur ve 

burada 
0

  Monte-Carlo hesabından gelen bir parametredir. Geçerli saçılma 

parametreleri için yapılan yaklaĢımlar birbirleriyle oldukça uyumludur ve bir 

elektron Compton dalga boyundan küçük saçılma parametreleri için Born 

hesaplarının sonlu değerler alması gerektiğini destekler. ġekil 6.2.2, 6.2.3 ve C.1 de 

10,100,3400   enerjileri için yapılan üç hesaplama karĢılaĢtırılmıĢtır. Bu 

Ģekillerde, enerji değerleri arttıkça tek baĢına Born hesaplarının ve Coulomb 

düzeltmeleri ile yapılan Born hesaplarının, Monte-Carlo hesaplamalarından daha 

yüksek sonuçlar verdiği açıkça görülmektedir. 

 

Yüksek enerji değerlerinde bu olasılıklar birden büyük olduğundan çok sayıda çiftin 

oluĢum tesir kesiti Poisson dağılımı ile ifade edilebilir. 
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ġekil D.1 ve D.2 de 100   ve3400  enerjilerinde Poisson dağılımı ile hesaplanan 

iki çiftin oluĢum olasılıkları ile ġekil D.3 te 3400   enerjisi için hesaplanan dört 

çiftin oluĢum olasılıkları gösterilmiĢtir. 

 

Tablo 6.1 de N sayıda çift oluĢumu için aĢağıdaki ifade ile hesaplanmıĢ tesir kesiti 

sonuçları verilmiĢtir. 
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ġekil 6.2.2 10  enerjisi için farklı yöntemlerle hesaplanan, saçılma parametresine bağlı 

çift oluĢum olasılıkları. Düz çizgi Monte-Carlo hesabını, kesikli çizgi Coulomb düzeltmeli 

Born yaklaĢımını ve noktalı çizgi ise sadece Born yaklaĢımını göstermektedir.  

 

Bu tablolarda 10   ve 100 için Born yaklaĢımı ile N sayıda çift için elde edilen 

tesir kesitleri, Monte-Carlo yöntemi ile elde edilen tesir kesitlerinden daha büyüktür 

ve Coulomb düzeltmeleri ile elde edilen Born sonuçları Monte-Carlo yöntemi ile 

elde edilenlerden önemli ölçüde küçüktür. Diğer yandan LHC (Large Hadron 

Collider) enerjilerinde iki hesaplama da Monte-Carlo yönteminden büyük sonuçlar 

verir. 
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ġekil 6.2.3 100   enerjisi için farklı yöntemlerle hesaplanan, saçılma parametresine bağlı 

çift oluĢum olasılıkları. Düz çizgi Monte-Carlo hesabını, kesikli çizgi Coulomb düzeltmeli 

Born yaklaĢımını ve noktalı çizgi ise sadece Born yaklaĢımını göstermektedir. 

 



Tablo 6.1 Monte Carlo Metodu, Born YaklaĢımı ve Coulomb düzeltmeli Born yaklaĢımı kullanılarak hesaplanan 10,100,3400   için tesir kesiti değerleri 

 

 

 

 

 

σNçift(b) 

N 
MONTE-CARLO 

METODU 
BORN 

YAKLAġIMI 
BORN YAKLAġIMI 

(COULOMB DÜZELTMESĠ ĠLE) 

 

γ10 γ100 γ3400 γ10 γ100 γ3400 γ10 Γ100 γ3400 

1 4139.96 24128.6 77035.3 4932 27602.1 87273.7 3141.95 23568.1 80553.2 

2 122.935 3276.83 12838.8 173.603 4013.39 14545.6 71.2235 3158.25 13425.4 

3 5.8427 943.778 5704.74 9.8777 1296.51 6464.5 2.55258 890.547 5966.09 

4 0.2591 285.889 3323.74 0.5262 452.96 3770.28 0.085 262.954 3477.98 
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7. SONUÇLAR VE TARTIġMA 

 

Elektron-pozitron çift oluĢum tesir kesiti Monte-Carlo metodu kullanılarak tam 

olarak hesaplanmıĢtır. Bu hesaplamada tesir kesitleri, hiçbir yaklaĢım yapılmadan ve 

kesin olarak çözülmüĢtür. Diğer yandan [16] daki çalıĢmada küçük momentum 

yaklaĢımı (küçük k ve küçük dikey momentum değerleri için) yapılarak analitik 

ifadeler elde edilmiĢtir. Entegralin büyük bir kısmının küçük momentum bölgesinden 

gelmesine rağmen, düĢük dereceli dikey ve yatay momentumlar kesin Coulomb 

düzeltmeleri için yetersiz kalır ve hesaba yüksek dereceli dikey ve yatay 

momentumlar da dahil edilmelidir. Bu durum ilk defa Tony Baltz [18] tarafından 

fark edilmiĢtir ve bu çalıĢmada da, tam ve doğru Coulomb düzeltmelerinin elde 

edilmesi için küçük momentum yaklaĢımının tek baĢına yeterli olmayacağı 

anlaĢılmıĢtır. 

 

Bunun yanı sıra, Monte-Carlo hesapları ve Born yaklaĢımı, toplam tesir kesitleri ve 

saçılma parametresine bağlı tesir kesitleri için benzer sonuçlar verir. Fakat Born 

yaklaĢımı sadece, saçılma parametresinin bir Compton dalgaboyundan büyük 

değerler aldığı durumlar için geçerlidir. Burada, her iki sonuç ta, geçerli saçılma 

parametre bölgesinde benzer olduklarından, saçılma parametrelerinin küçük değerleri 

için de benzer Ģekilde davranmaları gerektiği gibi bir yaklaĢım yapılmıĢtır. Bunun 

sonucu olarak, Monte-Carlo metodu ile yapılan sayısal hesapların sonucu Born 

yaklaĢımına uygulanmıĢtır ve saçılma parametresine bağlı tesir kesitleri ve olasılıklar 

için, fiziksel olabilecek sonuçlar elde edilmiĢtir. 

 

Son zamanlarda rölativistik ağır iyon çarpıĢmaları ile ilgili yazılan makaleler [22-26], 

lepton çift üretimindeki saçılma parametresine bağlı tesir kesitlerinin çok önemli 

olduğunu göstermiĢtir ve özellikle, saçılma parametrelerinin küçük değerleri ile ilgili 

detaylı bilgiler, STAR laboratuarlarında yapılan deneylerde ortaya çıkan birçok 

fiziksel olayı anlamaya yardımcı olabilecektir.  
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EK A 

 

LAGRANGIAN’IN AYAR DÖNÜġÜMÜ 

 

Dirac Lagrangian ında; 

 

   0( ) ( )( ) ( )L x x i m x

       (A.1) 

 

aĢağıdaki ayar dönüĢümleri yapılarsa,  

 

  ( , )( , ) ( , ) ( , )ie x tx t x t e x t       (A.2.a) 

 

   AD ie            (A.2.b) 

 

A A A
         (A.2.c) 

 

Lagrangian bir etkileĢim terimi kazanmıĢ olur. 

 

 
0 0 int
 L L L     (A.3) 

 

Bu etkileĢim teriminin nasıl oluĢtuğu açık bir Ģekilde aĢağıda verilmiĢtir. 

 

 † 0( )x        (A.4) 

 

Öyleyse, 

 

 
 † ,† 0 † 0( )

ie x t
x e    


                 (A.5) 
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olur. 

 

Burada   hermitik bir fonksiyondur. Dirac Lagrangian’ında bu yeni dalga 

fonksiyonları ve türev operatörünün yeni Ģekli yerine yazılırsa Lagrangian, 

 

     † , ,† 0
A

ie x t ie x t
e i ie m e 

   
 

 

      (A.6) 

 

†† 0
A

ie ie ie iee i e e e me          
     

      (A.7) 

 

 
†† 0 0 † 0 † 0, A

ie iee i e e m
t

       
    

  

  

    g ,Ñ   (A.8) 

 

†† 0 0 † 0 † 0
A

ie iei e e e m
t

       
     

  

  

    g.Ñ   (A.9) 

 

   
†† 0 0 0

† 0 † 0
A

ie ie ie ie iei e ie e e ie e e

e m

    

   

          

 

&&    





    

  

g Ñ g Ñ
 (A.10) 

 

 

† 0 0 † 0 0 † 0 † 0

† 0 † 0
A

e i e i

e m

       

   

   

 

&&





       

  

gÑ gÑ
  (A.11) 

 

Burada 0 0 1   , 0g a  ve 0m   dır. Buna göre son ifade, 

 

† † † † † 0 †
Ae i i e e                && 

    aÑ aÑ  (A.12) 

 

Ģeklini alır. Burada, 
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 

    0 0

0

0 0

0

0 0 0

0

, , , ,

A A

A

A

A+

A+

A
t

A
t

A

 

  

 

 

  

  

 


  

    

  

  

 
   

 


  



  &

g g Ñ

g gÑ

g aÑ

   (A.13) 

 

dır. Bu ifade 

 

† 0
Ae 

       (A.14) 

 

ifadesinde yerine yazılırsa, 

 

 † 0 0 0 0

0

† † 0 † †

0

A+

A

e A

e A e e e

     

  

 

       

  

    

&

&

g aÑ

g aÑ
  (A.15) 

 

elde edilmiĢ olur. Bulunan bu son ifade de (A.11) denkleminde yerine koyulup 

düzenlendiği takdirde, 

 

† † † † † † 0 †

0

† †

Ae i i e A e e

e e

             

   

     

 

&& &   

 

aÑ g

aÑ aÑ
 (A.16) 

 

0 int

† † † † † 0

0 Ai i e A e             &
1 4 4 4 4 2 4 4 4 4 3 1 4 4 44 2 4 4 4 43

L L

 aÑ g   (A.17) 

 

elde edilmiĢ olur. 
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EK B 

 

ALAN DEĞĠġMEZLERĠNĠN OLUġTURULMASI 

 

Durgun referans sisteminde, koordinatları (0, b/2, 0) ve yükü Z olan nokta yükün 

dört-vektör potansiyeli; 

 

  0A 
uur

,  

 
0 1 2

2
2 2

2

Ze
A

bx y z


 

     
  

  (B.1) 

 

dır. 

 

Momentum uzayında bu ifade; 

 

 

   

 

 

  

 

0 0

0

4

0 0

3 .

0 0

2

.

3

0 1 2
2

2 2

2

2

q .x
x

x

x

i

iq x iq x

q

iq x

A q d e A x

dx e d e A x

e
q Ze d

bx y z





 

   



 

    

   

  
     
  



 



uur uur

uur uur

14 2 43

  (B.2) 

 

burada, 

 

    
1 2

2
2 2

2
bx y z r

       
  

ur
    (B.3) 

 

dönüĢümü yapılırsa, 
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       
.

32
0 0

2
y

b iq r
iq e

A q Ze q e d r
r

 
 



    


uur ur

ur
ur    (B.4) 

 

ifadesine dönüĢür. En son entegral ifadesi için, 

 

 

 
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0 1

1

1
0
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0 0
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0 0
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irq

irq

irq irq

irq irq

iq r
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irq

dr e e
iq
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Lim dre dre
iq
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


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







 
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 
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





 


 
  

 

 
   

 

 
   

  

 
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  

 


  
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 

 
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   

0
0 0
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1 1

2 1 1

4

iq r iq r
e e

iq iq

Lim
iq iq iq

q

 



 



 



 

   



 
 

    

 
    

    




 (B.5) 

 

bulunur. Böylece, 

 

        2
0 0 2

4
2

y

b
iq

A q Ze q e
q


 



   


    (B.6) 

 

ifadesi elde edilmiĢ olur. Bu potansiyele aĢağıdaki Ģekilde gösterildiği gibi bir 

sistemde Lorentz dönüĢümü uygulanırsa, 
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ġekil B.1 Biri diğerine göre   hızıyla hareket eden iki eylemsiz referans sistemi 

 

koordinatlar, 

 

  

 

 

0 0 1

1 1 0

x x x

x x x

x x

 

 

 

  

  

 
ur r

     (B.7) 

 

momentum, 

 

  

 

 

0 0 1

1 1 0

q q q

q q q

q q

 

 

 

  

  

 
ur r

     (B.8) 

 

Ģeklinde dönüĢür. A
  dört vektör potansiyeli olduğundan o da aynı dönüĢüme uğrar. 

 

   

   

   

0 0 1

1 1 0

0

A q A A

A q A A

A A

 

 

 

  

  

 
r r

     (B.9) 

 

Burada, 
1

0A   olduğundan, 

 

   
 

 

0 0

1 0

A q A

A q A







 
     (B.10) 

 

olur. 

 

Böylece, 
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    
 

2
2

0 0 1 22 2

1 0

8

yiq

e
A Ze q q

q q q



   
 





       
 

  (B.11) 

 

      
1

ax x
a

       (B.12) 

 

ifadesi yardımı ile, 
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  











       
  

      
 

 

  (B.13) 

 

Düzenlenen bu ifade son olarak, 

 

   
2

2 2

0 0 1 2 2 2

1

8

y

b
iq

e
A Ze q q

q q
   



 



       

r
r

   (B.14) 

 

Ģeklinde yazılabilir. 
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EK C 

 

AĢağıda, 3400  enerjisi için Monte-Carlo metodu, Coulomb düzeltmeli Born 

yaklaĢımını ve sadece Born yaklaĢımı ile hesaplanan olasılıkların saçılma 

parametresine bağlı grafikleri verilmiĢtir. 

 

 

 

ġekil C.1 3400  enerjisi için farklı yöntemlerle hesaplanan, saçılma parametresine bağlı 

çift oluĢum olasılıkları. Düz çizgi Monte-Carlo hesabını, kesikli çizgi Coulomb düzeltmeli 

Born yaklaĢımını ve noktalı çizgi ise sadece Born yaklaĢımını göstermektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 50 

EK D 

 
AĢağıda, sırasıyla, 100  , N=2, 3400  , N=2 ve 3400  , N=4 değerleri 

için, Poisson Dağılımı kullanılarak hesaplanan saçılma parametresine bağlı olasılık 

dağılımlarının grafikleri verilmiĢtir. 

 

 

ġekil D.1 100  ve N=2 için Monte-Carlo (düz çizgi), Born YaklaĢımı (kesikli çizgi) ve 

Coulomb düzeltmeli Born yaklaĢımı (noktalı çizgi) ile elde edilen olasılık değerleri. 
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ġekil D.2. 3400 ve N=2 için Monte-Carlo (düz çizgi), Born YaklaĢımı (kesikli çizgi) ve 

Coulomb düzeltmeli Born yaklaĢımı (noktalı çizgi) ile elde edilen olasılık değerleri. 

 

 

ġekil D.3. 3400   ve N=4 için Monte-Carlo (düz çizgi), Born YaklaĢımı (kesikli çizgi) ve 

Coulomb düzeltmeli Born yaklaĢımı (noktalı çizgi) ile elde edilen olasılık değerleri 
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