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BIR TARAFLI AGIRLIKLI OTELEME OPERATOR SISTEMLERI
ILE URETILMIS BAZI OPERATOR CEBIRLERI

OZET

Kendine eglenik olmayan operatorlerin birgok 6zelligini tagiyan ve operatdr
teorisinde Onemli yer tutan bir tarafli agirlikli 6teleme operatorleri, birgok
operatdr sinifina model tegkil eder. Dolayisiyla operatorlerin genel teorisindeki
problemleri, bu operatdrler igin ¢ézmek, teorinin genigletilmesi ve daha genel
bir ¢oziimiiniin verilmesine olanak saglar. Bunlarin 1g1§inda, bu galigmada bir
tarafli agirlikh Gteleme operator sistemleri ile iiretilmig bazi operator cebirleri
incelenmisgtir.

Von Neumann'in yaptig galigmalar ile baglayan simetrik operatdr cebirlerinin
genel teorisi gegen slire zarfinda elde edilmigtir. Simetrik operator
cebirlerinin aksine, simetrik olmayan operatdr cebirlerin genel teorisi heniiz
elde edilememistir. Bu ylizden bu ¢aligmada incelenen bazi simetrik olmayan
operatdr cebirlerin yapisi genel teorinin olugmasinda yarar saglayacaktir.

Bu caligma beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim olan girigte kisaca galigmanin tarihgesi ve igerigi agiklanmigtir.

Ikinci béliimde galigmamn genelinde kullamlan temel kavramlara ve bunlarla
ilgili bilgilere yer verilmistir. Ayrica, tezin 6zglin béliimleri olan tgiinci ve
dordiincl béliimlerdeki teoremlerin kanitlanmasinda gerekli olan Gnermelere ve
teoremlere yer verilmistir.

Ugiineii bdlimde bir tarafh agirlikhh Gteleme operator sistemlerinin {initer
denkligi, benzerligi, agirhkh dizisel uzayda fonksiyonel modeli ve diger
ozellikleri incelenmis, bu operatdr sistemlerinin fonksiyonel modelinin olmas
icin gerek ve yeter kogul bulunmug ve bu fonksiyonel modelin yardimiyla
bu sistemler ile iiretilen operatdr cebirlerin polidisk(A(A?)) ve kiire(A(B,))
cebirlerine izometrik izomorf olmas: igin gerek ve yeter sartlar elde edilmigtir.

Dérdiincii béliimde, polidisk(A(A?)) veya kiire(A(B,)) cebirlerine izometrik
izomorf olan bir tarafli agirhkl Steleme operatdr sistemi A = (4, As, ...,.A,,)
ve J = (1, J2, - Jp) multi-indeksi olmak izere ABY) = BUA <= ABJ* =
BA, (k = 1,2,..,p) ve ABx = BeAi (i # k) (4,k = 1,2,..,p)
sartlarim saglayan B = (B, By, ..., B,) sistemi ele alinmugtir. Burada
BY) = (B, Bf,..,B?) ve en az bir k igin j; > 1 dir. Aynca ji'lar
ABY) = BWA sartiml saglayanlarin en kiicigidiir. Yukandaki sartlan
saglayan A = (A;, Az, ..., Ap) ve B = (By, By, ..., B,) sistemleri ile {iretilen

iv




simetrik ve degismeli olmayan operatér cebirlerin yapisi incelenmigtir. Bu
cebirlerin maksimal iki tarafh idealleri ve maksimal sol ideallerinin A?*'nin
tek bir noktas: tarafindan belirlendigi gdsterilmis ve indirgenemeyen tasvirleri
bulunmugtur. Bu cebrin tiim indirgenemez tasvirlerinin sonlu boyutlu oldugu
kamtlanmgtir.

Son boliimde, tezden elde edilen sonuglar agiklanmig ve bu ¢aligmanin daha
sonra nasil bir aragtirmaya onayak olacag belirtilmistir.



SOME OPERATOR ALGEBRAS GENERATED BY SYSTEMS OF
UNILATERAL WEIGHTED SHIFT OPERATORS

SUMMARY

Unilateral weighted shifts which have many properties of non-self adjoint
operators and take an important part of operator theory constitute to model
many operator classes. Therefore solving the problems in general operator
theory for these operators enables to extend the theory and to find a more
general solution. In light of these facts, in this work, some operator algebras
generated by systems of the unilateral weighted shifts are investigated.

General theory of symmetric operator algebras which begins with Von
Neumann’s works are establish to this date. On the contrary of symmetric
operator algebras, the general theory of non-symmetric operator algebras are
not obtained yet. Therefore, the structure of some non-symmetric algebras
which are studied in this work will be of help in the formation of the general
theory.

This work organized in five chapters.

In the first Chapter, being the introduction, a history and the content of the
work are explained briefly.

In Chapter two, the main concepts and the related topics used in this work are
given. In addition, the propositions and theorems which are necessary to prove
the theorems in Chapters three and four, forming the original contributions of
the thesis.

In Chapter three, the unitary equivalence, the similarity, the functional model
in weighted sequence space and other properties of unilateral weighted shift
operator systems are examined and the necessary and sufficient condition
required for the functional model of this systems of operators is found and,
necessary and sufficient conditions for the algebras generated by this systems
which are isometrically isomorphic to the polydisc(A(AP)) and ball(A(B;,))
algebras are found with the help of this functional model.

In chapter four, the unilateral weighted shift operator system A =
(A1, As, ..., A,) which is isometrically isomorphic to the polydisc(A(AP)) or
ball(A(B,)) algebra and the system B = (B, By, ..., Bp) which satisfies the
conditions AB() = BYA <= A,B* = Bi*A, (k= 1,2,...,p) and A;By =
BeA; (i #£ k) (i,k=1,2,..,p) where J = (jy, ja, .-, Jp) is & multi-index, are
considered. Here B() = (B, B2, ..., B”) and the ji's are greater than 1 for
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at least one k and ji's are the least values satisfying AB) = B()A. The
structure of non-symmetric and non-commutative operator algebras generated
by the systems A = (A, 4s, ..., Ap) and B = (B, By, ..., Bp) which satisfy the
conditions above are investigated. It is shown that the maximal two-sided ideals
and maximal left ideals of these algebras determined by a single point of A?
and the irreducible representations are found. It is proved that all irreducible
representations of this algebra are finite dimensional.

In the final chapter, the results which are obtdined from the thesis are explained
and it is stated how this work will lead to further research.



1. GIRIS

Simetrik operatér cebirleri {izerine yapilan cahgmalara 1930'lu yillarda
baglanmigtir. Hilbert uzay tizerindeki operator cebirlerin teorisi ilk olarak, Von
Neumann’in [1] 1929 yilinda yaptig: makale ile baglamugtir. 1936 yilinda Murray
ve Von Neumann'in [2-4] birlikte yaymladiklar: makalelerinde operatdr cebirleri
daha kapsaml incelenmistir. Bu galigmalarin énemli bir kismu Von Neumann
cebirleri ile ilgilidir. Bu cebirler ile ilgili sonraki galigmalarin hemen hemen
biitliniine, bu galigmalar dogrudan veya dolayli yoldan, temel tegkil etmistir.
1943 yilinda Gelfand ve Naimark [5] tarafindan yapilan galigmada, involusyona
sahip cebirler olarak adlandirilan énemli cebir sinifi incelenmis olup, makalede
bu cebirlerin karakterizasyonu verilmigtir. Bu yaklagimi kullanarak 1947 yihinda
Segal [6], C*-cebirlerin ¢aligmasimi baglatmigtir. C*-cebirlerinin genel teorisinin
merkezini, Gelfand-Naimark teoremleri olugturmaktadir. Simetrik operator
cebirlerinin genel teorisindeki geligmelerin aksine simetrik olmayan operator

cebirlerinde genel teori heniiz elde edilememistir.

Simetrik olmayan operatdor cebirlerin incelenmesine 1960°’h yillarda
baslanmigtir. Altmigh yillarin ortalarinda simetrik olmayan operator cebirlerine
olan ilgi geliserek artmugtir. Ornegin bu stiregin verimli sonuglarindan biri
olan refleksif [7] kavramu ¢ift komutant teoreminin kamtinin gézlemlenmesinden
kaynaklanmigtir. 1974 yihna kadar simetrik olmayan operatdr cebirleri ile
ilgili olarak yapilan galigmalart degerlendiren kapsamh bir makale Naimark,
Loginov ve Sulman [8] tarafindan yayinlanmstir. Daha sonra 1981 yilina kadar
yapilan caligmalar inceleyip degerlendiren bir makale Erdos [9] tarafindan,
1988 yilina kadar yapilan ¢aligmalar icin ise Loginov ve Sulman [10] tarafindan
yaymlanmigtir.  Simetrik olmayan operatdr cebirleri ile ilgili son yllarda
cikan Onemli yaynlara [11-16] ragmen bu konudaki galigmalar genel teorinin
elde edilmesine olanak saglamamigtir. Bu yiizden simetrik olmayan operator
cebirlerin yapisini anlamak genel teori icin 6nemli katkilar saglayacaktir. Bu
cahgmada ¢ok degiskenli bir tarafli agirlikli 6teleme operatorleri ile {iretilmig

simetrik olmayan bazi operatdr cebirleri incelenmistir.
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H aynlabilir Hilbert uzayinda {e,}3% , bir ortor.ormaz! baz ve {a,}., kompleks
sayllar kiimesinde sinirl bir kiime olmak {izere A Hilbert uzayin baz elemanlarn
lizerinde Te, = Qnént1, 7 2> 0 seklinde tammlanan T siirekli lineer
operatdriine bir tarafli agirlikli Steleme operatdrii denir. A birim diski ve A’da
A’min kapanigini gostermek {izere A'da siirekl. A'va kisitlanmasinda anslitik
olan biitlin kompleks degerli fonksiyonlar supremum normuna gore bir cebir
olugturur. Bu cebire disk cebri denir. 1975 vihnda Nazim Sadik [17,18] bir
tarafli agirhkli 6teleme operatoril ile iiretilen opera:ér cebirlerini incelemigtir.
Ornegin [17] nolu kaynakta bir tarafli agirhkl: Gteleme operatorii ile tiretilen
operator cebirlerinin disk cebrine izometrik izomorf olmas: icin gerek ve yeter
sartlar1 gostermistir. Bu ¢aligmada da agirlik bu teoremin genellestirilmesine
verilmigtir. Cok degiskenli durumda bir tarafli agirhkh Gteleme operator
sistemlerinin polidisk ve kiire cebirlerine izometrik izomorf olmasi igin gerek

ve yeter sartlar incelenmistir.

Kendine eglenik olmayan operatorlerin birgok &zelligini tasiyan, operatorler
teorisinde 6nemli yer tutan bir tarafli Gteleme operatérleri ilk kez A. I
Plessner [19] tarafindan 1939 yilinda ¢aligilmistir. Bu operatdr birgok operator
sinifina model tegkil ettigi icin operatorlerin genel teorisindeki problemleri bu
operatorler igin ¢6zmek, teorinin genigletilmesi ve daha genel bir ¢éziimiiniin

verilmesine olanak saglamigtir.

Agirlikli Steleme operatorleriyle ise ilk 1960°h yillarda sistematik olarak
cahgilmaya basglanmigtir. Operatorlerin spektral davranig [20-23], komutantlik
[22,24-26], indirgenemezlik [27], invaryant alt uzaylarm yapist [28-30],
subnormallik [20,31-34] gibi birgok &zelliklerini gdstermek igin agirikh 6teleme
operatorlerinden yararlanilmigtir.

Bu galigma beg bdliimden olugmaktadir. Birinci bélim olan girigte ¢aligmanin
lasa tarihgesi verilmiy ve daha sonra tezde elde edilen sonuglamn ozeti
sunulmugtur. kinci béliimde ise galigmanin genelinde kullamlan kavramlara ve
bilgilere ver verilmistir. Ayrica tezin dzgiin ¢aligmasi olan {iglincii ve dérdiinci
boliimlerde yararlamlacak olan 6nermelere, yardime: teoremlere ve teoremlere
de yer verilmistir.

Ugiinci bélimde bir tarafl agirhkli dteleme operatdr sistemi ile {iretilmig
operatdr cebirlerinin polidisk ve kiire cebrine izometrik izomorf olmasi icin

gerek ve yeter sartlar bulunmustur.



Aynlabilir H Hilbert uzayinda, I = (i1,42,...,%j,...,%p) (p dogal bir say)
multi-indeks olmak {izere, {€;} 150 ortonormal bazi lizerinde T; : H — H, (j =
1,2,...,p), Tjer = wrjerie, strekli operatorler olmak fizere {wr,;}r>0, 1<j<p
kompleks sayilan ile {iretilmis bir tarafh agrlikli Gteleme operatdr sistemi
T = (T, Tz, ..., Tp) verilsin. Bu sistemin agirliklar olan {wy;} >0, 1<j<p’ler
yardimiyla. 8/'y1 Bo = 1 olmak tizere Brie; = wr ;B seklinde tammliyahm.

Buna gore

H2(B)={f(2): f() =) _fiz', f1€C, D IfifBi<o0} (L1

>0 10
wzayl f = Y150 f12' € H?(B) ve g = ¥ 150912" € H*(B) olmak iizere ig
carpmi (f,g) = Y fig18? seklinde tamimlanan Hilbert uzaymnda {-‘é}
>0 >0
I =

bir ortonormal bazdir. (Burada z = (z1,23,...,%) € C? olmak lizere z
11 12

)
T,j% = Zj%i‘, ( =1,2,...,p) seklindedir.

z,’,” dir.) H?(3) uzayinda z; bagimsiz degiskeniyle garpim operatorii

Onerme 1.1. T, = (T},, Ty, -y T,,) sistemi ile H Hilbert uzay izerinde tanimh
T = (T, T3,...,Tp) sistemi {niter denktir.

T sisteminin agirhklan asagidaki sekilde secilerek H2(B) uzay1 fonksiyonel
Hilbert uzay: haline getirilebilir. Buna gére v, [0, 1]? de pozitif, regiiler, olasilik
Borel olgiisii ve p’de AP’de

1

d[l; = Wdl/(‘rl,?‘z, ..,'r,,)dﬁld@g v dep (12)

Olglisiinii gostermek lizere Q ile 6yle T = (T1,Tq,...,T,) sistemler ailesini

gosterelimki A?’de tanimlanan y dlglisii agaghdaki sartlan saglasin: { -‘é}po €

L(AP, 1) ve { (; = %} , L*(AP, )’de bir ortonormal sistem olugtursun.
" I>0

T sistemine karsi gelen Glgliyli de vr ile gosterelim.

S, ve S, notasyonlar ile

Sp = {(r1,r2, 0, 7p) € 0,17 : T2 +72+--- +r,2, =1}, (1.3)
Sp={(r,ra-sTp) €0, 1P P2 4ri 4+ +12 <1} (1.4)
3
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ve 21 CQ, Qy C Nilede

2, ={TeQ: (1,1,..,1) € [0,1] noktasinin keyfi U(1,1,...,1)
komsgulugu i¢in vr(U(1,1,...,1)) >0 olsun}

Q ={TeQ: suppyr C Sp ve S, kiimesinin her a noktasinin keyfi
U(a) komsulugu i¢in vr(U(a)) > 0 olsun.}.

kiimelerini gosterelim. H?(u) uzay ile de {;—;}I>0 ortonormal sistemiyle
{iretilen alt uzay1 gosterelim. H2(u) alt uzay: bir Hilbert uzayidir ve agagidaki

sekilde formiilize edilebilir:

HXuw)={f: f=)_fiz', z€ A (B,), Y |fifB} <oo}.  (L5)

1>0 1>0

Agagidaki 6nermelerde H?(p)’nun bir fonksiyonel Hilbert uzayr oldugu

gosterilmigtir.

Onerme 1.2. T € Q; olsun.Bu durumda HZ2(u) bir fonksiyonel Hilbert

uzayidir.

Onerme 1.3. T € Q olsun.Bu durumda H 2(u) bir fonksiyonel Hilbert
uzay1dir.

Teorem 1.1. T € Q olsun. T sistemi ile iiretilen operatér cebirin polidisk

cebrine izometrik izomorf olmas: igin gerek ve yeter sart T € §2; olmasidir.

Sonug 1.1. Kabul edelimki T € Q olsun. Eger |Il|im {/Br = 1 ise 0 zaman T
—00

sistemi ile {iretilmig operator cebri polidisk cebrine izometrik izomorftur.

Teorem 1.2. T € Q olsun. T sistemi ile {iretilen operatdr cebirin kiire cebrine

izometrik izomorf olmasi igin gerek ve yeter sart T € €2, olmasidir.

Polidisk ve kiire cebirlerini, Banach uzaylari olarak ele aldifimizda, Henkin
[45]1968 yilinda gostermistir ki, bu uzaylar izometrik izomorf degillerdir.
Dolayisiyla polidisk ve kiire cebirleri izometrik izomorf olamazlar. Bunu
yukarida yapilan teoremlerin sonucu olarak kolayca gorebiliriz: Keyfi T € Q;
icin, T ¢ Qy dir. Ciinki (1,1,...,1) noktasinin keyfi U(1,1,...,1) komgulugu
i¢cin »(U(1,1,...,1)) > 0 dir. Dolayisiyla keyfi U komsgulugu icin suppr ¢
{(r1,72,y1p) : 72+ 72 4+ --- + 72 < 1}, aksi durumda T ¢ ©; olacaktir ki bu
da celigkidir. Yani 3 N Qy = @ dir. Dolayisiyla polidisk cebri ve kiire cebri

izometrik izomorf degillerdir.



Dérdiincii boliimde ise degismeli olmayan bir tarafli agirlikh 6teleme operator
sistemleri A ve B ile iiretilen operator cebirlerinin yapist incelenmigtir. Bu
cebirlerin iki tarafli maksimal idealleri, sol maksimal idealleri ve indirgenemeyen

tasvirleri bulunmustur.

Cabsmada A = (A3, As,...,A,) ve B = (By, By, ..., B;) sistemleri agagidaki
sekilde alinmgtir.

1. A€ Qve A= (A, A,,..,A,) sistemi ile {iretilen operatdr cebri polidisk

cebrine (veya kiire cebrine) izometrik izomorf olsun.

2. J = (41,52 .-, jp) multi-indeksi olmak lizere B = (B, By, ..., Bp) sistemi
ABY) = BWA ve A;B, = ByA; (i#k) (3,k=1,2,..,p) sartlarnm
saglayan keyfi bir sistem olsun. Burada B() = (B, B2, ..., B¥?) ve
1'5 k < p olmak lizere en az bir k igin j, > 1 dir. Ayrica ji'lar
ABUY) = BWA sartin saglayanlarm en kiigiigidiir.

& 'lar birin ji'nina dereceden ( ’{‘/T) pirimitiv kokleri, by, 0 < s < jx—1, k=
1,2,..,p'lar skalerler ve Ci'lar ise (Crp)(21,.,25) = ©(21,-,€k2ky -y 25) (K =

1,2,...,p) operatdrleri olmak iizere
Bi = Ay (boxCR + b1xCi + bakC2 + -+ - + bj, 1,02 7) (1.6)
seklinde operatorlerdir.

A ve B sistemleri ile iretilen operatdr cebrinin yerine aymi cebirsel yapida
olan A ve C sistemleri ile iiretilen operatér cebrini incelememiz bize kolayhk

saglayacaktir.

Genelligi bozmadig) i¢in p = 2 ve J multi indeksi de J = (m,n) alindiginda,
0<t<mn—1tektirlit=kn+!, k=0,1,..,m-1,1=0,1,..,n-1
yazilabileceginden F* = C¥Cl olmak {izere A ve C sistemleri ile {retilen

operator cebri

mn—1

AA,C)={: 9= D %hF', 4 e A"} (L.7)

t=0

seklindedir.



Teorem 1.3. A cebrinde her maksimal iki tarafli ideal A%'nin tek bir noktas:
tarafindan belirlenir. Tersine A¥'nin her noktas: (noktaya bagh olarak) .A’da

maksimal iki tarafh idealleri {iretir (bir veya sonlu sayida).

a) Eger z19 # 0, 299 # 0 ise, (210, 290) noktasina gore maksimal iki tarafli ideal
(yalniz bir tane) gu sekildedir:

t=0,1,..,mn—1
I(zm,zzo) =<peA: ‘Pt(éleoaé.é‘z%) =0 k=0,1,..,m-1 (1~8)
[=0,1,..,n—1

b) Eger z190 = 0, 290 # 0 ise, (0, z90) noktasina gore maksimal iki tarafl idealler

(m tane) ay; = (j — %) (mod n) olmak tizere su sekildedir:

m—1
I&,zgo) = {‘p €A: Z E;Lk(m—l)(pkn+aij (0153320) = 07 Z’] = 07 17 ey 0 — 1
k=0
(1.9)
Buradau =0,1,...,m — 1 dir.

c) Eger z10 # 0, 220 = 0 ise, (210, 0) noktasina gore maksimal iki tarafli idealler

(n tane) a;; = (j — %) (mod m) olmak iizere su gekildedir:

n—1
Io0) = {‘p €A: Zgad(n-l)‘plm-kaij(ﬁzloao) =0,4j=0,1,..,m—-1
1=0
(1.10)
Burada v =0,1,...,n — 1 dir.

d) Eger 210 = 220 = 0 ise, (0, 0) noktasina gore maksimal iki tarafh idealler (mn
tane) su sekildedir:

mn—1
m— o U= k n + l
IEB,O) = {(p cA: tz-; é‘fl( k2)§é1( IZ)SOt(O’O) =0 < £ = kzln +l21 )
(1.11)

Burada u = 0,1,...,mn — 1 dir.

Teorem 1.4. A%nin her (2,2;) noktass B(C™) cebri {izerinde \A cebrinde

agagidaki formda bir tasvir belirler.

A A A
1 ALoa Al
H(z1,z2)(¢ = Z ¢tFt) = . ! . . . 2 (1.12)
t=0

m~—1 m—1 m~1
ATl AT AT
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Burada A¥’ler 4,j = 0,1,...,m — 1 olmak tizere

"!’jn(ﬁ%l, %) Vint1 (&Zl, Z9) - ’zpjnJrn_l(g’izl, 22)
pi | Prn@an ez Pnllinnfezm) o Yinena(ian f222)
¢jn+1(§§2:1, & ) ¢:in+2(fziz.1: & ') .. ¢jn(€izl‘; & 22)
(1.13)
matrisleridir.

Bu tasvir (ziq, 220) noktasina baglh olarak asagidaki indirgenemez tasvirlere

indirgenir.
a) Eger 210 # 0, 220 # 0 ise, [I(z,5,290) tasviri indirgenemez.

b) Eger 210 = 0, 290 # 0 ise, Il(g,.y) tasviri m tane indirgenemez tasvirlere

indirgenir. Bunlar u = 0,1,...,m — 1 olmak {izere su sekildedir:

mn—1 ‘m—1
u uk(m— i
{0, 200) ( Z o Ft) = 251 ) ent (=) (mod m)] (0, Ex220) (1.14)
t=0 k=0

Burada 4,7 =0,1,...,n — 1 dir.

c) Eger z10 # 0, 220 = 0 ise, II(;,,,0) tasviri n tane indirgenemez tasvirlere

indirgenir. Bunlar u = 0,1,..,,n — 1 olmak {izere su sekildedir:

mn—1
1_P(l'zm,O)( Z o F*) 262 ‘le+[(J-z) (mod m)] (§1z10, 0) (1.15)
t=0

Burada 7,5 =0,1,...,m — 1 dir.

d) Eger z10 = 2z = 0 ise, o) tasviri mn tane indirgenemez tasvirlere
indirgenir. Bunlar v =0, 1,...,mn — 1 olmak lizere su gekildedir:

mn—1 mn—1
_ (m—kz) wly (n—13) kin+1
Mo (Y oFt) = Zg"l e gy0, 0)(t_k21n+ll). (1.16)

t=0

Teorem 1.5. A cebrinde her maksimal sol ideal A%nin tek bir noktast
tarafindan belirlenir. Tersine A?’nin her noktas: (noktaya bagh olarak) A’da
maksimal sol idealleri iiretir.

a) Eger 219 # 0, 290 # 0 ise, (210, 220) noktasina gore maksimal sol ideslin yapisi
su sekildedir:

I(210,200) = {‘P €A: H(Zw,zzo)(‘P) (2)=0 } (1.17)
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burada z, C™™'de sabit bir vektdr ve Il(,,, .,0) ise (4.48)’deki tasvirdir.

b) Eger 210 = 0, 220 # 0 ise, (0, 220) noktasina gore maksimal sol ideallerin

yapisi su gekildedir:
Iy ={p € Al (@) z) =0 } (u=0,1,..,m-1) (1.18)
burada z, C™’de sabit bir vektor ve Il ,,) ise (4.50)’deki tasvirdir.

c) Eger z10 # 0, zo0 = 0 ise, (210,0) noktasina gdre maksimal sol ideallerin

yapisi su gekildedir:

Roo={pcA:If o@(z)=0} (u=0,1,.,n-1) (1.19)
burada z, C*’de sabit bir vektdr ve Il(,,, ) ise (4.51)’deki tasvirdir.

d) Eger 210 = 220 = 0 ise, (0,0) noktasina gére maksimal sol ideallerin yapisi

su sekildedir:
It oy = {peA: Mog(e)=0 } (u=0,1,..,mn—1) (1.20)

burada, Il,0) (4.52)'deki tasvirdir.

Teorem 1.6. A'nmn tlim indirgenemez tasvirleri sonlu boyutludur.



2. GEREKLI KAVRAMLAR VE BILGILER

Bir Hilbert uzayinda sinirh, lineer bir A operatoriinii incelemek igin iki yol
izlenir. Birinci yol bu operatériin fonksiyonel modelini bulmaktir. Ornegin
simirli, lineer operator normal operatdr ise bu operatdr spektral teoremden
dolay1 L? uzayinda bir fonksiyonla ¢arpim operatorii gibi gosterilebilir [35,s.1],
[36,5.13]. Dolayisiyla normal operatorler daha iyi arastirilabilirler. Diger bir
ornek ise bir tarafli agirlikli 6teleme operatoriiniin fonksiyonel modeli, birim
cgemberde Hardy uzayindaki bagimsiz degiskenle carpim operatoriidiir. Bir
Hilbert uzayinda sinirhl ve lineer bir A operé:térﬁnﬁ incelemenin ikinci yolu
ise bu simirhli, lineer operator ile liretilmig, Banach veya C*-cebirin yapisim

inceleyerek bu operatériin 6zellikleri hakkinda bir seyler s6ylemektir.

Bir tarafh agirlikli 6teleme operatér sistemi birgok operatér sinifina model tegkil
ettigi icin bir taraflh agirhkli 6teleme operator sisteminin fonksiyonel modeline

bakalim. Bunun igin 6nce gerekli tanim ve notasyonlar verelim.

p dogal bir say1 olmak tizere, I ile I = (iy,%2,...,%j,...,%) multi-indeksini
gosterelim. Burada i; € Z (j = 1,2,...,p) (Z tamsayilar kiimesi) dir. [
multi-indeksinin negatif olmamasi yani 7 > 0 olmasi demek Vj, 1 <j<p
icin 45 > 0 olmasidir. §;; kronecker semboliinii gbstermek {izere, &, =
(01K, 02k, ..., Opt) multi-indeksini ve O da biitiin elemanlan sifir olan multi-indeksi
gostersin. Buna gore J multi-indeksi igin I +ey ile I+e) = (41,49, ..., teE1, ...y %p)

multi-indeksini ve |I| notasyonunu ile de |I| = |3 +i2 +- - - +1,|'y1 gbsterecegiz.

Tamim 2.1. H aynlabilir kompleks Hilbert uzayinda {e;}r»¢ bir ortonormal
baz ve {wr;}1>0,1<j<p’'de kompleks sayilar iizerinde simrh bir kiime olsun.
H Hilbert uzaymin baz elemanlar1 lizerinde 7T; lineer siirekli operatorii
Tier = wrjerye; ,1 < j < p seklinde tammmlansin. T = (T3,T3,...,Tp)
ye {wi;}r>0,1<j<p saylan ile {iretilmig bir tarafli agirhkh 6teleme operatér
sistemi denir. (Kisaca T’ye sistem diyecegiz ve koyu biiyik harflerle
gosterecegiz. Belirttigimiz sistemin digindaki sistemleri ise yalmzca biiyik
harflerle gbsterecegiz.)

HERETIM KURULD
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Bu ¢ahgmada amag, T = (T3, Ty, ..., T,) sistemi ile iiretilmig operator cebirlerini
incelemektir. Amacimiza bu operatdr sistemlerinin fonksiyonel modelini
kurmakla baslayacagiz. Biz bu galigmada fonksiyonel modelin,” herhangi
bir uzayda, degigkenlerle ¢arpim operatorlerine tiniter denk olan operatorler”,
olarak verilen tanimini kullanacagiz. T = (T3, Ty, ..., Tp) sisteminin fonksiyonel
modelinin kurulmasi igin gerek sart bu sisteme dahil olan operatérlerin
degismeli olmasidir.(Yani Vi,j (¢,5 = 1,2,...,p) i¢in T;T; = T;T; olmasidir).

Bu sistemin degigmeli olmasi igin gerek ve yeter sartlar bulalim.

Yardimei Teorem 2.1. Kabul edelimki T = (T3, T3, ..., T) bir sistemdir. Bu

sistemin degigmeli olmas: igin gerek ve yeter gart;
WLiWIieh = WkWIte,; VI, 1<jk<p (2.1)

olmasidir (37].

Kanit: Eger T sistemi degismeli (yani T3 T; = T;T%) ise
T Tier = TiTier = TkwI,jCI+ej = T;Wy k€I,
= wI’ij+Ej,keI+Ej+€k == wI,kwI+ek,jeI+ek+sj
= Wr,jWI+tej bk = WIkWIteg,j (22)

sonucunu elde ederiz. Tersine, VI, 1< j,k < pigin wrjwrie;k = W1sWrie,,j

ise
TiTier = Tiwy JCI+e; = WI,jWIte; kCIve;+ey
= WI,WItey,jCT+ej+e, = WIkLj€I1e,
= Tjwixerye, = TiTwer
= TiT; = T;T; (2.3)
den istenilen kanit yapilr. |

Bu caligmada aksi belirtilmedikge T sistemi degigmeli olarak alinacaktir.
Onerme 2.1. Tj, 1 £ j < p operatoriiniin eglenegi T agagidaki gibidir.
. Wr-e;,j€l-e; » 4521
7}61: { Jd" i ’ zj:(] (24)
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Tanmim 2.2. H Hilbert uzayinda A = (A, Aq, ..., A;) ve K Hilbert uzaymnda
B = (B4, By, ..., B,) sistemleri verilsin. A ve B sistemlerinin {initer denk olmas:
demek, H’dan K’ya giden Gyle bir izometrik izomorf U operatériinlin olmasidir
ki UA;U* = B; sartinin keyfi ¢ = 1,2,...,p icin saglanmasidir. Burada U*, U
operatoriiniin eglenik (adjoint) operatériinii géstermektedir. p = 1 halinde A

ve B operatorlerinin liniter denk olmasi tanimini elde ederiz.

H Hilbert uzayinda bir ortonormal baz {e;};>¢ ve K Hilbert uzaymnda bir

ortonormal baz {g;} >0 olsun.

Onerme 2.2. Eger {\};>0 modiilii bir olan kompleks sayilar ise {wy;}r»0
sayllan ile tiretilmig T sistemi, po1; = Arye; Arwr,j (1 < j < p) olmak iizere
{pe15}1>0, sayilan ile tretilmis S = (Si,Ss,..., Sp) operator sistemine initer
denktir [37]. .

Kamt: H Hilbert uzayindan K Hilbert uzayna giden ve U : H — K,

Uer =\ 191 seklinde tamimlanan U operatorl izometrik izomorftur. Buna gére
(Uer, 91) = (er, U*gr) = (g1, gr) = (er,U*g1)
= Arlg1, 91) = Mr(er,e) = (er, U™gr)
= (er, Arer) = (er,U"gr)
= Ugr = er, ’ (2.5)

UT;U*gr = UT;Adrer = UAwr j€r4e;
= MWIjA4e;g14¢; = Sjgr VI 20
= UT;U* = §; (2.6)
denklemlerinden istenilen sonuglar elde edilir. ||

Sonug 2.1. Keyfi I > 0 i¢in wy; # 0, j = 1,2,...,p olsun. Bu durumda
{wrj}>0 ile dretilmiy T = (T1,73,...,Tp) sistemi, {|Jwr;j|}r>o0 ile {iretilmig
S = (51, Sa, ..., Sp) sistemine iiniter denktir [37].

Kanit: Yukanda verilen 6nermede Ao = 1 ve Arye; = %‘;—Iﬁ' olarak alirsak
sonucu hemen gorebiliriz. Bunun igin ise {As}r>o’larn iyi tammlanmig

oldugunu goéstermek yeterli olacaktir.
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J=5Lh+tej=1I+er=1+¢j+ ¢ olsun.

Ay = Ae, = AnWh _ MyeyWitep; _ MWILKWEbe s

T |wngl (W e, (w1 kWre
(WrkWr ey = WIjWrpe, k)

AW WEies k| Ale;Wite kb AWk

Cwrgwiienl g sl wngl
= Alptey (2.7)
Timevarimla (7 tizerinde) {A;}r>o’nin iyi tanimlanmig oldugu goriiliir. |

Yukarida elde edilen sonuca gore wy ;'leri her zaman sifir veya pozitif reel sayilar
olarak alabiliriz. Bu ylizden bu sayilara degigmeli bir tarafli agirhkh dteleme

sistemi T'nin agirhklar denir.

Tamim 2.3. A ve B sistemlerinin benzer olmas: demek, H’dan K’ya giden
dyle bir tersi olan U operatdriiniin olmasidir ki UA;U~! = B; sartimn keyfi

i=1,2,...,p icin saglanmasidir.

Aymlabilir H Hilbert uzay {izerinde S ve T sistemleri verilsin. Bu iki sistemin
{initer denk ve benzer olmasi igin gerek ve yeter sart agagida verilmigtir. Simdi

iiniter denk ve benzerlik igin gerekli olan bilgi ve kavramlara bakalim.

I > 0 olmak tizere I = (41, 42, ..., 4p) multi-indeksi lizerinde siralamay: kiiclikten

biliylige su sekilde veriyoruz.

©,..,0,0) (o,..,0,1) (O,...,0,2) --- (0,..,0,n)
©,..,1,0) (0,..,1,1) (0,..,1,2) --- (0,..,1,7m)
©,..,2,00 (0,..,2,1) (0,..,2,2) -« (0,..,2,n)

(0,...in,0) (0,...:,17,,1) (0,...:,'n,,2) (0,...jn,n)

100) (Len0D) (Lor0,2) - (Lo Orr)

(n,...:,0,0) (n,...:,O,l) (n,...:,0,2) (n,...:,O,n)

(n,....,n,O) (n,....,n,l) (n,...;n,2) (n,...;n,n)
I = (d1,42,..,%) ve J = (j1,72,...,Jp) Olmak iizere iki multi-indeksi goyle
kargilagtiniyoruz; eger 4, > j; ise I > J dir. ¢ = 7 ise i ile jo'yi

12



kargilastiriyoruz. i; = j1 ve ig > jp ise I > J dir. Eger 4, = ji1,...,% = Jk
Ve tk41 > Jrt1, k=1,2,...,p—1lise I > J dir. Keyfi k = 1,2, ...p igin 4, = ji
olmas halinde I = J dir.

H Hilbert uzay: lizerinde A operatérii {e;}r>o ortonormal bazina gére (ars)
_ matrisine sahip olsun. Bu siralamaya gore elemanlar a;; = (Aey,er) olan

(ars) matrisi agagidaki gibidir.

( a(o,...,0,0)(0,...,0,0) 4(9,...,0,0)(0,..,0,1) “** G(0,..0,0)(n,...0,1) °° \
a(o,...,0,1)(0,...,0,0) @(0,...,0,1)(0,...,.0,1) “** Q(0,..0,1)(n,...,0,1)
ary = | 9(1,..,0,0)0,..,00) 2(Q,.,00)0,..,01) °°° C(®1,.,.00)(n,.,.01) °°° (2.8)
A(n,...,0,0)(0,...,0,0) G(n,..,0,0)0,.,01) ' Q(n,.,0,0)(n,.,0,1) °°°

\

Onerme 2.3. A operatérii H Hilbert uzay tizerinde {e;} 1>0 ortonormal bazina
gore (ars) matrisine sahip olsun. Tje; = Wi j€I+e; V€ Sj€r = VI jer+e; Olmak
lizere

AS;=T;A Vj, j=12,..,p (2.9)
olmasi icin gerek ve yeter sart (I > 0 ve J > 0)

'Uj’ja]’,]_H.;j = 0, ij =0
V10l +e;,d4+e; = Wr5a17, % # 0

olmasidir. Bu 6nerme [37)’de kamtsiz olarak verilmigtir.

Kamit:
(ASjey, €lte;) = (Avgjerie;serie;) = V1 j(Aesie;, €rte;)
= UJ,j0Ite;,J+es
(TjAer, erie;) = (Aes, Terre;) = (Aes, Wy zer) = wr,j(Aes, er)
=wrjary 4 #0 (2.10)
dolays: ile

VJjOlte;,04e; = Wrjary 45 # 0. (2.11)
1; = 0 ise
(ASjes,e1) = (Avjjerie; er) = Vi j(Aesse; €1)
= VJ501,J+¢55

(T,~Ae;, 61) = (Ae,],T;BI) = (ACJ,O) =0 (2.12)
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den
'l)J,jal,_]+Ej =0 (2.13)

sonucu elde edilir. . [ |

Teorem 2.1. wy; ve vy ; agirhiklan pozitif olmak {izere T ve S sistemlerinin

benzer olmas: igin gerek ve yeter sart, 6yle C; ve C, sabitlerinin olmasidir ki
0< Cl <1< Cg (214)

sarti saglansin. Burada 7y ile

W(i1—1,49,...ip), 1 W(i1 —2,8,...,3p),1 * " W(Q,ig,...,ip), 1 W(0,iz—1,...,ip),2 * * * W(0,0,...,0),p

T =
V(i1 —1yiz,eip) 1 V(1 =282, 0yip)] *° ° V(0/i2,0000ip), 1 V(0,32 —1,.4p),2 * * * V(0,0,...,0),p
(2.15)
gosterilmigtir. Bu teorem [38,s.233]’de p = 1 igin kamitlanmgtur.
Kamit: v, ; ile 1, -v(‘—ll——"’)— yi gosterelim. Bu durumda 7;'y1
11,82, s8p)d
TI = VI-e1,0VI-21,1 " " * VI—irey 1 VI~ire1—£2,2 * * * VI—ijer —igeg—r—ipep,p (2°16)

seklinde yazabiliriz. Ue; = 7rey seklinde tammlanan U operatoriiniin tersi

vardir ve U~ le; = -};e; dir.

USjer = Uvpjerte; = V1,iTI4e;€14¢5

TjUCI = TjTICI = wl,,-ne”ej (2.17)
V€ WL xWItey,j = WI,jWr+e; k Dagntist kullamlarak US; = T;U oldugu goriiliir.
Simdi tersine kabul edelimki U tersi olan operatdrdiir ve US; = T;U dir.
Dolays1 ile U™'T; = S;U~! dir. {er}r>o ortonormal bazina gére, U ve U™?

operatorlerine kargl gelen matrisleri (ay;) ve (bry) ile gosterelim. Yukardaki

onermeden (ay;) matrisi alt liggensel ve

wy,;
arr = v—I;al-ej,I-ej (2.18)
dir. Buna gore
arr = T10(0g,....0(0,0,..,0) (2.19)
olacaktir. Yani
= ary — (UCI, CI) S ”U” (2.20)

a(0,0,...,0)(0,0,...,0) a(0,0,...,0)(0,0,...,0) 2(0,0,...,0(0,0,...,0)
14



elde edilir. Diger taraftan

V1.5

brr = ZUI—"]jbI—ej,I—sj (2.21)
dir. Buna gore
1
brr = — bp,...0)(0,0,....0) (2.22)
TI

olacaktir. Yani~”

1__ bu _ _(Uener) L%l

= = < 2.23
1 bog,.0000..0  900,.000,..0 ~ 00,..0)00..0) (2.23)
elde edilir. Sonug olarak
b
0< (o,o,...,o)((l),o,...,o) <7< U (2.24)
U] a(0,0,...,0)(0,0,...,0)
oldugu goriiliir. ||

Genelligi bozmadig igin agirhiklar pozitif sayilar olan bir T sistemi alalim.
Bu {wy ;}r>0 afirliklan yardimyla {81} r>¢’leri syle tammhyalhim: Go = 1 ve

Brie; = wr,;Pr- §imdi By'lerin iyi tamimlanmig oldugunu gosterelim.
J-—’:Il +€.;-=Iz‘|‘€j:I+€-,;+€j olsun.

Bs = Bryre; = Wr,,iBr = Wrte;iBree; = Wrte;,iWr 81
(wz,jw1+e,~,i = 'wI,i'wI+e.-,j)

= wI+e,-,j'wI,z',BI = wI+E{,jﬂI+Ei = wIz,j:Bh

= ﬁIZ"l'ej‘ (2.25)
wr; = B—Eﬁ agirhiklan ile {iretilen T = (T%,T3,...,T,) sisteminin verildigini

kabul edelim. Bu {8} >¢’ler yardimuyla H?(8) y1 agagidaki gibi tanimhyahm.

HYB) ={f(2): f()=D_ fiz', fr€C, Y |fi’Bf <o}  (2.26)
>0 >0

Burada C kompleks sayilar kiimesi ve z = (z,23,...,%) € CP olmak iizere

2l = 2122 ... 27 notasyonu kullamlmgtir, Ayrica 2] ile de |2| = |21|22| - - - |2]

yi gosterecegiz. Bu uzay (f,g) = Y. f19:8% i¢ carpim ile bir Hilbert

130
wzayd. (¥ € H(B) igin |If|* = X |fs[*6} dir) Aynca bu useyda {B—j}
>0
bir ortonormal bazdir.

120
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Simdi polidisk ve kiire cebirleri igin gerekli olan tammlar verelim.
AP = {(21,22, ,Zp) eC?P. |21| < ]., Z; € (C, 1= 1,2, ,p} (227)

ve

AP = {(z1,22,..,2p) €ECP: 5] <1, z%€C, i=12,..,p} (2.28)
kiimelerini gostersin. AP’ye polidisk denir.

Polidiskin biitiin otomorfizmleri (A?’den A”’ye giden bire-bir izomorfizmler)
€A i=1,2,...,p ve
Z—

eai(Z) = 1- &2
olmak tizere © = (Oq,, Oay; --., Oa,) seklindedir.

(2.29)

L*(A?, ) ile AP de tanimh, kompleks degerli, Lebesque’e gore dlgiilebilén ve

karesi y Olglisiine gore integrallenebilen fonksiyonlar uzay1 gosterilir.

Tamim 2.4. D C CP agk kiimesi {izerinde tamimli kompleks degerli f
fonksiyonu her degiskene gore ayr1 ayn analitik ise f fonksiyonuna analitik
fonksiyon denir {39,s.1].

Gergekte bu tanimda f fonksiyonun D bolgesinde siirekli olma gart1 da vardr.
Fakat 1906 y1linda Hartogs teoreminde, bu gartin f fonksiyonun her degiskene
gore ayr ayr analitik olmasi kogulundan giktigimi kanitlamigtir.

Tanmm 2.5. AP'de siirekli AP’ye kisitlanmasinda analitik olan fonksiyonlar
supremum normuna gore (noktasal toplama ve garpma, iglemine gére) bir cebir
olugturur. Bu cebire polidisk cebri denir ve A(AP) ile gésterilir [39,s.3].

B, = {z= (21,20, ...,2,) € CP: |2:1|2 + |Zz|2 +---+ |Zk|2 <1} (2.30)
agik birim kiiresini, B, ve 8B, ile de
B, = {(21,22,.,2) €C?: |22 + |22 + - + |z)* < 1} (2.31)

0B, = {(z1,22,...,2¢) € CP : |z1|2 + |z2|2 +-o 4 |zk|2 =1} (2.32)

kiirelerini gstersin. z,w € CP olmak iizere (z,w) ile (z,w) = X7_; 2zW; ig

carpimm gosterelim.
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Sabit @ = (a1, a2, ..., ;) € B, noktasini alalim ve [a] ile a tarafindan iretilen
altuzay1 gosterelim. P,, CP’den [a] {izerine dik izdlisimi ve @, = I — P,’da
[oJ'nin ortogonal biitiinleyeni lizerine izdiigimii gostersin. Dolayisiyla Py = 0

ve Pz = %a, a # 0 yazabiliriz. S, = /1 — |a|? gOstermek {izere B, 'nin
biitlin otomorfizmleri

a— aQa~

0(s) =

(2.33)
seklindedir.

Tamm 2.6. B,’de siirekli, B,’ye kisitlanmasinda analitik olan biitiin
fonksiyonlar supremum normuna gore (noktasal toplama ve garpma iglemine

gore) bir cebir olugturur. Bu cebire kiire (ball) cebri denir ve A(B,) ile gdsterilir
}40,5.39).

B(H) ile H Hilbert uzayindan kendisine giden biitiin siirekli lineer operatorler
kiimesi gosterilir. Bu durumda B(H), operatdr normuna gore bir Banach
cebridir. T’yi igeren B(H)in en kii¢iik kapali (operatér normuna gore) alt

cebrine, T sistemi ile iiretilmig operator cebri denir.

Tamim 2.7. Herhangi bir kompakt Hausdorff X uzay: {izerinde, p bir olasilik,
regiiler Borel 6lgiisii olsun. u(K) = 1 ve K nin her 6z alt kompakt kiimesi H
igin u(H) < 1 ise K C X kompakt kiimesine p 6lgiisiiniin ’support’u denir ve
K = suppy ile gosterilir [41,5.57].

Herhangi A = (A, Ay, ..., A,) sistemi igin, I = (4,4, ...,%,) olmak {izere AD
fle AD = B = (A}, AR, ..., A7, .., A?) y gosterelim. A = (A1, Ag, ..., 4p) ve
B = (B, By, ..., B,) sisteminin deg1§meh olmas: demek, keyfi 1 < k < p igin
A.B; = B, A olmasidir.

Tanim 2.8. Bir E vektér uzay: Uzerindeki bir A cebrinin bir tasviri
(representation) A’dan F {izerindeki lineer operatérlerin cebri L(E)’ye giden
bir Il homomorfizmasidir.(Eger E normlu lineer uzay ve I, A’dan E {izerindeki
smurh lineer operatorlerin cebri B(E)’ye giden bir homomorfizm ise II’ye normlu
tasvir denir.) [42,5.165].

Eger A cebri bir normlu cebir ise tasvir terimi aksi belirtilmedikge normlu tasvir
olarak alinacaktir. Keyfi a € A igin Il(a), F {izerinde bir lineer operatordir.
E vektor uzayina [I’'nin tasvir uzay: denir. FE vektér uzayinin boyutuna II'nin
boyutu denir ve boy(II) ile gosterilir.
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Tanim 2.9. II, E vektor uzay1 Gzerindeki bir A cebrinin bir tasviri olsun.

a) E’nin lineer altuzayy M’ye, Va € A igin I(a)(M) € M sartim
sagliyorsa, II altinda invaryant denir. (Eger F normlu lineer uzay ise

bir invaryant altuzayin kapanigida invaryanttir.)

- b) IT altinda E’nin invaryant altuzaylar yalniz {0} ve E ise II'ye cebirsel
olarak indirgenemez denir. (E normlu lineer altuzay ve II altinda E’nin
kapali invaryant altuzaylan yalmz {0} ve E ise II'ye topolojik olarak

indirgenemez denir.)

c) E = {ll{a)zo : a € A} olacak sekilde E’de bir zo vektoril varsa II'ye
devirsel denir. (E normlu lineer altuzay ve II(A)zy kiimesinin kapanigt

E’ye egitse II'ye topolojik olarak devirsel denir.)

d) F' vektor uzay iizerindeki A cebrinin bir tasviri ¥ olsun. Keyfia € A
i¢in UTI(a) = ¥(a)U olacak sekilde E’den F’ye giden bire-bir ve lizerine
bir U fonksiyonu varsa ¥, II'ye cebirsel olarak denktir denir. (Eger F' ve
E normlu lineer uzay ve UIl(a) = ¥(a)U olacak sekilde E’den F’ye bir
U homeomorfizm varsa ¥, IT’ye topolojik olarak denktir denir.)

A bir cebir olsun. Keyfi a € A igin p(a) : A — A

pla)z = az

seklinde tammlansin. Agqktirki keyfi a € A igin p(a) € L(A) dirve p: A —
L(A) A'nin bir tasviridir. Bu tasvire A’mn sol diizenli tasviri denir. Eger I,
A'mn sol ideali ise p(a)() C I, Va € A dir. Bunun anlam A’daki sol idealler
p altinda A’min invaryant altuzaylaridir. Buna gore A’min herhangi bir I sol

ideali igin boliim uzay1 A/ 1 tizerinde §(a) lineer operatori
pla)(z+1)=az +1

seklinde tammlansm. Dolayisiyla p, A/ 1 tzerindeki lineer operatdrlerin cebri
L(A/I)’da. A’nin bir tasviridir. (j: A — L(A/I) )

p tavirinin cebirsel olarak indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter sart /’nin
A’da maksimal sol ideal olmasidir.

Simdi dordiincii boliimdeki Teorem 4.4'in kamtlanmasinda yardima olacak
asagidaki teoremi verelim.
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Teorem 2.2. Bir A cebrinin biitlin cebirsel olarak indirgenemez tasvirleri A

cebrinin maksimal sol idealleri tarafindan belirlenir. [42,5.321]

Kamt: II, A'nin keyfi cebirsel olarak indirgenemez tasviri olsun (I : A —
L(E)). Sifirdan farkh zo vektori igin II(A)ze = {I(a)ze : Va € A}
kiimesini diiglinelim. II1(A)zo, E’nin invaryant alt uzayldlr. IT cebirsel olarak
indirgenemez oldugundan II(A)zg = F dir. Dolayisiyla II cebirsel olarak
devirseldir. §imdi I = {a € A : II(a)zo = 0} kiimesini diigiinelim. J, A’nin bir
sol idealidir. A/ 1 boliim uzayinda U : A/ 1 — E fonksiyonunu U(a+1) = I1(a)zo
seklinde tammlayalim.

a;—aq € I < H(al):co = H(ag)xo

oldugundan U iyi tammlanmig ve bire-birdir. U lineer ve zo devirsel vektor
oldugundan U iizerinedir. ¥, A/ T lizerinde A’nin sol diizenli tasvirini gdstersin.
Va € Aveb+1 4 ign

U¥(a)(b+ 1) =U(ab+ I) = II(ab)zo = H(a)I(b)zo = I(a)U(b + I)

oldugundan U¥(a) = II(a)U, Va € A dir. Dolaysiyla II ve ¥ cebirsel
olarak denktir. II cebirsel olarak indirgenemez oldugundan ¥ cebirsel olarak

indirgenemez ve ¥ cebirsel olarak indirgenemez oldugundan I maksimal sol
idealdir. |
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3. BiR TARAFLI AGIRLIKLI OTELEME OPERATOR
SISTEMLERI ILE URETILMIS BAZI OPERATOR CEBIRLERI

Ayrlabilir H Hilbert "uzayinda, I = (é1,%2,...,%j,...,%) multi-indeks olmak
lizere {er}r>o ortonormal baz olsun. 7; : H — H, (j = 1,2,..,p),
Tjer = wijer4e; siirekli operatorler olmak {izere {wr,;}r>0, 1<j<p kompleks
sayilan ile tiretilmis T = (71, Ty, ...,T,) bir tarafli agirhkl Steleme operator
sistemi verilsin. Genelligi bozmadig igin bu sistemin agirhklarim pozitif sayilar
alabiliriz. Bu durumda {wy ;} 130, 1<j<p’l€r yardimiyla 5;'y1 Bo = 1 olmak {izere
Brye; = wr,;Pr seklinde tammliyalim. Bu konudaki detayl agiklamalar Bolim
2'de verilmistir.
Simdi {8} 1>0’ler yardimyla H?(3)’y1 agagidaki gibi tanimliyalim.

HXB) ={f(2): f(2) =) _fiz', f1€C, D IfifBi <o0}.  (3.1)

>0 I>0

Burada z = (21,22,..,%) € CP olmak fizere 2! = zilzé'“’---z;" notasyonu

kullanilmugtir. Aciktirki H2(3) bir lineer uzaydir. Bu uzayda i¢ garpimu (f, g) =
>~ fr918? seklinde tanimlarsak bu bir Hilbert uzay1 olugturur. Gériilecegi gibi
130

bu uzayda {%}I>0 bir ortonormal bazdir.

I

H?(f8) uzayinda z; bagimsiz degiskeniyle garpim operatdriinii T,jg—i = zi%,
(j = 1,2,...,p) seklinde tammliyahm ve T, ile T, = (T3,,T%, ..., T3,) sistemini
gosterelim.

Onerme 3.1. T, = (T2, Teys oo, T,) sistemi ile H Hilbert uzayn {izerinde tanimh
T = (11, Tz, ..., T,) sistemi iiniter denktir.

Kamit: U : H — H?(0) operatériinii Ue; = -gé seklinde tammhyalim. Bu
operatorii biitiin H’ya (yani izometrik izomorf olarak) devam ettirelim. Buna

gore
o2 L2 AN _ A
(Ue;, ,3_1) = (CI,U ,31) = (E’ E) = (61,‘61) = (CI,U ﬂ;)
= U*EI— =ey (3.2)
Br
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z
UT U2 = UTier = Uy €1 = Wy a8 = Wy 42 e
B 7o = V1O ey = WL 7 Brae; I 1By
2 2!
=zj— =1, — = UT;U* =T, 3.3
"B " Br ! 7 (3:3)
denklemlerinden istenilen kanit yapilmig olur. |

Gorilldigli gibi H*(8) uzaym T sisteminin {wy;}r>0, 1<j<p afirliklan
belirliyor. Simdi aldigimiz T sisteminin agirhklanim 6yle segelimki HZ(J)
bir fonksiyonel Hilbert uzayr olsun. Fonksiyonel Hilbert uzaym tanimim
hatirlatalim: Fonksiyonel Hilbert uzayi, X kiimesi {izerinde tammli dyle
kompleks degerli fonksiyonlar uzayidir ki, bu uzay bir H Hilbert uzay1 olugturur
ve agagidaki sartlar saglar.

1. f,g € H ve a, B skalerler ise (af + Bg)(z) = af(z) + Bg(z) Ve X

2. Vz € X igin Oyle bir pozitif sabit v, vardir ki | f(z)] < wl|fll] VfeH
Yani Vz € X icin H da bir sinirli lineer foksiyonel belirlenir.

Bunun igin kabul edelimki v, [0,1]? = [0,1] x --- x [0,1] de pozitif, regiiler,
p—:a;e

olasihk Borel 6lgiisti olsun. Bu durumda T={z€ C:|z|=1}={e? : 0 <6< 2r}
olmak tizere A? = [0,1P x T x T x --- x T de y 6lgiisti
p~—tane

dl/(’l‘l, Ty ey r,,)d@ldeg v dep (34)

1
(2m)?

du =
geklinde tanimlanr.

ile 6yle T = (T1, T3, ..., Tp) sistemler ailesini gésterelimki A?’de (3.4) seklinde

tamml . 1 ..1 N ls I{i, _z_{_ L2 Ap 1 .7;{ s
anan Oyle p 6lgiisi olsun {51}120 € L*(A%, p) ve { L

L*(A®, u)'de bir ortonormal sistem olugtursun. Bunun olanakl oldugunu

gosterelim. Yani
1 I 51

@y -g;%dv(rl,rg, vy Tp)d01dfy - - - df, = 1 (3.5)
Ar

(z =r;%, I20)
S O
_-—(ZW)P BE / T‘f 17"3 2... rgzﬂdl/('rl, T2, .., Tp)d01dby - - - dgp =1 (3.6)
1y,
gi = / r¥pda . 22 dy(r1, 72, .., Tp)
{01}
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ti =12 (dv(r1, 72, .., 7p) = da(ts, b, .., t,)) doniigiimii ile

ﬁ]z = / t?t? - -t;”d% (t1, t2, ~~,tp) (3.7)

[0,1)7

olur.

Bu gok degigkenli moment problemidir, yani verilen hangi {87}, sayilan igin,
[0,1]P’de Gyle bir v, Olglislinlin bulunmasi problemidir ki (3.7) denkleminin
¢ozlimil olsun. Schmiidgen [43)’de bir degiskenli moment problemi ile gok
degiskenli moment probleminin anlagilmasi bakimindan g¢ok farklar oldugu
belirtilmigtir. =~ Cok degiskenli moment probleminin ¢ok zor oldugu ve
beklenmeyen sonuglann giktign vurgulanmigtir. Buna ragmen Q bog kiime
degildir. Dolayis: ile Q2 oyle T sistemler ailesidir ki, bu T sistemlerine karg
gelen {B7},5, saylan ok degigkenli (3.7) moment probleminin ¢Sziimiidir.
Goriildiigi gibi (3.7) gok degiskenli moment probleminin v ¢ézlimii var ise bu

¢6zlim bir T sistemi belirler. Bu 6l¢liyii vr ile gdsterecegiz.
S, ve S, notasyonlan ile

Sy ={(r1,72,..1p) €[0,1P: P+ 75+ +ri=1} (3.8)
ve

gp ={(r1,r2,.,7p) € [0, 1P : P2+ 72 4 ... +'r§ <1} (3.9)
kiimelerini gosterelim. Simdi ; C Q ve Q; C Q alt kiimelerini de agagidaki
gibi tanimliyalim.

O ={TeQ: (41,..,1) €[0,1]” noktasmmn keyfi Up3,.1
komgulugu igin vr(Uayg,...1y) > 0 olsun}
Q ={Te: suppyr C S, ve S, kiimesinin her a noktasiun keyfi
U, komsulugu igin vp(U,) >0 olsun.}.
Simdi {%}po ortonormal sistemle iiretilen alt uzayr H?(u) ile gdsterelim.
Agaghdeki Snermelerde H?*(u)'niin, T € Qi(T € Q) ise 3 |f1|?8} < o
130

sartini saglayan, AP (B,)’de tanmimh f(z) = 3 fr2’ analitik fonksiyonlardan
>0

olugtugunu gosterecegiz. Yani H?(u) uzay
HYp) ={f: f=)_h7', ze8°(By), Y IfifBi <o}  (3.10)
10 >0
seklindedir. (Bu uzayda ig carpim f = Y frzf € H%(u) ve g = Y. g1z’ €

I>0 1>0
H?(p) olmak iizere (f,g) = Y fig15% seklindedir.)
I>0
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Onerme 3.2. T €  olsun.Bu durumda H?(u) bir fonksiyonel Hilbert

uzayidir.

Kamt:H?(u)'niin  fonksiyonel Hilbert uzayi oldugunu kanitlamak icin
fonksiyonel Hilbert uzay tammmn birinci garti olan f,g € H*(u) ve o,f
skalerler olmak fizere (of + 89)(z) = af(z) + Bg(z) oldugunu Vz € AP igin
gostermektir. Bunun igin ise H 2(u)’niin analitik fonksiyonlardan olustugunu
gostermek yeterlidir. Weierstrass teoremine [44,5.38] gore ise D € CP bolgesinin
keyfi kompakt alt kiimesinde f(z) = fi(2) + fo(2) + - serisinin diizgiin
yakimsak oldugunu gostermek f(z) fonksiyonunun analitik olmasim gerektirir.
AP’nin keyfi kompakt alt kiimesi G igin her zaman dyle G C K olacak gekilde

K = {(21,22,, %) €ECP: |2z:| < gi <1, i=1,2,...,p}

kompakt alt kiimesi bulunabilir. Buna gore K kompakt kiimesinde f(z) =
S f12! serisinin diizgiin yakinsak oldugunu gostermemiz birinci sartin kamti

120
icin yeterli olacaktir.

K kompakt kiimesindeki g;’lere kargihk g; < w; < 1, ¢ = 1,2,...,p olacak
gekilde u;, i = 1,2, ..., p sayilan vardir. T € () oldugundan (1,1,...,1) € [0,1]?
noktasm:in keyfi Ug,s,..1) komsulugu igin vr(Uag,..y) > 0 dir. (1, 1,..,1)
noktasinin komsgulugu olarak |

U(l,l,...,l) = {(Tl,’f'z, ...,Tp) € [0, 1]1’ T T € [u,-, 1], 3= 1,2, ,p}

alinirsa
B = /rfilrgiz--.rﬁi‘"du(rl,rz,..,rp)
[0,1P
> / rip2a.. -rzi”du(rl, T2y s Tp)
Ua,,...1)
> ufruld? - urdy(Ua ,..n) (3.11)
veya,
Br 2 uiug - ugy/dv(Uaa,..n) (3.12)
yazabiliriz.
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NFl = 3 | f1128? yakinsak oldugundan keyfi I multi-indeksi icin dyle bir M > 0
>0
sayis1 vardir ki | f7|267 < M? dir. K kompakt bolgesinde

DAY= ) I fllal = Zwm— (3.13)

I>0 I>0 >0 120

[451 g !
<M ( ) (Jz)
g Up dv(Uqp,...1))

(3.13) serisi mutlak yakinsaktir. Dolayisiyla K kompakt kiimesinde f(z) =

3> fr2! diizglin yakinsaktir. Sonug olarak Weierstrass teoremine gore f(z)
>0
fonksiyonu AP’de analitiktir.

f&)l =

Simdi fonksiyonel Hilbert uzayr tanmmimin ikinei sartinin gergeklendigini
gosterelim. Yani keyfi zg = (210, ..., 2Z50) € AP igin 7,,(f) = f(20) fonksiyoneline
kargihk Oyle v,, pozitif sayist bulmaliyiz ki | f(20)] < Yzl f]| olmali. Buna gére

52(,3) = {{al}jzo rar; € C, Z 104112,3? < 00} (3.14)
I>0

Hilbert uzayinda |(ar,br)| < |lar|] ||br]| Schwarz esitsizligi kullanilirsa

> hi Z f g
>0 >0
(burada a; = fr, by = f%ﬁ? alimirsa)

(ge) ()£

I>0 I>0 I>0

720 ()| = 1£ (20)| =

(3.15)

,32

esitsizligini elde ederiz. Ikinci sartta istenilen ~,, sabiti v, = 3 Lnﬂ;,iz dir.
120

Simdi bu serinin yakinsakhgim gosterelim. Zp = (21, ..., Z) € AP oldugundan
|Zi0| < u;i=1,2,...,polacak sekilde u;, i = 1,2, ..., p sayilan vardir. (1,1,...,1)
noktasinin komsgulugu olarak

U(ll,l,...,l) = {(Tilar,m '"7rlp) € [01 1]p : T; € [u'ln 1]7 i= 1)27 7p}

alinirsa,
Br 2 (ull)zl e (u;)i”vdu(UEm"_.,l)) (3.16)

yazilabileceginden

S ()" ()

>0 >0 \ ¥ Up av(Uy,,..1))
serisinin yakinsaklig1 goriiliir. Boylece kamt tamamlanir. [
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Onerme 3.3. T € Q, olsun.Bu durumda HZ?(y) bir fonksiyonel Hilbert

uzayidir.

Kamt: H?(p)'niin fonksiyonel Hilbert uzayr oldugunu kamtlamak igin
fonksiyonel Hilbert uzay tammmn birinci sart1 olan f,g € H 2(u) ve o,
skalerler olmak {izere (af + B9)(z) = af(z) + Bg(z) oldugunu Vz € B, igin
gostermektir. Bunun igin ise H?(p)’niin analitik fonksiyonlardan olugtugunu
gostermek yeterlidir. Weierstrass teoremine gore B,’nin keyfi kompakt alt
kiimesinde f(z) = 3 fi2! serisinin diizgiin yakinsak oldugunu géstermek f (2)
fonksiyonunun ana{izt(i]k olmasim gerektirir. B, 'nin keyfl kompakt alt kiimesi G
icin her zaman 6yle G C K olacak gekilde

K = {(21, 22, -, %) € CP: |22 + |22+ + |2 < 7 < 1}

kompakt alt kiimesi bulunanilir. K kompakt alt kiimesi {(z1,22,-.-,%) €
CP: |z < giny i = 1,2, 212+ 222+ -+ +|2,/* < 1} kilmeleri tarafindan
ortiildiigiinden, K kompakt kiimesi sonlu sayida {(z1,22, ..., zp) € C? : |2i] <
go, i=1,2,..,p |z1]* +|22|* + -+ + |2|* < 1} kiimeleri tarafindan ortilr.
Buna gore {(z1,22,.-42%) € C° : |a| < gio, # = L,2,..,p, |zf* + [22* +
-+ +|2,|? < 1} kiimesinde f{z) = Y fr2’ serisinin diizgiin yakinsak oldugunu

1>0
gostermemiz birinci sartin kanit1 igin yeterli olacaktir.

{(z1,22,,25) € C° & |z < gioyd = L2,.,p |z + |2of* + -+ +
|z < 1} bolgesinde gip'lara karghk g < 70, ¢ = 1,2,..,p gartim
saglayan (rig,T20,---sTp0) € OSp noktasini bulmak miimkiindir. T €
oldugundan (10,720, - Tpo) € Sp noktasimn keyfl Uiryp,rao,...mp0) kOMsulugu igin
UP(Uro,730,smp0)) > 0 dir. Amacimizi gergeklestirmek igin (T10,T205 -y Tp0) € Sp
noktasinin uygun komsulugunu segecegiz. g < Tio, ¢ = 1,2,..,P esitsizligi

icin 6yle uy sayilari vardir ki gio < uip < T30 dir. Simdi (10,720, -+, T50) € Sp
P
noktasinin uy < Tio < 0o = |1— ), u?o sartlanm saglayan komgulugunu

=1
i

diigtinelim. Buna gore Ugryg,rap,...;m0) K0mgulugu

U(7'1017'201~--x7'p0) = {(7‘1,7‘2, ""Tp) € [07 1]p I SRS [uioa ai0]7 1= 112) ,p} n'§11
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olmak {izere

2 271 222 21 ,
B = /7‘1 Ty Ty PAY(T1, T2, Tp)

5,
> / ri 3’2-'-rﬁiPdu('rl,rz,..,rp)
Utr10,m201-+17p0)
>uf€u§§"- upo”dz/(U(,lo r30veniTp0) ) (3.18)
veya
Br 2 uibugh -t/ W (Utrsorras,rse)) (3.19)
yazabiliriz.

171l = 3 | f1|26% yakinsak oldugundan keyfi I multi-indeksi i¢in 8yle bir M > 0
>0

sayist vardir ki |fi282 < M2 dir. {(z1,22,...2) € C* : |z| < g, & =
1,2, ..,p, |12 + |22 + - + |2,|® < 1} kompakt bélgesinde

DI

I>0

10 '? 1
suy ()" (%)
IZ>0 U1o upo ﬁU(U(TIO,ma"‘er))

(3.20) serisi mutlak yakinsaktir. Dolaysiyla f(2) = 3 frzf {(z1,22, .-, 25) €
>0

@) = < S Ifillel = mez'z' (3.20)

I>0 I1>0

CP: |z < gio, i=1,2,..,D, |22+ 22|24 - - +|2,]% < 1} kompakt kiimesinde
diizgiin yakinsaktir. Sonug olarak Weierstrass teoremine gére f(z) fonksiyonu
B,’de analitiktir.

Simdi fonksiyonel Hilbert uzayr tanimmn ikinci gartinin gergeklendigini
gosterelim. Yani keyfi 29 = (210, ..., 2w) € B, igin 75, (f) = f(20) fonksiyoneline
kargihk Gyle «y,, pozitif sayist bulmaliyiz ki | f(20)| < Vx| f|| olmall. Buna gore

2B = {{az}zzo ta; € C, Z las)*62 < oo} (3.21)
I>0

Hilbert uzayinda |(az, br)| < ||arl| ||br|| Schwarz esitsizligi kullanihirsa

I %
Zflzo = ZfI'%B?
>0 o M

I

(burada ay = f, by = z—%ﬂ? alinirsa)

() (25

I>0 I>0

720 (H)] = | f(20)] =

ﬂ2

2
4

2 Bl
ﬁ}") = |IFIE (3.22)
I>0
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esitsizligini elde ederiz. Tkinci sartta istenilen 7,, sabiti v,, = S J%—;E dir.
>0 I
Simdi bu serinin yakinsakhigim gosterelim. 20 € B, oldugundan |Zg| <

o ¢t = 1,2,...,p sartinl saglayan (r'm,réo,...,r;,o) € &, noktasimi bulmak

ki
miimkiindiir. [Z| < 75 ¢ = 1,2,...,p esitsizligi icin Syle uy, sayilan vardir

PR PR— 1 ! . U U 1 /
ki [Zio] < wp <1pi=12,...,pdir. (ryg,7,...,750) € Sp noktasimn uy <

2 / p v v o e .

T < Q= |1-— Zlu'?o sartlarini saglayan komsulugunu diigiinelim.Buna
o

gore U("Ixo'rlzov"r";o) komsulugu

;0) = {(T;JT,Z?"')T;) € [0) 1]2’ . T; € [u;o,a;o], 'L= 1,2, ..-,p} ﬂgp

U U
(r10smggsenT

olmak {izere

Br > (uro)" ++ (ta) ? /A (Uit ot ) (3.23)

bagintisini kullanirsak

% |2 (IE{EI)”‘ (I‘%l)”” 1
< a1 R (3.24)
Z :B? Z Usg dV(U(r'm,r;o,...,r;o))

[
I>0 I>0 Ugo

serisinin yakinsaklig1 goriiliir. Boylece kanit tamamlanir. |

Asaghida T € Q; olmak lizere T sistemi ile iiretilen operatdr cebirin polidisk
cebrine ve T € (Qy olmak tizere T sistemi ile {iretilen operatdr cebirin kiire

cebrine izometrik izomorf oldugu gdsterilmistir.

Teorem 3.1. T € Q olsun. T sistemi ile iiretilen operatér cebirin polidisk

cebrine izometrik izomorf olmasi igin gerek ve yeter sart T € Q; olmasidir.

Kamt: Genelligi bozmadig: i¢in p = 2 alalim. T € ; olsun. P iki degigkenli

polinom olmak {izere
|P(T1, To)ll parzquy =  maks | P(z1, 22)| (3.25)
(z1,22)€AZ

oldugunu gostermemiz yeterlidir.  Cilinkii polidisk cebrinde polinomlar
yogundur [39,s.22].

Normun tammina gore

[|P(T1, To)l| Bz (uy) = "Sflﬁgl | P(T1, T2) f ] a2 (3.26)
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T = (Ty, T2) sistemi ile T, = (T},,T%,) sistemi {initer denk oldugu igin,

|1P(T1, T2) fli3e = ||P(21, 22) fll32 = /|P(z1,z2)|2|f(z1,zg)|2du
A?

< meks |P(z, ) / 1 (20, 22) 2
A2

- (zl,zz)EAz
= maks P(z , 2 2 2 597
eks [P(z, 2) Il 520
yani
||P(T1,T2)|| £ maks |P(z1,29)| (3.28)
(21,22)€A2
dir.

Simdi Prn(21,22) = (2)™ (142)" seklinde tanimlanan polinomu gdzdniine

alalim. Ayrica keyfi 0 <m < 1ve 0 <19 < 1igin D; ve Dy ile de
1+ VA
Dy.= {(21,Z2) e <1, '

D; = AX\D, (3.30)

<l-m, i= 1,2} (3.29)

kiimelerini gosterelim. Kolayca goriilecegi gibi D; N Dy = § ve A% = D, U D,
dir. Ayrica agiktirki

Dy =AN\D; = {(z1,22) : || < 1, |H&E| >1—m;, i=1,2} (3.31)
> {(21,22):|zg| <1, |Ha| >1-%, z‘=1,2}=D3 (3.32)
dir. Buna gore
|| Prn (21, 22) |12 = / | 2| ™™ | 22| ™ gy (ry, 75)d6: 6, (3.33)
A2

- / | 2| "™ | 1422 |™ du(ry, 75)d61d + / |z ™ | 1422 | du(ry, )1 dBe
Dy D2

(3.34)
den
o= / |tz |7 | k22 P G (1 )10 <
D;
< (1= m)®™(1 — na)>(2m)%w([0, 1]%) (3.35)
ve
6= [ 1152 55 dv(rs,ra) sy
Doy
> (1-12)™(1-m)™ / du(ry, 75)d6:d0, (3.36)
D3
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elde ederiz.

Simdi problemin ¢bziimiinii kolaylagtirmak igin D; kiimesinin uygun alt

kiimesini bulahm. Bunun igin || = 1 - % ve l%ﬁl =1-% (=12
cemberlerinin kesigsim noktalarinin orijine gore agisi
3 n: 1

; =arccos |=(1— =) - ——— 3.37

L ¢ [2( 2) 2(1—1;1)] (3:87)

olmak {izere
G, = {z, eC: 1—%< || <1, —% <argz <'yi}, (i=1,2) (3.38)

klimelerini diiglinelim. G; x Gy kiimesi Dj in alt kiimesidir. Burada 7; (i =
1,2)’lerin yeterince kiigiik degerleri igin Ly &~ 1+ % ve siny; &~ v; oldugundan
v; = arccos (1 — 7;) ve sin<y; = /2m; — n? dir. Dolaysiyla ; ~ /21; olarak
alinabilir. Bu durumda
2m 2n
b 2 (1 — '7-721') (1 — pz'z) /dv(rl,rg)d01d02

Ds ) s g

G1XG2
o \ VI VIm
= (1 -~ %1-) (1 - %) / / / dv(ry,r2) | d6:1d6
~vZz —~v2m \0,1]? .
m 2m r B 2n
b> (1 - 2) (1 2) 8v/mne V(R (3.39)

burada R’ = {(r},ry) : v} € (1 - &,1] i=1,2} dir.

Goriildiigi gibi
a=0(b) (75) (3.40)

dir. Buna gore a ihmal edilebilir. Dolayisiile Ve > 0,IM,Ne N Vm > M,
V¥n > N, igin
|| Prn (21, 22)|| — b] < € (3.41)
yazabiliriz. (Yani
|| Pran(21, 22)|| = b
dir.)

P(T1,T3), H*(p) de P(z1,22) polinomuna carpim operatériidiir. |P(zy, 22)|,
A? = {|z| <1,i=1,2} de maksimum degerini T2 = T x T de alir [39,5.21].
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Varsayalimki |P(21,22)] maksimum degerini (1,1) noktasinda alsin. Aksi
takdirde eger (z10,220) noktasinda maksimum degerini aliyorsa, o zaman

P(z1, 20) = P(z1210, 22220) polinomu gbzéniine alinir.|P(21, 22)| polinomu (1,1)

noktasinda maksimum degeri aldigina gore Vé > 0, 3 > 0,

D={(z1,z2)=|zi|51, |3¥’>1—n, z'=1,2} (3.42)
olmak {izere V(z1,22) € D igin
IIP(thz)l— maks _[P(a, )| < 6 (3.43)
(21,22)€A?
yani
P(21,22)| > maks |P(z,2)| -6 3.44
|P(21, 22)] maks | (21, 22)| (3.44)
ve
|P(21,2,)| < maks |P(z1,2)| +6 (3.45)
* (21,22)eA?
dir.

Tamma gore

”P(T17T2)Pmn(z17z2)”§{2(#) = /|P(21,22)|2|Pmn(21,Z2)|2dV(7‘1,T2)d01d02
D,

+ / |P(21, 22)|?| Poun (21, 22) 2 (s, 72)d1d03
Dy

(3.46)
oldugundan
¢ = [ 1P(a1,2) P P, ), )1
D,
2
< (mas, 1P(e1, ) +6) -ma-mmER (347
(z1,22)EA2
ve
b — / |P(21, 22)[*| Prun (21, 22) 2 (re, r2) d61 0
D2
2
> (( max,  [P(a,2)| —6) (1-%)"" (1-2)"8ymm v(R) (348)
Z1,22
denklemlerini elde ederiz. Buna gore
o = o(b') (T3 (3.49)
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oldugundan o’ ihmal edilebilir. Dolayisi ile Ve > 0, 3M,N € N Ym > M,
V¥n > N, igin

”P(T17T2)Pmn(zl, 22)” - bl <E (350)
yazabiliriz. (Yani
HP(TI,T2)Pmn(z1;Z2)|| ~ b’ (351)
dir.)
Keyfi § igin
|P(T1, T3) Prn(21, 22)|I* 2 (( maks, |P(21,25)] = 8)|| Prn(21, 22) |1 (3.52)
21,22
oldugundan
|IP(T3, To)l| 2 maks |P(z1,2)] (3.53)
(21,22)€A?

dir. (3.28) ve (3.53) esitsizliklerinden ||P(T1, T3)|| = , ma,)ksA , |P(z1, 22)| oldugu
21,22)€

goriiliir. Yani T sistemi ile iretilmig operatdr cebri polidisk cebridir.

Simdi yeter gart1 gosterelim. Kabul edelimki T € Q ve T sistemi ile {iretilmig
operatdr cebri polidisk cebrine izometrik izomorf. Bu durumda keyfi P
polinomu igin
[|P(Th, T2)|| = maks |P(z1,2)| (3.54)
(21,22)€A2

dir. Simdi kabul edelim ki (1,1) noktasinin &yle bir Us(1,1) komsulugu varki,
bu komgulugun v 8lgiisii sifir olsun. Yani v(Us(1,1)) = 0. Bu durumda dyle
91,92 < 1 sayilan vardir ki

R'={(r{,r}):1—g<r{ <1, i=12} (3.55)
olmak {izere
suppv C [0, 1]*\R” (3.56)
geklindedir.
(.9 = [ F@a@(rs, ro)dbrdsy (3.5)
A2
i¢ carpimu (3.57) den dolayi,
Dy={(z1,2):1—-g: <|u| <1, i=12} (3.58)
ve
D'=A’\D, (3.59)
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olmak iizere

9) = [ FEEdv(rs, ra)dosdss (3.60)

dir. Dolayisi ile
[1P(Th, To)|| < naks |P(21, 22)| (3.61)
olacaktir. ( maks |P(21,22)] < maks |P(zl, zg)| oldugundan.) Bu ise (3. 54)
ile gehgkldlrzlq;am Te, olmallfilnfz Boylece kamit tamamlanir. [ |

Sonug 3.1. Kabul edelimki T €  olsun. Eger IIllim WBr = 1 ise o zaman T
—00

sistemi ile {iretilmig operatdr cebri polidisk cebrine izometrik izomorftur.

Kanit: ‘h_r’nmJ WBr = 1 olsun. Bu durumda (1,1,...,1) in keyfi komsulugu
U(,1,..,1) igin »(U(1,1,..,1)) > 0 dir. Eger boyle degilse, o zaman
0< g <1,i=12..,p olmak iizere dyle g; sayilari vardirki v([g,1] x
[92,1] X -+« X [gp, 1]) = 0 dir. 2; = r;e® olmak {izere
B = (2—715; / 232 r¥edy(ry, 1y, .., Tp)d01d85 - - - 4O,
A»
Bl < gi"g3” - gy#w((0,11) (3.62)

olacaktir. g = maks(g1, g2, ..., gp) dersek
B2 < gHitiatin) —y g < girtiztdp (3.63)

olur. Bu ifadenin {ist limitini alirsak

limsup '¥/Br<g<1 (3.64)
H}—oo
olacaktir. Bu ise geligkidir. Dolayisiyla T € ©; dir. |

Teorem 3.2. T € Q olsun. T sistemi ile {iretilen operatdr cebirin kiire cebrine

izometrik izomorf olmas igin gerek ve yeter sart T € £, olmasidir.

Kanit: Genelligi bozmadig igin p = 2 alahm. T = (T3, T2) € 2, olsun. P iki
degiskenli polinom olmak {izere

HP(Th, Te)l| sz (uy) = . maks |P(z1, )| (3.65)

21 122

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Ciinkii kiire cebrinde polinomlar yogundur.
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Normun tanimina gore
LP(T1, o)l Bare uyy = |I§‘1|1I51 1P(T1, T2) fll 52w (3.66)

dir. H Hilbert uzayinda tammh T = (T3, T3) sistemi ile H2(y) uzayinda tammh
T, = (T,,T,,) sistemi iiniter denk oldugu igin,

IIP(Tl,Tz?.fIIEz = |P(21,22) {3 = /IP(Z1,22)12|f(z1,Zz)I2dM

By
< maks |Plar,20)P [ 1f(e 2P
(21,22)€B2 J
By
= maks |P(z1,2)*||f]I” (3.67)
(z1,22)EB2
yani
|P(T1, T3)|| £ maks |[P(z,2)] (3.68)
z1,22)EB2
dur.

Sz kiimesinde her a noktasinin keyfi U, komgulugunun oOlglisii pozitif
oldugundan, (1, 0) noktasinin keyfi U(; gy komgulugunun 6lgiisiide pozitifdir. Bu
durumda Pp(21,22) = (142)" seklinde tammlanan polinomu gézoniine alahm.
Keyfi 0 < n < 1igin E; ve E; kiimelerini agagidaki gibi tanimliyalim.

Ei = {(z1,2): |B§—z"| >1-1n, |a*+]=*<1} (3.69)
By = {(z1,2): |H2|<1-n, |a]*+ |zl <1} (3.70)

Buna gére E] n E2 = (2) ve Bz = {(21,2:2) . |21|2 + |Z2|2 S 1} = E1 U Ez
oldugundan

11Pa(21, 22) |2 = / |58 % G (4, 72) 0 B

By

= / | 5| du(ry, m2)df, d6s + / | 42| ™ dy(ry, ro)d6ydby  (3.71)
Eq Es

yazabiliriz. Simdi Fj ile

E3= {(zl,Zz) DR >1- g, |21 + |zl < 1} (3.72)
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kiimesini gosterelim. Agikca goriilecegi gibi Fs, E; kiimesinin alt kiimesidir.
a= | ‘1_4;1 n dv(ry,r2)d0:d0; ve b= [ l%—’llzn dv(ry,r3)df:df; olmak lizere
Ea E,

o= / |22 2 Gy (14, 3)dB1 6
Ey

< (1 - 7])2n / dl/(’r‘l, Tz)d01d92
B

a < (1-n)@2r)%v(S,) (3.73)

ve

b:/ll%lzndu(rl,rg)dﬂdﬁg
E;

2 / ll‘%zllzn dv(ry, r2)df:1d0;
Es

2n
> (1-1) / du(ry, 72)d01d6; (3.74)
Es

sonucunu elde ederiz.

Problemin ¢dziimiinii kolaylagtirmak igin E3 kiimesinin uygun bir alt kiimesini
bulahm. Bunun igin |z;] = 1 — % ve |1—;‘1| = 1 — 1 gemberlerinin kesigim

noktalarinin agisi

3 1
7y = arccos [5 (1 - g—) - 2—(-1—321—)-} (3.75)

olmak iizere,

Ey = {(21,22) eC?: 1 —-g <la|<1, —y<argz <7, |aff+|af< 1}

(3.76)
kiimesini diigiinelim. E, kiimesi E3 kiimesinin bir alt kiimesidir. Aynica E,
kiimesinde 1 nin yeterince kiigiik degerleri igin t.l'g ~ 14+ 2 vesiny =7

oldugundan y = arccos (1 —7) ve siny & 1/2n —n? dir. Dolaysiyla v = V2n
olarak alinabilir. Bu durumda (1,0) € S; komsulugu olarak

2 -
Upo = {(1'1,1"2) €l0,1)?:1- g <rn <1, rp<y/n- nz-} NS, (3.77)
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alirsak

2n
b > (1 — -g-) / dv(ry,73)d0,db,
E3
2n
> (1-1) / du(r, 72)d0db
E4 )
V.«
rr’ 271.
- (- / / / du(ry,rs) | do1do,
_\/T-—ﬂ' Ut1,0)

(1 . —) dm\/20 v (Ua ) (3.78)

sonucunu elde ederiz. Buradan
a = o(b) (n—ee) (3.79)

oldugu kolayca goriiliir. Buna gore a ihmal edilebilir. Dolayis ile Ve > 0,
dNeN Vn>N,ign

|| Pa(21, 22) || — b| < & (3.80)

yazabiliriz. (Yani
|| Pa(z1, 22) ]| = b (3.81)

dir.)

Keyfi | P(z1, 22)| polinomu maksimum degerini 8B, de alir [40,5.5]. Varsayalimki
| P(21, 22)| maksimum degerini (1,0) noktasinda alsin. Eger (219 = roe®10, 299 =
V1 —r3e®®) € 8B, noktasinda maksimum degerini ahyorsa, o zaman
P(z1,25) = P(zoz + /1 — 12e®02y, 20021 — 10€?025) polinomu gdzoniine
alimir.|P(z, 2;)| polinomu (1,0) noktasinda maksimum degeri aldigina gore
Vé > 0, In > 0, vardir ki V(z1,22) € E) igin

|P(21,22)| — maks |P(z1,29)|| < 8 (3.82)
(21,22)€B2
yani
|P(z1, z9)| > maks |P(z1,22)| — (3.83)
(21,22)€B2
ve
| P(21,22)| < ma.ks | P(21,22)| + & (3.84)
21,22)€B2
dir.
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Tanima gore,

HP(TI’T2)Pn(zl1zz)”?{?(p = |P(Zl,22)|2|Pn(zl,Zz)lzd’/(rl,"'2)d91d92
)

By

:/IP(zl,zg)]2an(z1,z2)|2dv(r1,r2)d01d02
E,

+ / |P(z21, 20) 2 P (1, 22) (1, 72) d61 05
Ey

(3.85)
den
b = / P21, 22) 2| Pa(21, 22) vy, 72) 6162
E,
> ( maks_|P(ar,22)| ~ ) (1~ 3)2"47r o1 v (Uap) (3.86)
T (21,22)€Ba b 2 1 (0) )
ve
™ / P21, 20) | Pa(z1, 22) 201, 72) 8162
Ej
< ( maks |P(z1,22)] + 6)*(1 — m)*™(27)? (3.87)
(z1,22)€B2
sonuclarini elde ederiz. Buna gore
a = O(b') (n—voo) (388)

oldugundan o ihmal edilebilir. Dolaysiile Ve > 0,3IN € N Vn > N, igin

\|P(T1, T2) Po(z1, 22)|| — b} <€ (3.89)
yazabiliriz. (Yani
||P(T1, T2) Pu(21, z) || = b (3.90)
dir.)
Keyfi ¢ icin
||P(T1aT2)Pn(zlaz2)H2 2 (( malésg |P(zlaz2)‘ - 6)2”Pn(zlaz2)”2 (3'91)
21322 2
oldugundan
|P(T1, T3)| 2 maks |P(z1,2)] (3.92)
(21,22)€B2

1@@%@0“

\'\U g,\)\a“



dir. (3.68) ve (3.92) esitsizliklerinden ||P(T},T3)|| = maks |P(z1,22)| oldugu
21,22)€B2
goriiliir. Yani T sistemi ile iiretilmig operatér cebri kiire cebridir.

Simdi yeter gart1 gosterelim. Kabul edelimki T € €2 ve T sistemi ile tiretilmig
operator cebri kiire cebrine izometrik izomorf. Bu durumda keyfi P polinomu
icin .
|P(Ty,T3)|| = maks |P(z1,22)| (3.93)

(21,22)€B2

dir.

suppy ¢ {(r1,72) : 3 +72 < 1} = &, oldugunu kabul edelim. Bu durumda &yle
(91,92) € [0,1] x [0,1], g2 + g2 > 1 noktas: vardir ki bu (g;, go) noktasmn keyfi
komgulugu pozitif olacaktir. Dolayis: ile v([0, g1] x [0, g2]) > 0 dir. Buna gore

IP(Ty, T2)l| > maks |P(z,2)] (3.94)

21,29)€EBa

olacaktir ki bu ise geligkidir. Yani suppr C &, dir.

Simdi ise kabul edelimki S, {izerindeki dyle bir (rg, \/1_-r—§) noktasi olsun ki
bu noktaninda 6yle bir U,, komsulugu bulunsun ki, bu komgulugun dlgisii
sifir olsun (yani v(Uy,) = 0). Bu durumda (z10 = roe™, 20 = /1 — r2e¥2)
noktasinin 6yle bir U(,,4,240) komgulugu vardir ki bu komsulugun 6l¢iisi sifirdur.
(210, z20) noktasinda maksimum degerini alan polinom |Fy(zy,2;)| olsun ve

maks |Po(z1,29)| = m diyelim. Dolayisi ile
(21)22)632

maks | Po(z1, 22)| = m1 <m (3.95)

(21,22)€B2\U(21,290)

olacaktir.

1Po(T1, To) II? = || Po(z1, 22) f1I? =/|Po(zl,zz)lzlflzdu

Bz
= [ IPe PP sl <mlflP (399
B2\U(21,320)
buradan da
VBT Tl < m 39

olacaktir. Bu ise (3.93) denklemi ile geligkidir. Yani T € 2, olmalidir. Béylece
kamt tamamlanir. [ |
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Polidisk ve kiire cebirlerini, Banach uzaylan olarak ele aldigimizda, Henkin
[45]1968 yilinda gbstermistir ki, bu uzaylar izometrik izomorf degillerdir.
Dolayisiyla polidisk ve kiire cebirleri izometrik izomorf olamazlar. Bunu
yukarida yapilan teoremlerin sonucu olarak kolayca gorebiliriz: Keyfi T € (h
icin, T ¢ Q, dir. Giinki (1,1,...,1) noktasin keyfi U(1,1,...,1) komsulugu
igin »(U(1,1,...,1)) > 0 dir. Dolaysiyla keyfi U komsulugu igin suppy ¢
{(r1,79y.-yTp) : T2+ 7"% + -+ + 12 < 1}, aksi durumda T ¢ € olacaktur ki bu
da celigkidir. Yani Q; N, = @ dir. Dolayisiyla polidisk cebri ve kiire cebri

izometrik izomorf degillerdir.
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4. DEGISMELI OLMAYAN HAL

Bu boéliimde degismeli olmayan bir tarafli agirlikh 6teleme operatdr sistemleri
A = (A, As, ..., Ap) ve B = (By, By, ..., B,) ile iiretilen operatér cebirlerinin
yapisi incelenmigtir. Bu cebirlerin maksimal iki tarafh idealleri, maksimal sol
idealleri ve indirgenemeyen tasvirleri bulunmugtur. Iki A ve B sisteminin
degismeli olmamas: demek en az bir 4, 1 < i < p icin A;B; # B;A; sartinin
saglanmasidir. Burada hatirlatalim ki alacagimiz A ve B bir tarafli agirhkh
oteleme operatdr sistemlerinin kendilerinin degigmeli olmasi hakkinda bir sart

gerekmemektedir.

Amacimizi gergeklestirmek igin A = (4, Ao, ...,4,) ve B = (B1, By, ..., By)
sistemlerini agagidaki sekilde alalim.

1. AeQve A= (A, A4, .., A,) sistemi ile iiretilen operator cebri polidisk

cebrine (veya kiire cebrine) izometrik izomorf olsun.

2. J = (j1,Jo, ---» Jp) multi-indeksi olmak tizere B = (By, By, ..., B,) sistemi
ABY) =BWA ve A;B, = BeA; (i#k) (i,k=1,2,..,p) sartlarm
saglayan keyfi bir sistem olsun. Burada B) = (B B2, .. B?) ve
1 € k < p olmak iizere en az bir k igin jz > 1 dir. Aymca j;'lar
ABY) = B A sartin1 saglayanlarm en kiigiigiidiir.

Buna gére A degigmeli sistemdir. A;Bx = BgA; (i # k) ve (1.) sartlarmdan
ise B sistemininde degigmeli olmasi gikar. Gergekten Are; = wyierie, ve
Brer = vikerie, (k=1,2,...,p) olmak iizere

Wri Wik

A A = AkA,,, 4 — = (41)
Wrter,i  Witek
A;By = ByA; = 2k YL (4.2)
Vltesk Wrtey,i
denklemlerini kullanarak
Ure _ Wrg Wik Vg (4.3)

VIte;,k Witer,i W e,k Ulteg,i
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oldugu gortiliir.

Yukaridaki (1) ve (2) sartlarini saglayan A ve B sistemleri ile iiretilen degigmeli

ve simetrik olmayan operator cebirlerinin yapisini inceleyelim.

ABY) = BWA yani A,Bj* = B*A; (k=1,2,...,p) sartna gore

j P— 0 1
ArBier = Witjee, kVI+(e~1er k™ Ul+ex kVIKEI+(ii+1es (4.4)
ve
Bif Aker = Ulijuer kVI+(in—1erk  * * VI+er kWLKEI+(Gi+1)ei (4.5)

oldugu gozoniine ahnirsa

WItjreekVlLk = Vltjger kW k (4.6)

veya
WItjuerk _ WLk (4 7)
VItjrerke ULk

sonucu elde edilir. Bu sonugtan 7 =0, 1,2,... ve ux = % (mod ji) (dolayis: ile

0 < u < jx — 1) olmak lizere

erk . wI+jkek1k b

_ Witrjger k == Gy = 1 (4.8)

ULk  VUltjeerk Vl+riverk Ak
bagintisin: elde ederiz. Burada bu oran k. indeks harig keyfi I multi indeksi
icin aymdir. Gergekten A;Ax = ArA;, B;Br = BiB; ve A;By = BrA; (i # k)
sartlan kullanihrsa

Wre  WriWiie; bk Ulte,i
Vrk Witepi UIiUItek
_ Wrte;k wI,i vI+Ek,i
UIteik Witeri VUli
_ wI+€4,k vI,k vI-l-Ek,‘i _ wI-{—Ei,k (4 9)
VIteike VIi Ulte;k Vlqesk

esitligini elde ederiz. I iizerinde tiimevarimla keyfi I igin (4.8) denkleminin
saglandigin goriiriiz.

Birin j’mna dereceden ( %/1) pirimitiv kokii & olsun. Bu durumda &7 = 1
(r=0,1,2,..)veegerrjp +1 < s < (r+ 1)ji, (r=0,1,2,...) ise §§ —1#0
dir. Aynica
G~ 1= -DO+E e+ +E ) =0
S 1+E+EE + -+ =0
riet+1<s<(r+1l)jx (r=0,1,2,..) (4.10)

40



sonucu gikar.

Simdi ¢(z) = ¢(z1,22, .-, 2p) € H?() alalm. {%}I>O, H%(u) de ortonormal

baz oldugu icin (z) = Y. 12’ seklindedir. Bu durumda
1>0

(P(z): (P(Zl, ) ZP) + (,0(21, 2 ékz’ﬂ ‘9 zp) +o 1t (p(zh ‘9 Jk Zk, ) ZP)
Jk
+ (P(Zl, ) zp) + Ek‘p(zla 3 gkzka o % ) -+ €Jk - (zla 'agljgk—lzka 2] ZP)
jk
+ l50('21) X zp) + glg‘p(zl) <y Ekzka ) zp) +- ﬁz(Jk_l)(p(zla wgik—lzk, ) Zp)
Jk
+ <P(21, . zp) + éjk - (zla .y §kzk, 9 zp) -+ §(Jk 1) (zla .y ik Zks zp)

jk
(4.11)

seklinde yazabiliriz. 0 < s < jx — 1 olmak {izere 7o ile

Tok = (p(zla ) zp) + 61‘:90(21, ')gkzk, 2 zp) 5 . (Jk_l)s(p(zla 761; Zk, ) zp)
3, jk
(4.12)
gosterelim. 7, x’y1 su sekilde de yazabiliriz:
) cret + v CIfz+ikZI Y. AN CIfl(cjk_l)(Hik)zI
>0 >0 130
Ts,k — B
’ Jk
Z cr (1 + &s-Hk + gz(sﬂk) + + £(Jl¢-1)(3+"lk)) zI
=2 : . (4.13)
Jk
Eger s + i;'min degeri 0, jik, 2k, s ks - (1 =0,1,2, ...) seklinde ise
N R S D T PR g (4.14)
dir. Aksi durumda
L4 g 4 oon 4 g0 = (4.15)

dir. Buna gére s = 0 igin I = (1, .0, tk=1,TJks Thtly e Bp)y 1 £ 8 < i — 1igin
I= (i1, .0, bk—1, (7 + 1)jk — 8, k41, .y Ip) degerleri diginda (4.13) toplaminm igi
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sifir olacaktir.

Z(ily‘)(r+1)jk —31'1ip) z(zl 1'1(T+1)jk_51'1ip)
/ *

=UBU

k
‘B(il 1'1(T+1)jk""31'1ip) ’8(7'1 )'s(r+l)jk "3:*:7:}7)

= UBgeiy,.(r-+1)ix—s,..ip)

= U,U(zl 1':(T+1)jk_81'1ip)1k6(i1:'1(r+1)jk_3+17‘1ip)
z(il ,.,(1‘+1)jk—3+1,.,‘ip)

== Uiy, (r+1)dk—S,4ip) & -
P27 Blig lr+1)di—5+1,0ip)

zk 2(7'1 y't(r'l"l)jk__svxip)

= Ajk—s,kw(il,.,(T+1)jk—3,.,’ip),k . . . IB . . .
w(’ll,.,('l"*'l)])g—s,.,‘lp),k (‘Ll ,.,(1‘+1)]k—8,-,'lop)

z(i1,-,(7'+1)jk—'8,-,'ip)

= Ajo—s,kZk
ﬂ(il 1~1(7'+1)j1c"'31-1i1’)
z(ily-,(f'i’l)jk—-?,-{ip)

= Ajk._s'kAk (416)
Blis (1) =5,14ip)
ve (i1, rip) (i1, rip)
, 2 11,973k sbp (8T dksip
= oAk (4.17)
ﬂ(ily'xrjkyvip) ﬁ(il,-,rjk,-,ip)
dir.

B;, ve By operatdrleri iiniter denk oldugundan, Bg7,x hesaplanirsa Birex =
’\J'k-S,ksza,k glkar. Buna gore

Blc(P(Z) = AO,kszO,k + Ajk—l,kszl,k RERE = Al,kszjk—-l,k

_ gy PP ) F 0 Gt 7)ot (o, o T 2k 0 70)

Jk
+ }\ CLkZE (P(zla * zp) + ‘Ek‘p(zh “ §kzk’ 3] zp) + 1+ ik_lso(zla ) gljck_lzka ) z'p)
Tk 3 jk
+ .....................
L ;o 2 T
+ A % (p(zla ) zp) + lik l(p(zl, ‘9 §kzk7 oy zp) L gl(c]k 2 ‘P(Zh ) ik lzk7 * zp)
Jk
(4.18)
(4.18) esitligini diizenlersek
+ Aotk A
Bup(@) = 7, | 4T Nicth ko (21,0 2)
A s Y =
+ Ok * ék = l’kj-:: ki &.k ALk(p(zh 3] §k2k7 3] ZP)
Moo + ENjp—1p + - + E0 D)
+ Sk é.k LB jk sk lyk‘p(zh ) Elzzka i) zP)

.....................

. o
+A0,k + 6]1,‘ lA]'k—l,k +---4 El(cjk 1) Al,k
Tk

o(z1, - E,’;"‘lzk, oz (4.19)
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sonucunu elde ederiz. 0 < s < jr— 1, k= 1,2,...,p olmak lizere

Mg+ E X152k + ENg g+ -+ €N (4.20)
Jk '

bs,k —

denirse

Bip(2) = zi[boxp(21, -, 2) + bre(21, ., Ezk, -, 2p)
+eeet bjk—l,k(P(Zl, y glik—lzka ) zp)] (421)

seklindedir.
Ak(P(zh'-a Zhy oy zp) = Zkﬁo(zl’ 9%k -y zp) (422)

oldugundan

Bip(2) = Ax [boxp(21, . 2p) + bap(21, -» €2k, -» 2p)
+o- b:ik—l,kso(zla °1§l{h_12ka ';zp)] (4'23)

seklinde yazabiliriz. §imdi

(Ck‘p) (zl’ 3] zp) = ‘p(zh 9 Ekzky *y zp) (k = 1127 00g p) (424)
geklinde bir operatér tammlyahm. (C? = E Ep(z) = ¢(z) anlamindadir.) Bu
durumda p

Bip(z)= Ak (boxCR + b1xChp + boxCRo + - + bj—1.CE )

= A (boxCR + b1kCh + bokCF + - - + bjy 160 1) (0(21, -1 2))
(4.25)

dir. Sonug olarak (keyfi  igin yukaridaki esitlik gegerli oldugundan )
B, = Ax (bo,kC',? + b1,k0i + bz,kC’,f 44 bjk-l,kC,’;"‘l) (4.26)
seklinde operatorlerdir.

A ve B sistemleri ile retilen operator cebrinin yerine aym cebirsel yapida
olan A ve C sistemleri ile {iretilen operatdr cebrini incelememiz bize kolaylik

saglayacaktir.

Genelligi bozmadig igin p = 2 ve J multi indeksini de J = (m,n) alahm. Bu
durumda ¢ € H?(u) olmak iizere (Cyp) (21, 22) = p(€121, 22) ve (Coy)(21,22) =

(z1,&222) olacaktir. Burada £ ve & sirasiyla birin m-ninci ve n-ninci
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dereceden primitiv kokleridir. Bu durumda A ve C sistemleri ile {iretilen
operator cebri

m—1,n-1

AAC)={y:9= D tula1,2)CrC, Yu(z1,22) € A(AY)}  (4.27)

k=0

seklindedir.

0<t<mn-licinkeyfit,k=0,1,...,m—-1,1=0,1,..,n—-1 olmak {izere
t = kn + [ geklinde tek tiirlii yazihr. Gergekten t = kin+ 1 = kon + lp olsun.
Bu durumda (ky — ko)n = lp — 3 dir. |lo — I3} < n oldugundan Iz — l; in n ye
béliinebilmesi icin k; — k; = 0 olmahdir. Dolayisiyla k; = ko ve 1y = Iy sonucu

elde edilir. (Keyfi p igin ¢ asagidaki gibi tek tirli yazihr;
t=1lijejz-Jpt -t bp—2Jp-1Jp + b—1Jp + b (4.28)

burada J = (j1,J2, -+ Jp) Olmak fizere I = 0,1,2,....5k k = 1,2,...,p dir).
Simdi F* operatriinii su gekilde tammhyahm, F* = CtCi k=0,1,...,m— 1,
| =0,1,..,n—1. Yenikeyfi ¢ € H?(u) igin (Ftp)(21,22) = @(éF21,&%)
seklindedir. G = {F*}"%" devirsel bir grubtur. Bu durumda A cebrini

mn—1
AAC)={y: 9= %wF', ¢:cAAY} (4.29)
t=0
mn—1 mn—1
seklinde yazabiliriz. ¥ = Y, ¥:F* € Avep= ), @ € Aolmak lizere
garplm t=0 u=0
mn—1 [mn—~1
Yo=Y (Z ¢u<ﬂ(m+k1-kz)n+(n+zl—tz)(Efzzl,55222)) Ft (4.30)
=0 u=0

seklindedir. Burada t = kin + b, u = kan + 12 olmak iizere k; — k2 2> 0 ise
m=0, [; — l; > 0ise n = 0 alinacaktir.

B(C?) ile p-boyutlu kompleks lineer uzay C?’den kendisine giden biitlin lineer
operatorlerin kiimesini gésterelim.

mn—

1 -—
Keyfig = > Ft € A ve ¥(z1,22) € A? olmak fizere Il : A — B(C™)
tasvirini §6yfe=(t):a.mmhya.hm
Al AL A
mn ] AL AL . AL
H(z1,z2)(¢ = Z "l’tFt) = . ! . ) . 2 (431)

=0 . . . N
A1 oAl AR



Burada Aj ler 4,5 = 0,1,...,m — 1 olmak {izere

¢'jn(§1i21, ) Vint1 (ﬂ 21, 23) U (Eizl, 22)

g | Yimn1@an &) Yn(Gianm) o Yinna(linn o)

J

imir(E20,672) BimsalEn, 872) . BinlEin, & 20)
(4.32)

seklindedir. Vi,p € A olmak lzere II(¢ - ¢) = II(¢) - II(p) oldugundan

gercekten de II bir tasvirdir (representation).

Teorem 4.1. A cebrinde her maksimal iki tarafh ideal A%’nin tek bir noktas
tarafindan belirlenir. Tersine A%'nin her noktasi (noktaya bagh olarak) A’da

maksimal iki tarafli idealleri iiretir (bir veya sonlu sayida).

a) Eger z19 # 0, 299 # 0 ise, (210, 220) noktasina gore maksimal iki tarafli ideal
(yalmz bir tane) su sekildedir:

t=0,1,..,mn—1
Loio,30) = { @ € A @& 210, Ep220) = O k=0,1,...m-1 (4.33)
[=0,1,..,n-1

b) Eger 210 = 0, 290 # 0 ise, (0, z30) noktasina gére maksimal iki tarafli idealler
(m tane) oy; = (§ — ¢) (mod n) olmak lizere su sekildedir:

m—1 .
uk(m— i o o
Ig),zzo) = {‘P €A: E :61 ( l)(plm+0!ij(07§2z20) =0,¢47=0,1,.,n—-1
k=0 .

(4.34)
Burada v =0,1,...,m — 1 dir.

c) Eger 210 # 0, 20 = 0 ise, (210,0) noktasina gdére maksimal iki tarafli idealler

(n tane) oy; = (j — %) (mod m) olmak fizere su sekildedir:

n—1
ooy = {ga €AY & Vim0, (El210,0) =0, 4,j =0,1,...,m ~ 1}

1=0
(4.35)
Burada u =0,1,...,n — 1 dir.

d) Eger 210 = 200 = 0 ise, (0,0) noktasina gére maksimal iki tarafl idealler (mn
tane) su sekildedir:

mn—1
- ) k1 (m—kz) pl1 (n~1Iz) _ u=kn+h
I&,o)*{WGA-;ﬁl §2 <pt(0,0)—0 (t=k2n+l2 >}
(4.36)
Burada v =0,1,...,mn — 1 dir.
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mn—1

Kanit: A cebrinde I iki tarafli idealini alalim ve ¢ = Z ot € I olsun.

mn-—1

A’dan dyle ¢ = Z P F* € A eleman alahmki 1,’ler agagidaki determinantin

t ninci sutununun b1r1n01 satirina gore minorleri olsun.

800(2’1722) %-1(231,5222) ‘Pn+1(§§n—121, 3_132)\
w1(21, 22) volz1,6222) ... @nia(E7 M2, 77 12)
Y-p=det| pa-i1(z1,22) @n2(21,6222) ...  @al 2, & 2)
on(21,22)  Pan-1(21,€222) .. Pr1(E0 121,657 2)
\"Pmn—l(zl,zz) Omn—2(21,6222) ... <Po(ﬂ"_121, 3—122) )
(4.37)

Bu durumda i-p € I ve - € A(A?) dir. Higbir ideal birim eleman (fonksiyon)
icermediginden A(A?) NI # A(A?) dir ve A(A%) NI, A(A?)’de bir idealdir.
A(A?)de maksimal ideallerin yapisimu diigiiniirsek, A?’de 8yle (210, 220) noktas
vardir ki yukardaki determinant bu noktada sifirdir. zjo # 0 # zo0 noktasi igin
B(C™)de T(z,0,290)(1) iki tarafli idealdir. Fakat B(C™)’de trivyal olmayan iki
tarafli ideal olmadigindan I, z,0) (1) larm elemanlan sifir matrislerdir. Yani

k=0,1,....m—1
Sot(gj{cle)géz%) =0 t= 07 1, ey TN — 1 ( l 0.1 ey TV — 1 ) (438)
Dolayisiyla I C I 210, 220)-

Eger z10 = 0 ve 259 # 0 ise (4.31) deki matris

Ag A1 ... Ap
Am—l AO Am-—2

. . (4.39)
Al Ay o g
sekline girer. Burada 4; ler j =0, 1,...,m — 1 olmak {izere su sekildedir.
Pjn (0, 22) Pint1(0,22) - Winin-1(0,22)
4= ¢jn+'n—1.(03 §222) ¢jn(03 §222) ¢.’in+n-—2.(01§2z2) (4.40)

it (0.6122) Pimsa0,G7) - Bin(0,E20)

= (Bi)iso J"_”o ! matrisi olsun. Burada E birim matris olmak {izere B;; =
gi’"‘l)" E dir. (4.39) matrisini B ile sagdan ve B! ile de soldan garparsak

46



m — 1 x m — 1 boyutundaki

m—1 \
T A 0 0 0
k=0
0 2 5"‘""”/1 0 0
0 0 n,‘z_l €fk(m—])Ak L 0 (4-41)
k=0
. . . o :
\ 0 0 0 Y gl k=) 4
P’ ,

blok matrisini elde ederiz. Bu da gosteriyor ki
k(m—
S AN () Z gRm=D4, t=0,1,.,m~1 (4.42)

A'min indirgenemez tasviridir. Gergekten IIf, v : A — B(€™) tasvirleri

indirgenemezlerdir. B(C™)’de trivyal olmayan iki tarafh ideal.olmadlgmda.n
ve ¢ - v € I oldugundan

Iy ooy (W) = Z gem=Dg 0 t=0,1,..,m—1 (4.43)

dir. Z ftk(m DA, t=0,1,..,m— 1 matrisinin elemanlan su sekildedir:
k=0

m—1
=S 8 iy moami(:6h20)  t=0,1,..,m—1, (444)
k=0

ayrica ITf, . (I) C B(C™) dan dolay1 I C Ify ., oldugu goriilir.
Eger 219 # 0 ve z90 = 0 ise kanit (b) deki gibi yapihr.

Eger 219 = 290 = 0 ise (4.31) matrisini D = (D,-,-);’:O,lj’:o' ! matrisi ile sagdan ve

D1 ile de soldan ¢arpalim. Burada
D;; = gm-—l)'tj D;cu chl (n—-l)kl (k,1=0,1,..,n—1) (4.45)

geklindeki matrislerdir. Carpim yapildii zaman u = kin + L satin ve
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t = kon + lo olmak lizere mn X mn boyutundaki

i L/ PR 0 e 0 \
. . mn-1 : .
e ;
. . . mn—1
\ 0 0 Z g(m-l)(m—kz)é(n—l)(n—lz)¢ )
(4.46)
matrisini elde ederiz. u = kln +l, u=01,.mn—1vet=kn+tl

olmak tzere Wo(#) = 3 gpimgiemy, 0.0, o A = B(O)
tasvirleri indirgenemez tasv1r1erd1r B(C)'de trivyal olmayan iki tarafh ideal

olmadigindan u = kin + 1, u= 0 1,...,mn—1 ve t = kan + l2 olmak lizere

mn—1
Z g’“""-"z)g’l‘""z)zp (0,0)=0 (4.47)
olmalidir. Dolayisiyla I C Ify ) dir. Boylece kanit tamamlanir. |

Teorem 4.2. A?nin her (zy,2;) noktass B(C™) cebri {izerinde A cebrinde

agagidaki formda bir tasvir belirler.

A A LA
el ‘ Al AL L AL
H(zl,zz) ,‘»b Z '¢tFt) = . ! . . . 2 (448)
AP AU AR
Burada A%’ler 4,j = 0,1,...,m — 1 olmak iizere
Pin(€i21, 22) Yins1(821,2) oo Yinin-1(§121,22)
Al = Pinin-1(Ei21,&022)  Yinl(€izn, €a22) ¢an+n—2(§izl, §223)
i . . .
Vint1(E21,65 7 2) Vinsa(Ei21, & 22) - lﬁjn(f’izl, & 2)
(4.49)
matrisleridir.

Bu tasvir (2z10,220) noktasina bagh olarak asagidaki indirgenemez tasvirlere

indirgenir.

a) Eger 210 # 0, 20 # 0 ise, [(z0,z50) tasviri indirgenemez.
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b) Eger z10 = 0, 220 # 0 ise, Il(o,z5) tasviri m tane indirgenemez tasvirlere
indirgenir. Bunlar v =0,1,...,m — 1 olmak {izere gu sekildedir:

mn—1

IT0,220) ( Z i F") = Zéuk(m Pk t{(i—i) (mod m)] (0, E5220) (4.50)
Burada i,5 =0, 1,...,n — 1 dir.

c) Eger z10 # 0, 290 = 0 ise, Il,,,,0) tasviri n tane indirgenemez tasvirlere
indirgenir. Bunlar © =0, 1,...,n — 1 olmak fizere su sekildedir:

mn—1

ul(n— i
11,000 Z Pt F° )—ZE O rmti(i~i) (amod m)) (€1 210, 0) (4.51)

Burada 4,5 =0,1,...,m — 1 dir.

d) Eger z10 = 200 = 0 ise, Il(gg) tasviri mn tane indirgenemez tasvirlere

indirgenir. Bunlar u = 0,1,...,mn — 1 olmak {izere su sekildedir:

mn-—1 mn—1
& k1 (m—ks) sy (n—1ls) u=kn+1l
I 0 ( tz;%p) ZE‘ o) gl 2¢(0,o)( £ = kg + I, > (4.52)

Teorem 4.3. A cebrinde her maksimal sol ideal A%nin tek bir noktasi
tarafindan belirlenir. Tersine A?’nin her noktas: (noktaya bagh olarak) .A’da

maksimal sol idealleri tretir.

a) Eger 219 # 0, 200 # 0 ise, (210, 220) noktasina gore maksimal sol idealin yapisi

su sekildedir:
I(Z1o,22o) = {90 €A: H(zw,zzo)(‘p)(z) =0 } (4'53)
burada z, C™™de sabit bir vektdr ve II(,q .,0) ise (4.48)’deki tasvirdir.

b) Eger z10 = 0, 200 # 0 ise, (0, 250) noktasma gore maksimal sol ideallerin

yapisi su sekildedir:
.00 = {0 € A T ) (0)(2) = 0 } (w=0,1,.,m-1) (4.54)
burada z, C™de sabit bir vektor ve Il ;.0 ise (4.50)’deki tasvirdir.

c) Eger z10 # 0, 290 = 0 ise, (z10,0) noktasina gore maksimal sol ideallerin

yapisi su gekildedir:
o0 = {(p €EA: H}‘m,o)(ga)(z) =0 } (u=0,1,...,n—1) (4.55)
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burada z, C*'de sabit bir vektdr ve Il ise (4.51)’deki tasvirdir.
d) Eger z10 = 220 = 0 ise, (0,0) noktasina gére maksimal sol ideallerin yapisi
su sekildedir:

Ihoy={p € A: Mig(p) =0 } (w=0,1,..,mn-1) (4.56)
burada Il (4.52)'deki tasvirdir.

mn—

Kanit: A cebrinde I sol idealini alahm ve ¢ = E o Ft € I olsun. A’dan

mn—

oylep = Z ¢tFt € A eleman: alalimki 9, ler agagidaki determinantin ¢'ninci

sutununun b1rmc1 satirina gore minorleri olsun.

tPo(Zl,Zz) ‘Pn-l(zl7€232) 90n+1(§m Zh 3 122)
‘Pl(z1,z2) ‘100(21,52752) 90n+2(§m 21,63 22)
Yop=det| on-1(21,22) Pa-2(z1,8222) ... :%(Ein'lll, 5 2)
on(z1,22)  Pa1(21,6222) oo Pomsr(E7 21,65 2)
\‘Pmn-l(zl,zz) Omn-2(21,&222) ... o€ 21,657 22) )
(4.57)

Bu durumda ¢ - ¢ € I ve ¢ - p € A(A?) dir. Higbir ideal birim eleman
(fonksiyon) igermediginden A(A?) NI # A(A?) dir ve A(A*) N1, A(A?%)’de

~ bir sol idealdir. A(A?) degigmeli oldugundan sol idealler iki tarafh ideallerdir.
-A(A?)'de maksimal ideallerin yapisim diistiniirsek, A?’de dyle (210, 220) noktas

A

vardir ki yukardaki determinant bu noktada sifirdur.

B(C™)'de sol maksimal idealler, C™de sabit z vektérind sifira gotiiren
operatdrlerin kiimesi [46,5376] oldugu igin teorem, teorem (4.1) yardimiyla
goziliir. |

Teorem 4.4. A'nin tiim indirgenemez tasvirleri sonlu boyutludur.

Kanit: A cebrinin keyfi IT cebirsel olarak indirgenemez tasviri, Teorem 2.2’ye
gore A'nin maksimal sol idealleri tarafindan belirlendiginden ve IT ile ¥ : A—
L (A/ I) sol diizenli tasviri cebirsel olarak denk oldugundan, I ve ¥ tasvirleri

cebirsel 6zellikleri korurlar. Buna gore boy(II) ile boy(¥) = boy (A/ I) birbirine
e§1tt1r Keyfi (210, 220) noktasi igin (zw 2oy A 'IID maksimal iki tarafh ideali
e If% ,yda Amm maksimal sol ideali olmak tzere ¥ . S I8

(210,220)
oldugundan boy (‘A/Isol ) < boy (A/Izlu ) dir. boy (A/Izlu ) <mn

210,220) (210,220) (z10.220)

oldugundan II tasvirinin boyutu sonludur. ||
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6. SONUCLAR VE TARTISMA
Bu ¢aligmada, bir tarafli agirlikh Steleme operatér sistemleri ile iiretilmig baz

operator cebirleri incelenmigtir. Simetrik olmayan bu operatér cebirlerin yapisi

incelenmeye gahigilmistir.

Bir tarafli agirlikh Gteleme operator sistemlerinin tniter denkligi, benzerligi,
agirhikh dizisel uzayda fonksiyonel modeli ve diger 6zellikleri incelenmis, bu
operator sistemlerinin fonksiyonel modelinin olmas: igin gerek ve yeter kogul
bulunmug ve bu fonksiyonel modelin yardimiyla bu sistemler ile iiretilen
operatdr cebirlerin polidisk(A(A?)) ve kiire(A(B,)) cebirlerine izometrik

izomorf olmas igin gerek ve yeter sartlar elde edilmigtir.

Daha sonra, polidisk(A(A?)) veya kiire(A(B,)) cebirlerine izometrik izomorf
olan bir tarafh agirhkh Gteleme operator sistemi A = (A;, Ay, ..., 4,) ve
J = (j1,J2, - Jp) multi-indeksi olmak iizere ABY) = BWA ve 4;B; =
ByA; (i # k) (4,k = 1,2,...,p) sartlarimi saglayan B = (B, By, ..., B,)
sistemi alinarak, burada BY) = (B, B2, ..., B¥) ve en az bir k igin jx > 1
olmak tizere ji'lar AB() = BWA sartin1 saglayanlarin en kiigigiidiir, bu
gartlan saglayan A = (A;, Ay, ...,A;) ve B = (B, By, ..., B,) sistemleri ile
liretilen simetrik ve degismeli olmayan operatér cebirlerin yapis: incelenmigtir.
Bu cebirlerin maksimal iki tarafli idealleri ve maksimal sol ideallerinin A?’nin
tek bir noktas: tarafindan belirlendigi gdsterilmig ve indirgenemeyen tasvirleri
bulunmustur. Bu cebrin tiim indirgenemez tasvirlerinin sonlu boyutlu oldugu
kanitlanmigtar.

Bu calisma Toeplitz operatorlerinin birgok 6zelligini tagiyan konulara
genigletilebilir.
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