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HARMONIK BASINC ETKISINDEKI DAIRESEL BOSLUKLU YARIM
DUZLEM PROBLEMI

OZET

Elastik ortam igindeki yapilarm dinamik etkiler altindaki davranisi gegmiste pek
¢ok aragtirmanin konusu olmustur. Bu yapilar arasinda yeralt1 tiinelleri, yeralt1 boru
hatlari, yeralt: santralleri ve su alt1 boru hatlar1 temel problemler olarak karsimiza
¢ikmaktadir.

Elastik ortam aragtrmalar1 ile ilgili literatiir incelendiginde, matematik
modellemenin daha kolay oldugu sonsuz ortam ile ilgili galismalarin oldukca eskiye
dayandig1 goriilmektedir. Yar1 sonsuz ortam kabulii yer alti yapilan i¢in daha uygun
olmasina ragmen bu konu ile ilgili gahgmalar smir sartlarinin saglatiimasinda ortaya
¢ikan karmagik matematik yapisi nedeniyle gegmiste pek ele ahnmamustir. Ancak
son yillarda bilgisayarin karmagik matematik ifadelerin ¢dziimiinde kullamlabilir
olmasi yar sonsuz elastik ortam problemlerinin aragtiriimasma imkan tanimstir.

Bu cabsmada elastik yarim uzay iginde bulunan harmonik i¢ zorlama altindaki
silindirik bogluklu yarim diizlemin davramgi incelenmistir.

Birinci bolimde, konu ile ilgili literatlirde bulunan g¢ahgmalardan ve bu
calsmalarda kullanilan ¢6ziim yOntemlerinden kisaca bahsedilmistir. Elastisite
problemlerinin genel 6zelliklerinden bahsedilirken koordinat takimmin ve potansiyel
fonksiyonlarmm 6nemi iizerinde durulmugtur. Bu ¢alisma genel ifadeler ile tanitilnmg
ve problemin ¢6ziimiinde kullanilan yontem kisaca anlatiimugtir.

Ikinci bélimde, ¢bziim igin kullamlan temel denklemlerin elde edilisi
agiklanmustir. Burada denge denklemleri, smir kosullari, Hook yasasi, Lamé sabitleri
ile sekil degistirme ve yer degistirme baZmntilar1 yazilarak Navier denklemleri elde
edilmigtir.

Ugiincti bolimde, analitik ¢oziim metodu anlatibmistir. Navier denklemlerinin
¢ozlimii icin gerekli formiilasyonlar verilmistir. @ ve y yer degistirme potansiyel
fonksiyonlarmin bilinen tanymlar1 kullamlarak silindirik koordinatlarda iki adet dalga
denklemi elde edilmistir. Sonsuz yar1 diizlemin yiizeyinde ve silindirik dairesel
bosluk igindeki smir sartlar1 yazilmigtir. Biitiin gerilme ve yer degistirme
fonksiyonlarinda ¢ ve y yer degistirme potansiyellerinin Bessel - trigonometrik seri
bicimindeki fonksiyonlar1 yerlerine yazilarak denklemler tekrar diizenlenmigtir.
Integrasyon sonunda ortaya ¢ikan bilinmeyenler, silindirik boslugun i¢ yiizeyi ve
serbest ylizey lizerinde yazilan smir kogullar1 yardim ile hesaplanmgtir.

Dérdiincii bdliimde, bir 6nceki boliimde elde edilen denklemler vasitasi ile sayisal
hesaplamalar yapilmugtir. Burada sayisal sonuglarin hesabi igin Mathematica 3.0
programu kullamilmigtir. Mathematica 3.0 programmin genel 6zelliklerinden kisaca
bahsedilmisgtir.

Besinci boliimde, yapilan program sonunda o zorlama frekansi, silindirik bogsluk
yarigapr ve ekseninin serbest yiizeyden olan derinliine gore silindirik bosluk ve
serbest ylizey iizerindeki yer degistirmeler ve gerilmelere ait analitik ¢oziim degerleri
grafikler yardinm ile gosterilmigtir.



HALF PLANE PROBLEM WITH A CIRCULAR HOLE UNDER THE EFFECT
OF HARMONIC PRESSURE

SUMMARY

The behaviour of the structures in an elastic environment under the dynamic
effects has been the subject of much research in the past. Among those structures,
underground tunnels, underground pipelines, underground generators and underwater
pipelines are appeared to be main problems of this field.

When the literature concerning to the researches about elastic environment has
been examined, those researches about the infinite space whose mathematical
modelling is easier, are seen to have dated back to very earlier era. Although the
precedent about half infinite space is more compatible with underground structures,
the researches, which were based on this precedent, have been almost handled, due to
its complex mathematical modelling that happened in establishing the conditions of
the limit. However, in the recent years, the use of computers in solving complex
mathematical expressions has opened a new way to the researches on problems about
half infinite elastic space.

In this research, the behaviour of the half surface with cylindrical space under the
harmonious, inner tension inside the elastic half infinite space has been examined.

In the first chapter, the previous researches in the literature related to the subject
and the methods for solutions in them have been noted shortly. In dealing with the
general characteristics of the problem of elasticity, the importance of co-ordinate
series and potential functions have been emphasized In this research, the problem has
been introduced with general expressions and the method used in solving the
problem has been explained shortly.

In the second chapter, it was told about how to find basic equations, which were
used for solution. Here, Navier equations have been reached by establishing the
correlation between deformation and dislocation by the help of balance equations,
limit conditions, Hook’s axiom and Lamé constants.

In the third chapter, analytic method has been explained. Necessary formulas have
been given for the solution of Navier equations. By using the definitions of potential
functions of the dislocation of ¢ and y, two wave equations on the cylindrical co-
ordinates have been obtained. Limit conditions have been determined on the surface
of half infinite area and inside the cylindrical and circular space. By writing the
functions, in the mode of Bessel-trigonometric series, of potentials of dislocation of
¢ and v in all of the tension and dislocation equations onto their own places in the
equation, all the equations have been rearranged. The unknown values happened as a
result of integration could be calculated by the help of the written limit conditions on
the free surface and the inner surface of cylindrical space.

In the fourth chapter, the digital calculations have been made through the
equations obtained in the previous chapters. At this point, the Mathematica 3.0 as a
software has been used for digital calculations. The characteristics of Matematica 3.0
have already been mentioned briefly in general.



In the fifth chapter, as a result of this software, @ frequency of tension, analytic
values of solution concerning to dislocations and tensions on cylindrical space and
free surface, regarding to the radius of that cylindrical space and its depth from the
free surface of the axis were shown with the help of graphs.



GIRIS

Elastik ortam i¢indeki yapilarin dinamik etkiler altindaki davranisi gegmiste pek
¢ok aragtrmamn konusu olmugtur. Bu yapilar arasinda yeralt1 tiinelleri, yeralt1 boru
hatlari, yeralt1 santralleri ve su altt boru hatlar1 temel problemler olarak kargmmiza
¢ikmaktadir.

Bosluk iceren sonsuz ortamlarin dinamik literatiirde genis olarak incelenmistir
(ACHENBACH [1], ERINGEN [11], GRAFF [12]). Akustik ortamlarda elastik
silindirik kabuklarm enine gok dalgalar altmdaki davramigt MINDLIN, BLEICH [15]
ve BARON [4] tarafindan, elastik ortamlar igin ise benzer problemler BARON,
PARNES [5] ve YOSIHARA [21] tarafindan gesitli calijmalarda incelenmigtir. Daha
genis referans listesi MOW ve PAO [16]' da bulunabilir.

Sonsuz ortam ile ilgili cabigma g¢okluguna karsilik yar sonsuz ortamdaki yapilarin
dinamik davramg1 ile ilgili ¢abgmalar yakin zamana dayanmaktadir. Yar1 sonsuz
ortam modelinin yeralt1 yapilari igin sonsuz ortam modeline gbére daha uygun
olmasma Kkarsibk matematik yapis1 Ozellikle smir kogullarmin sa@latilmasmn
giicliigiinden dolay1 daha agirdir. Gegmigte bu tiir ¢ahgmalar daha ¢ok laboratuar
Olgiimlerine bagh kalmis ve bu i§ i¢in gesitli laboratuar modelleri gelistirilmigtir.
Ancak giiniimiizde bilgisayarin karmagik matematik problemlerin ¢dzlimiinde
kullanilabilir olmasi ilginin yar1 sonsuz ortam fizerinde yogunlagmasm saglammstur.

Elastik yarim uzayda bulunan silindirik bogluk, elastik silindirik kabuk v.s. gibi
yapilarin P, S ve SH dalgalar1 altindaki davraniglar1 DATTA [10] ve arkadaglarnin
pek ¢ok gahigmasma konu olmugtur. Bu ¢ahgmalarda yarim uzayda bulunan silindirik
kabugun harmonik dalga altindaki davramg asimptotik agihimlarin uydurulmasi ve
ardisik yansimalar metodlar kullanilarak incelenmistir.

DATTA, SHAH ve WONG [10] ise yarim diizlemde bulunan boru hattmmn
etrafinm farkh malzeme ile doldurulmasi halindeki dinamik davraniginm
incelemislerdir.Sistemin davranisi Bessel fonksiyonlar1 serileri yardmm ile temsil



edilmig, serbest yiizey ve dolgu bolgesi yiizeyinden dalgalarm ardigik yansmmalart
g6z Online alinmigtir. Geometrinin dairesel kabuktan farkli olmas: halini WONG [10]
yaptigi bir c¢ahgma ile incelemigtir. Bu c¢aligmada, i¢ bolgelerde sonlu eleman
formiilasyonu, dig bolgelerde ise analitik ¢6ziim teknikleri kullanilmugtir.

Deprem dalgalarmin tiinel ve boru hatlarindaki etkilerini NELSON ve
WEIDLINGER [17] ¢ahgmalarmda laboratuar deneyleri ve analitik yontemlerle
incelemiglerdir. Kullanilan model yay ve soniim elemanlan ile desteklenmis uzun ve
rijid bir segmandir. Bu model eksenel yer degigtirmelerinin hesab i¢in kullamlmugtir.

Yeralt: tiinellerindeki trenlerin hareketi nedeniyle yeriistii yapilarma etkilerini
BALENDRA [2] ve arkadaglar1 incelemislerdir. Ortamu viskoelastik, yerlistii
yapismin temelini ve tlineli rijid cisim kabul etmiglerdir. Serbest yiizey tizerinde
sonlu sayida smir sartlaar1 alinmig ve smir sartlar1 sayisi bilinmeyen sayisindan fazla
oldugu i¢in Treffz metodu uygulanmistir. Bu ¢ahgymada ¢oziim fonksiyonu olarak
Henkel ve tistel fonksiyonlarmin ¢arpimmndan olusan sonsuz seriler kullamimgtr.

Silindirik bogluk igeren yarim uzayda silindirik yilizey zamana bagh ylizey
kuvvetleri etkisinde iken ortamin davramglarmu THIRUVENKATACHAR [19]
ardigik yaklagimlar metodu ile incelemiglerdir. C6ziim fonksiyonlar: igin ardisik
toplamlarla ortaya atilan Henkel ve trigonometrik fonksiyonlarin ¢arpimindan olusan
serileri simetrik ve antisimetrik kisimlara aywrarak smir kosullari delik ve serbest
yiizey iizerinde sirayla saglatilip hata azaltilmaya ¢ahsiimistir.

LUCO ve BARROS [6,14] kabuk eksenine egri bir agidan gelen harmonik diizlem
dalgalarma maruz kalan ve katmanh viskoelastik yar1 uzayda gomiilmiis dairesel
kesitli sonsuz uzunluktaki silindirik kabufun ii¢ boyutlu harmonik davramgm
incelemistir. Bu ¢ahgmada igteki boru hatt1 veya tiinel igin sadelestirilmis bir kabuk
teorisi ile distaki zemin i¢in dolayh bir integral ifadesinin birlesmesinden elde edilen
¢oziim fonksiyonlar1 kullaniihmgtir. Dolayh integral, hareketli Green fonksiyonlar ile
ifade edilmigtir.

Elastisite teorisinde rastlanan bazi problemleri kesin olarak ¢dzmek miimkiin
degildir. Bu elastisite denklemlerinin integrasyonunun giicliiflinden veya smir
sartlannn  saflatilmasinin  zorlugundan kaynaklanabilmektedir. Bu durumda
probleme yaklagik ¢6ziim aramak daha uygun olur. Bunun igin incelenen cisim sonlu
birtakim pargalara ayrilarak belirli noktalarda yaklagik ¢6ziim edilmesine galigihir.
Burada harcket denklemleri, yer degistirme ve sekil degistirme bagintilar, Hook
yasalar1 ve smir kogullar kullamlarak ¢6ziime gidilir.
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Bu c¢ahsmada elastik bir yarm uzay iginde bulunan ve yiizeyinden harmonik
zorlama etkisindeki silindirik bosluk ve yarim uzayin davramsi incelendi. Yar
sonsuz diizlemdeki malzeme lineer elastik, homojen ve izotrop olarak goz Oniine
abndi. @ ve y yer degistirme potansiyellerinin bilinen tammlan kullanilarak
silindirik koordinatlarda iki adet dalga denklemi elde edilmistir. Bu denklemler
Bessel fonksiyonlar: ve trigonometrik seriler yardim ile ¢6ziildii. C6ziim sonunda
ortaya ¢ikan bilinmeyenler, delik i¢ yiizeyi ve serbest yiizey lizerinde yazilan smr
kogullar1 yardim ile hesaplandi. Yiiksek mertebelerde ikinci nevi Bessel
fonksiyonlarmm O6zellikle kiiglik arglimanlarda ekstrem degerler almasi nedeniyle
seri sonlu sayida terim almarak kesildi. Bu durumda &zellikle serbest yiizey tizerinde
yazilan smir kosullari sayis1 gerekenden fazla olmaktadir. Serbest ylizey iizerinde
hata minimum olacak gekilde ¢6ziim yapildi.. Elde edilen denklemler diizenlenerek
katsayilar bulundu. Katsayilar gerilme ve yer degistirme fonksiyonlarinda yerlerine
yazilarak fonksiyonlar istenilen grafikleri elde edecek sekilde tekrar dtizenlendi.

Sayisal islemlerde Mathematica 3.0 paket programm kullamlmstir.Sayisal islemler
sonunda @ zorlama frekansi, silindirik delik yarigap: ve ekseninin serbest yiizeyden
olan derinlifine gore silindirik kabuk ve serbest yiizey iizerindeki ¢esitli noktalarm
diisey dogrultudaki yerdegigimlerine ait analitik ¢6ziim degerleri grafikler {izerinde
gosterildi.



2. DUZLEM ELASTISITEDE TEMEL DENKLEMLER

Sekil 2.1 de goriildigi gibi iki boyutlu lineer elastik bir cisim icinden alman
diferansiyel bir elemanda kiitle kuvvetlerini ihmal ederek buna Newton' un ikinci
haraket kanunu uygulanirsa agafidaki denklemler elde edilir.

A +60'y &
Yy o
Y oy

X

‘ Ty
4’
0 Sekil 2.1 Lineer elastik diferansiyel elemandaki gerilmeler

Hareket denklemleri :

oo, . or, U

z 2.1.2)



2.1.b)

Burada o,,0,,7,, gerilme tansdri, U, ve U, ise yer degistirme vektdriiniin

kartezyen koordinatlardaki bilesenleridir. p yogunlugu, t ise zamam g&stermektedir.
Gerilmeler cinsinden sinir kosullari :

xx 'y x (2.2.3.)

Tl +o,n, =i, (2:2.b)

Burada n, ve n, smir egrisinin dis normal birim vektriiniin bilegenleridir.
f, ve [, ise smirda etki eden yiizey gerilmesinin bilegenleridir.
Yer degistirmeler cinsinden sinir kogullar: :

U, (2.3.2)

U,
UJ’

il
Q

, (2.3.b)

Burada U , Ve U , smirdaki yer degistirmenin belirli olan bilesenleridir.
Lineer izotropik ortamlar i¢in gerilme sekil degistirme bagmtilan ( Hooke yasasi ) :

o, =Ae+2uc, 24.a)
o, =Ale+2u¢, (2.4.b)
Ty =2UE,, 24.0)

Burada A ve u Lamé sabitleridir. Hacim degistirme oram olan e ise diizlem gekil
degistirme i¢in agaBidaki gibidir.

e=¢g, +¢, (2.5)



A ve u Lamé sabitleri, E ve v miihendislik sabitleri cinsinden

A=— LBV (2.6.2)
a+v)Q-2v)
E
= 2.6.b
=20 (2.6.)
seklinde yazihr.
Sekil degistirme - Yer degistirme bagmtilar: agagida verilmektedir.
g, = aa[i" (2.7.a)
ou,
£, = (2.7.b)
oy
ou
£, _L U, +— 2.7.¢)
2| &y o

(2.7) denklemleri (2.4) denklemleri ile birlikte (2.1) denklemlerinde yerlerine yazilip
gerekli diizenlemeler yapilirsa agsafida yer degistirmeler cinsinden Navier
denklemleri elde edilir.

e 5 o*U
A+ pu)—+ VU, = x 2.8.a
A+ w) o+ aVU, = p—; (28.2)
Oe o*U
(z,+y)5+yvzuy= p atzy (2.8.b)



3. ANALITIK ¢OZUM

3.1. PROBLEMIN FORMULASYONU

X
A

OONRRRRRNNNNNNNNNNNNN \\\\\\\\\\\\\% NNNNN\N\N\\N

6 H

D;

Sekil 3.1 Yarim diizlemde bulunan dinamik p, i¢ basmc: etkisindeki silindirik
kabuk.

Serbest yiizeydeki smir kogullarimin saglatiimasimin diginda bu problemde silindirik
koordinatlarda iglem yapmak daha uygundur. z ekseni boyunca malzeme ve
yiikleme degerlerinin degismedii kabul edilirse problem diizlem sekil degistirme
hali olarak g6z oniine alinabilir.



Yan sonsuz ortamda bulunan r=ga yarigaph silindirik kabufun i¢ yiizeyinde
P, genlik, o agisal frekans, t zaman olmak {izere

D; = p,cos ot 3.1)

seklinde harmonik olarak degigen bir basing etki ettifi diigliniiliirse, yer degistirme
fonksiyonlar1 aym sekilde harmonik fonksiyonlar ile ifade edilebilir.

U, =U,(r,0)cos ot (3.2.a)

U, =U,(r.0)cosat (3.2.b)

Burada U, ve U, yer degistirme vektSriiniin silindirik koordinatlardaki
bilegenleridir.

Bu yer degistirmelere ait (3.2) ifadelerini (2.8) Navier denklemlerinde yerine
yazip gerekli diizenlemeler yapilirsa, Navier denklemleri agajidaki gibi vektor
formunda ifade edilebilir.

A+ VYO + VU + pa?U =0 (3.3)
Burada
U=U,, +U,é, (34)

seklinde silindirik koordinatlarda ifade edilebilir.
U yer degistirme vektorii @ ve y yer degistirme potansiyel fonksiyonlar1 cinsinden
asafidaki gibi yazilabilir, GRAFF[12].

U=Vp+Vx®ye,) (3.5)



Burada, tek ¢oziim elde edebilmek igin @ potansiyel vektriiniin diverjansi sifir
olmaldir, yani :

V{ye,)=0
Bu potansiyel fonksiyonlar: ile yazilan yer degistirme vektSriine ait (3.5) ifadesi

(3.3) Navier denklemine yerlestirilirse gerekli iglemlerden sonra asafidaki skaler
ifadeler elde edilir.

Vip+k’ 9p=0 (3.6.9)

Vy+k, y =0 (3.6.b)
Burada

k=o/c Boyuna dalga sayis1

k,=o/c, Kayma dalga says1

¢, = At2p Boyuna dalga mz

P
Cy = £ Kayma dalga hiz1
fo,

olarak tammlanmaktadr.

Yer degistirme vektoriintin silindirik koordinatlardaki bilegenleri, ¢ ve w
potansiyelleri cinsinden agagidaki gibi yazilabilir.



U =__+___ 3.7-
"o r o8 (3.7.2)
10p oy
.90 oy 3.7b
® 00 or (3.7.0)

Gerilme yer degistirme bagmtilarmm silindirik koordinatlardaki ifadesi agafidaki
gibidir.

ou, A ou,
=(Q+2u)——+24|Uu + 3.8.
o, =(A+2p) > r( , ae) (3.8.9)
ou, 1 ou
=l—L+-(A+2u) U, +—2 3.8.b
u( 0U, ou,
= — —-U, + 3.8.
Fro r(' o ° o8 (3:8.)

(3.6) denklemleri ¢oziilirse ¢ ve y potansiyel fonksiyonlari Bessel ve

trigonometrik fonksiyonlar cinsinden agafidaki gibi sonsuz seriler geklinde ifade
edilebilir.

= i [4.7,(k7)+ B,Y, ()P, cosné + Q, sin nb) (3.9.9)
y= i[ﬁnJ ,(k,r)+D,Y, (kzr)KI—’,, cosn@ +Q, sin m9) (3.9.b)

Burada 4,,B,,C,.D,,P,,0,,P,,Q, bilinmeyen sabit katsayilardur.
Sekil, malzeme &zellikleri ve sinir gartlar1 x eksenine gore simetrik oldufu igin

Q, ve P, bzdes olarak sifirdir. Bu durumda ¢6zlim fonksiyonlarma ait ifadeler
asagidaki gibi olur.

10



o= i[A,J,, (k) + BY, (k,r)]|cosn6 (3.10.a)

w=Y.[C,J,(k,r) + D,Y,(k,r)]sin nd (3.10.b)
n=0

Buradaki 4,,B,,C,,D, sabit katsayilan smir kosullanm saglayacak sekilde
hesaplanmahdir.

(3.10) ifadeleri, (3.7) de yerine yazilirsa asafidaki yer degistirme ifadeleri elde

U, = Z[An (an (klr)" kiJ (klr)) + Bn('z‘yn (kl")" k.Y, (kl"))
n=0 r

+C, 27 (kyr)+D, 2y, (kzr)]cosn0
4 ¥

(3.11.2)

[

U, = Z[—A" ;Jn(klr)_-Bn %Yn(klr)—Cn(%Jn(er)_kZ']n+l(k2r))

n=0

—D,,(fn(kzr)-kzm(kzr))}sinne
r
(3.11.b)
Bu yer degistirmelere ait (3.11) bagmtilan (3.8) gerilme yer degistirme

bagmtilarinda yerine yazilirsa gerilmelerin silindirik koordinatlardaki ifadeleri Bessel
ve trigonometrik fonksiyonlar cinsinden elde edilir.

LA



® 2 _ y) k
. - 2yn§{An[(" (v 2o e )

2 —
+Bn[(n 2 z —(l +_ﬂ_)k12)yn(klr)+El"Ym—l(klr)]
r 2u r

2
+Cn[(n :n}]n(kzr)_nﬁ']nﬂ(er)jl
V4 r

2
+ Dn[(n :n)Y,, (k,r)- nk—zY,,+1 (kzr)]} cosnd
r r

(3.12.2)

0 2 _ A k
Og = 2”2{"' An[(_ £ r2 £ —ﬂklz)']n(klr)__;_Jnﬂ(klr):‘

n=0

2
+B, (—n :n_iklz)yn(klr)__klyrzﬂ(klr):l
- ,.

2
+C, (— z ;n)Jn(kzr)+nk—2J"+l(k2r):|
r r

2
+D, L[—",;”)r,.(kzmn"—;r,,ﬂ(kzr)]}cosne

(3.12.b)
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= n* —n k,
Trezz.ug.; 4,01 - 2 I (k) +n-;—Jn+1(k1r)

2 —
+B, (—i#n(klr)}nﬁm(klr)]
¥ ¥

2 _ 2
+Cn (_ % 2 L +k—;_)']n(k2r)_%‘]n+l(k2r)]

¥

¥ 2 y

- - 23
+D, (—n—z“n"" b n(kzr)_ﬁYnﬂ(kzr)]}Sin né
14

(3.12.¢)

Yer degistirmelerin ve gerilmelerin kartezyen koordinatlarindaki degerleri
silindirik koordinatlardaki degerleri cinsinden agagidaki formiiller yardimu ile elde
edilebilir.

U, =U,cos0—-U,sin@ (3.13.2)
U,=U,sin0+U,cosf (3.13.b)

. O'r +O'0 +O',—0'9

o, > cos20 -7, sin 20 (3.14.a)
o, =2 ;"0 _o '2""0 c0s26 + 7, sin 20 (3.14.b)
r, =2 ;"" c0s20 + 7., 5in 260 (3.14.c)

Buradaki radyal ve tegetsel gerilmelerin farklar1 ve toplamlar1 potansiyel
fonksiyonlar: cinsinden (3.15.a) ve (3.15.b) seklinde hesaplanabilir.
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a;, ] (3.15.2)

r ;ao = u[k12¢+2

d ”" =1+ pk0 (3.15.b)

(3.15) ve (3.12) bagmtilarim (3.14) bagmtilarinda yerine koyup gerekli
diizenlemeler yapihrsa kartezyen koordinatlarmda o, ve 7,, gerilmeleri igin Bessel

ve trigonometrik fonksiyonlara bagh asagidaki ifadeler elde edilir.

O, = i 4, {(_ (A + kT, (k) + 2.”’:(”2"

n=0

}@» Bl

2
cos26)cosn6 ~ Z,u[ Ly (k) + n ) (klr)] sin 26 sin na} +
r’

B s 67T, r)+zu[[ B b )|

2 —
cos26)cosnd — 2;1[— g 2 L Y. (klr)] sin 26 sin ne} +
r

2
C,2 {( 2T (kyr)-n=2 ,,+,(k2r))cos29cosne-
I‘ v

H_ "zr ]J (k, )- =27 (kzr)} sin 26 'sin no}

n’-n k,
D,2u —zYn(kzr)—n—le(kzr) cos26 cosnf —
r r

2 _ 2
[[‘ 2 %]Yn(kzr)— —kf—Y,,,,l (kzr)] sin 26 sin ne}
(3.16.2)
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0 2 _ 2
7, = ZA,,{[[” = L —%—-)J,,(klrﬁ %J,,H(klr)]sin 20 cosnf +

72

2
[— 2R g (er)+ nﬁJn+l (klr)]cos%?sin ne} +
r

2 2
B {I:(n B n_ %_ )Yn(kl")"'% Y, +1(k1")]3in 20cosnf +

2 —
[‘B‘rz—nyn(klr)+ n-I;—lYM (klr)] cos26sin nB} +

2 —
C, {(”—2” T (er)-n*2g (kzr)J sin 20 cosné +
r r

2 2
[(_ L ; z + %“}] n (kzr)— k—zJ o (kzr)] c0s 26 sin ne} +
F r

n’—n k, .
D3| =5V, (k,r)-n-27,,,(k,r) |sin 20 cosnd +
r r

2 _ 2
[(‘ & 2 L +%JY,, (kzr)—b—l’,,ﬂ(kzr)JcosZB sin n@
r r

3.2. SINIR KOSULLARININ SAGLATILMASI

Analitik ¢dzlimde kullanilan Bessel ve trigonometrik fonksiyonlarinda yeralan n

sayis1 sayisal hesaplarda, bu fonksiyonlarm yapisi itibari ile sonlu bir N sayisinda

kesilmelidir. Ayrica ikinci neviden Bessel fonksiyonu olan Y, (kr) 6zellikle kiigik

argiimanlarda, bilyiik indisler i¢in gok biiyiikk degerler aldigindan N sayis1 belli bir

degerin lizerinde ahnamamaktadir.
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3.2.a SILINDIRIK BOSLUGUN IC YUZEYINDEKI SINIR KOSULLARININ
SAGLATILMASI

Silindirik bosluun i¢ yiizeyinde o, radyal gerilmesi, zorlayici etki olan p,
dinamik i¢ basmg genlifine, 7,,kayma gerilmesi de @' mn her degerinde sifira esit
olmahdir. Buna gore (3.12.a) denkleminden

a2

o, = 2;1”2:;{14”[(”2 n —(1+%)k12 )J,, (ke (kla)]

2
.3, [ :"—(1+i)kf)n(kla)inﬂ(kla)]
| 2u a

a

n-n) k
+Cn ( 2 n)Jn(k2a)_n-;2Jn+l(k2a):|

2_p)
+D, (” 5 ”)Y,,(kza)—n%Ym(kza)]}cosne=—p°
L.

3.17)
elde edilir.

Bu denklemin @' nin her degerinde saglanabilmesi i¢in cosz#@' nin garpami olan

ifade n=0 da —p,' a, n' nin diger biitlin degerlerinde ise sifira esit olmahdir.Buna
gore (3.17) ifadesinden,
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n=0 igin:
A, 2 k,
2u a

+B, [‘(l +i)k12']o (kla)+£Jl (kla)]} ==Po
2u a

(3.18)

n>0 igin:

2 _ ]
{An[[n 2 L _(1+'i’)k12 )Jn (kla)+ﬁJn+1 (kla)
a 2u a i

[ 2 _ 7
+B, [naz n—(l+_2%)k12)Yn(kla)+l_cal'yn+l(kla)
L

(2
+C, (i’l :n)Jn(kza)'nk_sz(kza)]
a

a

2 —
+Dn|: “ 2 n)Yn(k2a)—n_kiYn+l(k2a):|}=0
a

a

n=12..N (3.19)

Silindirik boslugun i¢ yiizeyinde z,, ifadesi sifira esit olmahdr. Ancak burada
(3.12.c) denklemi, r=a ve n=0 igin Szdes olarak sifir olmaktadwr. (3.12.c)
ifadesinin her n>0 tam sayist igin @' mn her degerinde saflanmasi, ancak
sin n@ ' mn ¢arpanmm sifir olmast ile miimkiin olur. Buna gore,
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{A,,[(—%:—’lJ (kla)J+n o (00),
) )
+c,,( —r %— J (kza)—%J,,ﬂ(kza)]
+D, ( Y (kza)—%"’—y,,+1 (kza)]}=

n=12..N (3.20)
Boylece silindirik boslugun i¢ yiizeyinde 2N +1 adet denklem elde edilmis olur.

3.2.b SERBEST YUZEYDE SINIR KOSULLARININ SAGLATILMASI

c,=0 A X
Ty =

Sekil 3.2 Serbest ylizeydeki smir kogullari.
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Serbest yiizeyde 2N +1 adet kosula ihtiyacimz olmasina ragmen burada sonsuz
sayida kosul yazilabilir. Ancak N ' nin de belli degerlerden daha biiylik alinamamas:
nedeni ile sonlu sayida denkleme ihtiyacimiz olacaktir. Burada iki durum s6z konusu
olabilir. Birincisi serbest ylizey lizerinde gesitli noktalarda gerilme ile ilgili kosullar
yazarak ¢bziime gidilebilir. Ikincisi serbest ylizey tizerinde en kiigiik kareler yontemi
kullanulabilir. Bu problemde en kiigiik kareler yontemi kullanilmmstir.

Serbest ylizey tizerindeki herhangi bir £ noktasmda 7, = H/cosd, olmaktadir.

Bu noktada yaklagik olarak hesaplanan o,,7

xy

gerilmeleri ile gergek gerilmeler
C,,7,, arasmdaki farklarin karelerinin toplamu:

@ =(c,-5.) +l, -7, (3.21)

olmaktadr.

Yiizey lizerinde M adet nokta ahinmas: halinde bu farklarin karelerinin toplama:
M M 2

a2 = (o, -5.) +, -7, (3.22)
k=1 k=1

olmaktadur.

0,.T,, ylizeydeki gergek gerilmeler olup sifira esittirler. Yani r, = H/cos@, ve

n' nin her degeri i¢in &, =0 ve 7,, =0 olmahdur.

o-x

214,, {- (+ )20, (6, H/cos6)

n2 -n k2 k
+ 'u_[(H/COSH)z ) ) n(kl /COS )'I' H/cosa ,,+1( 1 /COS )]ms )COSn

24

2 —
_(I-—Ir;cx)T’;)an(kl H/cos8)+ n;I_/%)s_aJ"”(kl H/cos@)i|sin20sin n0}+

B {- (3 + )27, (k, H/cos0)

n2_n k2 k
2ull ————— L Y (k. H 0 vy (& H P 20 p
' ﬂ[((H/COSH)z 2 ) (ks Hjcos )+H/cos0 (e H/cos ):|cos Jeosn
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n k, . .
_zﬂ[ m Y, (k, Hfcos6)+n Hioosd zf,ﬁ,(kl H/cosQ)JstHsmn9}+

n’ k
2 {[m J,(k, Hfcos@)-n H/chOJ"“(kz H/cos&))cosZGcosnﬂ

n”-n k)’ k
== +—=-J, (%, H/coso g
K Hjoose? * 2 nlla Hlcost)- Hjcos@

(ks H/cos6) |sin 20 sin na}

+D Zy{[m Y, (k, H/cos8)-n 7 /I:os (&, H/cosB)Jcoswcosna

_[( (H’;;_s:)z k, z]y (k, H/cosﬂ)— 0 Y.k, H/cos ]sinZBsinna}

r=0.2,,,,N (3.23)

L& " —n kz )
Txy —2”%:4,,{[(@ ) )J (k H/CO 9)"‘

0 J (&, H/cosG)]stHcosnG

2
+[ écoTB)T J,(k, H/cosﬂ)+nH /fo J,a(k, H/cos@)]coszasinne}+

n-n Ok} k,
B, {H———W Jo0sO) - —2—]Y,, (k, H [cos@ )+ Hloosd Y

(3 H/cosa)]sinwcosna +

[ (HL/C.? ,,(k Ial/cos¢9)+n;H/ko }'n+l(k] H/cose)]coswsinne}+
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2
C {((—Hr;co—se)z ok, H[cos@)—n—2— /';o — (k, H/cosﬂ))sin 20cosnd +

n’ -n k 2 k
|:[_ (H/cos6)’ + ; ]J,,(kz Hfcos)——2— H/czsa I (ks H/cosH)]cosZGsmnG}

D {(_"‘— (k, H/cos6)n

(H/cos6) " Yn+l(k2H/0089))Sin20008n0+

k-
H/cos@

n’-n k .
[( (H/coso)2 )Y (k, H/cosa)— 801’,,+1(k2 H/COSB)]cos%’smnH}

n=12,,,,N (3.24)

Bu durumda, N =2N +1 olmak {izere (3.22) ifadesi agagidaki gibi olur:

k=1 k=1 k=1 k=1 n=1 n=1

M
Saa-Fore 5 -5 n0)Sms0 )] 5OV w0 )]
(3.25)
Burada E, =(B,,C,,C,,....,.Cy,D,,D,,....,D,) bilinmeyenlerdir.
En kiigtik kareler yonteminde ) dx; toplam ifadesinin minumum olmast

gerekmektedir. Bunun i¢in de:

2 =0 r=01,...,N (3.26)

o,

olmalidir. Bu tiiretmeyi (3.25) de uygulayip gerekli diizenlemeler yapihirsa,

3 NS SERACH 20 )+z[go(e,,)+zE,,g,,(ek)]g @)

n=1 k=1

r=0,1 (3.27)
elde edilir.
(3.27) ifadesi diizenlenir ise,
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é[fo 6.)7,(6,)+2,(6,)2,6,)]+ fE,,f[f, ©0.)1.6,)+2,0,)2,6,)]=0

n=1 k=1

r=0,\....N (3.28)
olarak N bilinmeyenli N denklem elde edilir. Bu denklemler serbest yiizeyin her
noktasinda saglanmahdir. Bu denklem takwminmin kokleri bize E, sabitlerini
verecektir. Buradan C,,D, ve A,,B, bilinmeyenleri hesaplanmis olur. Bundan

sonra bu katsayllan kullanarak istenilen yerdegistirme ve gerilme bilesenlerini
hesaplayabiliriz.
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4, SAYISAL ISLEMLER
4.1 SAYISAL ISLEMLER

Harmonik i¢ zorlama etkisindeki silindirik oyuk bulunduran elastik yarim uzay ile
ilgili sayisal iglem sonuglar1 bilgisayar yardim ile ¢izilen gesitli grafikler yardmm ile
agiklanmaya cahisimigtir.

Sayisal uygulamalarda kullamilan malzeme sabitleri ve zorlayici dinamik yiikiin
genligi agagida verildigi gibidir.

Yar diizlem ortamin malzeme sabitleri :

—2665%¢ - 'N = - = sN

p=2665 43 L E=1567x10° N/, | v=025 , 4= p=30268:10°V/ ,

Zorlayict harmonik yiikiin genligi :
p, =100000 % )

Analitik ¢6ziim yapilirken kullamlan serilerde N sayisi 6 olarak alinmustir. Bunun
i¢in hesaplanmasi gereken bilinmeyen sayis1 4xXN+2=26 olur. Bu bilinmeyenlerin
tayini i¢in ilk 13 bagmt1 delik smir sartlarindan elde edilmigtir. Boylece bu bagmtilar
yardimi ile bilinmeyenlerin 13 tanesi, diger 13 bilinmeyen cinsinden yazilmugtir.
Serbest ylizeye ait smir sartlarindan da bu 13 bilinmeyen en kiigiik kareler yontemi
yardimu ile sayisal olarak hesaplanmustir. Diger bilinmeyenlerin sayisal degerleri ise
bagmtilarda yerine koyarak elde edilmistir. Elde edilen katsayilar kullanilarak ¢izilen
grafikler Bolim 5° te verilmigtir. Sayisal islemler de Mathematica 3.0 programm
kullanilmugtir,

4.2 MATHEMATICA 3.0 PROGRAMININ TANITIMI

Yiizeyinden p, genlikli harmonik basing uygulanan ve serbest yiizeyden H
derinliginde, a yarcapinda dairesel kesitli silindirik bosludun davramslar
Mathematica 3.0 program: yardim ile incelendi.

Bir ¢ok Ozel fonksiyonlari kendi biinyesinde bulunduran Mathematica 3.0
programn Ozellikle Mekanik Ana Bilim Dalinda yararlanlan giiglii bir matematik
yazilmudir. Yazilan ifadeler Fortran ve C formuna doniigttirtilebildigi gibi, Fortran
ve C programlarida digaridan Mathematica 3.0 programma baglanarak
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cahistirlabilmektedir. Sistemle ilgili bilgiler programm i¢inden ¢agrilarak Dos igletim
sistemi gibi hafiza ve dosya yonetimi v.b. konularda iglem yapilabilmektedir.
Bilinyesinde bulunmayan yeni bir fonksiyon tammlanarak biitlin iglemlerde
kullamlabilmektedir. Farkh yapilardaki fonksiyonlarn bir denklem olarak ifade
ettikten sonra istenilen gekilde denklem diizenlenebilmektedir. Fonksiyonlar:
istenilen srrada pargalara ayrmak veya pargah bir fonksiyonu miimkiin mertebe
birlegtirmek miimkiin olmaktadir. Mathematica 3.0 ile genis kapsamh grafik iglemler
yapilabilmektedir. Iki boyutlu veya ti¢ boyutlu grafikler elde edilebildigi gibi elde
edilen sonuglar grafiksel animasyonlar yardim ile degerlendirilebilmektedir.

Mathematica 3.0, ¢oziilen problemde yer alan birinci ve ikinci tipteki Bessel
fonksiyonlarmi tantyarak her » degeri igin bu fonksiyonlara ait niimerik degerleri
vermektedir. Seri agihminda, ikinci tip Bessel fonksiyonu biiyiik degerlerde sonsuza
gittiinden seri tist smirn olan N smnrrh bir sayr olarak alndi. N sayis:i arttikga
denklemlerdeki bilinmeyen katsayilarm hesaplanma siiresi biiyiik bir problem olarak
ortaya ¢ikti. Hesaplarda PENTIUM 266 MMX bilgisayar kullamlmigtir. Bilgisayarin
RAM Kkapasitesinin iglem hizim 6nemli Siglide etkilemesinden dolay1 32 Mb RAM
ile iglemler yapildi.
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5. SONUCLAR
5.1 SAYISAL VERILER

Harmonik i¢ zorlama etkisindeki silindirik oyuk bulunduran elastik yarm uzay ile
ilgili sayisal islem sonuglar bilgisayar yardim ile ¢izilen gesitli grafikler yardm ile
agiklanmaya ¢ahgilmmgtir,

Sayisal uygulamalarda kullamlan malzeme sabitleri ve zorlayici dinamik yiikiin
genlifi asafida verildigi gibidir.

Yar diizlem ortamin malzeme sabitleri :

p=2665k%3 , E=1.567x10° %2 ,v=025, 1= p=30268x10° %2

Zorlayici1 harmonik yiikiin genlii :
P, =100000 % )

5.2 SAYISAL SONUCLAR - GRAFIKLER

Yukarida veriler kullamlarak en kiiciik kareler yontemi yardim ile Mathemetica
programu kullamlarak bilinmeyen katsayilar, w zorlama frekans, p, i¢ basing
genligi, a delik yaricapi ve H delik merkezinin derinliginin gesitli degerleri i¢in
sayisal olarak hesaplanmigtir. Bu hesap sonucunda serbest yiizey {izerindeki
U,-U, yer degistirmeleri, o, normal gerilmesi, 7, kayma gerilmesi ile delik
ylizeyi tizerinde U, -U, yer degistirmeleri ve o, gerilme bileseninin degisimi
asafida grafikler yardinm ile gosterilmigtir.

Sekil 5.1-5.42 de w zorlama frekansmm 20,40,60,80,100 ve 120 Rad/sn degerleri

ve 2 =2 olmasi halinde sonuglar gériilmektedir.
a
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Ux (m)

0.00005 |

f

] /\ AN Serbest y{

A . — C Yizey (m)
\ly/ N6 N—"00

-0.00009
-0.0001 |
-0.0001%
-0.0002 F

Sekil 51 w=20 Rad/sn ve it1—=2 igin serbest yuzey uzerindeU | yer
a

degistirmesinin degisimi.
Uy (m)

0.00005 |

0.000025 ¢
\ //_,-\
- . - + Serbest Ylzey

50 /100 1597 00
. e
-0.000025 | /

—0.00005 | -

-0.000075 ¢

~0.0001 |

Sekil 52 w=20 Rad/sn ve %]—::2 igin serbest yiizey uzerindeU yer

degigtirmesinin degigimi.
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Oy (N/0?)

Sekil 53 w =20 Rad/sn ve -}!-=2 icin serbest yiizey iizerinde o, normal
a

gerilmesinin degigimi.

Txy(N/m?)

P
10000 |
5000 [ a2
- ) - . \ / + Serbest Yizey (m)
50 \ 100 fso \ / 200
: RN
~5000 | /
s N/
-10000 F \
~15000 | \\_/

. H . . .
Sekil 54 w =20 Rad/sn ve -;=2 icin serbest ylizey iizerinde z,, kayma

gerilmesinin degigimi.
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U (m)

el ™~
— X Pelik VYiizeyi (Rad’
2 N3 4 5 6
-0.00005
-0.0001
-0.00015

Sekil 5.5 w =20 Rad/sn ve £=2 i¢in silindirik deligin i¢ yiizeyinde U, yer
a

degistirmesinin degisimi.
U (m)

0.000L

0.00005 +

Sekil 5.6 w =20 Rad/sn ve 7 =2 i¢in silindirik deligin i¢ yizeyinde U, yer
a

degistirmesinin degisimi.
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Og(N/m?)
Delik Yizeyi (Rad)

~50000}
~100000
~150000
~200000
~250000 |

-300000

-350000}

Sekil 5.7 w=20 Rad/sn ve £=2 i¢in silindirik deligin i¢ yiizeyinde o,
a

gerilmesinin degigimi.

Ux ()

0.00002 -

/\ /\/\ ANEA N,
> \lj \WEQVARS:

-0.00002}
-0.00004}

-0.00006/

-0.00008

Sekil 58 w=40 Rad/sn ve £=2 igin serbest yilizey (iizerindeU yer
a

degistirmesinin degigimi.
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Uy (m)

0.00002

= NI

-0.0000L

-0.00002 |
-0.00008

-0.00004 |

Sekil 59 w=40 Rad/sn ve %-——2 igin serbest ylizey tUzerindeU  yer

degistirmesinin degigimi.
oz (N/m?)

3000 |

I A /\ L | /\\ e
AT

~2000 b / \ /z v J Y

-3000 F

) H . . .
Sekil 5.10 w=40 Rad/sn ve —=2 igin serbest yiizey lzerinde o normal
a

gerilmesinin degigimi.
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txy(N/mz)

10000 |

\

-5000 |-

~10000 }

Sekil

IR NAN
B

\1\-.,

AN
VAT

5.11 w=40 Rad/sn ve £——-2 igin serbest yiizey tzerinder, kayma
a

gerilmesinin degigimi.

Ue(m)

0.00004

0.00002

F

-0.00002 |
~0.00004

~0.00006 |

6

Il \ N
2 3 / 4 5%
/ A

.
e

//
\\
T
/

\
o
S
y 5
f

Delik Yiuzeyl (Rad)

Sekil 5.12 w =40 Rad/sn ve 7 =2 i¢in silindirik deligin i¢ yiizeyinde U, yer

a

degistirmesinin degisimi.
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Us (m)

0.000075 } ™
0.00005} / \
[

0.000025 |

: A . ———~ Delik Yizeyi (Red)
3 4 5 6

[uny
N

~0.000025
—0.00005

-0.000075

Sekil 5.13 w =40 Rad/sn ve il =2 igin silindirik deligin i¢ yiizeyinde U, yer
a
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