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İKİ-BOYUTLU KOMPLEKS İŞARETLERİN YÜKSEK ÇÖZÜNÜRLÜKLÜ 
SPEKTRUM KESTİRİMİ 

ÖZET 

İki-boyutlu (2-B) rastlantı süreçleri için spektrum analizi, ses işleme, imge işleme, 
radar, deniz radarı (SONAR), sismik işaret işleme, jeofizik, nükleer manyetik 
rezonans (MR) görüntüleme ve radyo astronomisi gibi işaret işleme alanlarında işaret 
spektrum kestiriminin doğru ve yüksek çözünürlüklü kestiriminin öneminden dolayı 
oldukça ilgi çeken konulardan biri olmuştur. Alınan bir işaretin frekans bileşenlerini 
karakterize eden herhangi bir işaret işleme yöntemi spektrum kestirimi olarak 
tanımlanabilmektedir. Spektrum kestirim yöntemlerindeki gelişmeler sayesinde 2-B 
işaretlerin yüksek çözünürlüklü spektrum kestirimi için bugüne kadar literatürde 
birtakım yöntemler sunulmuştur. Bu yöntemler değişik işaret modelleri ve 
parametreleri için farklı çözünürlükte ve doğrulukta spektrum kestirimleri ortaya 
koymuştur.  

Bu tezde, 2-B ve sınırlı veriye sahip kompleks işaretlerin yüksek çözünürlüklü 
spektrum kestirim analizi yapılmıştır. Bu amaçla, 2-B kompleks işaret yapay olarak 
üretilerek üzerine gürültü işareti eklenmiş ve daha sonra da farklı spektrum kestirim 
yöntemleri kullanılarak bu işarete ait frekans bileşenleri yüksek çözünürlük ve 
doğrulukla ortaya çıkarılmıştır.  

2-B işaretin frekans bileşenlerinin bulunmasında iki çeyrek-düzlem (ÇD) destek 
bölgeleri, çoklu ÇD destek bölgeleri  ve 2-B MUSIC algoritmaları uygulanarak elde 
edilen sonuçlar farklı işaret parametreleri için karşılaştırılmıştır. İki ÇD destek 
bölgeleri algoritmasında, 1. ve 2. ÇD destek bölgeleri için ayrı işaret spektrumları 
hesaplanmış ve bu spektrumların harmonik ortalamalarının alınmasıyla asıl spektrum 
kestirimi elde edilmiştir. Çoklu ÇD destek bölgeleri algoritması, 2-B doğrusal 
kestirim yöntemini kullanmakla birlikte, standart ÇD destek bölgesinden türetilen 
yeni destek bölgelerinin kullanılması temeline dayanmaktadır. Her bir destek bölgesi 
için spektrum kestirimi farklı olup, bu kestirimlerin birleştirilmesiyle istenen sonuç 
spektrum kestirimi elde edilmiştir. 2-B MUSIC algoritması, işaretin özilinti 
matrisinin işaret ve gürültü alt uzaylarına ayrışımı ve özilinti matrisinin 
özvektörlerinden yararlanılması temeline dayanmaktadır. Bunlara ek olarak, bu 
yöntemlerin herbirinin spektrum kestirim performansları klasik spektrum kestirim 
yöntemi olan 2-B periodogram sonuçlarıyla karşılaştırılmıştır.  

Ayrıca, 2-B işaretin spektrum kestiriminde önemli rol oynayan özilinti matrisinin 
kestirim yöntemleri ve bu kestirimlerin işaretin spektrum çözünürlüğüne olan etkisi 
incelenmiştir. Farklı işaret örnek değerlerinde 2-B spektrum kestirimi için en uygun 
özilinti matrisi kestirim yöntemi önerilmiştir. 
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THE HIGH RESOLUTION SPECTRUM ESTIMATION OF                     
TWO-DIMENSIONAL COMPLEX VALUED SIGNALS 

SUMMARY 

Spectrum analysis for two-dimensional (2-D) random processes has been receiving 
interest in signal processing since it is very important to make accurate and high 
resolution spectrum estimation in many applications such as speech processing, 
image processing, radar, sonar, seismic signal processing, geophysics, nuclear 
magnetic resonance (MR) imaging and radio astronomy. The spectrum estimation is 
defined as of any signal processing method that characterizes and gives information 
about the frequency contents of a measured signal. There has been several 2-D   
high-resolution spectrum estimation methods proposed in literature thanks to the 
development at spectrum estimation methods. These methods presented 2-D 
spectrum estimation results with different resolution and accuracy, which were 
implemented for different signal models and parameters. 

In this thesis, the high-resolution spectrum estimation analysis of 2-D complex 
signals with few data points was performed.  For this purpose, a synthetic 2-D 
complex signal model was created; the noise signal was added on it and so on 
various 2-D spectrum estimation methods were applied to obtain the frequency 
contents of the signal with high resolution and accuracy. 

In order to extract the frequency contents of the 2-D signal, two quarter-plane (QP) 
regions of support, multiple QP regions of support and 2-D MUSIC algorithms were 
applied and the results belonging to each algorithm were compared. In two QP 
region of support algorithm, the spectrums for the first and second standard QP 
regions of support were obtained and after combining and taking the harmonic mean 
of these spectrums, the exact spectrum of 2-D signal was acquired. Multiple QP 
regions of support algorithm are based on 2-D linear prediction models with new 
regions of support extracted from standard quarter plane support region. Since each 
support region creates various signal spectrums, these separate spectrums are 
combined and the final spectrum estimation is obtained. 2-D MUSIC algorithm is 
based on the idea that the autocorrelation matrix of 2-D signal is eigendecomposed to 
signal and noise subspaces and the method is benefited from eigenvectors of the 
autocorrelation matrix. Besides, the spectrum estimation performance of the 
mentioned algorithms was compared with the results provided from 2-D 
periodogram which is a classical spectrum estimation method. 

In addition, the estimation of autocorrelation matrix which plays a major role at 2-D 
spectrum estimation is investigated and the effects of estimation methods on 2-D 
spectrum resolution are shown. For different numbers of data points, the most 
appropriate autocorrelation matrix estimation method is proposed. 

 
 
 



 xxii

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 1

1 GİRİŞ 

İstatistiksel işaret işlemede spektrum kestiriminin amacı, rastgele bir işaretin örnek 

değerlerinden işaretin spektral yoğunluğunun elde edilmesidir. Bir işaretin frekans 

bileşenlerini karakterize eden herhangi bir işaret işleme yöntemi spektrum kestirimi 

olarak tanımlanabilmektedir. 

Bir-boyutlu (1-B) spektrum kestirim yöntemlerinin yüksek çözünürlüklü spektrum 

kestirimleri ortaya çıkarması ve birçok mühendislik problemine başarıyla 

uygulanması, birçok araştırmacıyı iki ve üstü boyutlardaki işaretlerin spektrum 

kestirimlerinde de benzer kalitede çözünürlüğü elde etmeye yöneltmiştir. 2-B 

spektrum analizi; Ses işleme, imge işleme, radar, deniz radarı (SONAR), sismik 

işaret işleme, jeofizik, nükleer manyetik rezonans (MR) görüntüleme ve radyo 

astronomisi gibi birçok uygulama alanlarında kullanılabilmektedir. Spektrum 

analiziyle, bu uygulama alanlarında işareti oluşturan parametreler ve iletim kanalının 

karakteristikleri belirlenebilmekte ve ayrıca işarete etki eden gürültü faktörü ortadan 

kaldırılabilmektedir [1,5]. Spektrum kestirim yöntemlerindeki gelişmeler sayesinde 

2-B işaretlerin yüksek çözünürlüklü spektrum kestirimi için bugüne kadar literatürde 

birtakım yöntemler sunulmuştur.  

1-B işaretlerin spektrum kestiriminde olduğu gibi 2-B işaretlerin de spektrum 

kestiriminde kullanılan teknikler genel olarak parametrik ve parametrik olmayan 

yöntemler olmak üzere iki ana gruba ayrılabilir. Parametrik yöntemlere örnek olarak; 

özbağlanımlı (AR) model, kayan ortalamalı (MA) model, özbağlanımlı kayan 

ortalamalı (ARMA) model ve harmonik (gürültü içindeki kompleks üstel 

fonksiyonların bulunduğu yapı) model, parametrik olmayan yöntemlere ise özilişki 

ve periodogram yöntemleri örnek olarak verilebilir [6], [7]. 

Parametrik olmayan yöntemler sürecin herhangi bir parametrik yapısı olmadığını 

varsayar. Periodogram yönteminde spektrum kestirimi eldeki verinin Fourier 

dönüşümünün karesinin alınması ile hesaplanmaktadır. Periodogram hesapsal 

kolaylık açısından avantajlı olmasına rağmen, sınırlı veri örnekleri için yüksek 

varyanslı ve çok düşük çözünürlüklü spektrum kestirimi sunan bir yöntemdir.  



 2

2-B periodogram yöntemi 1-B periodogram yönteminin doğrudan iki-boyutlu 

işaretler üzerinde uygulanması ile elde edilmiştir. 2-B periodogram spektrum 

kestirim fonksiyonu (1.1) eşitliği ile verilmektedir.   

21

0

1

0
21 )](2exp[),(),(1 ∑∑
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=
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+−=
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PER nfmfjnmxnmw
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P π      (1.1) 

Eşitlikte ),( nmw , 2-B veriyi kesmek için kullanılan uygun 2-B pencere 

fonksiyonunu, ),( nmx  2-B işareti, M  ve N  değerleri ise sırasıyla yatay ve düşey 

düzlemdeki veri örnek aralıklarını göstermektedir. 1946’da Daniell [8] önerdiği 

yöntem ile komşu spektral frekanslar üzerinden alınan ortalama ile 1-B periodogram 

düzgünleştirmesi yapmıştır. 1948’de Barlett [9] orijinal veri dizisini daha düşük 

uzunluklu veri dizilerine bölerek bu parçaların her birinin periodogramını hesaplamış 

ve veri dizisi sayısı üzerinden periodogramların ortalamasını alarak periodogram 

düzgünleştirmesi yapmıştır. 1967’de Welch  [10] Barlett’in yöntemini temel almış 

fakat her veri dizisi parçasını ağırlıklandırma pencereleri ile çarpmıştır. Kullanılan 

ağırlıklandırma pencereleri standart periodogram hesabında sonsuz veri dizisini 

kesmek için kullanılan dikdörtgen pencereden farklıdır [11].  [8], [9] ve [10] ile 

verilen yöntemler her zaman en iyi yöntemler olmamakla birlikte oldukça geniş 

işaret sınıflarında denenmiş ve kanıtlanmış olması bakımından önemlidir.  

Literatürde periodogram düzgünleştirmesi ile ilgili daha fazla yöntem sunulmakla 

birlikte bu yöntemler sadece sınırlı işaret sınıfları için uygun sonuçlar vermektedir. 

Marple [12] FFT temeline dayanan yöntem olarak 2-B periodogram analizleri 

yapmıştır [1]. Sandgren ve Stoica [13],  standart 2-B periodogramdan farklı olarak 

önerilen düşük varyanslı periodogram kestiriminde, kritik ve karar verilmesi zor olan 

tasarım parametreleri için spektrum kestirimcisini ortaya koymuştur. Önerilen 

spektrum kestirimcisi sayesinde yüksek varyanslı standart 2-B periodogram yerine 

daha düşük varyanslı düzgünleştirilmiş 2-B periodogram elde edilmiştir.  

Özilişki yöntemi, sürece ait özilinti dizilerinin kestirimini ve bu özilinti dizilerinin 

Fourier dönüşümünü alarak sürecin güç spektrum kestirimini bulmayı 

amaçlamaktadır [11]. Blackman ve Tukey [14] 1958’de 1-B ayrık-zaman özilişki 

yöntemini üzerine oldukça yoğun çalışmalar yapmış ve öneriler getirmişlerdir. 2-B 

özilişki yöntemi 1-B özilişki yönteminin doğrudan 2-B işaretler üzerinde 

uygulanması ile elde edilmiştir. 2-B özilişki yöntemi de 1-B özilişki yönteminde 
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olduğu gibi veriyi sınırlamak ya da kesmek için pencere fonksiyonları 

kullanmaktadır. Fakat literatürde 2-B pencere fonksiyonu çok fazla yoktur. 

Dolayısıyla 2-B pencere fonksiyonları 1-B pencere fonksiyonlarının çarpımları 

sonucu elde edilirler. 1972 yılında Huang [15] 2-B dikdörtgensel pencere yerine 

dairesel pencere fonksiyonları üzerine çalışmıştır [1].  

2-B klasik spektrum kestirim yöntemlerinde ayrık-zaman Fourier dönüşümleri 

kullanılmıştır. Aynı sonuçlara, 2-B işaretin önce satırlarının sonra da sütunlarının 

ayrık-zaman Fourier dönüşümleri alındığında da ulaşılmaktadır. 2-B işaretin satır 

veya sütun vektörlerinin aynı uzunlukta olmaması durumunda bu vektörlerden 

birinin ayrık-zaman Fourier dönüşümü yerine 1-B yüksek çözünürlüklü spektrum 

kestirim tekniklerinden biri uygulanarak yeni 2-B hibrit spektrum kestirim 

fonksiyonu geliştirilebilmektedir [1]. 1979’da Joyce [16]  1-B FFT ve 1-B kompleks 

Burg algoritmasına dayanan 2-B spektrum kestirim fonksiyonu tanımlamıştır. 

Bununla birlikte, 2-B klasik spektrum kestirim yöntemlerinin çözünürlüğünü 

artırmaya yönelik olarak bir diğer yaklaşım da orijinal 2-B veri dizisini doğrusal 

kestirim yöntemleri kullanarak genişletmektir. Çünkü klasik yöntemler sınırlı veri 

dizileri için düşük çözünürlüklü kestirimler ortaya çıkartmaktadır. Klasik yöntemler 

genişletilmiş diziye uygulanarak daha yüksek çözünürlükte spektrum kestirimi elde 

edilebilmiştir. 1979’da Pendrel [17], 1980’de Frost [18], 1981’de Ulrych ve Walker 

[19] ve 1982’de Frey [20] veri dizilerinin her iki boyutta da genişlemesini sağlayan 

2-B çeyrek-düzlem (ÇD) doğrusal kestirim yöntemleri önermişlerdir [1]. 

1-B rastlantı süreçlerinde olduğu gibi 2-B rastlantı süreçlerinde kullanılan parametrik 

yöntemlerde de amaç klasik kestirim yöntemlerine göre daha iyi kestirim 

performanslarını yakalamaktır. Parametrik yöntemler, durağan rastlantı sürecinin 

temel olarak bir takım parametrelerle tanımlanabileceğini varsayar. Sürece uygun bir 

parametrenin spektrum kestirim yöntemine dahil edilmesi daha yüksek çözünürlükte 

ve doğrulukta spektrum kestirimi elde edilmesini sağlamaktadır. Bu yaklaşımda 

çoğunlukla AR, MA, ARMA ve harmonik modeller kullanılmaktadır. Parametrik 

yaklaşımda amaç, sürece uygun bir model belirlendikten sonra süreci tanımlayan 

parametrelerin eldeki veriden kestirilmesi ve bu parametrelerden spektrum 

kestirimine gidilmesidir [7], [21].  

2-B doğrusal zamanla değişmeyen (DZD) bir filtrenin giriş süreci, özilinti dizisi  

),(),( lklkr www δρ=  olan beyaz Gauss gürültüsü olsun.  
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2-B doğrusal filtrenin transfer fonksiyonu;  

),(
),(

),(
21

21
21 ffA

ffBffH =             (1.2) 

olmak üzere bu filtrenin çıkışı 2-B ARMA süreci olarak tanımlanmaktadır. (.)δ  

Dirac fonksiyonunu göstermektedir. Buradan, 2-B ARMA güç spektrum yoğunluk 

fonksiyonu 

2

21

212
2121 ),(

),(
),(),(

ffA
ffBffHffP wwARMA ρρ ==       (1.3) 

olarak yazılabilmektedir. (1.3) ifadesinde yer alan ),( 21 ffB  ve ),( 21 ffA  parametre 

dizileri sırasıyla MA ve AR parametre dizileri olup (1.4a) ve (1.4b) ifadelerinde 

belirtilmişlerdir.  

∑∑ +−=
m n

nfmfjnmbffB )](exp[),(),( 2121 2π       (1.4a) 

∑∑ +−=
m n

nfmfjnmaffA )](exp[),(),( 2121 2π       (1.4b) 

m  ve n ,  AR parametre dizisi indisleri olup bu indislerin aralığı ilgilenilen destek 

bölgesine bağlıdır. 1),( 21 =ffB  olması durumunda süreç 2-B AR süreci ve 

1),( 21 =ffA  olması durumunda da süreç 2-B MA süreci olarak ifade edilmektedir. 

2-B AR modeli, 2-B ARMA ve 2-B MA modellerine göre pratikte daha çok 

kullanılmaktadır. 2-B AR modeli, işaretin ),( lk  noktasındaki değeri ile daha önceki 

değerleri arasında doğrusal bir ilişki kurması bakımından önemlidir. 2-B AR ),( nmx  

dizisi, 2-B DZD filtrenin girişinin 2-B beyaz Gauss gürültüsü ile sürülmesiyle 

üretilmektedir. İlişki (1.5) eşitliği ile gösterilmiştir. 

 ∑∑ +−−−=
m n

jinjmixnmajix ),(),(),(),( η       (1.5) 

(1.3) eşitliği kullanılarak, 2-B AR güç spektrum yoğunluk fonksiyonu; 
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ifadesi ile verilmektedir. 
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2-B AR modellemede destek bölgesinin seçimi önemli bir konudur. Destek bölgesi, 

modelde kullanılan kestirim filtresinin impuls cevabının tanımlı olduğu bölgedir. 

Filtrenin impuls cevabı destek bölgesi dışında sıfırdır. 2-B AR modellemede ÇD 

destek bölgelerinin yanı sıra yarı nedensel ve nedensel olmayan destek bölgeleri de 

kullanılmaktadır. Bu çalışmada nedensel destek bölgeleri ile ilgilenilmektedir. ÇD 

destek bölgelerinin yanı sıra simetrik olmayan yarı düzlem destek bölgeleri de 

tanımlanabilmektedir [1].   

2-B ),( nmx  dizisinin doğrusal kestirim ifadesi 

∑∑ −−−=
m n

njmixnmajix ),(),(),(̂           (1.7) 

ile verilmektedir. Burada ),( nma , 2-B doğrusal kestirim katsayıları olarak 

adlandırılır. Doğrusal kestirim katsayıları nedensel destek bölgesi için kestirim 

hatasının varyansını en aza indirmektedir. 

}),(̂),({
2nmxnmxEDK −=ρ            (1.8) 

Pendrel [17] , Jain [22], Jain ve Ranganath [23] 2-B spektrum kestiriminde 

kullanılmak üzere yarı nedensel ve nedensel olmayan destek bölgeleri için 2-B 

doğrusal kestirim filtreleri üzerine çalışmalar yapmışlardır. 

(1.5) eşitliği ),(* lnkmx −−  ile çarpılıp beklenen değeri alınırsa 2-B Yule-Walker 

denklemleri elde edilmektedir. 
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Yule-Walker denklemleri, 2-B AR parametreleri ile 2-B özilinti dizileri ( ),( lkrxx ) 

arasındaki ilişkinin doğrusal denklem takımlarıyla ifade edilebileceğini 

göstermektedir. Yule-Walker denklemlerinin matrislerle gösterimi ve 2-B AR 

parametrelerinin hesaplanma yöntemi Bölüm 2’de verilmiştir. 

Klasik spektrum kestirim yöntemleri uzunluğu sınırlandırılmış veri örnek 

dizilerinden özilinti dizisi kestirimi yapmaktadır. Bu nedenle örnek sınırları dışında 

özilinti değerleri sıfır olarak alınmaktadır. Birçok işaretin özilinti dizisinin veri örnek 

sınırları dışında sıfır olmaması böyle bir sınırlandırmanın düşük çözünürlüklü 

spektrum kestirimi ortaya koymasına neden olmaktadır. 2-B Maksimum Entropi 
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(ME) yöntemi, özilinti dizisini klasik yöntemlerin aksine belirli bir uzunlukta 

sınırlamayıp, sınır değerleri dışına genişletmektedir. Yöntem genişletme yaparken, 

sürecin güç spektrumunun taşıdığı entropinin maksimum olmasını temel almakta ve 

entropi tanımını kullanarak güç spektrumundan genişletilmiş özilinti dizisi elde 

etmektedir [21].  

Jain ve Ranganath [23], özilinti dizilerinin bilinen değerlerinin tekdüze ÇD destek 

bölgesi üzerinde olması durumunda 2-B ME yönteminin nedensel olmayan 2-B 

doğrusal kestirim spektrum fonksiyonuyla aynı yapıda olacağını göstermiştir. 
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Malik ve Lim [2], [24], Wernecke [25], Lang ve McClellan [26], Lang ve Marzetta 

[27] ve Sharma ve Chellappa [28] 2-B ME yönteminde karşılaşılan yakınsama ve 

doğrusal olmayan optimizasyon problemleriyle ilgili çalışmalar yapmışlardır. 

Dickinson [29] 1-B ME yönteminin aksine 2-B ME yönteminde özilinti dizisinin her 

zaman pozitif tanımlı özilinti dizisine genişletilemeyeceğini göstermiştir [1]. 

Klasik yöntemlerin spektrum kestirim performansının veri dizisi uzunluğuna bağlı 

olmasından dolayı Capon [30] Minimum Varyans (MV) spektrum kestirim tekniğini 

sunmuştur. MV tekniğinde spektrum kestirimi, tüm sürecin darbant bant-geçiren 

filtre bankasıyla filtrelenmesiyle elde edilmektedir. 2-B parametrik yöntemlerden 

farklı olarak 2-B MV yöntemi tekdüze-örneklenmiş özilinti dizilerini kullanmak 

zorunda değildir [1], [21].  

1. ÇD destek bölgesi içindeki özilinti noktaları bilinirse 2-B MV kestirimi 

),(),(
1),(

21
1

21
21 ffff

ffP HMV SRS −=         (1.11) 

ifadesi ile yazılabilmektedir. Burada ),( 21 ffS  vektörü 2-B kompleks işaret vektörü, 
1−R  ise sürece ait özilinti matrisinin tersidir [1].  Dowla ve Lim [31] 1. ÇD destek 

bölgesi için 2-B MV yöntemi ile 2-B AR yöntemleri arasındaki ilişkiyi ortaya 

koymuşlardır. Kestirim için uygun bir özilinti matrisinin elde edilebilmesinde yeterli 

verinin olmadığı durumlarda 2-B MV yönteminde meydana gelen problemler [32]’de 

belirtilmiştir.  



 7

Gürültü içindeki sinüzoidal işaretler harmonik model ile tanımlanmaktadır. 

Kompleks işaretlerin geniş uygulama alanları bulması ve bu konunun literatürde ilgi 

görmesi bu işaretlerin frekans kestirim analizlerinin yapılmasını sağlamıştır. Bu tez 

kapsamında ilgilenilen işaret modeli kompleks işaret modeli olup sınırlı veriye sahip 

2-B kompleks işaretlerin frekans kestirimleri incelenmektedir.  

Yüksek çözünürlüklü spektrum kestirim yöntemleri işaretin harmonik yapıda 

olduğunu göz önünde bulundurur. Yüksek çözünürlüklü spektrum kestirim 

yöntemleri gözlem uzayının işaret ve gürültü alt uzaylarından oluştukları ve bu iki alt 

uzayın da birbirlerine dik oldukları temeline dayanır. Alt uzay ayrışımı ya da 

özayrışım yaklaşımı spektrum kestiriminin daha doğru ve yüksek çözünürlükle 

yapılmasını sağlamıştır. Kumaresan ve Tufts [33] 1-B işaretlerin frekanslarının 

kestiriminde özilinti matrisinin özayrışımının klasik kestirim yöntemlerine göre daha 

iyi sonuçlar verdiğini göstermiştir. 

Özayrışım yöntemini ilk kullanan 1973 yılında Pisarenko [34] olmuştur. Daehoon ve 

Winser [35] orijinal Pisarenko yöntemine göre daha az işlemsel karmaşıklıkla daha 

hızlı yakınsayan ve yansız spektrum kestirimi sunan yöntemini sunmuştur. 2-B 

MUSIC, 2-B kök-MUSIC (root-MUSIC), 2-B Özvektör (EV) ve 2-B ESPRIT 

yöntemleri özayrışım yaklaşımını kullanan diğer yüksek çözünürlüklü spektrum 

kestirim yöntemleridir.  

1-B MUSIC yöntemi 1979’da Schmidt [36] ve 1-B EV yöntemi 1982’de Johnson 

[37] tarafından önerilmişlerdir. Johnson ve DeGraaf  [38] EV yönteminde ters 

özdeğer ağırlıklandırma kullanılmasının MUSIC yöntemine göre daha az sahte 

frekans tepecikleri oluşturduğunu göstermiştir. Bao ve Wang [39] işlemsel hesap 

yükünü azaltan yeni 2-B MUSIC yaklaşımını ortaya koymuşlardır.  

1-B ESPRIT yöntemi ilk olarak 1986 da Roy [40]  tarafından önerilmiştir. Yönteme 

daha sonra 1989’da Roy ve Kailath [41] katkılar yaparak daha çok tercih edilen yeni 

bir ESPRIT yaklaşımı ortaya çıkarmışlardır. Fei ve diğerleri [42], üzerine gürültü 

eklenmiş 2-B MA veri dizisinden frekansların kestirimi için 2-B ESPRIT tipi bir 

yaklaşım ortaya koymuşlardır.  

Kompleks işaretlerin frekanslarının yüksek çözünürlük ve doğrulukla kestiriminde 

hem doğrusal kestirim hem de özilinti matrisinin özayrışımından yararlanan yeni bir 

yaklaşım Rouquette ve diğerleri [43] tarafından önerilmiştir. Rouquette,  Alata [44] 
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tarafından sunulan HMHV (Harmonic Mean Horizontal and Vertical) çoklu-kanal 

yöntemini geliştirerek 2-B sınırlı veriye sahip kompleks işaretlerin frekanslarının 

kestirimine uygulamıştır. Bu yaklaşımda, standart ÇD destek bölgelerinin 

değiştirilmiş biçimleriyle tanımlanan yeni destek bölgeleri kullanılmaktadır. Bu 

çoklu modeller çoklu-kanal yaklaşımıyla spektrum kestiriminin iyileştirilmesi 

amacıyla geliştirilmiştir. Alata HMHV yönteminde, 2-B düzlemde yatayda 2-B ileri 

çoklu-kanal 1. ÇD destek bölgesi taramalarıyla elde edilen spektrum kestirimini 

düşeyde 2-B ileri çoklu-kanal 2. ÇD destek bölgesi taramalarıyla elde edilen 

spektrum kestirimleriyle birleştirip harmonik ortalamalarını alarak yeni spektrum 

kestirimini ortaya çıkarmıştır. 1. ve 2. ÇD destek bölgeleri kullanılarak elde edilen 

spektrum kestirimleri asimetrik yapıda, yanlı (biased) ve çarpık biçimdedir. Bu 

problemden dolayı her iki ÇD destek bölgesi için bulunan spektrumların paralel 

toplamı alınarak simetrik ve dairesel ve yansız yapı elde edilmiştir [44]. Bu yapı 

Jackson ve Chien [45] ve Therrien ve El-Shaer [46] tarafından önerilmiştir. 

Rouquette, Alata tarafından önerilen HMHV yöntemini özilinti matrisinin 

özayrışımından faydalanarak geliştirmiştir. Özilinti matrisi eldeki sınırlı veriden 

kestirildikten sonra özayrışım yöntemiyle işaret ve gürültü alt uzayları bulunmuştur. 

Doğrusal kestirim ve özayrışım yöntemleriyle, tanımlanan yeni çoklu ÇD destek 

bölgelerinin her biri için doğrusal kestirim katsayıları elde edilerek her bir destek 

bölgesi için spektrum kestirimleri yapılmıştır. Son olarak, yatay ve düşey düzlemdeki 

destek bölgeleri için bulunan spektrum kestirimleri birleştirilip harmonik 

ortalamaları alınarak istenen frekans kestirimi elde edilmiştir.  

Bu tezin amacı, 2-B ve sınırlı veriye sahip kompleks işaretlerin yüksek çözünürlüklü 

spektrum kestirimlerini iki ÇD destek bölgeleri, çoklu ÇD destek bölgeleri ve 2-B 

MUSIC algoritmalarını kullanarak ortaya çıkarmak ve bu algoritmaların 

performanslarını etkileyen faktörleri belirleyerek en iyi kestirim için öneriler 

sunmaktır. Bu amaçla 2-B kompleks işaret yapay olarak üretilerek üzerine gürültü 

işareti eklenmiştir. Daha sonra bahsedilen spektrum kestirim algoritmaları ve farklı 

işaret parametreleri kullanılarak bu işarete ait frekans bileşenlerinin kestiriminde 

çözünürlük ve doğruluğa etki eden faktörler belirlenmiştir. 2-B MUSIC, çoklu ÇD 

destek bölgeleri ve iki ÇD destek bölgeleri algoritmaları kullanılarak elde edilen 

kestirim sonuçları karşılaştırılmıştır.  
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Bu tezde ayrıca, 2-B işaretin spektrum kestiriminde önemli rol oyanayan özilinti 

matrislerinin kestirim yöntemleri ve bu kestirimlerin işaret spektrumuna olan etkisi 

de incelenmektedir. Özilinti matrisi kestirim yöntemlerinin işaretin spektrum 

kestirimine olan etkileri, kullanılan işaret parametreleri değiştirilip uygulama çıktıları 

ile gösterilerek öneriler getirilmektedir. 

Bu tez altı ana bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giriş bölümüdür. Bölüm 2’de 

harmonik işaret modeli ve iki ÇD destek bölgeleri algoritması anlatılmış ve algoritma 

kullanılarak 2-B spektrum kestirimi uygulama sonuçları sunulmuştur. Bölüm 3’de   

2-B işaretin spektrum kestiriminde kullanılan çoklu ÇD destek bölgeleri algoritması 

anlatılmıştır. Uygulama sonuçları farklı parametreler ve iki ÇD destek bölgeleri 

algoritması ile elde edilen 2-B spektrum kestirimleri ile karşılaştırmalı olarak 

gösterilmiştir.  Bölüm 4’de, kullanılan 2-B işaretin spektrum kestirim yöntemleri için 

önemli bir parametre olan özilinti matrisinin kestirim yöntemleri anlatılmış ve bu 

yöntemler uygulama sonuçlarıyla karşılaştırılmıştır. Bölüm 5’de 2-B MUSIC 

spektrum kestirim algoritması anlatılmıştır. 2-B MUSIC ve çoklu ÇD destek 

bölgeleri algoritmalarıyla elde edilen spektrum kestirimleri uygulama sonuçlarıyla 

karşılaştırılmıştır. Bölüm 6 son bölüm olup elde edilen sonuçlar özetlenmiş ve 

gelecekte yapılabilecek geliştirmeler anlatılmıştır. 
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2 İKİ ÇEYREK DÜZLEM DESTEK BÖLGELERİ 
KULLANILARAK 2-B SPEKTRUM KESTİRİMİ 

2.1 Giriş 

2-B spektrum kestiriminde yüksek çözünürlüğün ve doğruluğun elde edilebilmesi 

daha çok işlemsel karmaşıklığı da beraberinde getirmektedir. Bu sebeple, ya eldeki 

kısıtlı veriden faydalanılmalı ya da çok düşük dereceli parametrik modellemenin 

uygulanması gerekmektedir. Spektrum kestirimi için yeterli miktarda veri olduğu 

durumda periodogram gibi Fourier dönüşümü temeline dayanan yöntemler 

kullanılabilirken pratikte yüksek çözünürlüklü spektrum kestirimi için var olan kısıtlı 

veriden faydalanma zorunluluğu doğmaktadır [47]. Bu bölümde, iki ÇD destek 

bölgeleri algoritması kullanılarak 2-B sınırlı veriye sahip kompleks işaretlerin 

spektrum kestiriminin nasıl elde edildiği anlatılmıştır. 

2.2 Kompleks İşaret Modeli 

Girişi beyaz Gauss gürültüsü olan bir DZD sistemin çıkışı olarak ifade edilebilen 

kutup-sıfır modellerinin yanı sıra, birçok önemli uygulamada kullanılan işaretler 

üzerine beyaz Gauss gürültüsü eklenmiş kompleks üstel yapıda olup bu işaretler için 

harmonik veya sinüzoidal model daha uygun olmaktadır [48].  Kompleks 2-B işaret 

modeli (2.1) ile verilmiştir. 

10
10

−≤≤
−≤≤

+=
Nn
Mm

nmnmxnmy ),(),(),( η       (2.1) 

Gürültüsüz 2-B işaret ),( nmx ; 

∑
=

++=
K

k
kkkk jnfmfjpnmx

1
212 ])(exp[),( ϕπ        (2.2) 

eşitliği ile verilmektedir. ),( nmη , σ2 varyanslı beyaz Gauss gürültüsünü ifade 

etmektedir. M  ve N  değerleri 2-B işaretin yatay ve düşey düzlemdeki örnek değeri 

aralıkları, m  ve n  ise Bölüm 1’de de bahsedildiği gibi bu aralıktaki değerleri 

gösteren aralık indisleridir. 
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Bu modelde, işaret genlik değerleri )( kp  kompleks yapıda olup  

kj
kk epp ϕ=               (2.3) 

ifadesi ile verilmektedir. Eşitliğin sağ tarafında faz değerini gösteren kϕ  rastlantı 

değişkeni [ ]ππ,−  aralığında düzgün dağılmış olup kp  ile ilintisizdir. 

kf1  ve kf 2  sırasıyla .k  işaretin 1. ve 2. normalize frekans bileşenlerini 

göstermektedir. İşaretlerin genlik ve normalize frekans değerleri rastlantı 

değişkenleri olmayıp bunlar bilinmeyen değerlerdir. Bu durumda, 2-B ),( nmy  

işaretinin güç spektrumu, ),( 21 kk ff  frekanslarındaki k  tane impuls ve ),( nmη  

gürültü işaretinin güç spektrumundan oluşmaktadır [21], [48]. 

Kompleks üstel yapıdaki işaretler deniz radarı işaret işleme ve ses işleme gibi 

uygulamalarda kullanılmaktadır. [7]’de gösterildiği gibi işaretin kompleks yapıda 

seçilmesinin sebebi, alınan gerçek değerli işaretin kompleks değerli biçiminin 

işlenmesinin daha az frekans yanlılığı/yanıltıcılığı (bias) ve varyans açısından önemli 

avantajlar sağlamasıdır. Gürültüye gömülmüş kompleks üstel işaretlerde ilgilenilen 

parametre işaretlerin frekanslarıdır. Bu sebeple, işaretlerin spektrum kestiriminde 

amaç güç spektrumundan ziyade frekansların kestirilmesidir. Örneğin, deniz radarı 

işaretinde frekans bileşeni, konum açısı veya hız bilgisini taşıyabilirken, ses işlemede 

formant frekans (titreşen bir fiziksel sistemin temel öz titreşme frekansı) değerlerine 

karşılık düşebilir [21], [45], [48].  

Bölüm 1’de anlatılan parametrik ve parametrik olmayan yöntemlerle kompleks 

işaretlerin frekanslarını işaret spektrumundaki tepeciklerden kestirmek mümkün 

olmakla birlikte, bu yaklaşım sürecin temelinde var olan gürültü içindeki kompleks 

işaret modelinden tam olarak faydalanamamaktadır. Bu sebeple, bu tezde bir sürecin 

bilinen parametrelerini hesaba katarak frekans kestirimi yapan yöntemler 

incelenmektedir. Bölüm 3 ve Bölüm 5’de bahsedilen yöntemler, özilinti matrisinin 

işaret ve gürültü alt uzaylarına ayrışımı temeline dayanmakta olup alt uzaylar 

belirlendikten sonra uygun frekans kestirim fonksiyonları kullanılarak frekans 

kestirimleri ortaya çıkarılmaktadır [21], [48]. 
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2.3 2-B Doğrusal Kestirim Yöntemi 

2-B doğrusal kestirim yöntemi, 1-B doğrusal kestirim yönteminden yola çıkılarak 

ortaya konulmuştur. Doğrusal kestirim yöntemi tüm-kutup işaret modellemeye 

eşittir. Tüm-kutup modelleri birçok farklı uygulama için farklı tipteki işaretlerin 

oldukça doğru bir biçimde temsil edilmesi bakımından önemli bir yere sahiptir. Ses 

işleme gibi bazı uygulamalarda, işaretin üretildiği fiziksel süreç tüm-kutup AR model 

ile sonuçlanmaktadır. Tüm-kutup modelinin önemini gösteren bir diğer nokta da, 

Prony tüm-kutup normal denklemlerinin özel yapısı ile tüm-kutup parametrelerinin 

hızlı ve etkin bir biçimde bulunmasını sağlamasıdır [21]. 

2-B tüm-kutup modelleme 1-B tüm-kutup modellemenin iki boyuta genişletilmesidir. 

2-B tüm-kutup modeli bir rastlantı sürecini, girişi 2σ  varyanslı beyaz Gauss 

gürültüsü olan filtrenin çıkışı olarak ele alır [32]. Kullanılan filtre, algoritma basitliği 

sağlamasından dolayı özyineli (rekürsif) hesaplanabilir IIR filtre olarak 

düşünülmüştür [6].  Süreç, Şekil 2-1’de gösterilmektedir.  

 

  

 

     ),( nmη                                  ),( nmy  

 

 

 

Şekil 2-1:  2-B özbağlanımlı rastlantı süreci 

 

2-B tüm-kutup modellemede Ω∈),( nm  olmak üzere ),( nma  katsayıları doğrusal 

kestirim katsayıları olup katsayılar ),( nmy  çıkış işaretinden kestirilebilmektedir. Ω , 

kestirim filtresinin impuls cevabının tanımlı olduğu destek bölgesidir. 

DZD bir sistemin girişi ),( nmx  ve çıkışı ),( nmy  rastlantı süreçleri olmak üzere, 

sisteme ait giriş-çıkış güç spektrum ifadesi 

2
212121 ),(),(),( ffHffPffP XY =          (2.4) 

olarak verilmektedir. 
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Şekil 2-1’le gösterilen süreçte, giriş rastlantı sürecinin 2σ  genlikli sabit güç 

spektrumuna sahip olması dolayısıyla 2-B sürecin güç spektrumu 

2
21

2
2

21
),(

)0,0(
),(

ffH

b
ffP

Ω

Ω = σ            (2.5) 

olarak ifade edilebilmektedir. (2.5) eşitliğindeki sürece ait filtrenin frekans cevabı 

∑∑
Ω∈

−−
Ω +=

),(

),(),(
nm

nfjmfj eenmaffH 21 22
21 1 ππ        (2.6) 

ile verilmektedir [6]. (2.5) ifadesi ile belirtilen kestirimin doğruluğu model 

parametrelerinin ne kadar doğru kestirildiğine ve işaretin üretildiği süreci ne derece 

doğru temsil ettiğine bağlıdır. Örneğin, (2.5) ifadesinin MA sürecine uygulanması 

durumunda düşük çözünürlükte kestirim elde edileceği açıktır.    

),( nma  katsayılarının kestirimi için sistem, (2.7)’de verilen fark denklemleriyle 

ifade edilebilmektedir. 

),(),(),(),(
),(

nmqnpmyqpanmy
qp

η+−−−= ∑∑
Ω∈

     (2.7) 

),(),( 00≠qp  olmak üzere (2.7)’de verilen eşitliğin sağ tarafında bulunan;  

),(),(),(̂
),(

qnpmyqpanmy
qp

−−−= ∑∑
Ω∈

       (2.8) 

eşitliği doğrusal kestirim filtresi olarak adlandırılır. ),(̂ nmy , kullanılan Ω  ÇD destek 

bölgesi içindeki noktalardan kestirilen işaret değerleridir [5], [6], [43]. Gerçek işaret 

değeri ),( nmy  ile kestirilen işaret ),(ˆ nmy  arasındaki fark doğrusal kestirim hatası 

olup 

 ),(ˆ),(),( nmynmynme −=            (2.9) 

ile ifade edilir [44]. Tüm-kutup modelinde amaç ),( nme  doğrusal kestirim 

hatalarının karesel toplamını minimum yapan tüm-kutup parametrelerin 

kestirilmesidir. 

∑∑
= =
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2),(ε             (2.10) 



 15

(2.7) eşitliğinin özyineli hesaplanabilir olması şartıyla ),( nmy  işaret değerleri, uygun 

sınır değerleri için her zaman önceden hesaplanan değerlerden bulunabilir. (2.7) 

eşitliğinin her iki tarafı ),(* lnkmy −−  ile çarpılır ve beklenen değeri alınırsa; 

)),(),((),(),(),( *

),(

lnkmynmEqlpkrqpalkr y
qp

y −−+−−−= ∑∑
Ω∈

η   (2.11) 

eşitliği elde edilir. ),(* lnkmy −−  ifadesi, ),( nmy  noktalarına göre önceden 

hesaplanan değerleri göstermek üzere ),( lk  noktaları seçilirse, ),(* lnkmy −−  

değeri  ),( nmη  ile ilişkisiz olur. ),( nmη  gürültü işareti sıfır ortalamalı olmak üzere 

(2.11) eşitliği 

),(),(),(
),(

qlpkrqpalkr y
qp

y −−−= ∑∑
Ω∈

        (2.12) 

eşitliğine indirgenir. (2.12) eşitliği tüm-kutup normal denklemleri olarak 

adlandırılmaktadır [6], [21].  

(2.12) eşitliği ),( nma  doğrusal kestirim katsayıları için doğrusal denklem kümesidir. 

),( nma  katsayıları bulunarak )0,0(),( =lk  için (2.11) eşitliğinden faydalanılarak 2σ  

değeri hesaplanabilir. )),(),(( * lnkmynmE −−η  değeri  )0,0(),( =lk  için 2σ ’dir. 

(2.13) ifadesi Yule-Walker denklemleri olarak adlandırılır [1], [6].  

⎩
⎨
⎧ =

=−−∑∑
Ω∈ diğer0

002 ),(),(
),(),(

),(

lk
qlpkrqpa y

qp

σ       (2.13) 

(2.12) ifadesi özyineli hesaplanabilirlik varsayımına dayanmaktadır ve ifade Ω  

destek bölgesinin şeklini de sınırlamaktadır. Özyinesiz hesaplanabilir sistemler için 

),( nma  kestirimi doğrusal olmayan yöntemlerle elde edilebilir. Bu sebeple, (2.11) 

ifadesi bazen herhangi bir şekle sahip Ω  destek bölgesi için kullanılabilmektedir. 

 (2.12) denkleminin ),( nma  katsayıları için doğrusal denklem kümesi olarak 

belirtilebilmesi için ),( lkry  ve ),( qlpkry −−  değerlerinin bilinmesi gerekmektedir. 

),( nma  katsayılarının kestirimi için ),( lk  değerlerine bağlı olarak birbirinden farklı 

birçok ),( nmry  korelasyon noktası kümesi bulunmaktadır. ),( lk  noktaları Ω∈),( lk  

olacak şekilde seçilmektedir. Karakteristik destek bölgelerinden biri olan 1. ÇD 

destek bölgesi 1Ω  ile gösterilsin [6], [43]. 1Ω  destek bölgesi ve ),( nm  noktaları için 
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bilinmesi gereken ),( nmry  değerlerini kapsayan bölgeler sırasıyla Şekil 2-2 ve   

Şekil 2-3’de gösterilmiştir. P  ve Q  değerleri kullanılan doğrusal kestirim filtresinin 

boyutlarıdır. Şekil 2-2’de içi dolu dikdörtgen ile gösterilen )0,0(  noktası kestirimi 

yapılacak olan noktayı göstermektedir. 

 

 
Şekil 2-2:  1. ÇD destek bölgesi 

 

    

Şekil 2-3: Doğrusal kestirim katsayıları için korelasyon noktaları 

 

(2.11) eşitliğinden faydalanılarak, 

),(),(),(),(),(
),(

lkbqlpkrqpalkr y
qp

y δσ 22 00=−−+ ∑∑
Ω∈

     (2.14) 

ifadesi yazılabilir [21]. 1. ÇD destek bölgesi için bulunacak 1a  katsayı vektörü (2.15) 

ile verilen normal denklemi için çözüm oluşturacaktır.  

11 eRa =                (2.15) 

(2.15) ifadesinde verilen 2-B işaretin blok-Toeplitz yapıdaki özilinti matrisi (R ) 

(2.16)’da gösterilmiştir. R  matrisi PQPQ x  boyutundadır. 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
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         (2.16) 

R  matrisi her bir elemanı Toeplitz matris olan )(iR alt matrislerinden oluşmaktadır.  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

+−
+−−

=
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201
110

irQirQir

Qiririr
Qiririr

i

L

MOMM

L

L

R        (2.17) 

)(iR  matrisinin elemanları ( ),( qpr ), (2.18)’de tanımlanmıştır. 

),(),( * qprqpr −−=                     

),()](exp[

)},(),({ *

qpqfpfjp

qnpmynmyE

kk

K

k
k δσπ 2

21
1

2 2 ++=

−−=

∑
=

  (2.18) 

1a  ve 1e  vektörlerinde (1) indisi sırasıyla, doğrusal kestirim katsayılarının ve 

doğrusal kestirim hatasının 1. ÇD destek bölgesine ait olduğunu göstermektedir [43]. 

(2.14) ile verilen normal denklemleri (2.19)’da gösterilen biçimiyle de gösterilebilir. 
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⎥
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

+−

+−−

0

0
1

a

a
a

RRR

RRR
RRR

MM

L

MOMM

L

L

22

1

1

1

)0()2()1(

)2()0()1(

)1()1()0(

)0,0(

)1(

)1(
)0(

b

PPP

P

P

σ    (2.19) 

(2.19) eşitliğinin sağ tarafında bulunan P  elemanlı T][ 001 L  matrisinin her 

bir elemanı Q  elemanlı alt matrislerden oluşmaktadır. T][ 001 L  matrisinde 
T][ 001 L=1  olup matrisin birinci elemanı 1, geriye kalan 1−Q  eleman 

sıfırdır.  

1...,1,0 −= Pi  olmak üzere 1a   vektörü her bir elemanı 1xQ ’lik sütun vektörü olan  

P  elemandan oluşmaktadır. T(.)  operatörü matris ve vektörlerin evrik operatörüdür. 

1a  katsayı vektörü (2.20) ve (2.21)’de gösterilmiş olup tanımı gereği 1)1(
0,0 =a  

alınmaktadır [21], [43].  
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TQiaiaiai ])1,()1,()0,([)( 1111 −= La       (2.20) 

T
QPPQ aaaa ][ )1(

1,1
)1(

0,1
)1(

1,0
)1(
0,01 −−−−= LLLa         (2.21) 

(2.19) eşitliğinden ve  ),(),( * lkrlkr −−=  özelliğinden minimum modelleme hatası 

veya doğrusal kestirim hatası olarak adlandırılan 2
eσ  değeri 

∑∑
−

=

−

=

=
1

0

1

0

2
1

P

i

Q

k
ekirkia σ),(),(            (2.22) 

ile verilmektedir [21]. Bu eşitlik )0,0(),( =lk  için (2.14)’de verilen eşitliğin sağ 

tarafındaki 22 )0,0(bσ değerine eşittir. 

222 )0,0(be σσ =             (2.23) 

1e  vektörünün ilk elemanı kestirim hatasının varyansını göstermektedir. Vektör 

1xPQ  lik sütun vektörü olup ilk elemanı dışında geriye kalan 1−PQ  elemanı 

sıfırdır. Vektör (2.24)’de gösterilmiştir. 

T
e ]00[ 2

1 Lσ=e             (2.24) 

Sonuç olarak, (2.15) ile verilen normal denklemleri 
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⎥
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    (2.25) 

biçiminde gösterilebilir. (2.25) eşitliğinin sağ tarafında bulunan P  elemanlı 
T

e ][ 2 00σ L  matrisinin her bir elemanı Q  elemanlı alt matrislerden 

oluşmaktadır. T
e ][ 2 00σ L  matrisinde T

ee σ ]00[ 22 L=σ  olup matrisin 

birinci elemanı 2
eσ , geriye kalan 1−Q  elemanı sıfırdır.  

2.3.1 Doğrusal Kestirim Katsayılarının Hesaplanması 

2.3.1.1 1. ÇD Destek Bölgesi Doğrusal Kestirim Katsayıları 

 (2.15) denkleminden faydalanılarak 1a  katsayı vektörü için çözüm, 

1
1

1 eRa −=               (2.26) 
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olarak yazılabilir. (2.26) eşitliğinde kullanılan özilinti matrisinin (R ) eldeki veriden 

kestirilebilmesi gerekmektedir. Kestirim yöntemleri Bölüm 4’de anlatılmaktadır. Bu 

yöntemlerden birinin uygulanması sonucunda özilinti matrisi elde edilebilmektedir. 

Kestirimi yapılan özilinti matrisi R̂  ile gösterilmiştir. Buradan R̂  matrisinin tersi 

kolaylıkla elde edilebilir.  

R̂  matrisinin tersi ( -1R̂ ),  (2.27)’de gösterildiği gibi IΦΦ =−1  ifadesini sağlayacak 

şekilde xxΦ  alt matrisleriyle ifade edilebilir. 
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⎥
⎥
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          (2.27) 

Φ  alt matrisleri (2.28) ifadesinde gösterilmiştir.  
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MOMM
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L

Φ      (2.28) 

α  ve β  , Φ  matrisinin indisleridir. (2.26) eşitliği kullanılarak 1a  katsayı vektörü, 

T
Peee Q ])0,1()0,1()0,0([ 0,1

2
0,0

2
0,0

2
1 −= −φσφσφσ La    (2.29) 

biçiminde yazılabilir. 1)1(
0,0 =a  olduğu için, 

)0,0(
1

0,0

2

φ
σ =e              (2.30) 

eşitliği ile elde edilir [32]. 2
eσ  doğrusal kestirim hatası bulunduktan sonra 1a  

doğrusal kestirim katsayıları kolaylıkla elde edilmektedir.  

2.3.1.2 2. ÇD Destek Bölgesi Doğrusal Kestirim Katsayıları  

Spektrum kestiriminde 2. çeyrek düzlem, doğrusal kestirim katsayıları için destek 

bölgesi olarak kullanılırsa 1a  katsayı vektöründen farklı olarak 2a  katsayı vektörü 

elde edilmektedir. 2. ÇD destek bölgesi 2Ω  ile ifade edilerek Şekil 2-4’de 

gösterilmiştir. Şekil 2-4’de içi dolu dikdörtgen ile gösterilen )0,0(  noktası kestirimi 

yapılacak olan noktayı göstermektedir. 
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Şekil 2-4:  2. ÇD destek bölgesi 

 

(2.15) eşitliği 2. ÇD destek bölgesi için de geçerlidir fakat katsayı vektörü artık 

2a vektörüdür. 2a  vektörünün Q . elemanı 1 olduğu için ( 1)1(
,0 =Qa )  1e  vektörünün 

Q . elemanı 2
eσ  olacak şekilde yeniden düzenlenmelidir. Bu durumda 2a  vektörü 

için çözüm 

2
1

2 eRa −=               (2.31) 

olarak ifade edilir. (2.31) eşitliği kullanılarak 2a  katsayı vektörü 

T
Peee QQQQ ])1,1()1,1()1,0([ 0,1

2
0,0

2
0,0

2
2 −−−−= −φσφσφσ La   (2.32) 

biçiminde yazılabilir.  1)2(
0,0 =a  olduğu için 2

eσ  terimi, 

)1,1(
1

0,0

2

−−
=

QQe φ
σ             (2.33) 

eşitliği ile elde edilir [32]. 2. ÇD destek bölgesi için 2
eσ  doğrusal kestirim hatası 

bulunduktan sonra 2a  doğrusal kestirim katsayıları elde edilmektedir.  

2.3.2 İki ÇD Destek Bölgeleri Algoritması ve 2-B Spektrum Fonksiyonu 

(2.5) eşitliğinden faydalanılarak, 1Ω  ÇD destek bölgesi içindeki 2-B AR 

parametreleri için 2-B spektrum kestirimi, 

2

21

2

),(
1

1

ffH
P e

Ω

Ω

σ
=             (2.34) 
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ile ifade edilebilir. (2.34) eşitliğinde ∑∑
Ω∈

−−
Ω +=

),(

),(),(
nm

nfjmfj eenmaffH 21

1

22
21 1 ππ  

olmak üzere, kompleks işaretin frekans kestirim fonksiyonu (2.35)’de gösterildiği 

gibi yazılabilir [43], [44]. 

),(),(
),(

211121

2

211 ffff
ffP HH

e

SaaS
σ

=Ω        (2.35) 

),( 21 ffS  vektörü iki-boyutlu işaret vektörü olup (2.36) ve (2.37) ifadeleriyle 

gösterilmektedir [1]. 

T
P ffffffff )],(),(),([),( 21121121021 −= sssS L       (2.36) 

T
k Qfjfjkfjff ))]1(2exp()2exp(1)[2exp(),( 22121 −= πππ Ls    (2.37) 

Her bir ),( 21 ffks  vektörü Q  elemandan oluşmakta olup S  vektörü (2.38)’de 

gösterilmiştir. 

TQfPfjPfjQfj eee ]1[ )1()1((2)1(2)1(2 2112 −+−−−= πππ LLLS      (2.38) 

Benzer şekilde 2Ω  ÇD destek bölgesi için 2-B spektrum kestirimi, 

2

21

2

),(
2

2

ffH
P e

Ω

Ω

σ
=             (2.39) 

olarak ifade edilebilir. 1Ω  destek bölgesi için (2.35) ile verilen spektrum kestirim 

fonksiyonu 2Ω  destek bölgesi için de aynıdır. Fakat fonksiyonda kullanılacak AR 

parametreleri 2Ω  ÇD destek bölgesi AR parametreleridir. 

Tek ÇD destek bölgesi kullanılması sonucunda elde edilen spektrum kestiriminin 

oldukça düşük çözünürlüğe sahip olmasından dolayı, birden fazla ÇD destek 

bölgeleri ile elde edilen değişik spektrum kestirimlerinin birleştirilmesi sonucu daha 

yüksek çözünürlüklü ve simetrik yapıya ulaşılmıştır [45], [46]. İki ÇD destek 

bölgeleri kullanılarak elde edilen spektrum kestiriminde 1. ve 2. ÇD destek bölgeleri 

için bulunan ayrık spektrumlar hesaplanıp bunların harmonik ortalaması alınarak 

yüksek çözünürlüklü asıl spektrum elde edilmektedir [32], [43,45].  
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İki ÇD destek bölgeleri için bulunan spektrum kestirimlerinin harmonik ortalama 

fonksiyonu: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

ΩΩ ),(
1

),(
1

2
1

),(
1

212121 21
ffPffPffPtoplam

       (2.40) 

ile verilmektedir. 

İki ÇD destek bölgeleri kullanmak spektrum kestirimi için yeterlidir çünkü 3. ve 4. 

ÇD destek bölgeleri için katsayı vektörleri 3a  ve 4a ,  sırasıyla 1a  ve 2a  

vektörlerinin eşlenikleridir [32], [46]. 

*
13 aa =               (2.41a) 

*
24 aa =               (2.41b) 

2.4 Tek ÇD Destek Bölgesi Kullanılarak 2-B Spektrum Kestirimi 
Uygulama Sonuçları 

Tek ÇD destek bölgesi kullanılarak elde edilen 2-B spektrum kestirimi uygulama 

sonuçları 1. ve 2. ÇD destek bölgeleri için Şekil 2-5 ve Şekil 2-6’da gösterilmiştir.  

Uygulamadaki kompleks işaretlerin sayısı iki olup, frekans bileşenleri ve kullanılan 

işaretler için ilgili değerler Çizelge 2-1’de gösterilmiştir. Uygulamada kullanılan 

frekans değerleri normalize frekans değerleridir. 

 

Çizelge 2-1 : Tek ÇD destek bölgesi kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi için uygulamada 
kullanılan işaret parametreleri 

1. Frekans Değeri  kf1  0.2 0.3

2. Frekans Değeri  kf 2 0.2 0.3

Genlik değerleri     kp 1 1 

Faz değerleri          kϕ  0 0 

Örnek aralıkları   (M,N)=(15,15) 

Filtre Boyutları   (P,Q)=(6,6) 

SNR = 10dB 
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2.4.1 1. ÇD Destek Bölgesi Kullanılarak 2-B Spektrum Kestirimi Uygulama 
Sonucu 

2-B işaretin spektrum kestirimi için 1. ÇD destek bölgesi ve Çizelge 2-1 

parametreleri kullanılmıştır. Doğrusal kestirim katsayıları 1. ÇD destek bölgesi 

kullanılarak bulunmuştur. Uygulama sonucu Şekil 2-5’de gösterilmektedir.  

 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 2-5 : Çizelge 2-1 parametreleri ile 1. ÇD destek bölgesi kullanılarak 2-B spektrum kestirimi 
uygulama sonucu (a) Genlik (b) Kontur diagramı 

 

2.4.2 2.  ÇD Destek Bölgesi Kullanılarak 2-B Spektrum Kestirimi Uygulama 
Sonucu 

Çizelge 2-1’de verilen işaret parametreleri kullanılarak işaretin spektrum kestirimi 

için 2. ÇD destek bölgesi kullanılmıştır. Doğrusal kestirim katsayıları 2. ÇD destek 

bölgesi kullanılarak hesaplanmıştır.  Uygulama sonucu Şekil 2-6’da gösterilmektedir. 

 

      
          (a)                   (b) 

Şekil 2-6 : Çizelge 2-1 parametreleri ile 2. ÇD destek bölgesi kullanılarak 2-B spektrum kestirimi 
uygulama sonucu (a) Genlik (b) Kontur diagramı 
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2.5 İki ÇD Destek Bölgeleri Kullanılarak 2-B Spektrum Kestirimi 
Uygulama Sonuçları 

Çoklu ÇD destek bölgelerinin en temeli olan iki ÇD destek bölgesi kullanımının 

spektrum kestirimine etkisi ve uygulama sonucu Şekil 2-7’de gösterilmektedir. 

Kestirimdeki etkinin gözlenebilmesi amacıyla tek ÇD destek bölgesi spektrum 

kestirimi için verilen Çizelge 2-1 işaret parametreleri kullanılmıştır. 

 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 2-7 : Çizelge 2-1 parametreleri ile iki ÇD destek bölgeleri kullanılarak 2-B spektrum kestirimi 
uygulama sonucu (a) Genlik  (b) Kontur diagramı 

 

2.5.1 Gürültü Gücünün İki ÇD Destek Bölgeleri Kullanılarak Bulunan 2-B 
Spektrum Kestirimine Etkisi ve Uygulama Sonuçları 

Bu alt bölümde, Çizelge 2-1’de verilen işaret parametreleri değiştirilerek bu 

parametrelerin 2-B spektrum kestirimine etkisi incelenmektedir. Kullanılan işaret 

parametreleri Çizelge 2-2’de verilmiştir. İşaret gücünün gürültü gücüne oranı (SNR) 

2
1

2

σ

∑
==

K

k
kp

SNR               (2.42) 

ifadesi ile verilmiştir [32]. (2.42) eşitliğinde 2
kp , .k  işaretin genliğinin karesini, 2σ  

değeri ise gürültünün varyansını göstermektedir. SNR değerinin 10dB’den 0dB’e 

düşmesi durumunda gürültü bileşeninin spektrum kestirimine etkisinin olumsuz 

anlamda artacağı açıktır. SNR oranı 0dB olduğunda iki ÇD destek bölgeleri 

yardımıyla bulunan spektrumda bozulmalar meydana gelmekte ve çözünürlük 

azalmaktadır. Bu durum Şekil 2-8’de gösterilmiştir. 
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Çizelge 2-2.  Uygulamada kullanılan işaret parametreleri – SNR değişimi 

1. Frekans Değeri  kf1  0.2 0.3

2. Frekans Değeri  kf 2 0.2 0.3

Genlik değerleri     kp 1 1 

Faz değerleri          kϕ  0 0 

Örnek aralıkları   (M,N)=(15,15) 

Filtre Boyutları   (P,Q)=(6,6) 

SNR = 0dB 

 
 
 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 2-8 : İşaret-gürültü oranının iki ÇD destek bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum 
kestirimine etkisi (a) Genlik (b) Kontur diagramı 

 

2.5.2 Filtre Boyutlarının İki ÇD Destek Bölgeleri Kullanılarak Bulunan 
Spektrum Kestirimine Etkisi ve Uygulama Sonuçları 

Kullanılan doğrusal kestirim filtresi boyutlarının (P,Q) değişmesi durumunda 2-B 

spektrum çözünürlüğünde meydana gelen değişiklikler Şekil 2-9’da gösterilmiştir. 

Filtre boyutlarının azalması, elde edilecek doğrusal kestirim katsayılarının azalması 

anlamına geleceğinden kısıtlı katsayılarla elde edilecek 2-B spektrum 

çözünürlüğünün de düşük olması beklenir. 
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Çizelge 2-3.  Uygulamada kullanılan işaret parametreleri – P ve Q değişimi 

1. Frekans Değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans Değeri  kf 2 0.2 0.3 

Genlik değerleri     kp 1 1 

Faz değerleri          kϕ  0 0 

Örnek Aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre Boyutları (P,Q)=(4,4) 

SNR = 10dB 

 
 
 

      
          (a)                   (b) 

Şekil 2-9 : Doğrusal kestirim filtresi boyutlarının iki ÇD destek bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B 
spektrum kestirimine etkisi (a) Genlik (b) Kontur diagramı 

 

2.6 İki ÇD Destek Bölgeleri ve 2-B Periodogram Kullanılarak Bulunan 
2-B Spektrum Kestirimlerinin Karşılaştırılması 

2-B periodogram yöntemi, veri örnek sayısının fazla olması durumunda spektrum 

kestiriminde olumlu sonuçlar verirken, veri örnek sayısının kısıtlı olduğu durumlarda 

yüksek çözünürlük ve doğruluk açısından başarım performansı oldukça düşmektedir.  

İki ÇD destek bölgeleri ve 2-B periodogram kullanılarak bulunan spektrum 

kestirimleri için uygulama sonuçları Şekil 2-10 ve Şekil 2-11’de gösterilmektedir. İki 

ÇD destek bölgeleri algoritmasında Çizelge 2-1 parametreleri kullanılmıştır. 2-B 

periodogram yöntemi için gerekli olan veri örnek ve frekans değerleri de         

Çizelge 2-1’de verilen değerlerdir. 
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        (a)                   (b) 

Şekil 2-10 : 2-B spektrum kestirimlerinin karşılaştırılması genlik diagramı (a) İki ÇD destek bölgeleri 
kullanılarak bulunan 2-B spektrum (b) 2-B periodogram kullanılarak bulunan 2-B 
spektrum 

 
 

      
          (a)                   (b) 

Şekil 2-11: 2-B spektrum kestirimlerinin karşılaştırılması kontur diagramı (a) İki ÇD destek bölgeleri 
kullanılarak bulunan 2-B spektrum (b) 2-B periodogram kullanılarak bulunan 2-B 
spektrum 

 

Uygulama sonuçlarından da görüleceği gibi veri örnek değerlerinin )15,15(),( =NM  

olduğu durumda, 2-B spektrum kestiriminde iki ÇD destek bölgeleri kullanılması    

2-B periodogram ile elde edilen kestirime göre işaret frekanslarının çok daha yüksek 

çözünürlükte ve doğrulukta ortaya çıkmasını sağlamıştır. 2-B periodogram yöntemi 

veri örnek değerlerinin daha yüksek olduğu durumda işaret frekanslarının daha doğru 

ve yüksek çözünürlükte kestirimini yapmaktadır. 2-B işaret örnek değerlerinin 

)25,25(),( =NM  ve )50,50(),( =NM  olduğu durumlar için 2-B periodogram 

spektrum kestirimi uygulama sonuçları Şekil 2-12 ve Şekil 2-13’de sunulmuştur.   
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         (a)                   (b) 

Şekil 2-12 : Veri örnek değerleri (M,N)=(25,25) için 2-B periodogram spektrum kestirimi (a) Genlik 
(b) Kontur diagramı 

 
 

      
        (a)                    (b) 

Şekil 2-13 : Veri örnek değerleri (M,N)=(50,50) için 2-B periodogram spektrum kestirimi (a) Genlik 
(b) Kontur diagramı 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 29

3 ÇOKLU ÇEYREK DÜZLEM DESTEK BÖLGELERİ 
KULLANILARAK 2-B SPEKTRUM KESTİRİMİ 

3.1 Giriş 

2-B kompleks işaretlerin spektrum kestirimlerinde kullanılan iki ÇD destek bölgeleri 

algoritması kestirimin çözünürlüğü ve doğruluğunda önemli iyileştirmeler 

sağlamıştır. Fakat işaretin sınırlı sayıda veriye sahip olması durumda iki ÇD destek 

bölgeleri kullanılması da yüksek çözünürlüklü spektrum elde etmeyi 

zorlaştırmaktadır. Çünkü spektrum kestiriminde sınırlı verinin kullanıldığı durumda 

gerçek frekans tepelerinden başka sahte frekans tepelerinin de ortaya çıktığı 2.5 alt 

bölümünde verilen uygulama sonuçlarından da görülebilmektedir. Ayrıca, sınırlı 

veriye sahip işarete gürültünün etkisinin spektrum kestirimini nasıl etkilediği 

uygulama sonuçlarıyla gösterilmiştir. Bu problemden dolayı 2-B kompleks işaretlerin 

spektrum kestiriminde ikiden fazla çoklu ÇD destek bölgelerinden 

faydalanılmaktadır. Kullanılan algoritma 2-B doğrusal kestirim yöntemini 

kullanmakla birlikte, standart ÇD destek bölgesinden türetilen yeni ÇD destek 

bölgelerinin kullanılması temeline dayanmaktadır. Her bir destek bölgesi için 

spektrum kestirimi farklı olup, bu kestirimlerin birleştirilip harmonik ortalaması 

alınarak asıl spektrum elde edilmektedir. 

3.2 Çoklu ÇD Destek Bölgeleri için Normal Denklemleri ve 2-B 
Spektrum Kestirim Algoritması 

Çoklu-kanal yaklaşımında ileri çoklu-kanal vektörü yatay veya düşey yönde veri 

üzerinde taramalar yaparak ileri yöndeki verinin kestirimini yapmaktadır. Böylece, 

çoklu-kanal yaklaşımı 1. ve 2. ÇD destek bölgelerinden farklı olarak yeni filtreler ve 

yeni destek bölgeleri yaratmaktadır. Alata [44], HMHV yönteminde 2-B düzlemde 

tanımladığı 2-B ileri çoklu-kanal 1. ve 2. ÇD destek bölgelerini kullanarak sırasıyla 

yatayda ve düşeyde veri üzerinde taramalar yaparak her kanal için ayrık spektrum 

kestirimi elde etmiştir. Yatayda 2-B ileri çoklu-kanal 1.ÇD destek bölgesi 

taramalarıyla elde edilen spektrum kestirimini, düşeyde 2-B ileri çoklu-kanal 2. ÇD 
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destek bölgesi taramalarıyla elde edilen spektrum kestirimleriyle birleştirip harmonik 

ortalamalarını alarak yeni spektrum kestirimini ortaya çıkarmıştır. 

Yatay düzlem için çoklu ÇD destek bölgesi kümesi lH ,Ω , ( 1,...,1,0 −= Ql ) olmak 

üzere (Q  kanallı)  Şekil 3-1’de gösterilmiştir. Şekil 3-1’de içi dolu dikdörtgen ile 

gösterilen ),0( l  noktası kestirimi yapılacak olan noktayı göstermektedir. 

 

 
 

Şekil 3-1: lH ,Ω  çoklu ÇD destek bölgesi 

 

lH ,Ω  çoklu ÇD destek bölgeleri için doğrusal kestirim normal denklemleri (3.1)’de 

verilmiştir. 

HlHl eRa =                (3.1) 

(3.1) eşitliğinde R  özilinti matrisini, Hla  ve Hle  vektörleri ise sırasıyla doğrusal 

kestirim katsayıları ve doğrusal kestirim hatası vektörlerini ifade etmektedir. 

Vektörler (3.2) ve (3.3)’de gösterilmişlerdir. 

THl
QP

Hl
P

Hl
l

Hl
Hl aaaa ][ )(

1,1
)(
0,1

)(
,0

)(
0,0 −−−= LLLa          (3.2) 

T
eHl ]00[ 2
LLσ=e             (3.3) 

lH ,Ω  çoklu ÇD destek bölgesi için tanımı gereği   

1)1( )(
,0 ==+ Hl
lHl l aa              (3.4) 

alınmaktadır ve Hle  vektöründeki 2
eσ terimi, 1)1( )(

,0 ==+ Hl
lHl l aa ’e karşı düştüğü 

yerde, yani dizinin l. elemanında kendisini gösterir.  
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lH ,Ω  ÇD destek bölgesi kestirim kümesi için spektrum kestirim fonksiyonu 

(2.34)’den yola çıkılarak 

),(),(
),(

2121

2

21, ffff
ffP H

HlHl
H

e
lH SaaS

σ
=        (3.5) 

biçiminde ifade edilmektedir [43]. 

lH ,Ω  ÇD destek bölgelerine benzer olarak Şekil 3-2’de gösterilen düşey düzlem için 

lV ,Ω  ÇD destek bölgeleri tanımlanabilir. Şekil 3-2’de içi dolu dikdörtgen ile 

gösterilen )0,(l  noktası kestirimi yapılacak olan noktayı göstermektedir. 

 

 
Şekil 3-2: lV ,Ω  çoklu ÇD destek bölgesi 

 

lH ,Ω  destek bölgesi için uygulanan doğrusal kestirim yöntemi aynı şekilde lV ,Ω  

destek bölgesine ( P  kanallı ) de uygulanabilir. Bu durumda; 

1)1( )(
0, ==+ Vl

lvl lQ aa              (3.6) 

olarak alınmaktadır. Buradan, lV ,Ω  destek bölgesi için spektrum kestirim 

fonksiyonu; 

),(),(
),(

2121

2

21, ffff
ffP

VlVl
H

e
lV SaaS H

σ
=         (3.7)  

olarak ifade edilir. Sonuç olarak, lH ,Ω  ve lV ,Ω  destek bölgeleri için bulunan 

spektrum kestirim fonksiyonları birleştirilerek, 
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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+
= ∑ ∑

−

=

−

=

1

0

1

0 212121

1111 Q

l

P

l lVlHVH ffPffPQPffP ),(),(),( ,,,

     (3.8) 

 toplam spektrum kestirim fonksiyonu elde edilir [5], [43], [44]. 

3.3 Normal Denklemlerinin Özilinti Matrisinin Alt Uzay Ayrışımı 
Yöntemi ile Çözümü 

3.3.1 Giriş 
Düşük SNR değerlerinde, özbağlanımlı spektrum kestirimi veya Prony modeli, 

üzerine gürültü eklenmiş ve birbirine yakın frekans değerlerine sahip olan işaretlerin 

frekanslarının veya bu işaretlere ait darbant spektral bileşenlerinin kestiriminde 

başarılı sonuçlar ortaya koyamamaktadır. Bununla birlikte, özilinti matrisinin 

özayrışım yönteminden faydalanılarak bulunan spektrum kestirimi, bahsedilen 

yöntemlere göre çok daha yüksek çözünürlükte kestirim sonuçları verdiği için 

özayrışım analizi işaret işleme uygulamalarında önemli bir yere sahiptir. Özayrışım 

yönteminin temeli, özilinti matrisinin taşıdığı bilginin işaret ve gürültü alt uzaylarına 

ayrışımına dayanmaktadır [1]. 

İşaret veya gürültü alt uzaylarındaki vektör fonksiyonları kullanılarak frekans 

kestirimcileri bulunmakta ve bu kestirimciler, işaretlerin frekanslarının bulunduğu 

yerlerde keskin tepeler ortaya çıkarmaktadırlar. Özayrışım analizine dayanan 

spektrum kestirim yöntemleri Pisarenko Harmonic Decomposition (PHD), MUSIC, 

root-MUSIC, EV ve ESPRIT olarak sıralanabilir [48], [49]. 

3.3.2 Özilinti Matrisinin Özayrışımı 
(2.1) ile verilen 2-B kompleks işaret modeli için özilinti matrisi, gözlem kümesinin 

ortalamasının alınmasıyla elde edilmektir [50]. Kestirim sonucu elde edilen özilinti 

matrisi R̂  olarak ifade edilmiş olup Bölüm 2’de Yule-Walker denklemleriyle verilen 

özilinti matrisinden farklıdır.  

)}()({ˆ nnE HyyR =              (3.9) 

(3.9) eşitliğinde ifade edilen R̂  matrisi, (3.10)’da gösterildiği gibi işaret ve gürültü 

alt uzaylarından oluşmakta olup bu iki alt uzayın toplamı şeklinde yazılabilir [48]. 
H(.)  operatörü Hermit işleci olarak adlandırılmış olup matris ve vektörün eşleniğinin 

traspozisyonunu ifade etmektedir. 
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NS
H nnE RRyyR +== )}()({ˆ           (3.10) 

R̂  matrisinin elde edilme yöntemleri Bölüm 4’de anlatılmıştır. R̂  matrisi beyaz 

Gauss gürültüsü içindeki kompleks işaretler için (3.11a) ve (3.11b) ’de verilen yapıya 

sahiptir [1]. 

IssR
2

2

1
N

H
kk

K

k
kp σ+= ∑

=

ˆ           (3.11a) 

ISS 2
N

H σψ +=                (3.11b) 

(3.11a) eşitliğindeki işaret alt uzayının matrislerle ifade edilmiş biçimi (3.11b)’de 

verilmektedir. H
S SSR ψ=  ifadesi R̂  matrisinin gürültüsüz işaret alt uzayını, 

IR 2
NN σ=   ise gürültü alt uzayını göstermektedir [48]. 

Filtre boyutları sırasıyla P  ve Q  olmak üzere, ),( 21 ffS  vektörü, 1xPQ  elemanlı   

2-B kompleks işaret vektörü olup Bölüm 2’de (2.36) ve (2.37) eşitlikleri ile ifade 

edilmiştir. S  işaret matrisinin .k  sütunu ),( 21 kk ffs , ks  ile gösterilmekte olup S  

matrisi ks  sütun vektörlerinden oluşmaktadır. 

(3.11a) eşitliğinde, I  matrisi PQPQ x  boyutlu birim matris ve (3.11b) eşitliğindeki  

ψ  matrisi, işaret genlikleri mutlak değerlerinin karelerinden oluşan köşegen 

matristir. 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2

2
2

2
1

00

00
00

Kp

p
p

L

MOMM

L

L

ψ           (3.12) 

K , 2-B kompleks işaret sayısını göstermek üzere, R̂  matrisinin derecesi kompleks 

işaret sayısından fazlaysa ( KP ≥  ve KQ ≥ ), S  işaret matrisinin rankı K  

olmaktadır. Çünkü her H
kk ss  çarpımı rankı 1 olan matris üretmektedir. KP <  ve 

KQ <  olması durumunda işaret özilinti matrisi rank-yetersiz olmaktadır. Bu 

sebeple, kullanılan doğrusal kestirim filtresinin derecelerinin kompleks işaret 

sayısından büyük seçilmesi gerekmektedir.  
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R̂  matrisinin işaret ve gürültü alt uzaylarına ayrılabilmesi için tam-rank matris 

olması gerekmektedir [1], [11], [43]. IR 2
NN σ=  gürültü özilinti matrisi tam-rank 

matristir [48].  

Özilinti matrisi (3.11) eşitlikleri ile verilen ifadeden başka olarak kendi özayrışımı 

biçiminde de yazılabilir. İfade (3.13)’de verilmiştir.  

HH
mm

PQ

m
m UUΛuuR == ∑

=1
λˆ           (3.13) 

(3.13) ifadesindeki mλ  değerleri özdeğerler olup azalan sırayla PQλλλ ...21 ≥≥  

biçiminde yazılabilir. mλ  özdeğerleri; 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

=
2

2

σ

σ
λ m

m

l
   

PQKKm
Km

...,,

,...,,

21
21

++=
=

     (3.14) 

ile verilmektedir [51].  

R̂  matrisi PQ  tane özdeğere sahiptir. Bu özdeğerlere karşılık gelen özvektörler de 

PQ  tane olup mu  ile gösterilmişlerdir. Λ  matrisi, köşegenleri özdeğerlerden oluşan 

köşegen matris ve U  matrisi, sütunları bu özdeğerlere karşılık gelen özvektörlerden 

oluşan matristir. İşaret özilinti matrisinin özayrışımı (3.15)’de verildiği gibi 

gösterilebilir [48]. 

H
mm

PQ

m
mS uuR ∑

=

=
1
λ             (3.15) 

Burada, mu  özvektörleri diknormaldir ( ji ≠  için 0=j
H
i uu  ve ji =  için 

1=j
H
i uu ). [52]’de, M  ranklı ve 1+p  boyutlu bir matrisin rankı boyutundan 

küçükse ( 1+< pM ) bu matrisin Mp −+ 1  tane sıfır değerli özdeğeri olduğu 

gösterilmiştir. Bu özellikten faydalanılarak (3.15) eşitliği, 

H
mm

K

m
mS uuR ∑

=

=
1
λ             (3.16) 

biçiminde yazılabilir. Özvektörler de, işaret vektörleri gibi aynı işaret alt uzayına 

yayılmışlardır. Bu durum, herhangi bir özvektörün Km ≤≤1  olmak üzere, işaret 

vektörlerinin doğrusal birleşimi şeklinde ifade edilebilmesini gerektirir [1]. 
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∑
=

=
K

k
kmkm

1

su β              (3.17) 

Böylece bir vektörün SR  matrisinin özvektörü olabilmesi için 

mmmS uuR λ=               (3.18) 

eşitliğinin sağlanması gerekmektedir. (3.18) eşitliği aynı zamanda 

0)ˆ( 2 =− mN uIR σ     PQKKm ,...,, 21 ++=     (3.19) 

eşitliğini gerektirir. Sonuç olarak (3.19) eşitliği de (3.11b) ifadesinden faydalanılarak 

0=m
HuSSψ    PQKKm ,...,, 21 ++=      (3.20) 

biçiminde yazılabilir. Kompleks yapıyı oluşturan tüm sinüzoidal işaretlerin ayrık 

frekansları olduğu farz edildiği için S  matrisinin sütunları doğrusal bağımsızdır. 

Böylece, (3.20) ifadesi 

0=m
HuS    PQKKm ,...,, 21 ++=      (3.21) 

ifadesini gerektirmektedir [51]. (3.21) ifadesi, R̂  matrisinin, 

PQKKm ,...,, 21 ++=  olmak üzere en küçük KPQ −  tane özdeğerine karşılık 

gelen mu  özvektörlerinin S  matrisinin sütunlarına dik olduğunu göstermektedir 

[49].  

Ek olarak, (3.16) ifadesinde de gösterildiği gibi H
S SSR ψ=  matrisini, R̂  matrisinin 

en büyük K tane özdeğerine karşılık gelen mu  özvektörleri oluşturur. Geriye kalan 

özvektörler ise NR  gürültü matrisini oluşturur. Bu özellikten yararlanılarak R̂  

matrisi işaret ve gürültü özvektörlerinden oluşan ikiye parçaya ayrılabilir. 

H
mm

PQ

Km

H
mm

K

m
ml uuuuR ∑∑

+==

++=
1

2

1

2 σσ )(ˆ       (3.22a) 

H
NN

H
SSS UUUΛU 2σ+=            (3.22b) 

SU  ve NU  matrisleri, sütunları sırasıyla işaret ve gürültü özvektörlerinden oluşan 

matrisler olup (3.23) ve (3.24)’de gösterilmişlerdir. 

],,,[ 21 KS uuuU K=              (3.23) 
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],,,[ 21 PQKKN uuuU K++=            (3.24) 

SΛ  matrisi, KK x  boyutlu köşegen matris olup köşegenlerini (3.14) ifadesinde 

verilen en büyük K  tane işaret özdeğeri oluşturmaktadır. Böylece, (2.1)’de verilen 

kompleks işaret modeli, işaret alt uzayı ve gürültü alt uzayı olarak iki alt uzaya 

ayrıştırılabilir. (3.21) ifadesine ek olarak, işaret alt uzayı özvektörleri ve gürültü alt 

uzayı özvektörleri birbirine diktir çünkü R̂  özilinti matrisi Hermityan simetriktir. 

Hermityan simetrik bir matrisin özvektörleri birbirine diktir [48]. 

3.3.3 Çoklu ÇD Destek Bölgeleri için Doğrusal Kestirim Katsayılarının 
Hesaplanması 

(3.22b) eşitliği ile verilen R̂  matrisinin tersi, 

H
NN

H
SSS

-1 UUUΛUR 2
1 1

σ
+= −ˆ           (3.25) 

olarak verilmektedir [43]. lH ,Ω  çoklu ÇD destek bölgeleri için, (3.1)’de verilen 

normal denklemi kullanılarak doğrusal kestirim katsayıları için (3.26) ifadesi 

yazılabilir. Buradan (3.26) ifadesinin her iki tarafı soldan H
NNUU  çarpılarak  

Hl
H
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H
SSSHl eUUUΛUa ⎟
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NN
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NNHl
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SSS

H
NN eUUUUeUΛUUU 2

1 1
σ

+= −     (3.27) 

(3.27) ifadesi elde edilir. İşaret alt uzayı özvektörleri gürültü alt uzayı özvektörlerine 

dik olduğu için bu özvektörleri oluşturduğu matrisler de birbirlerine diktir. Böylece 

(3.27) ifadesinin sağındaki  Hl
H
SSS

H
NN eUΛUUU 1−  ifadesi sıfır olur ve ifade (3.29)’a 

indirgenir. 
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NNHl

H
SSS
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H
NN eUUUUeUΛUUUaUU 2

1 1
σ

+= −     (3.28) 

Hl
H
NN

H
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NN eUUUUaUU 2

1
σ

=          (3.29) 

 



 37

Açıktır ki (3.29) ifadesinden 

Hl
H
NNHl eUUa 2

1
σ

=             (3.30) 

eşitliği yazılabilir. Buradan, 1+lτ  vektörü H
NU  vektörünün )1( +l . sütun vektörünü 

ifade etmek üzere, 

12

2

+= lN
e

Hl τUa
σ
σ               (3.31) 

yazılabilir. Hl
H
N eU  çarpımı 1

2
+le τσ  biçiminde yazılabilir çünkü Hle  vektöründe 2

eσ  

elemanı )1( +l . eleman olup vektörün diğer elemanları sıfırdır. Böylece, (3.4) ve 

(3.31) ifadelerinden 

2
1

1

)1(
+

+=
+

=
l

lN

Hl

Hl
Hl l τ

τU
a
a

a           (3.32) 

yazılabilir. Burada 11
2

1 +++ = lll τττ H  eşitliği ile verilmektedir [43]. 2. norm 
operatörüdür. 

 Hle  vektörünün gürültü alt uzayına izdüşümü Hla  katsayı vektörünün çözümünü 

vermektedir. Hla  vektörünün (3.31) tanımı gereği tüm işaret vektörlerine dik 

olmasından dolayı lHP ,  spektrum kestirim fonksiyonu işaret frekans değerlerinde 

tepelerin ortaya çıkmasını sağlamaktadır. Bununla birlikte, lHP ,  değerinin 

hesaplanabilmesi için kestirim hatasının varyansı olan  2
eσ  değerinin de bilinmesi 

gerekmektedir. lH ,Ω  destek bölgesi için (3.1) eşitliğinden 

Hle aRaHHl ˆ2 =σ               (3.33) 

ifadesi yazılabilir.  Bu ifade (3.32) ile birleştirilecek olursa; 
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l
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e
τ

τURUτ 1lσ            (3.34) 

ifadesi elde edilir. Burada, özvektörlerin dik olması halinde 

2
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2
2
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=
l

e
τ
σσ               (3.35) 
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elde edilir. (3.35) ifadesi, kestirim hatasının varyansı ile gürültünün varyansı 

arasındaki ilişkiyi göstermektedir. Yine bu ifade, gürültü alt uzayı vektörlerine 

karşılık gelen özdeğerlerin ortalaması alınarak da kestirilebilir [43]. 

Vla  katsayı vektörü için bulunacak çözüm Hla  çözümü için uygulanan yöntemle 

benzer şekilde hesaplanmaktadır. Vla  ifadesi (3.36) ile verilmektedir. 

2

1

1

)1(
+

+=
+

=
lQ

lQN

Vl

Vl
Vl lQ τ

τU
a
a

a           (3.36) 

lV ,Ω  çoklu ÇD destek bölgesi için kestirim hatasının varyansı 

2

1

2
2

+

=
lQ

e
τ

σσ              (3.37) 

olarak yazılır. 

3.4 Çoklu ÇD Destek Bölgeleri Algoritması Kullanılarak Bulunan 2-B 
Spektrum Kestirimi Uygulama Sonuçları 

Bu alt bölümde, çoklu ÇD destek bölgeleri algoritması kullanılarak elde edilen 2-B 

spektrum kestiriminin uygulama sonuçları gösterilmektedir. Ayrıca çoklu ÇD destek 

bölgeleri algoritması ile iki ÇD destek bölgeleri ve 2-B periodogram kullanılarak 

elde edilen 2-B spektrum kestirimleri karşılaştırılmaktadır. Karşılaştırmalar 

yapılırken Çizelge 3-1’de gösterilen işaret parametreleri değiştirilerek, kullanılan 

algoritmaların işaret spektrumunun çözünürlüğüne ve doğruluğuna etkileri ve 

performansları değerlendirilmektedir.  

Çizelge 3-1. Uygulamada kullanılan işaret parametreleri 

1. Frekans Değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans Değeri  kf 2 0.2 0.3 

Genlik değerleri     kp 1 1 

Faz değerleri          kϕ  0 0 

Örnek Aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre Boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 10dB 
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Çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmasında öncelikle Bölüm 2’de verilen gürültüsüz 

2-B ),( nmx  işareti (2.2) tanımı kullanılarak elde edilmiş ve üzerine beyaz Gauss 

gürültüsü eklenerek gürültülü 2-B ),( nmy  işareti yapay olarak üretilmiştir. Üzerine 

gürültü eklenmiş 2-B işaret  Şekil 3-3’de gösterilmektedir. Sonra, Bölüm 4’de elde 

edilme yöntemi anlatılan Y  işaret matrisi hesaplanmıştır. Y  matrisi, algoritmada çok 

önemli yere sahip olan özilinti matrisinin kestiriminde ( R̂ ) kullanılmıştır. Özilinti 

matrisinin kestirim yöntemleri Bölüm 4’de anlatılmaktadır.  

R̂  özilinti matrisi elde edildikten sonra bu matrise ait olan özdeğer ve özvektörler 

bulunmuştur. Herbir özvektöre karşılık düşen özdeğerler sıralanmıştır. (3.23) ve 

(3.24) ifadelerinden de görüleceği gibi K  tane en büyük özdeğere karşı gelen 

özvektörler işaret alt uzayını, geriye kalan özvektörler de gürültü alt uzayını 

oluşturacak şekilde matris tanımlamaları yapılmıştır. Daha sonra (3.32) eşitliği 

kullanılarak Hla  doğrusal kestirim katsayıları ve bu katsayılardan faydalanılarak 

doğrusal kestirim hatasının varyansı hesaplanmıştır. Son olarak (3.5) eşitliği 

kullanılarak HlP  spektrum kestirimi elde edilmiştir. Aynı adımlar izlenerek Vla  

doğrusal kestirim katsayıları ve doğrusal kestirim hatasının varyansı elde edilmiştir. 

Buradan (3.7) eşitliği kullanılarak VlP  spektrum kestirimi bulunmuştur. 

Algoritmada son olarak  HlP  ve VlP  spektrum kestirimleri birleştirilerek (3.8) 

eşitliğinde de ifade edildiği gibi asıl istenen VH,P  spektrum kestirimine ulaşılmıştır. 

Uygulamada kullanılan frekans değerleri normalize frekans değerlerdir. Uygulama 

sonucu elde edilen çıktılar genlik ve kontur diagramlarıyla gösterilmektedir. 

 

 
Şekil 3-3:  Üzerine gürültü eklenmiş işaret 
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3.4.1 İşaret Örnek Sayısının 2-B Spektrum Kestirim Çözünürlüğüne Etkisi 
Bu alt bölümde, işaret örnek değerlerinin 2-B spektrum kestirim çözünürlüğüne 

etkisi incelenmektedir. İşaret örnek değerlerinin artmasıyla spektrum çözünürlüğü 

artmaktadır. Diğer parametreler aynı kalmak koşuluyla Şekil 3-4 ve Şekil 3-5’de 

)25,25(),( =NM  ve ),(),( 1515=NM  örnek değerleri için spektrum çözünürlükleri 

gösterilmektedir. 

 

Çizelge 3-2.  İşaret örnek değerlerinin değişimi-(M,N)=(15,15) 

1. Frekans Değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans Değeri  kf 2 0.2 0.3 

Genlik değerleri     kp 1 1 

Faz değerleri          kϕ  0 0 

Örnek Aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre Boyutları(P,Q)=(6,6) 

SNR = 10dB 

 
 
 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 3-4 : Çizelge 3-2 parametreleri ile çoklu ÇD destek bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum 
kestirimi (a) Genlik (b) Kontur diagramı 
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Çizelge 3-3.  İşaret örnek değerlerinin değişimi-(M,N)=(25,25) 

 
 
 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 3-5 : Çizelge 3-3 parametreleri ile çoklu ÇD destek bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum 
kestirimi (a) Genlik  (b) Kontur diagramı 

 

3.4.2 Doğrusal Kestirim Filtresi Boyutlarının 2-B Spektrum Kestirim 
Çözünürlüğüne Etkisi 

Bu alt bölümde doğrusal kestirim filtresi boyutlarının 2-B spektrum kestirim 

çözünürlüğüne etkisi incelenmektedir. Doğrusal kestirim filtresinin boyutları arttıkça 

kestirim için kullanılan katsayıların sayısı artmakta ve kestirimde yapılan hata 

miktarı azalmaktadır. Bu sebeple doğrusal kestirim filtresinin boyutlarının azalması 

spektral çözünürlüğün de azalmasına neden olmaktadır. Uygulama sonucu          

Şekil 3-6’da gösterilmektedir. 

 
 
 
 
 
 
 

1. Frekans Değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans Değeri  kf 2 0.2 0.3 

Genlik değerleri     kp 1 1 

Faz değerleri          kϕ  0 0 

Örnek Aralıkları (M,N)=(25,25) 

Filtre Boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 10dB 
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Çizelge 3-4. Doğrusal kestirim filtresi boyutlarının değişimi-(P,Q)=(4,4) 

1. Frekans değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans değeri  kf 2  0.2 0.3 

Genlik değerleri    kp  1 1 

Faz değerleri         kϕ  0 0 

Örnek aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre boyutları (P,Q)=(4,4) 

SNR = 10dB 

 
 
 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 3-6 : Çizelge 3-4 parametreleri ile çoklu ÇD destek bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum 
kestirimi (a) Genlik (b) Kontur diagramı 

 

3.4.3 Gürültü Gücünün 2-B Spektrum Kestirim Çözünürlüğüne Etkisi 

Ortamdaki beyaz Gauss gürültüsünün varyansının artması işarete gelen bozucu 

etkinin de artmasına neden olmaktadır. Gürültünün varyansının artması 2-B 

spektrum kestirim çözünürlüğünü azaltmaktadır. Şekil 3-7’de SNR değerinin 

10dB’den 5dB’ye düştüğü durum için 2-B spektrum çözünürlüğünde meydana gelen 

değişiklikler gösterilmektedir. 
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Çizelge 3-5. İşaret-gürültü oranının değişimi-SNR=5dB 

1. Frekans değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans değeri  kf 2  0.2 0.3 

Genlik değerleri    kp  1 1 

Faz değerleri         kϕ  0 0 

Örnek aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 5dB 

 
 
 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 3-7 : Çizelge 3-5 parametreleri ile çoklu ÇD destek bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum 
kestirimi (a) Genlik (b) Kontur diagramı 

 

3.4.4 Farklı İşaret Sayısı ve Frekans Değerleri için 2-B Spektrum Kestirimi 

İşaret ve frekans değerlerinin değişmesi çoklu ÇD destek bölgeleri algoritması ile 

bulunan 2-B spektrum kestiriminin çözünürlük ve doğruluk açısından performansını 

etkilememektedir. Şekil 3-8’den de görüleceği gibi 2-B üç adet işaretin farklı frekans 

değerleri için spektrum kestirimleri oldukça yüksek çözünürlük ve doğrulukla ortaya 

çıkarılmıştır. 
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Çizelge 3-6. Farklı işaret ve frekans değerleri ile işaret parametreleri 

1. Frekans değeri  kf1  0.2 0.3 0.4 
2. Frekans değeri  kf 2  0.1 0.35 0.45 
Genlik değerleri    kp  1 1 1 
Faz değerleri         kϕ  0 0 0 

Örnek aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 10dB 
 
 
 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 3-8 : Farklı işaret ve frekans değerleri ile çoklu ÇD destek bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B 
spektrum kestirimi (a) Genlik (b) Kontur diagramı 

 

3.4.5 Çoklu ÇD Destek Bölgeleri ve İki ÇD Destek Bölgeleri Algoritmaları 
Kullanılarak Bulunan 2-B Spektrum Kestirimlerinin Karşılaştırması 

Aynı işaret parametreleri için 2-B işaretin spektrum kestirim performansı bakımından 

çoklu ÇD destek bölgeleri ve iki ÇD destek bölgeleri algoritmaları 

karşılaştırılmaktadır. Uygulama sonuçlarından da görüleceği gibi çoklu ÇD destek 

bölgeleri algoritması, iki ÇD destek bölgeleri algoritmasına göre çok daha doğru ve 

yüksek çözünürlüklü spektrum kestirimi ortaya çıkarmaktadır. 
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Çizelge 3-7.  Çoklu ÇD destek bölgeleri ve iki ÇD destek bölgeleri algoritmaları kullanılarak bulunan 
2-B spektrum kestirimleri için işaret parametreleri 

1. Frekans değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans değeri  kf 2  0.2 0.3 

Genlik değerleri    kp  1 1 

Faz değerleri         kϕ  0 0 

Örnek aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 10dB 

 
 
 

      
         (a)                   (b) 

Şekil 3-9 : 2-B spektrum kestirimlerinin karşılaştırılması genlik diagramı (a) Çoklu ÇD destek 
bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum (b) İki ÇD destek bölgeleri kullanılarak 
bulunan 2-B spektrum 

 
 

      
          (a)                   (b) 

Şekil 3-10 : 2-B spektrum kestirimlerinin karşılaştırılması kontur diagramı (a) Çoklu ÇD destek 
bölgeleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum (b) İki ÇD destek bölgeleri kullanılarak 
bulunan 2-B spektrum 
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3.4.6 Çoklu ÇD Destek Bölgeleri, İki ÇD Destek Bölgeleri ve 2-B Periodogram 
Kullanılarak Bulunan 2-B Spektrum Kestirimlerinin Karşılaştırılması 

Çoklu ÇD destek bölgeleri, iki ÇD destek bölgeleri ve 2-B periodogram kullanılarak 

bulunan 2-B spektrum kestirimleri için uygulama sonuçları Şekil 3-11 ve            

Şekil 3-12’de gösterilmektedir. Çoklu ÇD destek bölgeleri ve iki ÇD destek bölgeleri 

kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi veri örnek sayısının sınırlı olduğu 

durumlarda 2-B periodogram yöntemine göre çok daha yüksek çözünürlük ve 

doğrulukta kestirim sunmaktadır. 2-B işarete ait frekans değerlerini gösteren 

tepecikler çoklu ÇD destek bölgeleri ve iki ÇD destek bölgeleri kullanılarak elde 

edilen spektrum kestirimlerinde çok daha net olarak ortaya çıkmaktadır. Spektrum 

kestirimi karşılaştırmalarında Çizelge 3-2 işaret parametreleri kullanılmıştır. 2-B 

periodogram yöntemi için gerekli olan veri örnek ve frekans değerleri de         

Çizelge 3-2’de verilen değerlerdir. 

 

 
   (a)            (b)           (c) 

Şekil 3-11: Çizelge 3-2 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) İki ÇD destek bölgeleri  (c) 
2-B periodogram kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi - genlik diagramı 

 
 

 
   (a)            (b)           (c) 

Şekil 3-12: Çizelge 3-2 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) İki ÇD destek bölgeleri  (c) 
2-B periodogram kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi - kontur diagramı 
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4 ÖZİLİNTİ MATRİSİ KESTİRİM YÖNTEMLERİ 

4.1 Giriş 

Bir rastlantı sürecini oluşturan değişkenler gerçel değişkenlerse bu sürece gerçel 

rastlantı süreci, eğer değişkenler kompleks ise sürece kompleks rastlantı süreci denir 

[6]. Bu tez kapsamında kullanılan ve işaret modelini oluşturan değişkenler kompleks 

değişkenler olduğu için ilgilenilen süreç de kompleks rastlantı süreci olmaktadır. 

Buna ek olarak, ilgilenilen kompleks rastlantı süreci aynı zamanda geniş anlamda 

durağan rastlantı sürecidir. 

)(kx  rastlantı süreci geniş anlamda durağansa, sürecin ortalaması sabittir.  

xkxE μ=)}({               (4.1) 

{.}E  beklenti operatörünü göstermektedir. Aynı zamanda ikinci derece momentler 

zamanda ötelemeden bağımsız oldukları için bunlar 1-B özilinti dizileri ile 

karakterize edilebilirler. 

)}()({)( * kxnkxEnrxx +=            (4.2) 

Özdeğişim ve özilinti dizileri, matris biçiminde ifade edilebilen ve ayrık-zaman 

rastlantı süreçlerinin önemli ikinci derece istatistiksel tanımlamalarıdır [1].  

1-B )(kx dizisi  Tkxxx )](,),1(),0([ K=x  olarak verilsin. )(kx  dizisinin dış çarpımı 

⎥
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⎥
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L

L
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11101
01000

xx        (4.3) 

)x()( 11 ++ kk  boyutlu matris olur. )(kx  süreci geniş anlamda durağan süreç olmak 

üzere, Hxx  çarpımının beklenen değeri alınıp özilinti dizisinin Hermityan simetri 

özelliğinden ))()(( * nrnr xx −=  faydalanılırsa, )x()( 11 ++ kk  boyutlu özilinti 

değerlerinden oluşan özilinti matrisi elde edilir [21]. 
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2-B özilinti kavramı, 1-B özilinti kavramının ikinci boyuta genişletilmesi olarak 

düşünülebilmektedir. 2-B özilinti dizileri bulunurken, 2-B rastlantı sürecini oluşturan 

2-B ),( nmx  örneklerinin geniş anlamda durağan olması gerekir. Geniş anlamda 

durağan 2-B rastlantı süreci türdeş diziler oluşturmaktadır çünkü sürecin 2-B 

ortalaması 2-B düzlemdeki konumundan bağımsızdır. 2-B özilinti dizileri sadece 2-B 

düzlemdeki iki nokta arasındaki ötelemenin fonksiyonudur [1]. 

 2-B ),( nmx  dizisi için ayrık 2-B ortalama ve 2-B özilinti ifadeleri (4.5) ve (4.6) 

eşitlikleriyle verilmiştir. 

xnmxE μ=)},({               (4.5) 

)},(),({),( * nmxlnkmxElkrxx ++=          (4.6) 

4.2 Özilinti Matrisi Hesaplama 

Özilinti matris hesabı için NM x  örnekten oluşan örnek kümesi ya da düzleminden 

QP x  birimlik alt düzlem alınsın. Amaç, çıkarılan QP x  birimlik verinin özilinti 

matrisinin hesaplanmasıdır. Bunun için, veri PQY  ile gösterilen 1xPQ  boyutlu sütun 

vektörüne sıralanmaktadır. Veri vektörü 

T
PPQ ][ 110 −= yyyY K            (4.7) 

olup iy  alt vektör elemanları 

T
iQiii yyy ][ ,1,1,0 −= Ky   ]1,0[ −∈ Pi        (4.8) 

ile verilmektedir [50]. 

2-B diziler için özilinti matrisi 1-B dizilerde olduğu gibi dizi ve dizinin Hermityan 

dış çarpımlarının beklenen değerinin alınması ile elde edilmektedir. PQY  işaret 

vektöründen elde edilen özilinti kestirim matrisi  

}{ H
PQPQE YYRY =              (4.9) 
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ile verilmektedir. 2-B kompleks ),( nmy  işaretinin blok-Toeplitz yapıdaki özilinti 

matrisi (4.10)’da gösterilmiştir.     
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YR  matrisi, her bir elemanı Toeplitz matris olan )(iR  alt matrislerinden oluşmaktadır.  
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(2.1)’de verilen 2-B rastlantı sürecinde özilinti matrisi hesabı için kullanılan 

fonksiyon  (4.12) denklem takımında tanımlanmıştır.  

),(),( * qprqpr −−=                 (4.12a) 

)},(),({ * qnpmynmyE −−=          (4.12b) 

),()](exp[ qpqfpfjp kk

K

k
k δσπ 2

21
1

2 2 ++= ∑
=

   (4.12c) 

Sonuç olarak, özilinti matrisi, 

ISΨR 2σ+= H
Y S             (4.13) 

ile ifade edilmektedir ve özilinti matrisinin özayrışımı yönteminde de belirtildiği gibi 

işaret ve gürültü özvektörleri işaretin özilinti matrisine yayılmaktadır [43], [50].  

4.3 Özilinti Dizileri için Kestirim Modelleri 

Bir süreç hakkında bilgi veren ortalama, özilinti, özdeğişim ve güç spektral 

yoğunluğu gibi istatistiksel özellikler örnek topluluklarının ortalamaları ile ifade 

edilmektir. Ancak, örnek toplulukları yerine bahsedilen istatistiksel özelliklerin 

sadece bir tek örnek dalga şeklinden örnek topluluğu ortalaması yerine zaman 

ortalaması kullanılarak kestirilmesi pratikte daha çok istenen bir durumdur.  Bu 

özellik sürecin ergodik olmasını gerektirmektedir.  
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Bir sürecin tüm istatistiksel özellikleri tek bir örnek dalga şeklinden ifade 

edilebiliyorsa süreç ergodik süreçtir [1]. Ergodiklik varsayımı, verinin dördüncü 

momentlerine kadar durağan olmasını gerektirir. Durağanlık koşulu için sürecin 

istatistiksel özelliklerinin zamanla değişmemesi ve zaman ortalamalı bir büyüklüğün 

de istatistiksel olarak zamanla değişen bir büyüklüğe yakınsamaması gerekir. 

Örneğin ),( 11 nm  , ),( 22 nm  … gibi zaman noktalarında bir tek ),( nmx  dalga şekli 

ele alınıyorsa ortalamanın xμ  olması gerekir. Limitte tüm zaman noktaları için 

bakılıyorsa ortalamanın 

x

M

Mm

N

NnM
N

nmxEnmx
NM

μ==
++ ∑ ∑

−= −=∞→
∞→

)},({),(lim
12

1
12

1      (4.14) 

olması beklenir ve böylece süreç ergodiktir denir. Benzer şekilde, 

),(),( 1111 nmxlnkmx ++ , ),(),( 2222 nmxlnkmx ++ … gibi birbirinden  k  ve l  

ötelemeyle ayrılan iki zaman noktası arasındaki çarpım örneklerine bakılıyorsa 

ortalamanın ),( lkrxx  olması gerekir. Limitte tüm çarpım noktaları için ortalamanın  

∑ ∑
−= −=∞→

∞→
++

++

M

Mm

N

NnM
N

nmxlnkmx
NM

),(),(lim *

12
1

12
1

)},(),({ * nmxlnkmxE ++=    

),( lkrxx=        (4.15) 

(4.15) ifadesinde gösterildiği gibi ),( lkrxx  olması gerekir [1]. Ergodiklik varsayımı 

altında bir sürece ait özilinti dizisinin hesabı için değişik modeller vardır. Bu 

modeller 4.3.1 ve 4.3.2 alt bölümlerinde anlatılmıştır. 

4.3.1 Yansız (Unbiased) Özilinti Matrisi Kestirimi 

Pratikte, bir sürece ait özilinti dizisi çok seyrek bilinmektedir dolayısıyla özilinti 

dizisi eldeki sınırlı veriden kestirilmelidir. NM x  örnekli veri kümesi için 

durağanlık ve ergodiklik varsayımları altında (4.10) ile gösterilen özilinti matrisine 

belli bir yaklaşıklıkla kestirim yapılabilmektedir. Kestirim için her bir elemanı işaret 

değerlerinden oluşan blok Y  Hankel matrisi (4.16)’da verildiği gibi tanımlanmıştır 

[53].  



 51

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−−

+−

−

)1()()1(

)1()2()1(

)()1()0(

MPP

PM

PM

YYY

YYY
YYY

Y

L

MOMM

L

L

          (4.16) 

Y  matrisinin her bir elemanı )(mY  alt matrislerinden oluşmaktadır. 
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Buradan, yansız özilinti matris kestirimi ( YANSIZR̂  ); 

H
YANSIZ QNPM

YYR
))((

ˆ
11

1
+−+−

=        (4.18) 

ifadesi ile verilmektedir [43]. Bu kestirim (4.15) eşitliğinde ( 12 +M ) ile ( 1+− PM ) 

teriminin, ( 12 +N ) ile de ( 1+−QN ) teriminin yer değiştirilmesiyle elde 

edilmektedir. Yine (4.15) eşitliğindeki toplam aralığı indisi eldeki mümkün olan 

veriye uygun olarak değiştirilmiştir [1].  

mk ≤  ve nl ≤  olmak üzere, ),( lk  noktalarındaki 2-B yansız özilinti kestirimi 

(4.19) eşitlikleri ile ifade edilmektedir. 
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               ),(ˆ * lkrxx=                                    lk ∀< ,; 0      (4.19c) 

Bölüm 2’de de belirtildiği gibi m  ve n  noktaları sırasıyla yatay ve düşey düzlemde 

işaret aralık indislerini göstermek üzere bu indislerin maksimum değerleri sırasıyla 

1−M  ve 1−N  değerleriyle sınırlıdır. Ayrık ),(ˆ lkrxx  dizileri gerçek özilinti 

değerlerinin yansız kestirimlerini sunmaktadır. Kestirimin yansız olabilmesi için 

kestirimin ortalamasının kestirilen değere eşit olması gerekmektedir. (4.20) 

eşitliğinden kestirimin yansız olduğu görünmektedir. 
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YANSIZR̂  matrisinin işaret ve gürültü alt uzaylarına özayrışımı yaklaşık işaret ve 

gürültü alt uzaylarını vermektedir [1]. 

[54]’de, 1-B yansız özilinti dizileri kestiriminin varyansının, m  indisinin artmasıyla 

orantılı bir şekilde artacağı gösterilmektedir. Varyansın artmasının sebebi yüksek m  

değerlerinde ortalaması alınan örnek sayısının azalmasıdır. 
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Varyansın artması özilinti kestiriminin istatistiksel karmaşıklığının artmasına neden 

olmaktadır. (4.21)’de verilen T  örnek sayısının artması varyansın sıfıra gitmesini 

sağlar bu sebeple yansız özilinti kestirimi istatistiksel olarak tutarlı bir kestirim 

modelidir. 

4.3.2 Yanlı (Biased) Özilinti Matrisi Kestirimi 

Yansız özilinti kestirimine alternatif olarak yanlı özilinti kestirimi verilebilmektedir. 

Yanlı özilinti kestiriminin tanımı (4.22) denklem takımı ile gösterilmiştir. 
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    ),(* lkrxx
(=                  lk ∀< ,; 0    (4.22c) 

Yansız özilinti kestiriminden faydalanılarak benzer şekilde yanlı özilinti matris 

kestirimi ( YANLIR
(

) (4.23) eşitliğinde verildiği gibi yazılabilir. 

H
YANLI MN

YYR 1
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(
             (4.23) 

Yanlı özilinti kestirimi ile yansız özilinti kestirimi arasındaki ilişki; 

),(ˆ),( lkr
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lkr xxxx

−−
=(         (4.24) 

ifadesi ile verilebilir. Sonlu M  ve N  örnek sayısı için kestirimin beklenen değeri 
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olup kestirim yanlıdır. Fakat, ∞→M  ve  ∞→N  için asimptotik olarak yansızdır. 

1-B yanlı kestirimin varyansı 
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ifadesi ile verilir. Sabit m  gecikme değeri için T  örnek sayısının artmasıyla 

kestirimin varyansı asimptotik olarak sıfıra gider. Bazı uygulamalarda, m  değerinin 

örnek sayısına yaklaştığı durumda ortalama karesel hata yansız kestirimde yanlı 

kestirime göre daha fazla olmaktadır [1].  

4.4 Özilinti Matrisi Kestirim Modellerinin 2-B Spektrum Kestirim 
Çözünürlüğüne Etkisi ve Performans Karşılaştırması 

Bu alt bölümde, özilinti matrisinin hesabında kullanılan yanlı ve yansız özilinti 

kestirim modellerinin işaretin spektral çözünürlüğüne etkisi incelenmektedir.  

Çizelge 4-1 ve  Çizelge 4-2’de verilen işaret parametreleri kullanılarak elde edilen   

2-B spektrum kestirimlerinin çözünürlük ve doğruluklarının karşılaştırılması       

Şekil 4-1, Şekil 4-2, Şekil 4-3 ve Şekil 4-4’de gösterilmektedir. Karşılaştırmalar 

yapılırken eldeki veri ve filtre boyutlarından 2-B ),( nmy  işaretinin tanımı 

kullanılarak (4.16) ve (4.17) matrisleri oluşturulmuştur. Elde edilen matrislerden 

(4.18) ve (4.23) eşitlikleri kullanılarak yanlı ve yansız özilinti matris kestirimleri 

yapılmıştır. Kestirilen matrisler algoritmada kullanılarak ilgili sonuçlar elde 

edilmiştir. Uygulamalarda kullanılan destek bölgeleri Bölüm 3’de verilen çoklu ÇD 

destek bölgeleridir. 
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Çizelge 4-1 : Yansız ve yanlı özilinti matrisi kestirimleri kullanılarak 2-B spektrum kestirimi 
karşılaştırması için işaret parametreleri–1 

1. Frekans değeri  kf1  0.2 0.4 

2. Frekans değeri  kf 2  0.2 0.4 

Genlik değerleri    kp  1 1 

Faz değerleri         kϕ  0 0 

Örnek aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 4dB 

 
 
 

      
        (a)                   (b) 

Şekil 4-1 : Çizelge 4-1 parametreleri ile (a) Yansız (b) Yanlı özilinti matrisi kestirimi kullanılarak 2-B 
spektrum kestirimleri çözünürlük karşılaştırması - genlik diagramı 

 
 

      
          (a)                  (b) 

Şekil 4-2 : Çizelge 4-1 parametreleri ile (a) Yansız (b) Yanlı özilinti matrisi kestirimi kullanılarak 2-B 
spektrum kestirimleri çözünürlük karşılaştırması - kontur diagramı 
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İşaret örnek sayısının artması durumunda 2-B spektrum kestirimi için yansız ve yanlı 

özilinti matrisi kestirimlerinin spektral çözünürlük performansları Şekil 4-3 ve    

Şekil 4-4’de uygulama sonuçlarıyla gösterilmiştir.  

Çizelge 4-2.  Yansız ve yanlı özilinti matrisi kestirimleri kullanılarak 2-B spektrum kestirimi 
karşılaştırması için işaret parametreleri–2 

1. Frekans değeri  kf1  0.2 0.4 

2. Frekans değeri  kf 2  0.2 0.4 

Genlik değerleri    kp  1 1 

Faz değerleri         kϕ  0 0 

Örnek aralıları (M,N)=(25,25) 

Filtre boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 4dB 

 
 

      
         (a)                  (b) 

Şekil 4-3 : Çizelge 4-2 parametreleri ile (a) Yansız (b) Yanlı özilinti matrisi kestirimi kullanılarak 2-B 
spektrum kestirim çözünürlük karşılaştırması - genlik diagramı 

 
 

      
           (a)                   (b) 

Şekil 4-4 : Çizelge 4-2 parametreleri ile (a) Yansız (b) Yanlı özilinti matrisi kestirimi kullanılarak 2-B 
spektrum kestirimleri çözünürlükleri karşılaştırması - kontur diagramı 



 56

Uygulama programında yapılan denemelerle işaret örnek sayısının 

)(),( 21,21NM = ’den az olduğu durumda yansız özilinti kestiriminin, yanlı özilinti 

kestirimine göre spektral çözünürlük performansı açısından daha iyi sonuçlar verdiği 

gözlemlenmiştir. Örnek sayısının )(),( 21,21NM = ’den büyük olduğu durumda ise 

yanlı özilinti kestirimi, yansız özilinti kestirimine göre spektral çözünürlük 

performansı açısından daha iyi sonuçlar vermektedir. SNR= 4dB alınmasının sebebi, 

yüksek gürültü varyans değerlerinde özilinti kestirim modellerinin sağladığı 

spektrum çözünürlük ve doğruluğunun daha net seçilebilmesinin amaçlanmasıdır. 
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5 2-B MUSIC ALGORİTMASI VE ÇOKLU ÇEYREK DÜZLEM 
DESTEK BÖLGELERİ KULLANILARAK BULUNAN 
SPEKTRUM KESTİRİMİ İLE KARŞILAŞTIRILMASI 

5.1 Giriş 

MUSIC (MUltiple SIgnal Classification) frekans kestirim algoritması 1979 yılında 

Schmidt [36] tarafından Pisarenko harmonik ayrışım yönteminin iyileştirilmesi ile 

ortaya çıkarılmıştır. Bao ve Wang [39] işlemsel hesap yükünü azaltan yeni 2-B 

MUSIC yaklaşımı ortaya koymuşlardır. 

Pisarenko harmonik ayrışım yönteminde olduğu gibi, MUSIC algoritması da özilinti 

matrisinin işaret ve gürültü alt uzaylarına ayrışımı ve özilinti matrisinin 

özvektörlerinden yararlanma temeline dayanmaktadır. MUSIC algoritması yüksek 

çözünürlük ve doğrulukla işaretlerin frekanslarının kestiriminde başarılı bir 

uygulama olup geniş uygulama ve çalışma alanları bulmuştur.  

5.2 2-B MUSIC Spektrum Kestirim Algoritması 

1-B MUSIC spektrum kestirim algoritması 2-B MUSIC spektrum kestirim 

algoritmasına doğrudan uyarlanabilmektedir. 1-B MUSIC algoritmasında olduğu gibi 

2-B MUSIC algoritmasında da birinci adım R  özilinti matrisinin hesaplanmasıdır 

[55]. R  özilinti matrisi gözlem kümesinin ortalamasının alınmasıyla elde edilmekte 

olup }{ HE YYR =  ile verilmektedir.  

Özilinti matrisinin kestiriminden sonra ikinci adım özilinti matrisinin özayrışımının 

yapılmasıdır. R  matrisi 3.2 alt bölümünde de anlatıldığı gibi işaret ve gürültü alt 

uzaylarının toplamı şeklinde de yazılabilir [49]. 

ISψR H 2σ+= S              (5.1) 
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R  matrisinin özdeğerleri; 
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21
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++=
=

        (5.2)  

ile verilmektedir. 2-B MUSIC algoritması özdeğer ayrışımında, işaret sayısı K  ve 

toplam özdeğer vektörü sayısı T  olmak üzere, gürültü uzayını oluşturan KT −  tane 

özdeğere karşılık düşen özvektörler ele alınmaktadır [56]. Buradan, en küçük KT −  

tane özdeğere karşılık gelen iu  özvektörleri  (5.3)’de verilen eşitliği sağlamaktadır. 

ii uRu 2σ=    TKKi ,...,, 21 ++=      (5.3) 

(5.3) ifadesinde bütün terimler sol tarafta toplanırsa  (5.4) ifadesiyle verilen eşitlik 

elde edilir. Buradan, (5.1) ifadesi kullanılarak (5.4) ifadesi (5.5) biçimiyle yazılabilir. 

0)( 2 =− iuIR σ    TKKi ,...,, 21 ++=      (5.4) 

0=iuSS Hψ     TKKi ,...,, 21 ++=      (5.5) 

Kompleks yapıyı oluşturan tüm sinüzoidal işaretlerin ayrık frekansları olduğu farz 

edildiği için S  matrisinin sütunları doğrusal bağımsızdır. Böylece, (5.5) ifadesi 

0=iuS H    TKKi ,...,, 21 ++=      (5.6) 

ifadesini gerektirmektedir. (5.6) ifadesi, R  matrisinin TKKi ,.....,, 21 ++=  olmak 

üzere en küçük KT −  tane özdeğere karşılık gelen iu  özvektörlerinin S  matrisinin 

sütunlarına dik olduğunu göstermektedir [49].   

(5.1) ifadesi 

 H
NN

H
SS UUUΛUISψR S

H 22 σσ +=+= S       (5.7) 

olarak da yazılabilir. ],[ 21 KS uuuU K=  ve ][ 1 TKN uuU K+=  matrisleri sırasıyla 

işaret ve gürültü matrislerini göstermektedir. SU  ve NU  matrislerinin sütunları işaret 

ve gürültü özvektörlerinden oluşmaktadır. SΛ  matrisi, KK x  boyutlu köşegen 

matris olup köşegenlerini (5.2) ifadesinde verilen en büyük K  tane işaret özdeğeri 

oluşturmaktadır. 
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ks  vektörü, S  matrisinin .k  sütun vektörü olmak üzere, 
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vektörleri, işaret içindeki kompleks sinüzoidallere karşılık geldikleri için işaret 

vektörleri olarak adlandırılmaktadır. 2σ özdeğerlerine karşılık gelen iu  vektörleri de 

gürültü özvektörleri olarak adlandırılmaktadır [49].  

(5.9) ifadesi gürültü özvektörlerinin işaret vektörlerine ortogonal olduğunu 

göstermektedir. R  matrisi Hermityan simetrik olduğu için özvektörleri birbirine 

diktir.  

0=i
H
k us     

TKKi
Kk

,.....,,

,...,,

21
21

++=
=

    (5.9) 

TKK uuu ,...,, 21 ++  özvektörleri gürültü alt uzayına, geriye kalan  Kuuu ,...,, 21  

özvektörleri ise işaret alt uzayına yayılmışlarıdır. (5.9) ifadesinden de görüleceği gibi 

ks  işaret vektörlerinin NU  matrisine ve ayrıca  SU  ve NU  matrislerinin birbirine dik 

olacağı açıktır. 

0=N
H
k Us              (5.10) 

0=SUU H
N              (5.11) 

(5.10) ve (5.11) özellikleri, işaretin frekanslarının çıkarımları için bir yöntem 

sunmaktadır. İşaret vektörü )(θs , 
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olarak tekrar tanımlansın. Teorik olarak hesaplanan R  matrisi için ks  işaret 

vektörlerinin NU  gürültü özvektörleri matrisine dik olduğu (5.10) ifadesiyle 

verilmişti. Spektrum kestiriminde kullanılan R̂  matrisi, sürecin gözlem kümesinin 

ortalamasının alınmasıyla elde edilmekte olduğu için R̂  matrisinden bulunan işaret 
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vektörleri kestirilen gürültü özvektörleri matrisine yaklaşık diktir [49].  

0ˆ)( =NUsH θ  çarpımı ele alınırsa, işaretin frekansları bilinmediği için θ  değeri  0  

ile π2  arasında tüm değerleri taramaktadır. Açıktır ki θ  değeri işaretin frekans 

değerlerine yaklaştıkça 0ˆ)( =NUsH θ  çarpımı sıfıra yaklaşacaktır.  

0ˆ)( ≈NUsH θ               (5.13) 

Sonuç olarak, 2-B MUSIC spektrum kestirim fonksiyonu; 

),(),(
1

2121
2 ffff

P H
NN

HMUSICD SUUS
=−         (5.14) 

ile verilmektedir [57]. Böylece 2-B MUSIC spektrum kestirim fonksiyonu işaret 

frekanslarında tepeleri oluşturacaktır.  

5.3 alt bölümünde 2-B MUSIC ve çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmaları 

kullanılarak elde edilen 2-B spektrum kestirimleri uygulama sonuçları ile 

karşılaştırılmıştır. 2-B MUSIC algoritması yüksek çözünürlükte işaret spektrumları 

ortaya çıkarmasına karşın çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmasının 2-B spektrum 

kestiriminde çözünürlük ve performans açısından daha etkin olduğu görülmektedir.  

2-B MUSIC algoritmasında, çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmasında olduğu gibi 

öncelikle eldeki veriden özilinti matrisi kestirilmektedir. Daha sonra kestirilen 

özilinti matrisinin özvektörleri ve bu özvektörlere karşılık gelen özdeğerleri 

bulunmaktadır. 2-B işaret sayısı K  olmak üzere  (5.2) ifadesinde de verildiği gibi en 

büyük K  tane özdeğere karşılık gelen özvektörler işaret alt uzayını, geriye kalan 

özdeğerlere karşılık gelen özvektörler de gürültü alt uzayını oluşturmaktadır. Son 

olarak gürültü alt uzayının elde edilmesiyle (5.14) spektrum kestirim fonksiyonu 

kullanılarak işaretlere ait frekanslar yüksek çözünürlük ve doğrulukla 

kestirilmektedir. 
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5.3 2-B MUSIC ve Çoklu ÇD Destek Bölgeleri Spektrum Kestirim  
Algoritmaları Uygulama Sonuçlarının Karşılaştırılması 

Bu alt bölümde 2-B MUSIC spektrum kestirim algoritması ile çoklu ÇD destek 

bölgeleri algoritması uygulama sonuçları karşılaştırılmaktadır. Karşılaştırmalarda 

işaret parametreleri değiştirilerek kullanılmaktadır. Gürültünün varyansının ve işaret 

örnek sayısının elde edilen spektrum kestirimlerine etkileri gösterilmektedir. 

2-B MUSIC algoritması yüksek çözünürlükte spektrumlar ortaya çıkarmasına karşın 

çoklu ÇD destek bölgeleri algoritması spektrum çözünürlüğü ve doğruluğu açısından 

daha iyi performans ortaya koymaktadır. Çizelge 5-1’de verilen işaret parametreleri 

için uygulama karşılaştırmaları Şekil 5-1 ve Şekil 5-2‘de gösterilmektedir. 

 

Çizelge 5-1 : 2-B MUSIC ve çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmaları kullanılarak bulunan 2-B 
spektrum kestirim karşılaştırması için uygulamada kullanılan işaret parametreleri–1 

1. Frekans değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans değeri  kf 2  0.2 0.3 

Genlik değerleri    kp  1 1 

Faz değerleri         kϕ  0 0 

Örnek aralıkları (M,N)=(15,15) 

Filtre boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 10dB 

 
 
 

      
        (a)                       (b) 

Şekil 5-1 : Çizelge 5-1 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) 2-B MUSIC algoritmaları 
kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi karşılaştırması - genlik diagramı 
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          (a)                   (b) 

Şekil 5-2 : Çizelge 5-1 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) 2-B MUSIC algoritmaları 
kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi karşılaştırması - kontur diagramı 

 

Çizelge 5-2’de verilen işaret parametreleri için uygulama karşılaştırmaları Şekil 5-3 

ve Şekil 5-4‘de gösterilmektedir. Karşılaştırmalarda işaret örnek değerleri 

)10,10(),( =NM  olarak alınmıştır. 

Çizelge 5-2 : 2-B MUSIC ve çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmaları kullanılarak bulunan 2-B 
spektrum kestirim karşılaştırması için uygulamada kullanılan işaret parametreleri–2 

1. Frekans değeri  kf1  0.2 0.3 

2. Frekans değeri  kf 2  0.2 0.3 

Genlik değerleri    kp  1 1 

Faz değerleri         kϕ  0 0 

Örnek aralıkları (M,N)=(10,10) 

Filtre boyutları (P,Q)=(6,6) 

SNR = 10dB 

 
 

      
        (a)                   (b) 

Şekil 5-3 : Çizelge 5-2 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) 2-B MUSIC algoritmaları 
kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi karşılaştırması - genlik diagramı 
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          (a)                   (b) 

Şekil 5-4 : Çizelge 5-2 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) 2-B MUSIC algoritmaları 
kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi karşılaştırması - kontur diagramı 

 

Çizelge 5-3’de verilen işaret parametreleri için uygulama karşılaştırmaları Şekil 5-5 

ve Şekil 5-6’da gösterilmektedir. Karşılaştırmalarda SNR = 5 dB olarak alınmıştır. 

Çizelge 5-3 : 2-B MUSIC ve çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmaları kullanılarak bulunan 2-B 
spektrum kestirim karşılaştırması için uygulamada kullanılan işaret parametreleri–3 

1. Frekans Değeri  kf1  0.2 0.3 
2. Frekans Değeri  kf 2 0.2 0.3 
Genlik değerleri     kp 1 1 
Faz değerleri          kϕ  0 0 
Örnek aralıkları (M,N)=(15,15) 
Filtre boyutları (P,Q)=(6,6) 
SNR = 5 dB 

 
 
 

      
         (a)                  (b) 

Şekil 5-5 : Çizelge 5-3 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) 2-B MUSIC algoritmaları 
kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi karşılaştırması - genlik diagramı 
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          (a)                   (b) 

Şekil 5-6 : Çizelge 5-3 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) 2-B MUSIC algoritmaları 
kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi karşılaştırması - kontur diagramı 

 

5.4 2-B MUSIC, Çoklu ÇD Destek Bölgeleri ve 2-B Periodogram 
Kullanılarak Bulunan 2-B Spektrum Kestirimlerinin 
Karşılaştırılması 

Bu alt bölümde, 2-B MUSIC, çoklu ÇD destek bölgeleri ve 2-B periodogram 

yöntemleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimleri karşılaştırılmaktadır. 2-B 

spektrum kestirimleri için uygulama sonuçları Şekil 5-7 ve Şekil 5-8’de 

gösterilmektedir. Karşılaştırmalarda kullanılan parametreler Çizelge 5-1 

parametreleri olup 2-B periodogram yönteminde kullanılan örnek ve frekans 

değerleri Çizelge 5-1’de verilen değerlerdir. Sınırlı veri örnek değerlerinde 2-B 

periodogram yöntemi düşük çözünürlükte ve doğrulukta spektrum kestirimi 

yapmaktadır. Dolayısıyla veri örnek değerlerinin kısıtlı olduğu durumda 2-B 

periodogram yerine çoklu ÇD destek bölgeleri ve 2-B MUSIC yöntemleri 

kullanılması daha uygun olmaktadır. Uygulama sonuçlarından da görüleceği gibi 2-B 

işarete ait frekans değerlerini gösteren tepecikler çoklu ÇD destek bölgeleri ve 2-B 

MUSIC algoritmaları kullanılarak elde edilen spektrum kestirimlerinde çok daha net 

olarak ortaya çıkmaktadır.  
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   (a)               (b)                (c) 

Şekil 5-7: Çizelge 5-1 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) 2-B MUSIC (c) 2-B 
periodogram yöntemleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi - genlik diagramı 

 
 

 
(a)            (b)           (c) 

Şekil 5-8: Çizelge 5-1 parametreleri ile (a) Çoklu ÇD destek bölgeleri (b) 2-B MUSIC (c) 2-B 
periodogram yöntemleri kullanılarak bulunan 2-B spektrum kestirimi - kontur diagramı 
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6 SONUÇ 

Bu tezde, 2-B ve sınırlı veriye sahip kompleks işaretlerin yüksek çözünürlüklü 

spektrum kestirimleri iki ÇD destek bölgeleri, çoklu ÇD destek bölgeleri ve 2-B 

MUSIC spektrum kestirim algoritmaları kullanılarak ortaya çıkarılmıştır. 2-B 

spektrum kestirimine etki eden faktörler belirlenmiştir. Hazırlanan uygulama 

programı sayesinde iki ÇD destek bölgeleri, çoklu ÇD destek bölgeleri ve 2-B 

MUSIC spektrum kestirim algoritmaları, spektrum çözünürlüğü ve kestirim 

doğruluğu açısından karşılaştırılmıştır. Ayrıca uygulama sonuçlarıyla özilinti 

kestirim fonksiyonlarının spektrum kestirimi çözünürlüğüne ve doğruluğuna etkisi 

incelenmiştir. Elde edilen sonuçlar aşağıdaki gibi özetlenebilir: 

a) Çoklu ÇD destek bölgeleri algoritması kullanılarak elde edilen spektrum kestirimi 

çözünürlük ve doğruluk açısından iki ÇD destek bölgeleri algoritması kullanılarak 

elde edilen kestirime göre çok daha yüksek çözünürlükte ve doğrulukta sonuçlar 

ortaya koymaktadır. İki ÇD destek bölgeleri spektrum kestiriminde, işaret 

frekanslarında oluşan tepeciklerle birlikte farklı frekans noktalarında sahte tepecikler 

de ortaya çıkmaktadır. Fakat çoklu ÇD destek bölgeleri spektrum kestiriminde bu 

sahte tepecikler tamamen ortadan kaybolmakta ve tepecikler sadece gerçek frekans 

değerlerinde ortaya çıkmaktadır. Bununla birlikte, iki ÇD destek bölgeleri 

algoritması farklı işaret parametreleri için çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmasına 

göre performans yönünden çok daha olumsuz etkilenmekte olup spektrum 

kestirimindeki çözünürlük ve doğruluk azalmaktadır.  

b) 2-B spektrum kestiriminde önemli rol oynayan özilinti matrislerinin kestirim 

yöntemleri ve bu kestirimlerin işaret spektrumuna olan etkisi incelenmiştir. Özilinti 

matrisleri yansız ve yanlı özilinti kestirim yöntemleri kullanılarak hesaplanmıştır. 

İşaret örnek sayısının değişiminin yansız ve yanlı özilinti matris kestirimleri 

kullanılarak ortaya çıkarılan 2-B spektrum kestirimine olan etkisi incelenmiştir. 

Yapılan denemelerden, 2-B işaret örnek sayılarının belli bir değerden aşağı olduğu 

durumda yansız özilinti kestiriminin, yukarı olduğu durumda ise yanlı özilinti 

kestiriminin daha iyi çözünürlükte sonuçlar ortaya koyduğu gözlenmiştir. 



 68

c) 2-B MUSIC spektrum kestirim algoritması da çoklu ÇD destek bölgeleri 

algoritmasında olduğu gibi oldukça yüksek çözünürlükte spektrum kestirimi ortaya 

çıkarmıştır. Her iki yöntemin karşılaştırılması işaret parametreleri değiştirilerek 

yapılmıştır. Elde edilen sonuçlardan da görülebileceği gibi çoklu ÇD destek bölgeleri 

algoritmasıyla yapılan kestirim 2-B MUSIC algoritması kullanılarak elde edilen 

spektrum kestirimine göre daha yüksek çözünürlükte kestirim ortaya çıkarmıştır. 

Sonuç olarak, bu çalışma ile çoklu ÇD destek bölgeleri, iki ÇD destek bölgeleri ve  

2-B MUSIC algoritmaları kullanılarak 2-B spektrum kestirimleri elde edilmiştir. 

Uygulama sonuçlarından, çoklu ÇD destek bölgeleri algoritması ile elde edilen 

kestirimin karşılaştırılan diğer 2-B spektrum kestirim yöntemlerine göre daha iyi 

sonuçlar ortaya koyduğu gösterilmiştir. Bununla birlikte, farklı örnek değerleri için 

çoklu ÇD destek bölgeleri algoritmasında kullanılan özilinti matrisi kestiriminde 

hangi yöntemin kullanılmasının daha uygun olacağı da önerilmiştir.  

Çoklu ÇD destek bölgeleri algoritması, iki ÇD destek bölgeleri ve 2-B MUSIC 

algoritmalarına göre daha iyi performans ortaya koymasına rağmen, çoklu ÇD destek 

bölgeleri algoritmasında da 2-B işaretin frekans değerlerinin birbirine çok yakın 

olduğu durumlarda işaretlerin birbiri içine girdiği ve çözünürlüğün azaldığı 

gözlemlenmiştir. Algoritma, 2-B işaretin frekans değerlerinin birbirine çok yakın 

olduğu durumda da yüksek çözünürlüklü spektrum kestirimi ortaya koyacak biçimde 

geliştirilebilir. 
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