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ONSOZ

Aeroelastisite hava akimina maruz bir kati cisimde olusan elastik, atalet ve
aerodinamik kuvvetleri etkilesimini inceleyen bir bilim dalidir. Bu karsilikhi etkilegimler
sistemi kimi zaman kararsiz bir duruma getirir. Bu kararsiz durumlardan biri de bu
tezin konusunu olugturan flaterdir (flutter). Bu ¢aligmada iki boyutlu bir kontrol veya
tagima yiizeyinin flater siun incelenmigtir. Kat1 cisim modeli Donnel-Mushtari ince
kabuk teorisine, aerodinamik teori ise lineerlestirilmig ses tistii akim teorisine dayanir.

Flater ilk kez ikinci diinya savaginda Alman V-2 savag roketlerinde ortaya
¢tkmugtir, O zamandan beri flater siun 6zellikle yiiksek hizla ugan ugak, roket gibi
araglarda bir dizayn parametrisi olmustur. Bu gahsma TUBITAK-SAGE (Savunma
Arastirma-Gelistirme) tarafindan tez destek programina alinmugtir ve bu kurulug
tarafindan iiretilen roketlerin kontrol yiizeylerinde olusabilecek aeroelastik olaylar i¢in
bilgi birikimi olusturmay: hedeflemektedir.

Bu caligmada gosterdigi ilgi ve ¢aba i¢in danigman hocam Sayin Prof. Dr. Zahit
Mecitoglu'na sonsuz tesekkiirler ederim.

16.01.1998
Ucgak Miih. Burak Durak
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OZET

Bu ¢aligmada hava akimma maruz ve g¢esitli sinir sartlarina sahip plak ve basik
dairesel silindirik kabuklarin aeroelastik davramgt incelenmis ve flater simrlan
belirlenmeye caligilmigtir. Basik kabuk denklemleri homojen malzeme, kiigik yer
degistirmeler i¢in, Donnel-Mushtari ince kabuk teorisi kullamlarak elde edilmigtir.
Plaklar kabuklarin bir 6zel hali oldugundan yangap ¢ok biliyik ahnarak plak
¢oziimlerine gidilmigtir. Aerodinamik kuvvet ise dinamik basing ve kabuk tizerindeki
noktalarin dénmeleri cinsinden lineerlestirilmig sesiistii akim teorisiyle ifade edilmigtir.
Bu teoride sinir tabakamin hemen tizerindeki vizkoz olmayan bolge ele alinmakta, hava
ideal gaz olarak kabul edilmekte ve sistemin izantropik oldufu varsayimaktadir.
Ayrica kabuk yiizeyini sekil degisimlerinin kiigtik oldugu varsayilmaktadir.

Coziim asamasinda sonlu elemanlar metodu™ve Kitz metodu segilmigtir. Sonlu
elemanlar ¢oziimiinde eleman olarak dort dagiim noktali ve her dugimde bes
serbestlik derecesi bulunan , toplam yirmi serbestlik dereceli bir silindirik kabuk
eleman segilmistir. Bu elemana ait kiitle, katilik ve aerodinamik matrisler i¢in bir sonlu
elemanlar formiilasyonu gelistirilmis daha sonra gesitli simr sartlarini inceleyen bir
bilgisayar programi Fortran dilinde yazilmistir. Ritz metodu ile yapilan ¢oziimde ise bir
ucu ankastre olarak mesnetlenmis bir silindirik kabuk i¢in yaklasim fonksiyonlan
uygun polinomlar olarak alinmug, daha sonra ¢oziime gidilmigtir. Ritz metodu iginde
bir bilgisayar programu Matlab dilinde yapilmustir. Elde edilen sonuglarn literatiirdeki
sonuglaria uyustugu goézlenmistir.



AEROELASTIC ANALYSIS OF SHALLOW CYLINDRICAL SHELLS

SUMMARY

Aeroelasticity is a science that deals with interaction between the aerodynamic,
inertia and elastic forces which appear on a solid body which is exposed to air flow.
This interaction can cause an unstable motion on the structure. Flutter is one of these
unstable motions. This study is to try to determine the flutter boundary of plates and
shallow cylindrical shells which have various boundary conditions. For a given two
dimensional control or lifting surface, the flutter mechanism happens as follows: the
elastic body deforms due to outer effects, deformation of the body changes the angle
of attack. The aerodynamic forces and moments which depend on angle of attack shift
also. The changing of aerodynamic forces and moments change the angle of attack
again. This cycle continues until the aerodynamic forces and moments become less
than bending and torsion stiffness of the body. After this point, the motion turns back.
On a certain critical dynamic pressure, the aerodynamic forces which depend on angle
of attack become greater than elastic forces which depend on angle of attack. This
point is flutter boundary. At the flutter boundary, if the dynamic pressure goes on to
increase, the motion of structure becomes unstable. A harmonic motion happens and
it’s amplitude gets greater and greater. This phenomena causes the structure failure.

On the derivation of the equations of motion, the theory used is linear. The air
flow is parallel to the straight edge of the surface i.e. x axis of plates and shells as
shown following.

Figure-1 Air flow direction versus to shell
To obtain the differential equation of the shell, an aerodynamic force has been
considered which is normal to the shell surface. Aerodynamic drag has been omitted.
This lifting force that is normal to the shell surface has been accounted for by using



piston theory. In this theory it is assumed that the flow is inviscid, the considered
region is just above the boundary layer, the deformation of the points on the solid
surface, in other words the angle of attack of the points due to aerodynamic forces is
small, air is assumed as ideal gas, the system is isentropic, the body forces can be
neglected, the flow is steady stead. For the supersonic flow the piston theory is
obtained by the solution of a linear partial differential equation. This differential
equation is a combination of Navier-Stokes equations, continuity equation, energy
equation, ideal gas relationship and state equation. The combining of these equations
is arrived at by defining a potential function for flow velocities. The Resulting
differential equation is nonlinear. To get a linear differential equation, the small
perturbation theory is used under the acceptation of small deflection of the body. This
linear differential equation is called linearized supersonic potential flow theory
equation. The solution of this equation is substituted at the pressure coefficient
formula. At the supersonic flows the aerodynamic pressure is obtained as:

20d, oW

M. 1 Ox (D

P, =

In the above equation, if only one surface is exposed to air flow; n=1 and if both
upper and lower surface are exposed to air flow; n=2.

The valid assumptions during the derivation of equation of motion owing to
shallow cylindrical shell are: the thickness is small compered to the shell’s edge length
(approximately h/L<1/10), displacements and deformations are small enough, the
normal stress can be neglected among other stress, Bernoulli-Navier hypothesis is
valid, structural damping is omitted.

The shallow cylindrical shell assumption for a cylindrical shell depends on the ratio of
b/R as shown following.

R R
b b

shallow cylindncal shell  deep cylindnical shell -

b/R=0.7 b/R=1.6
H/b=0.009036 H/b=0.25
20 =40.975 20=106.26

Figure-2 Comparison of shallow shell and deep shell

The differential equation of the cylindrical shallow shell which is exposed to air flow
has been obtained by using Newton’s second law, stress-strain relationship, geometric



properties come from Bernoulli-Navier hypothesis, the shallow shell approximation
(R +z = R) and piston theory for the aerodynamic force. The result equation is

Ehd'w  2nq, ow o*w
DV'w+pz o3+ ~ 2_1‘6;=th4(&2) 2
Here
: 68 68 68 68 68
V= 8+46x6y2+6 3y4+46x26y6+6x8
and

o* o* o*
V4 - ax4 +26x26y2 +ay4

are the defined statements.
In the above equation; w denotes the middle surface displacement in z direction.

Analytical solution of this differential equation cannot be found unless
convenient boundary conditions exist. For this reason in this study numerical methods
have been preferred for the solution. Selected numerical solutions are the Ritz method
and finite element method.

In the Ritz method, an approximate solution is obtained for the varitional
statement from which the differential equation has been derived instead of the given
differential equation. Thus there needs to be a varitional statement for the differential
equation. But in solid mechanics there is always a variational statement for the
equation of motion. It is the Hamilton principle which is given as

][S(T- V) +8Wt = 0 3)

where T is the kinetic energy, V is the potential energy, 8W is the virtual work that
the outer force does. For the shallow shells the kinetic energy can be found as

T= %ph j:\j.(w2 +a? +¥2)dxdy (4)
The potential energy is
1 u vow) udv duw 1{ov ou
U‘Efj{c[(a*a;*i) 20 V>[5; 2o 2y H
ow  Fw)’ ow o*w (Fw)
+D[(——a'x7— Gyzj —2(l—v)l:ax2 re —(axay) H}dxdy &)



And the aerodynamic force can be found by integrating the pressure which was
formulated before by the piston theory over surface area:

Q=[] p.txty =[[ e Zeanay ©

The virtual work which the aerodynamic force does is

2nq, ow

5W=Q8w=ﬁ\/——— .

dwdxdy )

In Ritz method, calculations have been made on a cantilevered plate. The approximate
function is selected to satisfy the essential boundary conditions and it is assumed that
the dependent variables has the form of

u(x,y,t) = Z_llmm(x, ¥)-qu(t)
v(%,y,t) = thm(x,y) -q (1)

WOEY,E= D W (X,Y).Q (1) (8)

m=1

Here o¢_,$, and y, are the approximate functions which satisfy the essential

boundary conditions. For cantilevered plates following function family supplyies the
essential boundary conditions.

P R

(p(x,y)=(%) G) P=12,.P ; R=0,1,..R
S X T

¢(x,y)=(%) (;) §=1,2,..8 ; T=0,1,..T
M X N

\y(x,y)=(%) (;) M=23.M ; N=0,1,..N

Hence the aerodynamic virtual work could be obtained by substituting defined
approximate function into (7)

2nq,
W = [ \[—_—1( - qm]wn(x,y)dxdy | ©)

In flutter analysis for the time dependent variable qp,, the following equation
is assumed:

xiv



qm = elmtqm (10)
Here o has two companents, i.e:
0 =0R +i0; (11)

In the above expression @ g denotes the real root which means stable motion
and o ; denotes the imaginer root which means unstable motion . Thus, if there is any

imaginer root in the solution , it means that the system is unstable i.e in the flutter.
If (8) and (9) expressions are substituted into (3) finally this is obtained:

H{ (9u[ph0 (00, +6,9, +wmwn)+C[(a;"x ag’y + )(a;{ 5{;’; WY Rj

n 00, 00, 00, V.00, O0,v, 1(0b, J0,) 0, 0o,
(I“V)[ay x o &y R x| ox R_2(6x+6yj[ ayjﬂ

CYa Oy, |y, v, Oy, Oy, vy, Py,
+D[[ R o) UV e e ot
oy, Oy, 2nqm 8\1/
2 axdy oxdy || ax Va ) [axdy=0 (10)

In the above equation n, m denotes row and column of the eigenvalue matrice

respectively
For finite elements formulation Hamilton principle can be written as so:

]z[a(T—v)+5W]dt (j | [3(T, - v,)+sw }it} (11)

tl

So elements matrice can be obtained by using
t2

L, = [[8(T, - v.) + W, Jat (12)
tl

It can be easily seen , the equation (12) is the same with the equation (3), but the right
hand side of the equation is not zero this time. Thus (10) formulation can be used for
the finite element formulation. The selected element for the finite element solution has
four nodes at four corners, each has five degrees of freedom so totally twenty degrees
of freedom as shown below.
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Figure-3 The shell element and it’s degrees of freedom

The shape function has been obtained from polynomials by utilising compatibility and
displacement conditions on nodes. The calculated shape functions are:

V,(x,y)= %b(l - 2)(1 " %)(1 _ %)2
v, (x,y) = —%a(l+z~)(l _%)(1_2)2

Vs (X, Y) = %b(l + z)(l + %)(1 - %)2
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For the following approximate functions , the shape functions which are defined
above is valid. Thus:

uxy, 0= 20,600 ., VXY= 20.(5Y).q.(1)

m=13 m=17

WEYD= 2, Vo (X,Y). 00 (1) (14)

m=]

For the finite element solution, the element matrices (mass, stiffness and
aerodynamic matrices) have been calculated by a soft ware called as DERIVE. Then
an finite element program has been written by FORTRAN language which can
consider various boundary conditions for shallow cylindrical shells.

For the Ritz method a computer program has been written in MATLAB which
consider flutter analysis of cantilevered plates.
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Figure 4 The flutter character of siriply supported cylindrical shell
Here
2’ 2q, , pha*

=5 = 15
DM 1 =~ 0D (15)

In this study, the results obtained by finite elements and Ritz method are very close to
each other and to literature.

The Figure 4 is the typical flutter behaviour of a lifting or control surface. As
shown above figures two roots try to come near and flutter happens when two mode
coalescence. This phenomena can be explained as the aerodynamic forces which
depend on angle of attack increase more than elastic forces which depend on angle of
attack. Beyond the flutter boundary, the aerodynamic forces are greater than the
elastic forces which cause a stable harmonic motion. If the dynamic pressure goes on
to increase, the motion of structure becomes unstable. A harmonic motion happens
and it’s amplitude gets greater and greater. This phenomena causes the structure
failure.



BOLUM 1 GIRIiS

Aeroelastisite hava akimmna maruz bir kat1 cisimdeki aerodinamik, elastik ve
atalet kuvvetlerinin etkilesimlerini inceleyen bir bilim dalidir. Bu karsilikli etkilegimier
kimi zaman kararsiz bir davraniga neden olur. Bu kararsiz davramglardan biri de bu
¢alismamn konusunu olusturan flaterdir (flutter). Flater aerodinamik kuvvetlerdeki
hiicum agisina bagh artisin, elastik kuvvetlerdeki hiicum agisina bagh artigtan biyik
olmasina neden olacak bir kritik dinamik basing nedeniyle meydana gelir. Bu kritik
dinamik basingta aerodinamik kuvvetler elastik kuvvetlerden daha biiyiik bir deger alir
ve sistem 1raksak bir davraniga girer. Bu olay sistemin kirlmasina veya bir siire sonra
yorularak kopmasina neden olur. Aeroelastik bir olayda cisme etkiyen kuvvetler akim
yoniine, cismin geometrisine, cismin akim yOniine nazaran, konumuna ve cismin
yaptig1 sekil degistirmelere ¢ok fazla bagh olabilirler. Bunun tersi de dogrudur. Yani
cismin yer veya sekil degistirmesi veya akim yoniine nazaran konumu da etkiyen
kuvvete baghdir. Bu karsilikh etkilegim kimi zaman stabil olmayan bir davraniga neden
olur. Tahmin edilebilecegi gibi stabil olmayan bu durum hava akiminn siddetine (daha
actk bir ifadeyle dinamik basinca) ve elastik cisme ait 6zelliklere (Elastisite modiili,
cismin boyutlar, poission oram) baglidir. Flater analizi yapilacak yapt bir kaldirma
veya kontrol yiizeyi ise ki bu durumda yap: iki boyutludur, dikkate alinacak kuvvetler
daha ¢ok yiizeye dik yondekiler olur. Clnkii cisimde en ¢ok sekil degisimine neden
olacak ve cismin gekil degisimi nedeniyle degeri en ¢ok degisecek yegane kuvvetler
yiizeye dik yonde olanlardir. Iki boyutlu bir tasima veya kontrol yiizeyinde flater
mekanizmasi §oyle gelisir: Bir di§ etki nedeniyle elastik cisim sekil degigtirir, degisen
bu sekil nedeniyle hiicum agisinda olugan degisim cisme etkiyen kuvvet ve momentleri
de degistirir. Degigen kuvvet ve momentler cisimde tekrar bir gekil degisimine, yani
hiicum agisinin degisimine neden olur. Bu doéngii hava yiikii nedeniyle olusan
aerodinamik kuvvet ve momentlerin cismin egilme ve burulma rijitliklerinden kugiik
bir deger almasma kadar devam eder. Bu noktadan sonra hareket ters yonde devam
eder. Belli kritik bir dinamik basinca kadar bu olay sabit genlikli bir harmonik hareket



seklinde devam eder. Ancak kritik dinamik basinca ulagildifinda aerodinamik
kuvvetler elastik kuvvetlerden daha biiyitkk olmaya baglamustir, bu noktadan sonra
sistem artan genlikli bir harmonik harekete baglar. Bu ise yapimn bir siire sonra
kinlmasina neden olur. Bu galigmada gesitli siir sartlart ve geometrilere sahip kabuk
ve plaklarn flater simirtan belirlenmeye gahigiimugtir.

Flater analizleri, ozellikle yiksek lzda ugan ucak, helikopter, roket gibi
hava-uzay araglarimin tasarimunda ve tiirbin palleri gibi akigkan yiikiine maruz kati
cisimlerin dizayninda 6nemli bir yer tutar. Ses duvarimn agilmasiyla birlikte flater siin
onemli bir dizayn parametrisi olmustur.

Plak ve kabuklann flater analiz ile ilgili ¢esitli caliymalarda en ¢ok kullamlan
aerodinamik teori Piston Teorsidir. Bu teort ilk kez 1956 yilinda Ashley ve Zartarian
[1}tarafindan onerilmistir . Dowell ve Voss [2], panel flater sinirimi piston teorisini
kullanarak teorik ve deneysel olarak incelemislerdir. Bisplinghoff ve Ashley [3]
aeroelastisite hakkinda genig bir ¢aliyjma yapmuslardir. Yine Dowell [4], plak ve
kabuklarin aeroelastik analizinin genis bir incelemesini yapmustir. Han ve Yang [5],
sonlu elemanlar metoduyla basit mesnetli ve ankastre mesnetli plaklarin nonlineer
aeroelastik davramisim incelemistir. Yine Voss [6], silindirik kabuklann flater analizine
bastk kabuk ve piston teorisi aerodinamigi ile yaklasmugtir. Yine Dowell [7] panel
flateri konusunda yapilan ¢aligmalan 6zetlemigtir. Voss ve Dowell [8], aerodinamik
soniimiin ince panellerin aeroelastik davramgina etkisini incelemistir. Bismarc-Nasr
[9], plak ve kabuklarin aeroelastik analizi hakkinda yapilan ¢ahismalart derlemiglerdir.

Bu caligmada ¢esitli simir sartlanna sahip iki boyutlu tagiyici veya kontrol
yiizeylerinin flater simin elde edilmeye ¢aligilmigtir. Geometri ve malzeme gibi flater
sinirinda Gnemli yeri olan biyiiklikler bir ucu ankastre olarak mesnetlenmis plaklar
i¢in incelenmigtir.

TUBITAK-SAGE (Savunma Arastirma-Geligtirme) tez destek programina
alinmug olan bu ¢aliyma, SAGE tarafindan uretilen roketlerin, kontrol yiizeylerinin
flater stun hakkinda bir bilgi birikiminin olugymasim hedeflemektedir. Plak ve dairesel
silindirik kabuk geometrisine sahip bu konrol yiizeyleri i¢in Donnel-Mushtari ince
kabuk teorisi kullanilmugtir. Malzemenin homojen ve izotrop oldugu kabul edilmisg
hareket denklemleri Newton'un ikinci kanunu kullamlarak elde edilmigtir. Aerodinamik
kuvvet lineerlestirilmis sesiistii akim teorisi ile elde edilmigtir. Kullamlan teori Mach



sayisimin 1,2'den biiyilkk ve (yaklagik olarak) 5,0 ‘dan kiigiik oldugu durumlar i¢in
gegerlidir. Uretilen roketlerin hiz: bu siunmn istiinde oldugundan bu teori dizayn igin

yeterli mertebede sonug verir



BOLUM 2 BASIK DAIRESEL SILINDIRiK KABUKLAR

2.1 TANIMLAR VE KABULLER

Ince kabuk birbirine yakm olarak konumlandinlmis iki egri yiizeyin
sinirlandirdig bir cisimdir. Ince kabuklarn kalinli@ diger boyutlarina goére bir mertebe
daha kigiktir (h/L<1/10), [11]. Bu durum kabuk probleminin iki boyutlu hale
indirgenebilmesini saglar. Bir kabugun ¢ temel belirleyici 6zelligi vardir: Referans
yiizeyl, kalhnhg ve siurlan. Bunlann arasinda en 6nemli yeri referans yiizeyi tutar.
Cunku referans yizeyi kabugun seklini tammlar ve kabugun davramg: referans
ylzeyinin davramg ile iligkilidir. Eger kabuk homojen tek bir malzemeden yapilmigsa
referans yiizeyi orta yiizeydir.

Ug boyutlu elastisite teorisinde temel denklemler ii¢ genis kategoride ortaya
¢ikarlar. Bunlardan birincisi hareket denklemleridir ki ele alinan ortamin sonsuz kiigiik
bir elemani tizerine etki eden kuvvetlerin dengesinden elde edilir. Ikincisi uzama oram
yer degistirme denklemleridir ki bunlar elastik cismin deformasyonunun geometrik
olarak incelenmesinden elde edilir. Ugiinciisic deneysel sonuglar olan biinye
denklemleridir ve uzama oranlan ile gerilmeler arasindaki iligkileri belirtir. Ancak g
boyutlu elastisite denklemlerinin ¢oziimii ¢ok gii¢ oldugundan ele alinan kabugun.
¢oziimii i¢in baz1 basitlestirici kabuller yaparak problemi iki boyutlu hale indirgemek
gerekmektedir. Bu ¢aligmada elde edilen kabuk denklemleri asagidaki kabullere
dayandirilmugtir [10]:

1-Kabuk kat: homojen ve elastik bir yapiya sahiptir. Bu kati cisme ait elastisite modiilii
ve poission oram sabittir,

2 Kabugun kalinh$ diger boyutlan yamnda yeterince kiigiiktiir (h/L.<1/10).



3-Uzama oranlan ve yer degistirmeler yeterince kiiglik miktarlardadir. Dolayistyla
uzama oram yer degistirme denklemlerinde ikinci ve daha yiiksek mertebeden terimler,
birinci mertebe terimlerin yaminda ihmal edilebilir.

4-Kabugun referans yiizeyine dik olarak etki eden normal gerilmeler diger gerilme
bilesenleri yaninda ihmal edilebilecek kadar kiigtiktiir.

5-Kabugun referans yilizeyinin normalleri deformasyon sonrasinda da referans
yiizeyine normal kalirlar (Bernolli-Navier hipotezi ).

6-Tim yer degistirmeler kabuk kalinhmna nazaran kiigtktiir,

7-Yapisal sonum etkileri ihmal edilmistir.

Yukandaki kabuller arasindaki incelik kabulii diger tiim kabullerin ve tiim teorinin ilk
ve esas basamagmi olusturur. Inceligin kesin bir tanim olmamakla birlikte genel bir
kural olarak kalinlig diger boyutlann 1/10’undan kiigtik olan kabuklar ince sayilir[11].
Kabugun ¢okme miktarinin kiigitk olmasi biitiin tiirevleri ve hesaplamalari kabugun
orjinal ( deforme olmams ) sekline gore yapilabilmesini saglar. Eger bunye i¢in Hooke
kanunu kullamlirsa bunlar teorinin lineer ve elastik olmasim saglarlar. Dordiincii kabul
referans yiizeyinin normali yoniindeki gerilmelerin sifir olmasi, kalinligin kiigiik olmasi
nedeniyle bu yonde olusacak uzama oranlartmin kiigiik olmas: dolayisiyla gerilmenin de
diger gerilme bilesenlerine goére kiigiik olmasi demektir. Bu kabul aym zamanda
kalinligin degismedigi anlamuna da gelir. Ayrica Bernolli-Navier hipotezinin gegerli
olmas: aym zamanda referans ylizeyine dik yondeki kayma gekil degistirmelerinin de
ihmal edildi§i anlammna geldiginden hareket denkleminin ¢ikartilmas: esnasinda
kullamlmayacak, sifir alinacak gerilmeler ve uzama oranlan sunlardir:

a

Sekil 1.1 Bir genel kabuk ve eksen takim



Burada z orta yiizeye normal dogrultuyu gostermektedir. (Sekil 1.1)

2.2 UZAMA ORANI-YER DEGISTIRME ILISKILERi

Sekil 2.1 Dairesel silindirik kabuk

Sekil-2.1 ‘de ince dairesel silindirik bir kabuk, temel boyutlan ve koordinat sistemi
goriilmektedir. Koordinat sistemi orta diizlem iizerindedir. Kalinlk tzerindeki
herhangi bir noktanin uzama oram bilesenlerini bulmak i¢in once orta diizleme ait
uzama orant bilesenleri elde edilir. Bu bilesenler €°,€°%y,€" (sirasiyla orta yiizeyin
x yoniindeki uzama orani, y yoniindeki uzama oram ve z yonindeki birim kayma gekil

degistirmesi) olarak gosterilir. Sekil 2.2 'den x yoniindeki uzama oram igin

Buradan



ou
o == 2.1
£ ™ (2.1)
olarak elde edilir.
-3
dx + 2
u ox
dy
v
dx
[ ] 3!1
u+—dy-u
R.d(o+§1+ dy
dp
+6vdx
v+ —dg —
. dx Y
’ EY
¥

Sekil 2.2 Orta yiizeyin x yoniindeki sekil degistirmeleri

Y yonindeki uzama orame’,, ise su sekilde elde edilir: y yoni egrilik taraf
oldugundan bu yonde olugacak uzama oram sadece y yoniindeki yer degistirmelere
degil z yonindeki yer degistirmelere de baghdir. Matematiksel olarak egrisel
koordinatlardaki baz vektorlerinin tirevlerinin var olmasindan dolayt élusan bu fark
agagida geometrik olarak elde edilmistir.

Sadece y yoniinde olan bir yer degistirme sonucu olugan uzama oranma &%,
ve sadece z yoniinde olan bir yer degistirme sonucu olugan uzama oramna ise &%y,

olsun. Simdi sadece y (@) yoniinde bir hareketin olmasi durumunda &%, igin Sekil

2.3'den



Sekil 2.3 Orta yiizeyin y yoniindeki sekil degistirmeleri

V+Qd '
» R.do

g

elde edilir. Dolayisiyla

1
oy -

2|2

&
oy

olarak bulunur.
Sadece z yoniinde bir hareket olmasi durumunda deformasyon 6ncesi R.do

olan elamanter uzunluk, deformasyon sonrasi (R + w).do olacagindan. £, i¢in

_(R+w)do-Rdo w
w R.dop R

0z

elde edilir. Simdi €°, i¢in

0

ey =8%y +e%%yy = (2.2)

2|2
| €
I
2|
| €

1
R



olarak bulunur. Kayma birim sekil degistirme bilesent ise Sekil-2.2 ‘den goriildiigi gibi

g%y

(2.3)

+
2|

gl
+

2|
I

Q|2

1
R

olarak yazlabilir. Kalinlik tizerinde referans yiizeyinden z mesafesinde bulunan bir
nokta i¢in bu bagintilar (u,,v,,w, kalinhk tizerindeki bir noktamn sirasiyla x,y, ve z

yoniindeki yer degistirmeleri olmak iizere):

1 ov,  w, 1 (f?uz%_avZ d 04
W R+z do R+z’8xy_R+zacp ox O 24

€ = , ©

seklindedir. w, ifadesi kalinhg: kiigilk olmasi ve deformasyon sonrasinda kalinhkta
meydana gelecek degisimin kiiglik olmasi kabulii nedeniyle yaklagik olarak w “ ye
esittir. Dolayisiyla w=w _ alinabilir. $imdi orta yiizeydeki yer degistirmelerle, kalinhk
lizerindeki herhangi bir noktamn yer degistirmeleri arasinda iliskiler kurulacaktir. Bu
iligkileri gérmek i¢in geometrik bagintilardan faydalanilacaktir.

Asagidaki gekilde kalinlik tizerindeki herhangi bir noktamin x yoniindeki yer
degistirmesiyle orta yiizey izerinde bulunan bir noktanin yer degistirmeleri arasindaki
geometrik bagmtilar gosterilmistir. u, kalinltk tizerindeki bir noktamn x yoniindeki

yer degistirmesini gostermek tizere, u, i¢in Sekil 2.4' den
u, =u-z sin(@

z = g ox
seklinde yazlabilir. Ancak kiiglik donmeler s6z konusu oldugundan bu ifade

(2.5)

olarak elde edilir.
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deforme olmus orta diziem

[ X]

orta diizlem

a4

Sekil 2.4 x yonundeki yer degistirmelerin geometrik iligkileri

Benzer sekilde y yoniindeki yer degistirmelerle arasindaki geometrik bagmntilar
ise su sekilde elde edilir. Sekil-2.5 ‘den gériildigu gibi v, =|AC|—|BC]| dir.
|AC| ‘yi bulmak i¢in, yay uzunlugunun radyal dogrultu ile dogru orantih oldugu
diistntlerek;

R+z

ACl=
AC=

v

yazilabilir. |BC] igin ag1 degigimlerinin ve gekil degistirmelerin kiigiik oldugunu

hatirlamrsa,

|BC| = |DEJ= z.sin R 30 _Z'Racp
elde edilir. Boylece
R+z zow
v, = V-—— (2.6)

olarak elde edilir.
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€

a yizey

deforme olmug orf

Sekil 2.5 y yoniindeki yer degistirmelerin geometrik iligkileri

(2.5) ve (2.6) ifadeleri (2.4)’de denklemlerinde yerine koyulursa

o
xx—ax zaXZ
1 (R+zﬁ _z_azw)_,_ W
¥ "R+z° R 8¢p Radp>’ R+z
1 ou  *w +R+zﬁ _z_62w
)* "R & R axoo

2.7)

(2.8)

2.9)
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seklinde genel silindirik kabuk igin uzama oram yer degistirme denklemleri elde
edilmis olur. Basik kabuklarla genel kabuklar arasindaki ge¢is yay uzunlugunun kabuk
yanigapma oranmna (b/R) baghdir. b/R orammin yeterince kiigitk oldugu bir kabuk
basik kabuk olarak kabul edilebilir.

alb =1 b

basik kabuk genel kabuk
b/R=0.7 b/R=1.6
H/b=0.009036 =0.25
20 =40.975 20 =106.26

Sekil 2.6 Basik silindirik kabuk ve genel silindirik kabuk 6rekleri

Kesin bir rakam olmamasma karsin bu oran igin b/R<0.7 basik kabuk ve
b/R>1.6 ise genel kabuk olarak almr,[12]. Bu iki degerin arasindaki orana sahip
kabuklar (orta derecede) basik kabuklardir. Bu ¢aliymada basik kabuklar
incelendiginden b/R orammn veterince kiigiik oldugu kabulii ile yukanda elde edilen
uzama oram yer degistirme bagmtilari daha basit bir sekle donistirilebilir. Yani
R+z=R yaklagimu ile

u &
Ex = 5y 2 ax‘;v (2.10)
1w z 0w w o1
8yy_Ra(p RZ a(p2 R ( . )
1du ov _z &'w '
v =R ax R axdo (212)

olarak basik dairesel silindirik kabuga ait uzama oram yer degistirme bagintilan elde
edilmig olur.
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2.3 DENGE DENKLEMLERI

Sekil 2.7 Diferansiyel kabuk elemana etkiyen kuvvet ve momentler

Sekil 2.7 den goriildigi bibi kabuklarin her kenarinda G¢ adet kuvvet ne iki adet
moment vardir. Bu kuvvet ve momentler birim kenara etkimektedirler. Bu uzay
kuvvetler sistemine alt1 adet denge sart1 uygulanabilir. Bu sartlar ¢ adet kuvvetler
dengesi ve ii¢ adet momentler dengesidir. Bu denge sartlanmn yazilmasi sonucunda
ortaya ¢ikan denklemler asagidaki gibidir.[10]

on, On o*u

= +——ay£+px —ph-a—t_— (2.13)
on,, any q o’
x5 +—’+py =ph—> (2.14)
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dq, 1n, 0q, *w
SN S A = 2.
om om
—a—xﬁ—qﬁ ayy =0 (2.16)
@’%- om, =0 (2.17
ay ax qx - . )
m, +R(n, -n,)=0 (2.18)

Gorildugi gibi Newton ‘un ikinci kanunundan 6 adet denklem elde edildi.
Ancak yuk_andaki bilinmeyenler u,v,w, n,n,,n,,n,,q,,q,m,,m m.,m,. olmak
tizere 13 tanedir. Dolayisiyla problem hiperstatiktir. Fazladan denkleme sokulmas:

gereken bilegenler ise yer degistirmelerdir.

2.4 BUNYE DENKLEMLERI

Izotropik lineer elastik bir malzemenin ti¢ boyutlu haldeki biinye denklemleri
asagidaki sekilde ifade edilir :

1
€y = E[Gxx -v(o,, +0,)]

€., = -1—[0'yy -v(o,, +0,)]

WO E
1
€ =F (0= ~V(Ox +0y)] - (2.19)
Txy
=G
_Tx
€, = G
‘Cyz
€, = (2.20)
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Bolim 1.1 de ifade edilen 4. kabul neticesinde (2.19) denklemleri su hale

indirgenebilir:
1

By = “E—(Gxx -Vvo
1

€y = E(csyy - Vo,

Buradan ¢, ve 5, gozilerek

o-xx = 1_v2 (Sxx +veyy)
Sy =12 (e, +ve) (2.21)
seklinde elde edilir.

T, i¢inise bolim 1.1 de ifade edilen 5. kabul geregi
g =2 =0

xz G
T

vz _

€y, = —é‘ =0

olacaktir. Dolayistyla (2.20) denklemlerinden sadece

T
Sxy = —g ) (222)
kalr. Buradan malzeme izotrop, homojen oldugundan kayma modiilii G' nin , E ve v
cinsinden degeri yerine koyulursa;
E
= €
¥ o2(04+v) ¥

elde edilir.

T (2.23)
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2.5 GERILMELER ILE KUVVET VE MOMENTLER ARASINDAKI
BAGINTILAR

Sekil 2.8 Pozitif gerilmeler

Yukandaki sekilde dairesel silindirik bir kabuktan cikartimug, birim uzunlukta
kenarlara ve h kalmhgina sahip diferansiyel bir elemamn refarans yiizeyinden z
uzakhkta etkiyen pozitif gerilmeler gosterilmigtir. Daha once (2.13)-(2.18)
denklemlerini elde ederken kullanilan moment ve kuvvetlerle bu gerilmeler arasindaki
iligkiler agagidaki gibidir, [10].

h/2 h/2 z
n, = J.cyydz n, = f cxx(1+i)dz

-h/2 -h/2



17

h/2 h/2

YA
n, = _[‘nydz n, = _f Ty (1+35)dz
-h/2 -h/2 R
h/2 h/2
Z
m, = [o,zdz m, = | o (1+=)zdz
-h/2 ~h/2 R
h/2 h/2
VA
m,, = J.tyxzdz m,, = J. T, (1+7)zdz
-h/2 -h/2 R
W2 w2 7
q, = |1,z 4= Tl + )iz (2.24)
-h/2 -h/2
2.6 HAREKET DENKLEMLERI

Bolim 2.3 de elde edilen (2.18) denklemi m, +R(n,, —n,_) =0 ifadesi i¢in

bu esitlikteki moment ve kuvvetler yerine bunlarin (2.24) ‘deki degerleri koyulursa;

h/2 h/2 h/2 Z
[ tpzdz+R | 1,.dz-R [ 1 (1+2).dz=0
-~h/2 -h/2 ~h/2 R

ifadesine varlir. Ancak yukandaki ifadenin sol tarafi t,, =1, oldufundan 6zdes

yx
olarak sifira esittir. Dolayisiyla geriye saglanmasi gereken 5 adet denklem kalir.

Ele ahinan kabugun z yoniindeki hareketi (egilme ve burulma dawamél ) incelenmek
istendiginden x ve y yoniindeki atalet kuvvetleri dikkate alinmayacaktir, Aynca
kabugun x ve y yoniinde herhangi bir' aerodinamik siirtiinme kuvvetine maruz
kalmadig1 da kabul edilecektir. Bu kabuller altinda (2.13)-(2.18) denklemleri tekrar
yazilirsa:
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X ______=0
ox oy
@5’-+any g
& oy R
dq, n, v o*w
x Yo,y = oh
ax R+ é\y +pz p atZ
om cm
__..:y__q + ‘\)’ =O
ox Yoo oy
amyx am‘{
+ o g, =0 (2.25)

Denklemleri elde edilir. Burada p, yiizeye dik yonde (z ekseninde) birim alana etkiyen
aerodinamik kuvvettir. Bu kuvvetin degeri daha sonraki bolimlerde elde edilecek.

Yukanida yazilan ve momentler dengesini belirten son iki denklemden q, ve q,

gekilip ilk Gi¢ denklemde yerine yazilirsa sonug olarak su ii¢ denklem elde edilir:

on, on
L —=0
ox oy
on, on ém,, 6m
9 y+__1_( X y)=
& dy R dx o
#m, &m, &’m, n *w
52 2t ay;’—i’-w,—pnatz (2.26)

1 Om v ]
(2.26) denklemlerinin ikincisinde bulunan E(”ax—x“’ ay' ) ifadesi yarigapin bityiik

olmasi halinde (basik kabuk kabulii) diger terimler yaninda ihmal edilebilir. Sonug
olarak ¢oziilmesi gereken 7 bilinmeyenli su li¢ denklem kalir:




19

sy +zni—0

ox Oy

*m, #m,. o*’m, n *w
o +2 axa;"+ ayzy——Ri+pz=p.h. 52

2.27)

Problem hiperstatik oldugundan birim gekil degistirmeler hesaplara sokulmak

durumundadir. Bu amagla (2.24)’de bulunan birim kenara etkiyen kuvvet ve

momentler yer degistirmelere bagh olarak yazmak i¢in (2.10), (2.11), (2.12)
denklemleri (2.21) ve (2.23)’de yerine yazilir ve elde edilen denklemler (2.24)’de

yerine koyulursa birim kenara etkiyen kuvvet ve momentler igin (basik kabuklarda

1+§ = ] yaklagimu ile)
n, =C(e%x +ve’y)

n, =C(e’y + ve'x)

€
Xy
n,=n,= C.(l—v)-—z—

elde edilir. Momentler i¢in de benzer iglemler yapilirsa;

*w _1_82w
ax2 VRZ e(p2)

m, = D(—

D( 1 o*w azw)
m, =D(-— —-v—;
y RZ a(pZ ay..

cm_=Da-vy LT
My = My =20 YR oxd0

Elde edilir. Kabuk teorisinde C biyiikligiine uzama rijitligi ad: verilir ve

(2.28)

(2.29)
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E.h
= (2.30)

olarak ifade edilir. D ise egilme rjitligidir ve

D~ E.h?
12(1-v%)

(2.31)
seklindedir.

Boylece 3 adet denklem igeren (2.27) denklemlerinde bulunan bilinmeyen
kuvvet ve momentlerin timii u, v ve w cinsiden elde edilmigtir. Dolayisiyla problem iyi
tanumlanmugtir ve ¢ozilebilir. Simdi (2.27) denklemlerde bulunan birim kenara etkiyen
kuvvetleri bir potansiyel kuvvet fonksiyonu olan I'(x,y)’ ye bagl olarak ifade edilirse,

[11].

o'T
nx = ayz
o°’T
n, = pee
o°’T
n, =- Bxdy (2.32)

elde edilir. Eger (2.32) ile verilen kuvvetler (2.27) ile verilen denklemlerin ilk ikisinde
yerine koyulursa, bunlarmn ilk iki denklemi 6zdes olarak sagladifi goriilecektir. (2.27)
'nin Ggiinci denklemdeki moment ifadeleri yerine bunlann (2.30)“daki degerleri
koyulursa bu denklem de su hale gelir ;

o'w o'w  d'w. 19T o*w
D( ax4 +2‘ax28y2 + ay4 )+E-a?_pz = ph atz

(2.33)

Simdi uygunluk kosulunu hesaba katarak bir denklem daha elde edilecektir. Bu amagla
(2.1) denklemini y ‘ye gore ve (2.2) denklemini x ‘e gore iki defa tiiretip taraf tarafa
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toplandiktan sonra (2.3) denklemi x ‘e ve y’ ye gore tiiretip bulunan toplamdan

¢ikartilirsa gu uygunluk kosulu elde edilir ;

%’ 0%% &% 1 otw
+ - =—
oy’ | ox* oxdy R ox

(2.34)

Diger taraftan (2.28) denklemleri ¢ozilerek &°«, €° ve €, l¢in su ifadeler elde

edilebilir :

o 1

€ x a(nx—v.ny)

o 1

gy H(n’ v.n)

2(1+v)

gy = T (2.35)
Simdi (2.35) denklemleri (2.34) “de yerine koyulursa

1 [on, &0, &n On, o Fng] 10w
Eh ay2+ax2 “V( 6X2+ay2)—'(+v)axay _Raxz_ ( )

elde edilir. Buradan (2.32) ile tammlanan potansiyel kuvvet fonksiyonlar1 (2.36)'da

yerine koyulursa;

84F+2 o'T +64F E.h &*w
axél aXZaYZ ay4 R ax2

=0 2.37)

denklemi elde edilir.

Boylece (2.33) ve (2.37) ile w(x,y,t) ve I'(x,y,t)’ nin belirlenebilecegi bagh
lineer iki kismi diferansiyel denklem elde edilmis oldu. Bu iki denklem tek bir kismi
lineer diferansiyel denkleme dénusgtirilebilir, Bunun i¢in (2.33) denklemi
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o o* o'
(ax4 +2ax26y2 + ay4)

ile ve (2.27) denklemi

1 8%

Cract

ile garpilip taraf tarafa toplamursa su ifade elde edilir;

E.ho* Fw_ )
DV'w+ 25 ax‘f +p, = phV*( at?) (2.38)
Burada
V"—as +4 % +6 i +4 7 +a8
- axs axéayz ax46,y4 axlayé axs

ot o* o*
VY= 2—

ax4 + ax-ayz + 8y4
olarak tammlamr.

Dolayistyla basik dairesel silindirik kabuga ait w cinsinden elde edilmisg
diferansiyel denklem 8. mertebeden lineer bir kismi diferansiyel denklemdir.

2.7 SINIR KOSULLARI

(2.38) denkleminden gorildugi gibi gerekli siur kogullarnin sayis1 16 gerekli
baslangig kosullanmin sayist ise 2 ‘dir. Flater problemi bir 6zdeer problemi
oldugundan baslangigc kosullarina ihtiyag yoktur. 16 siur kosulu ise 4 kenara ait
yazilacak 4’er simr kosulundan belirlenecektir. Fakat daha once diferansiyel eleman
tizerinde denge denklemleri yazilirken her kenarda toplam 5 kenar biyikligi oldugu
gorildi. Bu ise her kenarda 5 sinir koguluna dolayisiyla toplam 20 smur kosuluna
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tekabil eder. Bu uyusmazligin sebebi yer degistirmeler ve uzama oranlarinda yapilan
yaklagimlardir. Daha 6nce diferansiyel eleman tizerinde yazilan denge denklemlerinde
z yoniindeki kuvvetler dengesini yazihirken kesme kuvvetleri hesaplara sokulmustu.
Denge denklemlerinin sayisi sistemin ¢6ziimi igin yeterli olmadigindan birim sekil
degistirmelerle yer degistirmeler arasinda ve bunlarla da kuvvet ve momentler arasinda
iligkiler kurulmustu. Ancak bunlar yapilirken kesme kuvvetlerinin olugturacag kayma
sekil degistirmelerini hesaba katilmamugtir. Dolayisiyla denge denklemlerinde goziiken
kesme kuvvetlerinin etkileri yekil degisimlerinde hesaba alinmamustir. Iste goriniisteki
uyumsuzlugun sebebi budur. Ancak smir kosullant yaziirken asagida ayrintih olarak
incelenecegi gibi bu sorun giderilmeye ¢ahgilir.

1) y=sabit kenar

a) Serbest kenara ait simr kosullart ,

n,=0
qy =
nyx=0
m, =
m, =

Daha 6nce agiklandigr gibi her kenar iizerinde 4 adet smir kogulu olmaliydi.
Bunu diizeltmek i¢in sdyle bir yol izlenir. Once kenar burulma momentleri bunlara
statik bakimdan esdeger olan ve siirekli olarak yayilan esdeger kesme kuvvetlerine
donistarilir. Daha sonra bu egdeger kesme kuvvetleri kenara tesir eden kesme
kuvvetleriyle toplamir. Ortaya c¢ikan yeni kesme kuvveti siurdaki yeni kesme
kuvvetidir. Bundan sonra bu smir kuvvetinin simr sartlarim saglamas istenir,[10].

Bu sorunu ¢6zmek i¢in kenar iizerindeki m,, burulma momenti her birinin degeri
m,, olan bir kuvvet cifti gibi siiperpoze edilir. Kenarin dx boyuna isabet eden burulma

momenti m, dx olup bu kuvvet kolu dx olan bir kuvvet iftine esdegerdir(Sekil 2.9).

Komsu dx elemaninda ise
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6myx
m, + pw dx
Myy
My dx
q,d.x My dy dx
l‘ﬁo{ ,%

Sekil 2.9 Burulma momentinin kuvvet ¢iftine donistiiriilmesi

buyiklagine sahip bir kuvvet ¢ifti mevcuttur(Sekil 2.10). Bu durumda ortak

kesitlerde bulunan kuvvetler birbirini gotiiriir ve geriye

om
6xyx dx
tekil kuvveti kalir,

Sekil 2.10 Burulma momentinin egdeger kesme kuvvetine doniigtiriiimesi
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axyx olarak bulunur. Bu deger kesme

kuvveti ile birlestirerek siir kosulu olarak degerlendirecek yeni kesme kuvveti

Bu halde birim boya etkiyen kuvvet ise

bulunmug olur. Bu yeni sinir kogulunu q, ile gosterilirse,

ifadesini elde edilmig olur. Ancak koselerde kisalacak terim kalmadigindan bu
noktalarda m,, tekil kuvvetleri kalir. Boylece y=0 kenarindaki yeni smr kosullan

dérde indirgenmis olur ve

seklinde yazlabilir.

b) Ankastre kenara ait siur kogullar,

@I!%’ 111

c) Basit mesnetli kenara ait siir kosullart,

u=0
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2) x=sabit kenar

a) Serbest kenara ait siur sartlari,

Boyle bir kenarda da onceki duruma benzer sekilde n,,n_,m ,m_ gibi bes kenar

X3 iixy?
biyikligi mevcuttur. Burada da dx kenar elemanindaki m_dx burulma momenti

-~

, om
yerine bir kuvvet ¢ifti koyulabilir. Bitigik iki elemanin ortak kesitindeki ayxy dy fark
kuvveti, birim kenar boyu i¢in ayxy buyukligini ve bunun q, kesme kuvveti ile

olan toplam: bu kenarda yeni simr kosulu olarak kabul edilecek q, kesme kuvvetini

verir. Dolayisiyla bu deger igin;

kenar kuvveti elde edilmis olur. Fakat elemanlardaki bu m_, kuvvetleri tam paralel

olmayip radyal yonde yonlenmis olduklarindan bu kenar Gizerinde orta egrinin tegeti
dogrultusunda da bir kenar kuvvetinin dogmasimna neden olurlar. Bu kuvvetin degeri

d m
m, iy- kadardir. Birim kenar boyuna gelen ve siddeti -jki olan bu kuvvetleri
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tekrar yok edebilmek i¢in aym buyliklikte ve ters yonde kuvvetler tatbik edilir. Bunlar
n, kesme kuvvetleriyle birlestirilerek artik bu kenarda uygulanacak sir kuvveti 7,

elde edilmig olur:

n, =0
. _
- xy
q,=qx+—= =0
oy
_ 1
nxy=nxy—§mw=0
m,=0

b) Ankastre kenara ait siur gartlar,

u=0
v=0

w=0

ow
— =0
ox

c) Basit mesnetli kenara ait sinir gartlan ,
u=0

v=0

Seklinde bulunmug olur.



BOLUM 3 AERODINAMIK TEORI : PISTON TEORISi

3.1 AEROELASTISITE

Daha 6nceki bolimde kabuk denklemlerinin elde edilmesi sirasinda kuvvetler
dengesi yazilirken z yoniinde (p, ile gosterilen) birim alana etkiyen bir aerodinamik
oldugu dustinilmis ve hareket denklemleri de bu hava yikii hesaplara sokularak elde
edilmisti. Bundan sonraki boéliimlerde aerodinamik teorilerden faydalanarak bu hava
yikini bagta tanmmu verildigi gibi dinamik basincin ve cismin gekil degisimleri
cinsinden elde edilmeye ¢alisilacak.

3.2 AKISKANLAR MEKANIGININ TEMEL KAVRAMLARI VE TEMEL
DENKLEMLERI

Bir akigkan partikiiliinin hareketi iki tirla yaklagimia betimlenebilir. Birinci
yaklagim metodu "Lagrangien”, ikinci yaklagim ise "Eulerian" metottur."Lagrangien"
metotta bir akigkan partikiiliintin herhangi andaki bir konumunu veren bir ifade varsa,
bu o partikiilin hareketini tam olarak betimler. "Eulerian" metotta ise bir akigkan
partikiilityle ilgilenilmez. Bunun yerine uzayda sabit bir noktada bir hacim belirlenir ve
bu hacimden gegen akigkan patikillerinin zamana bagh degisimi ele alimr. Bu sabit
hacme kontrol hacmi ad1 verilir [14].

Kati cisim mekaniginin tersine akigkanlar mekaniginde "Eulerian" yaklagim
kullanmak o6zellikle rejim halindeki akiglarda olduk¢a faydalidir. Bu yiizden akigkanlar
mekaniginde "Eulerian" yaklagim kullandmugtir. Iki boyutlu bir akista, bir akiskan
partikiliniin hareketlern Oteleme, donme ve sekil defistirme oram (rate of
deformation) olarak belirlenir (Sekil 3.1).



29

¥
3

<

- (u+%ly1_dy)

\ 4
v dt :1/\ 3y
u' % » X v y fwa-dx -
dx ' i dx
Udt Vl

v <
b) dénme

a) Steleme

¥
y

A 3_!.1_

|
u+

' dy - X u
u . dx , u+ % dx

k4 v
d) cizgisel birim gekil degigirme oram d) Actsal binm sekil degistirme oram

Sekil 3.1 Bir akigkan partikiiliiniin hareketleri

En genel halde bir akigkan partikiiliiniin hareketi yukanda verilen hareketlerin
toplamuidir[ 14]. Burada u', v' akiskamn sirastyla x ve y yonlerindeki luzidir. $imdi gekil
3.2 de gosterilen bir akigkan partkiiliiniin hareketi ele alinsin.

Ayxy.2)

A(ry.D)
Sekil 3.2 Bir akigkan partikiiliiniin dt zamamnda yaptig: hareket

A(x,y,z) noktasindaki hizi §' ve A'dan dr uzakhigindaki bir A, (x,y,z) noktada ise hiz1

q', olsun. ', i¢in
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q'= vi+vj+wk G
olmak lizere
g, =u,1+v,]+w, k=g+dg (3.2)

yazilabilir. ' diferansiyeli alinip (3.2) de yerine koyulursa ;

—

- - - a-*l a-'l
q,=ui+v'] +w'k+qux+g(;-dy+quz

elde edilir. Burada q'yerine (3.1) esitligi koyulursa

LR .a_u_| a_u_'. @ & ' _a_Y:. _al' ?_YI_ E
ql-[u+axdx+aydy+azdz]1+{v+axdx+aydy+azdz}1+

-

ow' ow' ow' |-
{w+ o dx + P dy + P dz]k 3.3)

elde edilir. Akigkanlar mekaniginde

- (ow o) (du ow\: (ov au')- |
Q=(5y‘-a‘)‘+(§-7a;)1+(?a;‘5y“jk G4

vektorel biyiikligi vortisiti olarak tammlamr. $imdi (3.3) denklemi su sekilde ifade
edilebilir:

1~ ~
q"1=<”1'+EQxd'r'+D' (3.9)

Bu denklemde
df = dxi +dyj +dzk
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ve

D'= [@dx _(QV_+QU_jd +l(§u—+@)dz:l_i'+

ox ox 0oy 0z 0Ox

— (?}: Zuy')dx+%dy+l(%+%vz—jdz}]+

(2 (2 Py 2 o
seklindedir. _

(3.5) denklemi bir akigkan partikiiliiniin en genel hareketini tammlar. Ilk terim
q akigkanin herhangi bir sekil degisimine ugramaksizin dogrusal hareketini gosterir.
Vortisiti olarak adlandirilan ikinci terim akigkan partikiiliiniin rijit donmesini belirtir.
Ucgtincii terim ise akigkanin birim gekil degistirme oranina esittir. (3.6) ifadesinin birim
sekil degistirme orani tansorii olduguna dikkat edilmelidir.

Viskoz olmayan bir akigta, akiskan partikiilleri dénmesine neden olacak bir
etki olmamasi nedeniyle vortisiti sifira egittir. Boyle akiglara irrotasyonel akis ac
verilir.

En genel bir durumda bir akig probleminde yedi adet bilinmeyen vardir. Bunlar
ii¢ adet hiz bilegeni, sicaklik , basing, yogunluk ve i¢ enerjidir. Dolayisiyla en genel bir
akig problemini ¢ozmek i¢in yedi adet denkleme ihtiya¢ vardir. Bu denklemler g
yonde yazilan momentumun korunumu (Navier-Stokes) denklemleri, enerjinin
korunumu (termodinamigin birinci kanunu) denklemt , siireklilik (kiitlenin korunumu )
denklemi , hal denklemi ve i¢ enerji denklemidir. Bu denklemlerin en genel halde
kapah ¢ozimleri olmamakla birlikte bir veya iki boyutlu akiglarda problemin 6zelligi
geregi bu denklemlerin sayis1 diiger ve kimi 6zel durumlarda da kapali ¢oziimlere
gidilebilir.
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3.2.1 Navier-Stokes Denklemleri

Ug boyutlu sikigtirilabilir, viskos akiglarda sirastyla x, y ve z yoniindeki momentumun
korunumunu gosteren Navier-Stokes denklemleri agagidaki gibidir [14]:

Du' ou’ =1 "N @ E ?El -2—' a’
pom—po(at+q-Vu)—po 6x+6x{ [Zax 3(V-q)}}+

&S E2)

¥ aV' a avl
po B = PolG +T9) =pyX, = o+ ay{ [zgy——g(v )}}ﬂk

a5 3255

Dw' ow' 0 ow' 2
Po-D%=Po(7§t_+ﬁ'-VW')=PoXZ—%‘*E{ [2_——(V "'):l}

2GS a 5]

Bu denklemlerde u', v' ve w' akim hzimn sirastyla x, y ve z yoniindeki bilegenleri
olmak tizere q'

g=ui+vj+wk

hiz vektoriinii gosterir. Nabla operatori

V—i"+2*’+-—a—k’
o Tyl Tz



33

olarak tanimlanir. Eulerian tiirev olarak da adlandirilan DRt ifadesi ise akim hizindaki

degisimin zamana ve koordinata baglt oldugunu gosterir ve agilim soyledir :

2[R
2|
2R

|

Lox 00 O AL
ox ot oy ot oz Yooy TV

P

D
Dt

Yukarnidaki denklemlerde viskoziteyi gosteren L 'niin sabit olmasi durumunda Navier-

Stokes denklemleri vektorel formda su sekilde yazilabilir:

aq.' v Y . =y
po(—5t—+q-Vq) = poX - Vp+uV’g +3V(V-a) (3.7)

(3.7) ifadesinin sag tarafindaki terimler atalet terimlerini, sol taraftaki ilk terim kiitle
kuvvetlerini, ikinci terim basing degisimini ve lg¢iinci terim ise viskoz kuvvetleri

gosterir.

3.2.2 Enerjinin Korunumu Denklemi

Termodinamigin birinci kanununa goére kapali bir sisteme verilen enerji birim
akigkan kiitlesinin i¢ enerjisini arttinir. Sisteme verilen enerji akigkan verilen 1s1 veya is
olabilir. Bunu ifade eden enerji denklemi, [14]:

e R R MR R
2

seklinde bir biiytikliik tammlanarak asagidaki gibi verilir, [14]:
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o( ar\ o o) o, o aC, T AC, D AC,T)

Ex“(k&)J’ay(kay] az(k“éE)”D:‘% o PV T TRV Ty
8(C,.T)

+poW'————( P @i gz g+w 6pj

(3.8)
Burada T kelvin olarak sicakhk, k birim sicaklik bagina, birim boydan birim zamanda
gecen Joule cinsinden 1siy1 belirten termal 1s1 iletim katsayisidir. C, ise sabit basingtaki

6zgil 1sinma 1sisidir. Burada h entalpi olmak tizere h=C_.T bagintis1 gegerlidir.

3.2.3 Siireklilik Denklemi

Kiitlenin korunumunu belirten siireklilik denklemi,[13]:

op,  Opu) sV Apsw)

T A % o O (3.9)

olarak verilir.

3.2.4 Hal Denklemi ve I¢ Enerji Denklemi

Ele alinan aeroelastisite probleminde akigkan havadir. Bu ¢aligmada havanin
ideal gaz oldugu kabul edilmigtir. Hal denklemi ‘

p =p,RT (3.10)

olarak i¢ enerji denklemi ise ideal gazlarda;

e=C,T (3.11)
olarak verilir.
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3.3 AERODINAMIK YUK IFADESININ ELDE EDILMESI

Sekil 3.3 Kabuga gelen hava akiminin y6nii

Bu ¢aligmada flater siirlan incelenen plak ve kabuklara gelen hava akimimin yona
Sekil.3.3. de gosterildigi gibi diiz kenarina paraleldir. Akimin bu sekilde etkimesi
problemin iki boyutta incelebilmesini saglar. Aerodinamik yik ifadesinin elde edilmesi
su kisitlamalar ve kabuller altinda yapilir:

1) Akigkana (havaya) ait 6zellikler (viskozite, termal 1s1 iletim katsayisi, 6zgiil istnma
1s1s1) sabittir.

2) Akig viskoz degildir. Ele alinan yiizey simr tabakanin hemen tstiindeki ytizeydir.

3) Elastik yiizeyin hava yiikii nedeniyle olan deformasyonlan kugiiktiir.

4) Hava ideal gaz olarak kabul edilmigtir.

5) Akum stirekli rejim halindedir.

6) Sistem izantropiktir.

8) Kiitle kuvvetleri ihmal edilebilecek mertebededir.

9) Aerodinamik s6niim ihmal edilmigtir.
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3.3.1 Hiz Potansiyeli Denklemi

Sekil 3.4 Hava akimina maruz bir kat1 yiizey {izerinde olugan akim hiz1 bilegenleri

Bu tezde yapilmasi amaglanan aeroelastik analizin akigkanlar mekanigi kismu
(kabuga gelen hava yiikii ifadesi) lineerlestirilmig sesiistii akim teorisine dayarur. Bu
teorinin gergege yakmn olmast igin yukarida yapilan kabullerden bagka lineerlestirmeyi
saglayan kiiciik perturbasyonlar teorisi bityiik 6nem tagir. Bu teorinin gegerliligi ise
asagida ayrintih olarak incelenecegi gibi elastik cismin gekil degisimlerinin kiigitk
olmasma baghdir. Cismin kigik sekil degisimleri kabulii kabuk denklemleri
¢ikartilirken de yapilmisti. Dolaystyla bu kisitlama hem kati cisim hem de akigkanlar
mekanifi denklemlerinin ortak kabuliidiir ve teorinin ger¢ek duruma yaklagmas: igin
bu kabul digerlerinden biraz daha 6nemli olabilir. Lineerlegtirilmis sesiistii akim
teorisinine ait denklemler elde edilirken daha once verilen temel denklemlerden
faydalamlacaktir.

Viskoz olmayan ve sikistirlabilir bir akim irrotasyoneldir. Boyle bir akigta
akiskan pargacikianmin dénmesine neden olacak herhangi bir etki yoktur. Iki boyutlu ,
sirekli rejim halinde izantropik, irrotasyonel bir akig i¢in ¢ = ¢(x, yj olan bir iz
potansiyeli tammmlanabilir. Yani

V=vo' (3.12)

yazilabilir.. Boylece iki boyutlu halde kartezyen koordinatlardaki hiz bilesenleri, bu hiz
potansiyeline bagl olarak ifade edilebilir:



37

= (3.13)

Simdi' siireklilik, momentum ve enerji denklemlerinin bir birlesimi olan ve sadece ¢

‘nin bir fonksiyonu olan bir denklem elde edilecektir. Boyle bir denklemi elde etmek
tek bilinmeyenli genel bir denkleme tekabiil edeceginden olduk¢a yararh olur. Bu
amagla daha once verilen denklemler teker teker ele alinarak sadece hiz potansiyeli
cinsinden elde edilmeye ¢alisilacak.

Siireklilik denklemi (3.9), akimun iki boyutlu ve siirekli rejim halinde olmast nedeniyle ;

3oo)  Apo) _

ox oy 0

haline gelir. Bu denklem agilir ve (3.13) ile verilen iz potansiyelleri kullanilirsa

7y, 79

'a 0 'a o
po(?a;z—"'ayz)“'ad)"f— _ai_P___o (3.14)

o ox oy oy
elde edilir. Goruldigii gibi (3.14) denklemi sadece ¢ ‘nin bir fonksiyonu degildir.

Dolayisiyla yukandaki denklemden p, elimine edilmek durumundadir. Bu amagla

once x yoniindeki momentum denklemi; viskoz kuvvetlerin ve kﬁtle; kuvvetlerinin
ihmal edildigi ve akimmn iki boyutlu ve siirekli rejim halinde oldugu durum igin
basitlegtirilirse

g gt (3.15)

denklemi elde edilir. (3.15) denkleminin her iki tarafim dx ile ¢arpilirsa
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o' ou' 1 op
u—dx+v'—dx=—-———dx 3.16
ox oy Py Ox ( )

haline gelir. Simdi bir akim ¢izgisi boyunca V hizina sahip bir akis ele almsin. Akim
cizgisi lizerindeki iz akim ¢izgisi tizerindeki alinan yola paralel olacagindan bu iki
biiyiikliigiin vektorel ¢arpim sifira egittir. Yani

d§xV=0
bagmtis1 gegerlidir.

ds = dxi +dyj

— — -

V=ui+Vv]

olmak iizere bu ¢arpim yapilip sifira esitlenirse

v.dx=u'dy 3.17)
bagintist elde edilir. Bu bagint1 (3.16) ‘da yerine koyulursa

M Lo
u(axdx+aydy)— poaxdx

elde edilir. Ancak bu denklemin parantez i¢i u' 'niin diferansiyeline esittir. Dolayisiyla

1 0p
u'.du'=-——dx
P, Ox

veya



39

l 12 __i@
5 d.?)=-——"dx (3.18)

0

seklinde yazilabilir. Aynt iglemler y yoniindeki momentum denklemine uygulamrsa su
denklem elde edilir;

l 12y _ _1_@
2d.(v )=- aydy (3.19)

0

(3.18) ve (3.19) denklemleri taraf tarafa toplamrsa

l 2 12 ____1_ ?2_ ?2
2d.(u +v'©) = po(axdx+ dy) (3.20)

oy

bulunur. Ancak (3.20) ifadesinin sag tarafi da p' nin diferansiyeline esittir . Ayrica

u?+v?=V?

oldugundan (3.20) denklemi

-l—d.(Vz) = ——Ldp (3.21.2)
2 Po

veya

dp =—-p,VdV (3.21.b)

bigiminde yazlabilir. (3.21.b) ifadesine Euler denklemi adi verilir. Bu denklem kiitle
kuvvetlerinin olmadig viskoz olmayan akimlar icin gegerlidir. (3.21.b) denklemi

dp - __pzi(uuz_*_vuz ) (322)
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formunda yazilip (3.13)’de bulunan hiz potansiyelleri (3.22) denklemlerinde yerine
koyulursa

o543 (3]

a - (3.24)
Buradan dp ¢ekilip (3.23) de yerine koyulursa

dp, = 2F’o2 d{(‘?;) (?;j ] (3.25)

bulunur. (3.25) ifadesinin her iki tarafi dx ve dy ‘ye boliiniirse sirasiyla su iki bagintt
elde edilir:

.a—p_o_ __0. ad)v 62¢| ad)v az(b

ox  a’ (ax o dy axay) (326)
o, (&b' o o a%)

oy = a*\ax axay ' oy &y 3.27)

(3.26) ve (3.27) denklemleri (3.14) ‘ de yerine koyulursa yogunluk terimleri kisalarak

e R ) R e e
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elde edilir. (3.28) denklemine hiz potansiyeli denklemi adi verilir. Bu denklem ses
hiz1 terimi haricinde sadece ¢ ye baghdir. Ancak ses hizi da ¢’ nin bir fonksiyonu
olarak yazilabilir. Bu amagla 6nce viskoz olmayan, adyabatik rejim halindeki akig i¢in
enerji denklemi yazilir. Daha sonra bu denklem sicakliga bagh olarak ifade edilir.
Bundan sonra ise ses hizinin sicaklia bagh bir ifadesi elde edilmeye ¢aligilir. Bu esitlik
sicakliga baglh enerji ifadesinde yerine koyularak ses hizi, akim hzinin bir fonksiyonu
olarak elde edilir. Bu agiklamalar 1s181nda rejim halindeki viskoz olmayan ve adyabatik
akiglarda enerji denklemi su formda yazilabilir [13]:

Vi V&
+—=h,+
b, 2 22

(3.29)

Burada h entalpi ,V ise hizdir. Ideal gazlar igin entalpinin sicakhga bagh ifadesi

seklindedir. Bu denklem (3.29)’ da yerine yazilirsa;

AN
Cp1+2 =CL+—

(3.30)

enerji denkleminin sicaklia bagh ifadesine vanlir.

Simdi ses hiz1 sicakhigin bir fonksiyonu olarak elde edilmeye ¢aligilacaktir. Bu
yapilinca ses iz akim hizi cinsinden, dolayistyla potansiyel fonksiyolan cinsinden elde
edilmis olur. Bu amagla izantropik bir durumda ideal gazlar iin

Y
P (‘3‘—) (3.31)
P P

bagintis1 gegerlidir,[13]. Burada
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olarak tammlamr. (3.31) bagintisi

L, =sabit=c¢
Po

veya
p=c.p, (3.32)

seklinde yazilabilir. (3.32) ifadesip ’ ya gore tiiretilirse,

——=c.y.p,”"
P, ’

ifadesi elde edilir. (3.32) esitliginden c ¢ekilip yukanidaki denklemde yerine yazilirsa:
p a_Y

olur. Bu denklemde (3.24) esitligi kullamilarak ses hzinin

a= TR (3.342)
Po

veya (3.10) hal denklemi kullanilarak

a=.yRT (3.34b)
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oldugu bulunur. ideal gazlarda, [14]

CP
C,-C,=R ve Y= E:
oldugundan, bu iki bagintidan
_ TR
C, _——Y—l
c -2 3.35

olarak bulunur. (3.35) denklemlerinin ilk bagntis1 (3.30)’ da yerine koyulursa

yRT, V% yRT, V%

-1 + TS + (3.36)

elde edilir. (3.34b) denkleminden a = |/y.R.T oldugundan (3.36) denklemi igin:

2 2 2 2

al V1 a2 Vz
+ = + 3.37
y-1 2 y-1 2 (3.37)

yazilabilir. Durma noktasindaki ses iz, ki bu bir akig sabitidir , su sekilde ifade
edilebilir:
o _ &V

+
y-1 y-1 2

Buradan ses hiz: a i¢in

Loyl -1
a’=a,’ +——Y2 V2=a, +———-Y2 (u?+v'?) (3.38)

esitligine varilir. (3.38) esitﬁéinde (3.13) hiz potansiyelleri koyulursa
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. CRC)

olarak ses iz, hiz potansiyeli cinsinden ifade edilmig olur.

Dolayisiyla (3.28) ifadesindeki iz potansiyel denklemi siireklilik, momentum
ve enerji denklemlerinin bir kombinasyonudur ve bu denklemde tek bilinmeyen olarak
¢ kalmgstir. Bu denklemin kapali ¢6ziimii denklemin nonlineer olmasi nedeniyle
yoktur. Dolayisiyla 3.3 de yapilan kabullerden ozellikle kugik sekil degisimleri goz
Onine almarak bu durum altinda nonlineer karaktere sahip bu denklemi
lineerlestirmeye ¢aligtlacaktir.

3.3.2 Lineerlestirilmis Hiz Potansiyeli Denklemi

¥
Iy
-
—_ hadl |
u=V_ +1 2
F7 777727771 2 .
vV=v
-
v

Sekil 3.5 Akiskana ait koordinat ekseni, Gniform akim hiz1 ve pertiirbasyon zlan

Sekil 3.5'de gosterilen iki boyutlu irrotasyonel, izantropik bir akim g6z Gniine
alinsin. Serbest akim mz1 V_ cisim tizerine gelince u’ ve v’ olmak iizere iki bilegene
aynlacaktir, Cisim akima maruz kaldiktan sonra orijinal durumuna goére bir miktar
sekil degistirir ve baslangicta da soylendigi gibi bu gekil degisimleri yeterince kiigiik
miktardadir. Sekilden de gorildagi gibi hiz bilegenlerinden v', u’ ‘ne gore bir
mertebe daha kiigiiktir. Buyiikliikler arasindaki bu farkin mertebesi cisim gekil
degistirdikten sonra orijinal haline nazaran farki mertebelerindedir. Bu farkin yeteri
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kadar kiigiik oldugu disinildiigiinden u’ ile v’ arasindaki farkin da yeterince fazla
oldugu kabul edilir. Nonlineer iz potansiyel denklemi bu kabulden faydalanarak
lineerlegtirilir.

Yukandaki agiklamalar 15181 altinda Sekil 3.4 ‘den de gorildigi gibi u’ ve v’
i¢in goyle bir yaklagim yapilabilir:

(3.40)

. "
u'=V,_+u
vi= V'

Bu yaklagima perturbasyon teorisi ad1 verilir. ii' ve V' biiyiikliklerine perturbasyon
hizlant adi verilir. Simdi daha dnce tammlanan hiz potansiyeli perturbasyon hizlan
cinsinden yazilirsa:

o=V.x+b (3.41)

Burada ¢ ile pertiirbasyon hizlan arasinda

% ., & .
—=1u' —=V' 3.42
o u' |, 5 v ( )
bagintilant gegerlidir. Dolayisiyla tiiretmelerde
¥ _, % o %
pw =V, + o oy - 3y (3.43a)
5% az" 5% az‘“ 5% az"
o b-22 b_o¢ (3.43b)
ox* 0Ox oy® 0oy Ox0y 0x0y

esitlikleri elde edilir. Bunlar (3.28) hiz potansiyeli denkleminde yerine koyulursa
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: ) (%% | . () |6 [, . &b)ab &’
[a "(V”axnaxz {a (ayJ }ayz 2(V+ )ay

denklemi elde edilir. (3.44) denklemine perturbasyon hiz potansiyeli denklemi ad:
verilir. $imdi yukanidaki denklemden ses hizimi elimine etmek amaciyla énce (3.44)
denklemindeki potansiyel fonksiyonlar yerine (3.40),(3.42),(3.43a) ve (3.43b)

=0 (3.44)

esitliklerin den yararlanarak perturbasyon hizlari koyulursa

aa' V' ol

[az _(Vm+u) 6x+(a ) ——-2(V, +10").¥' 5: (3.45)
denklemi elde edilir. Ses hizi i¢in (3.37) denklemi sonsuzdaki ve kat1 cisim tizerindeki
bir nokta igin yazilir ve cisim iizerindeki akim iz igin perturbasyon teorisi yaklagimt
kullanilirsa

a,’ +Vw2_ a’ +(V(,o+u) +9 346
y-1 2 y-1 2 (3.46)

ifadesine vanhr. (3.46) denklemi (3.45) de kullaniip denklem diizenlenirse su ifadeye
varilir:

au @_ ' y+19? y-139?* |00
(l—M )ax+ay M, [(y+l)vw+ 2 Va,2+ > sz}ax+
PO B s 8l -4 _( _)(@ %)
M, [(y )\7+ > Vooz+ A 6y+M°° V. 1+Vm 6y+6x
(3.47)

(3.47) denkleminin sol tarafi lineer sag tarafi ise nonlineerdir. Ancak basta sdylendigi
gibi cismin gekil degistirmeleri kiigiiktiir. Bir bagka deyisle sekil degisiminden sonra
cismin iizerindeki noktalarin hiicum agilan kiigiiktiir. Sekil degisimlerin mertebesi, G
ve Vv hizlanmn serbest akim hmzindan yeteri kadar kiigiik olmasim saglayacak kadar
olmalidir. Buradan;
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—, 0 <<1
~12 o2
\1; 5 ,\‘; 5 <<<1 (3.48)

oldugu sonucu gikar. Ayrica gekil degisimleri kiigiik oldufundan hz degisimleri de
kiigitktiir. Dolayistyla perturbasyon hizlanmin tirevlenn de yeteri kadar kiigik
mertebededir. Buradan su sonuglar elde edilebilir.

1) 0<M,_ <08 veya M, 21,2 durumunda

I~

ol
p— 2-—-—'
(1 M‘”)ax

yaninda ihmal edilebilir. Ayrica

bl }

terimi E yamnda ihmal edilebilir. Benzer gekilde ele alinan aralikta

2@,
M, [Vm£1+VwJ(6y+GX}

n

0
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2) M_ <5 (yaklagik olarak) durumunda

@O

sz [(y + l) 3' -|-i|%i1

terimi

o'
—_— 2—-—
(1 M“’)ax

yaninda ihmal edilebilir. Aynica

@ ev
Mw{(v -1) V. +"}g

bet}

ov
terimi —6—y~ yaninda ihmal edilebilir. Benzer gekilde ele alinan aralikta yine

[of, @)Ya,
M. [Vw (” ij(éy ¥ 6x):|

alinabilir. Buradan Mach sayisimn 1’e yakin olmadifi ve 5’den biyiikk olmadig
durumunda (3.47) denkleminin sol tarafi, sag tarafina gére bir mertebe daha kiigiiktiir.
Dolayisiyla yapilan bu yaklagimlar altinda (3.47) denklemi yaklagik olarak su hale
gelir:

IR

0

(I—Mmz)%}+g}?= 0 (3.49)

Bu denklem lineerlestirilmis hiz potansiyeli denklemidir. Dolayisiyla Boliim
3.3’de belirtilen kabuller altinda elde edilmig bulunan (3.49) denklemi lineer bir kismi
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diferansiyel denklemdir. Bu denklem denklem ses alt1 ve ses iistli akimlarda
kullanilabilir. Ancak gorildigi gibi (3.49) kismi diferansiyel denkleminin karakteri,
Mach sayisin 1°den kiigiik veya biiyiik olmasina baghdir.

Daha o6nce de belirtildigi gibi Mach sayisinin 1’e yakin oldugu durumlarda veya
(vaklagik olarak) S;den biyilk oldugu durumlarda denklemin gegersizligi
gornilmektedir.

3.3.3 Lineerlestirilmis Hiz Potansiyeli Denkleminin Co6ziimii

Sesisti hizlarla ilgilenildiginden 1-M_> biyikligi (3.49) denklemini
hiperbolik karaktere sahip bir denklem haline getirir.

A =4M_ % -1

0

olmak tizere (3.49) denklemi §6yle yazilabilir:

62" 27
ngdzl—gyi;w (3.50)

Bu denklemin ¢oziimii x — Ay ifadesinin bir fonksiyonudur. Dolayistyla:
¢ =f(x—-1y) (3.51)

yazlabilir. (3.51) esitliginin bir ¢dziim olabileceginin ispat1 igin bu ifadenin x 'e gore

tiirevi ahmrsa:
6_(13 o o(x—Ay)

veya,
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(3.52)

a’ |&>
I

olarak bulunur. Burada f’ 'niin anlam f nin degiskeni olan x — Ay 'ye gore tiirevidir.

(3.52) ifadesi bir kez daha x 'e gore tiiretilirse:

)
P £ (3.53)

bulunur. Benzer islemler y igin de yapilirsa;

89

X Af :
ey (3.54)
¢ .,

= A2 5

esitliklerine varilir. (3.53) ve (3.55), (3.50)° de yerine koyulursa yerine koyulursa:

AEr -7 =0

elde edilir ve denklemin saglandig: goriilir. $imdi (3.52) ve (3.54) esitlikleri goz
ontine alinsmn. Bunlarin pertiirbasyon hiz potansiyelleri oldugu goz 6niine alinirsa

(3.56)

>
It
I
"h

2l R

A7 (3.57)

oldugu goriliir. Fakat perturbasyon teorisinden v'= v' oldugundan
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¥'=V.tan6 (3.58)

yazilabilir. Burada 6 akimina maruz yiizey tizerindeki herhangi bir noktanin hiicum
agisidir. Bir noktamn hiicum agis1 $ekil 3.6 da gosterildigi gibi, o noktadan gecen ve
yiizeye teget olan dogru ile serbest akim hizinin dogrultusu arasindaki agidir.

M
-
-

Sekil 3.6 Akima maruz bir yiizey tizerindeki bir noktanin hiicum agis

Sekil degisimlerinin kiigiik olmasi hiicum agilanm da kiigiikk yapacagindan
V = V,_ kabul edilebilir. Dolayisiyla (3.58) esitligi i¢in yaklagik olarak

V=V,.0 (3.59)

o

ifadesi yazilabilir. Simdi (3.56) ve (3.57) denklemleri taraf tarafa béliiniirse

A (3.60
u'= x .60)
bulunur. (3.59) ‘esitligi (3.60) da yerine koyulursa;
V.0
' (3.61)

a=-=

elde edilir. Boylece (3.60) ve (3.59) denklemleriyle perturbasyon hizlan basit bir
formda elde edilmis olur. '
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3.3.4 Basin¢ Katsayis1 ve Aerodinamik Yiik ifadesinin Elde Edilmesi

C, basing katsayisinin tanimi [14],

c _PoPe

e (3.62)

seklindedir. (3.62) ifadesindeki p hava akimina maruz bir cismin tizerindeki herhangi

bir noktadaki basingtir. p,ve q, ise cisimden sonsuz uzakliktaki bir noktanin sirastyla

basinci ve dinamik basincidir. q , dinamik basincinin degeri;

1
4o =5Pu Ve’ (3.63)

formiili ile ile belirlenir. Burada p_ ve V_ benzer olarak cisme sonsuz uzakliktaki bir

noktanin sirastyla yogunlugu ve lizidir. (3.63) ifadesi Mach sayisi cinsinden de ifade
edilebilir.

1 1yp ¥ ( P, ]
oo.= A CX)VG)Z =5 = wsz =4 o0 sz (3'64)
=3P 2P P 2P Y P

Simdi (3.34a) bagntis cisimden sonsuz uzakliktaki bir nokta igin yazilirsa,

a, = (3.65)

elde edilir. Bu denklem (3.64)'de yerine koyulursa

U U, S
qw_zpwa 2 —zpme

@
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bagintis1 elde edilir .Bu (3.62) de yerine koyulursa basing katsayis

2 P ]
= e 3.66
C vhdwz[pw ! (3.66)

seklinde ifade edilir. (3.66) ifadesi basing katsayisi igin yaklagik degil kesin bir
esitliktir. Simdi lineerlestirilmig sesiistii akim igin basing katsayisim belirlemek
gerekmektedir. Bu amagla (3.29) denklemini kat1 cisim iizerindeki bir nokta ve
sonsuzdaki bir nokta i¢in entalpi yerine h = C,T koyarak yaziirsa

V? \'A%
T+ =T, +—= (3.67)
2C, 2C,

elde edilir. Aynca (3.35)esitligi (3.67) 'de yerine koyulup diizenlenirse

V.2:i-V?
~T, = —% (3.68)
2yR/ (y - 1)
yazllabilir. Aynca a,’ = /yRT, oldugundan (3.68) ifadesi su hale gelir:
T -1V, -V? y-1V7?2-V?
N A - It T (3.69)
T, 2 YRT 2 a,

Hizin pertiirbasyon hizlan cinsinden yazildig

esitligi (3.69) da yerine koyulursa
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T -1
T .Y

T, 2a,°

(2a'v, +82+92) (3.70)

denklemi elde edilir. Akis izantropik oldugundan basingla sicakhk arasinda ideal
gazlarda soyle bir iligki vardir,[13]:

T y/(7-1)
L2 (—j (3.71)
Po \T.

<0

(3.70) denklemi (3.71) de yerine yazilirsa

2a

[

-1 1/(y-1)
L {1— ! > (Zﬁ',Vq, +ﬁ'2+w7'2)}

veya
N 1)
p y -1 2(Zu' u'2+v'2j
—=|1-—M_ |+ 3.72
p. { 2 MV, TV Y

denklemi elde edilir. (3.72) ifadesi halen kesin bir ifadedir. Ancak basing katsayisi
ifadesinde yerine koyuldugunda lineer olmayan bir ifade ile kargilagilacag goriiliir. Bu
ylizden lineer bir basing katsayis: elde etmek igin perturbasyon hizlan igin (3.48)
yaklagimlan g6z 6niine alinarak (3.72) ifadesi igin

L2 (1o (3.73)

-]

yazlabilir. Burada &

_1 zﬁl ﬁ|2+"|2
e=Y2 MQZ(V + VZJ (3.74)
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seklindedir ve € 'nin degeri 1'e gore kugiiktiir. (3.73) 'e binom agihimim uygulayarak ve
yuksek mertebeden terimleri ihmal ederek

——=1-——gtu... (3.75)

+"|2
S (3.76)

z-ﬁl ﬁvZ_H‘;lz
Cpm s 3.77)

ifadesine vanlir. Ancak (3.77) yaklagik esitligi de perturbasyon hizlarinin serbest akim
hizina gore kiigiik olmasindan dolay: agagidaki hale déniigiir:

C, =-= (3.78)

Simdi (3.61) esitligi (3.78)’ de yerine koyulursa

2.6
C. = ——— (3.79)
PoUME -1

elde edilmis olur. Daha 6nce O igin cismin herhangi bir noktasmin hiicum agis1 oldugu
ifade edilmisti. Sekil degistirmeler s6z konusu oldugundan ve akim Sekil.3.3’den
goruldigi gibi diiz bir kenar (x ekseni) boyunca etkidiginden herhangi bir noktanin
kiugiik sekil ve ag1 degistirmeler igin 0, sekil degistiren diiz kenardaki bu noktamn x
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ekseni ile yaptig1 agidir ve bu da kiigiik sekil degisimlerinde yaklagik olarak egime
esittir. Dolayistyla O i¢in

n

6

ow
= (3.80)

yazilabilir. Buradan basing katsaysi igin (3.70) esitligi (3.79)' da yerine koyulursa:

2 ow

s 3.81

elde edilir. Herhangi bir noktadaki basing (birim alana etkiyen hava yiikii) ile basing
katsayisi arasindaki baginti ise (3.62)’den yararlanarak

P=0,-C, +p. (3.82)

seklinde elde edilir. Bu denklemde (3.81) bagintist kullanilarak
= e 3.83
p 7 " Pe (3.83)

seklinde elde edilir. Buraya kadar elde edilen tim biyiiklikkler akimin cismin bir
yuziinden etkidigi kabul edilerek elde edilmigti. Dolayisiyla (3.83) ile verilen bayiiklik
cismin bir yiizeyl, bu ¢aligmada ise tst yiiziindeki basing demektir. Yani;

2q, Ow

o 28s oW 3.84
Py« \[1;/1:2_—_1 ax Pus ( )

Elde edilen bu basing hiicum agisina bagh olarak p, basmcindan daha biyiik veya
daha kiigiik olacaktir. Olusan bu basing farkimin degeri
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24, OW

3.85
M1 0% (3.85)

ApUst =

kadardir. Ancak alt tarafta ise akigta bir sikigma etkisi olusur. Bu yiizden alt yiizdeki
basing p, basmcindan daha bityiiktiir. Ust tarafta da bir p, basinct oldugundan

olusan net basing fark:

Ap.. = _ 249, ow
pAlt - Mw:" _1 ax

degerinde olacaktir. Dolayisiyla iist yiizde bir vakum olugmus iken alt yiizde bir basing

olusur. Bu iki etkinin toplamu bir ylizeyin her iki yiizine de akimin etkimesi

durumunda olugan toplam basingtir. Dolayisiyla bir tagtyict veya bir kontrol yiizeyinin
aeroelasatik analizinde kullanilacak olan hava yiki ifadesi elde edilmis olur:

4q, OW

Vi) x (3.86)

p,=Ap=

Elde edilen bu deger [3],[4] kaynaklarinda elde edilen ve flater analizinde kullamlan
degerlerle aymdir. (3.85) ve (3.86) denklemleri piston teorisi olarak bilinir. Bu
denklemlerde aerodinamik séniimleme etkileri gériilmemektedir. Bu ihmalin hesaplara
etkisi kat1 cisim yogunlugunun akiskan yogunluguna oranma baghdir, [3]. ph/p,a
degerinin 10°dan biiytik olmasi durumunda soniim etkileri hesaplarda ciddi bir hataya
neden olmaz. Burada pkati cisme ait yogunluk, h yizey kalinhgi, p,akiskana ait
yogunluk ve a ise kati yiizeyin akim yoniine paralel olan uzunlugudur. Bu ¢aligmada
incelenen sistemde bu oran her zaman saglanacagindan soniim etkilerinin ihmali

hesaplarda ciddi bir hataya neden olmayacaktir.



BOLUM 4 COZUM YONTEMI

(2.38) diferansiyel denkleminin analitik ¢éziimii uygun simr kosullant olmadig
miiddetge yoktur. Flater analizi yapilacak roket kanatlari, bir ucu ankastre olarak
mesnetlenmis plak veya kabuk olarak modellenmigtir. Bu sekilde mesnetlenmis plak ve
kabuklar igin agulikli artiklar tipi ¢6ziimler dogal simr kosullarim saglayabilecek
yaklagim fonksiyonlannin elde edilmesindeki giicliikler nedeniyle tercih edilmemistir.
Bu yuzden ¢6ziim yontemi olarak Ritz metodu ve sonlu elemanlar metodu segilmistir. -

Ritz metodunda kullanilacak yaklagim fonksiyonlarinin sadece dogal simr
kogullarim saglamasinin zorunlu olmasi, bir ucu ankastre olarak mesnetlenmis plak ve
kabuklar igin yaklagim fonksiyonlarinin kolayca bulunabilmesini saglar.

Sonlu elemanlar ¢oziimiinde ise yontemin sinir kogullarina uygulanabilmesinin
kolaylig1 nedeniyle gesitli sinir kosullarina sahip plak ve kabuklann flater analizleri elde
edilebilir.

4.1 RiTZ METODU

Ritz metodu ¢ozilmesi istenen diferansiyel denklem yerine, bu diferansiyel
denklemin tiiretildigi fonksiyonel ifadeye yaklagik bir ¢oziim getirir. Ritz metodunun
kat1 cisim mekanigine ait problemlerin ¢6ziimiinde diger yaklasik ¢oziim yontemlerine
gbre bir avantaji tahmin edilen yaklagim fonksiyonunun sadece geometrik simr
kosullarim saglamasimin zorunlu olmasidir. Geometrik siur kosullarim saglayan bir
yaklagim fonksiyonu bulunduktan sonra bu ifade sisteme ait fonksiyonel ifade de
yeﬁne koyulur. Bu fonksiyonel ifadenin vasyasyonunun sifir olmasi diferansiyel
denklemin kendisine tekabul edeceginden fonksiyonelin varyasyonu alimr ve ¢ikan
ifade sifira esitlemek suretiyle diferansiyel denklemin tiretildigi varyasyonel ifadeye
dolayisiyla diferansiyel denkleme yaklagik bir ¢ozim getirilir. Bu yapildign zaman
alinan yaklasim fonksiyonlarimn sayisi kadar denklem ortaya ¢ikar. Bu islem yaklagim

fonksiyonlarmin ¢arpant durumunda olan katsayilann minimizasyon igin diizenlenmesi
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veya fonksiyonel ifadeyi minimum yapacak kat sayilarn bulunmasi anlamina gelir.
Dolayistyla stmir kogullarim tam olarak saglayan ancak varyasyonel ifadeyi yaklagik
olarak saglayan bir ¢6ziim bulunmug olur. Aliman yaklagmm fonksiyonlarinin sayisi
arttikca gercek ¢oziime yaklagma olur. Ritz metodu diger metotlara gore (6zellikle
agirlikl artiklara gore) sinir kosullanimin saglanmasinda izin verdigi kolaylik nedeniyle
bir miktar daha avantajlidir. Ayrica segilen yaklagim fonksiyonlan eger dogal simr
kogullarim da saghiyorsa bu ¢éziime daha mzh bir yakinsamay: saglar.

Ancak ilerde goriilebilecegi gibi Ritz metodunda 6zellikle kabuk ¢oziimleri igin
stabilite problemleri ortaya ¢ikabilir. Birinci problem gibi Ritz metodu bazi ara
modlara iyi yaklagsamayabilir, [16]. Ilk modu bulmadaki basarisim bazi ara modlar igin
gosteremeyebilir. Ikinci mahsuru ise yaklagim fonksiyonlarinda ki simrlamalardir. Eger
yaklagim fonksiyonu olarak polinomlar segilmigse stabilite ve yakinsama problemleri
sadece alinan yaklasim fonksiyonlarnin sayisiyla degil sirasiyla da ilgilidir. [12].

Ornek olarak w=w(x,t) olmak iizere bir 6zdeger problemine tekabiil ettigini

dilstiniilen
an an—l aw 62
C, ax\:, +C,, axnf’lv oot Cy 24, ét\:, =0 4.1)

seklindeki bir diferansiyel denklemin Ritz metoduyla ¢ozimii aransin. Kati cisim
mekanigine ait yapisal bir problemi kargiladig: diigiiniilen bu denklemin geometrik simr
kogullarn belli olsun. Bu diferansiyel denklemin, varyasyon alarak tiiretildigi
fonksiyonel ifadenin var oldugunu ve su formda oldugu kabul edilsin:

fe TTf(W’ ow O*w o"w

ow
ga axz 37T, axn ’—Et—)dth (42)

tl x1

w=w(x,t) fonksiyonu i¢in Ritz metodu uyarinca geometrik simr kosullarim sagladig

diigiiniilen 6yle bir fonksiyon segilsin

WX, 1) = D W, (X).q, (1) (4.3)
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Buraday_(x) geometrik siur kosullanm saglayan yaklagim fonksiyonlan
q,(t) ise genellestirilmis koordinat da denen w(x,t) yaklasim fonksiyonunun t

degiskenine ait fonksiyonlardir.
Simdi (4.3) yaklagim fonksiyonlan (4.2) de yerine yazilirsa :

t2x2

T%, 1,0, (0,4 (85 G (0,8, (8, Gy (Do, G O] = [ [ 801,80 (8,4 ()X

tl x1

(4.4)
elde edilir. (4.4) ifadesinde varyasyon degiskeni (fonksiyon) olarak sadece q_(t)ve
d,(t) genellestirilmis koordinatlar kalmugtir. (4.4) ifadesinin varyasyonunu almak igin

(4.3)de yapilan degiskenlere ayirma yaklaggm geregi Euler-Lagrange formiili
kullarlabilir:

G = [ g[%,1, (), 4 (D]dx

olmak iizere

i(aﬁj_ﬁ_o
dt\oq,) dq,

1@@)_@:0 “5)

(4.5) denklemleri bir 6zde@er problemi olugturur. Bunun ¢oziimii segilen yaklagim

fonksiyonlarimin sayisina bagh olarak ise aranan 6zdegerlere yakin bir sonug verir.
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4.2 SONLU ELEMANLAR METODU

Bundan oOnceki bolumlerde yapilan agiklamalardan anlagilacagi gibi
aeroelastisite problemi sistemi zorlayan bir kuvvet olmasina kargin bu kuvvetin yer
degistirmelere bagli olmasindan &tiiris bir 6zdeger problemidir. Smir kogullarimin kolay
bir ¢oziime olanak saglamasi durumunda silindirik kabuklarin veya plaklann
aeroelastik davramglan yaklagik metotlaria veya uygun hallerde, tiim kenarlarin basit
mesnetli olmas: gibi, analitik metodlarla kapali ¢oziimleri elde edilebilir. Ancak mesela
bir ucu ankastre olarak mesnetlenmis kabuklar, ¢6ziimlerinde bir takim giigliikleri de
beraberinde getirir. Kapah bir ¢6ziim smr kosullarimn giigligi nedeniyle yoktur.
Yaklagtk metotlar arasindan agirlikh artiklar tipi ¢6ziimleri de uygulamak yine dogal
sinir kosullanndan 6tiirti oldukga giigtiir.

Bahsedilen bu nedenlerden otiirii ¢éziim yéntemi olarak sonlu elemanlar
metodu segilmistir. Sonlu elemanlar metodunda bélge ayriklagtinilir ve pek ¢ok basit
geometrili bélgeden olustugu diisiiniiliir. Bu basit geometrili parcalara sonlu eleman
ad1 verilir. Daha sonra .Galerkin, kollokasyon veya Ritz metodu gibi metodlardan biri
bu elemanlann tiimiine birden uygulanir. Uygulanan yonteme gére sonlu elemanlar
formuilasyonunun tipi de degisir. Eger agirhikli artiklar tipin de (Galerkin, kollokasyon)
bir ¢6ziim uygulanmugsa sonlu elemanlanin tipi de aguwhkli artiklar, varyasyonel
yaklagik metodlar (Ritz, Kantorovich) uygulanmgsa sonlu elemanlar formiilasyonu
varyasyonel yaklagik tipinde olur, [15]. Bu ¢alismada sonlu elemanlar
formiilasyonunun elde edilmesi esnasinda varyasyonel yaklagik bir ¢oziim yéntemi
olan Ritz metodu kullamlmustir. Bu yontemlerden herhangi biriyle bir sonlu elemanlar
formulasyonu gelistirilebilir. Ad1 gegen global yaklagik ¢oziim yontemleriyle sonlu
elemanlar arasindaki fark sonlu elemanlarin global degil ayriklagtirilmig (discrete) bir
¢oziim yontemi olmasidir. Yukanida ad: gegen global yaklagik ¢6ziim yontemlerinin
sonlu elemanlara uygulanmas: klasik sekilden bir farkhilik gosterir. Bu fark herhangi
bir elemana ait yaklagim (sekil) fonksiyonlarinin yazilmasi esnasinda ortaya ¢ikar.
Bolgeyi olusturdugu diisiiniilen sonlu elemanlar tizerinde diigiim noktast adi verilen
noktalar olugturulur. Diiglim noktalan elemanlar arast uygunluk kosullarinin
saglamalan agisindan eleman kenarlarinda segilmelidir. Kenarlarinda digiim noktasmna
sahip elemanlarin i¢ bolgelerinde de diigiim noktalart segilebilir. Bu diigim
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noktalarinda eleman hareketini betimleyen serbestlik dereceleri olusturulur. Sistemin
kabul edilen serbestlik dereceleri, sistemi olugturan sonlu eleman iizerindeki tiim
diigiim noktalarinda da olmalidir. Global ¢oziimlerden farkl olarak sekil fonksiyonlart
(vaklagim fonksiyonlarr) eleman iizerinde segilen diigtim noktasi sayisina ve digiim
noktalarindaki serbestlik derecesi sayisina baghdur.

Sonlu elemanlar prosiidiirii genel hatlariyla soyledir:
1) Bolgeyi daha 6nce segilmig elemanlara ayniklagtirma . (Bu adim sonlu elemanlar
formilasyonunun elde edilmesinden sonra da yapilabilir.)

a) Segilen eleman tipine gére aynklastirma yapilir

b) Elemanlar ve di§iim noktalari numaralandirihir

c) Problem i¢in gerekli olan 6zellikler belirlenir
2) Aynklagtininug bolgede bulunan tipik bir eleman igin sonlu elemanlar
formiilasyonunun elde edilmesi.

a) Tipik bir eleman i¢in varyasyonel formiilasyon elde edilir

b) Probleme ait bagimli degigkenlerin

u= i DAVA
i=1

oldugu kabul edilir ve bu ifade 2-a adiminda yerine koyulup

[K*{u®} = {F°}

elde edilir

c) v, sekil fonksiyonlan elde edilir ve eleman matrisleri hesaplanir
3) Tum probleme ait denklemi elde etmek igin eleman denklemler: birlegtirilir.

a) Diigim noktas: tzerindeki serbestlik derecelerine gore global matris
olusturulur.

b) Sinir kosullan uygulamr
4) Coziim yapibir.



63

4.2.1 Sekil (Yaklasim) Fonksiyonlarmin Tayini

Ay

Sekil 4.1 Silindirik kabuk eleman ve diigiim noktas: yer degistirmeleri

Sonlu elemanlar prosediiriiniin 2-¢ adim: gekil fonksiyonlarinin ;cayinidir. Sekil
fonksiyonlarimn sayis1 ve mertebesi ise elemg.n tizerindeki diigiim noktalaninmn sayisina
ve diigiim noktalanindaki serbestlik derecesi sayismna baglidir. Bu ¢aligmada diigiim
noktast uygunluk kosullart her kenar izerinde segilen 2 diifiim noktasinda
saglanmaktadir. Digim noktalann koselerde segilmigtir. Boylece Sekil 4.1 de
gosterilen kabuk eleman déﬁ dugumli ve her digim noktasina atanan toplam bes
adet yer degistirme ve donme serbestlikleri dolayisiyla toplam 20 serbestlik dereceli
bir elemandir. Bu yer degistirme ve donmelere dagiim noktasi yer degistirmeleri denir.
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Digim noktas: yer degistirmeleri her diigiimde ti¢ yer degistirme ve iki dénmedir. Yer
degistirmeler x, y ve z yoniinde olan u, v ve w yer degistirmelerdir. Donmeler ise w
yer degistirmesi nedeniyle olusan; kesitlerin orjinal halleriyle , deformasyon sonrasinda
aralarinda olugan agilardur.

Kabuklarda hareketi belirleyen deplasmanlar u, v ve w yer degistirmeleridir.
Kabuklanin tim davramslart bu yer degistirmenin bilinmesi halinde belirlenebilir.
Dolayisiyla segilecek yaklasim fonksiyon aileleri t¢ gruptur. Bu yaklasim
fonksiyonlarindan w , her kosede iki donme ve bir yer degistirme dolayistyla 12 adet
dugiim noktas: yer degistirmesi uygunluk kosulunu saglamak durumundadir. u ve v ise
4 kosede birer diugim noktast yer degistirmesi dolayisiyla dérder kosulu
saglayacaklardir. Bu yaklasim fonksiyonlar1 agagidaki sekilde elde edilir:

w(x,y,t)=W(x,y). q(t)

olarak kabul edilirse w(x,y,t) yaklasim fonksiyonlari 12 adet sart: saglamak zorunda
oldugundan w(x,y,t) igin 12 katsayy1 igeren bir polinom ele alinir. Polinom ailelerinin
segiminde mertebesi kii¢iik olandan biiyiik olana dogru gidilir.

W(X,¥,1) = C; +CoX +C¥ + €, X +CsXY +Cgy” + 07X’ +CgX Y +CoXy® + ¥’
+¢,, X’y +c¢,xy°

(4.6)
Burada c; =c,(t) dir. Bu polinomun saglamasi gereken digim noktasi uygunluk

sartlarindan yer degistirmelerle ilgili olanlar;

w(-a,~b,t) = q,(t)
w(a,—b,t) = q,(t)
w(a,b,t) =q,(f)
w(-a,b,t) = q,,(t)

seklinde ve dénmelerle ilgili olanlar;
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ow(-a,~b,1)
T v
ow(a,~b, t)
Ty
ow(a,b,t)

ay = q8
ow(-a,b,1)

ay = qll

ow(-a,—b,t)

T 4
ow(a,-b,t)
T =—(
ow(a,b,t)

— X =—q

ow(~a,b,t)
T - e

seklinde yazilabilir. Bu denklemler ¢oziliip q(t) ¢arpanlan altinda diizenlenirse diigim
noktasi uygunluk kogsullarim saglayan sekil (yaklagim) fonksiyonlan su sekilde elde
edilir;

W& = D VL (X,Y)-q, (1)

m=1

Burada

) =sa-Sa-Ye- 2L XX,
v, (9 = 3b- D+ Ha- Ly

v, (ey) = -gall+ 1 - -2y

1
vaxy) =5+ - D+ L - = 1)



1
wi(xy) = g1+ DA+ - 1)

1
Veey) = gall=2)1- D1+

2

waley) =50+ 5+ L )(2+:+Z—:—z—{j—z
ws(x,}')=—§b(l+;)(1—g)(1+ Zy:

1
w5 (x,y) = gall- )1+ D1 +2)?

1 x Xy Xy
WIO(X’Y)_S(]' a)(l )(2 a+b a? bz)

1
Wn(xy) = —gb(l- )= DA+

1
Vi(6y) = -gall+ )1+ D)1= 47

seklindedir. Ancak daha sonra matematiksel gosterimde kolayhik saglamasi igin
asagidaki yaklagim fonksiyonlarim da géz 6niine alinsin,

W, (X, ¥)=0

Dolayisiyla yaklagim fonksiyonu séyle ifade edilebilir:

WIH= DV o (%,Y). 4 (1) - (438)

m=]

u(x,y,t) ve v(xy,t) igin benzer sekilde islemler yapilirsa;

u(x,y,t)r-zﬂcpm(x,y).qm(t)' L VD=2 00 (49)
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olmak iizere dugiim noktasi uygunluk kosullarimi saglayan sekil fonksiyonlan i¢in su
degerler elde edilir:

1

0u(x,Y) = b (x,3) =7 (1= 2)A- )
1

0 (%.3) = ()= 5 1+ A~

1
0s(x,Y) = b5 (x,3) = 7 1+ (A +7)

1
015(5Y) = bpo(x,3) = L (1= )1+ D) 4.10)

Benzer sekilde yukanda verilmeyen sekil fonksiyonlarnin degeri sifirdir.

4.3 KINETIK ENERJI, POTANSIYEL ENERJi VE AERODINAMIK YUK

Daha once de bahsedildigi gibi sonlu elemanlar formiilasyonunun elde edilmesi
esnasinda Ritz metodu kullamlacaktir. Ritz metodunun kullamlabilmesi i¢in ele alinan
probleme tekabiil eden bir varyasyonel ifadeye ihtiyag vardir. Bir varyasyonel ifade her
zaman bir diferansiyel denkleme doniistirilebilmesine ragmen tersi dogru degildir.
Ancak klasik kati cisim mekanigi problemleri i¢in bir varyasyonel ifade her zaman
mevcuttur ve bu da Hamilton ilkesidir. Bu prensip

[18(T-1)+8W1dt=0 @)

olarak verilir.[17] Burada T kinetik enerji, V potansiyel enerji ve W ise dig
kuvvetlerin yaptig1 virtiiel istir. 3 varyasyon almayi gosterir. Dolayistyla Ritz
metodunun uygulanmasinda kullamilacak varyasyonel ifade (4.11) denklemidir.

Simdi Hamilton ilkesi uyarinca basik kabuga ait enerji ve yiik ifadeleri elde edilmek
durumundadir. h kalinhi§ina sahip ince basik dairesel bir silindirik kabuga ait potansiyel
enerji ifadesi: igin gerilme ve uzama oranlaninin z' ye bagh olmadigim hatirlanarak
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U= %fﬂ[oxxexx +0,€, 0,8, ]dxdydz (4.12)
v

ifadesi yazilabilir. (4.12) denklemindeki gerilme terimleri yerine (2.21) ve (2.22) yazihr
ve daha sonra uzama oranlan terimleri yerine ise (2.10), (2.11) ve (2.12) esitlikleri
koyulur ve integral kalinlik boyunca alimirsa

Fw FPw) o*w Fw [ otw)’
+D[[— — ayzj —2(1—v)[ o —( &‘{ayj H}dxdy (4.13)

elde edilir. Burada C ve D daha 6nce sirasiyla (2.30) ve (2.31) ile verilen uzama ve
egilme rijitlikleridir.
Kinetik enerji ifadesi ise:

T= %ph fAj (w? +0% +v?)dxdy (4.14)

olarak yazlabilir. Aerodinamik yiik i¢in piston teorisini dikkate alarak bir yiizii akima

maruz ylizeyler i¢in (3.85) sesiistii hizlar elde edilen basing ifadesi alan uzerinde

integre edilirse aerodinamik dig kuvvet igin

Q=]f 29 %dxdy (4.15)

VM? -1

ifadesi ve iki ylizii akima maruz yiizeyler i¢in (3.86) ile
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4q Ow
Q= —dxd 4.16
,J M2 -1 & 4 (4.16)
esitlikleri elde edilir.

4.4 SONLU ELEMANLAR FORMULASYONUNUN ELDE EDILMESI

Sonlu elemanlar formiilasyonun elde edilmesi sirasinda, Hamilton prensibini
uygulamak i¢in sekil fonksiyonlarinda yapilan degiskenlerine aywma yaklagim
nedeniyle varyasyon alma isleminde varyasyon almaya esdefer olan Lagrange
denklemi kullamilacaktir. Global sistem sonlu elemanlara béliindiigiinden, serbest
diigiim noktasindaki serbestlik derecelerinin sayis1 kadar Lagrange denklemi
toplanarak yazilir. Ancak bu yapilirsa elde edilen matris sistemin timiine ait global
matris olur. Ancak aranan bir tane sonlu elemana ait katihk, kiitle ve aerodinamik
matrisi oldugundan, toplam seklinde yazlan Lagrange denkleminden, toplam
olugturan bir sonlu elemana ait Lagrange denklemini yazilmahdir. Dolayisiyla bu
sekilde bir elemana ait karakteristik matrisler elde edilir. Tiim sisteme ait varyasyonel
ifade

L=T-V 4.17)

olmak tizere (4.11) Hamilton prensibi

[I8L+8W1dt=0 (4.18)

tl

seklinde yazilabilir. Sistem sonlu elemanlara bélindigiinden enerjiler ve virtiiel isler
béliinen elemaniann enerjileri ve virtiel islerinin toplamudir. Daha agik ifade edilirse
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j [6L+8W]=Z( j [SL, +6W, ]dt) (4.19)

yazilabilir. Burada

L =T, -U,
seklindedir. T, bir elemamn kinetik enerjisi U, potansiyel enerjisi SW..ise
aerodinamik hava yiikiiniin bu eleman tizerinde yaptif1 virtiel igtir. (4.19) esitliginin
uygulanmasi global matrisin elde edilmesi anlamin tagimaktadir. Ancak tek bir elemana
ait karakteristik matrisler gerekli oldugundan (4.19) toplam isareti altindaki tek bir
ifadeyle ilgilenilmelidir. Dolayisiyla bir sonlu elemana ait karakteristik matrisler

12
T, = [[8L, +8W,]dt (4.20)
tl

ifadesinde, eleman tzerindeki (4.8) ve (4.9) denklemleriyle tammh yer degistirme
fonksiyonlarinin kullanilmasiyla elde edilebilir. Toplam: olusturan (4.20) denkleminin
varyasyonu stfir olmayacagindan bu ifade sifira esitlenmedi. Varyasyon almak igin
Euler-Lagrange formiilasyonu kullanilirsa

d (oL oL
= — El_— 40 ¢
J. m (551,,) A, Q, (4.21)

elde edilir. Burada Q_° bir eleman lizerinde segilen diiiim noktas: yer degistirmeleri
(genellestirilmis koordinatlar,[17]) (zerinde virtiel isi gerq,ekleyen aerodinamik
kuvvettir (genellestirilmig kuvvetler,[17]). Buradan Q,° su sekilde elde edilebilir, bir
yiizeyi akima maruz iki boyutlu sistemler igin (4.15)'den faydalanarak

2q ow
Q.(ﬁnw)=J;f \/-qu—_l“a;(ﬁnw).dxdy
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yazilabilir. Burada & w virtiiel yer degistirmedir, n indisi virtiiel isin hesaplandig
digiim noktast yer degistirmesini (genellestirilmis koordinati) gésterir , dolayisiyla

20
8. w=08,Q_ va(xY)q.) = ¥.(%Y)3q,
m=1

oldugundan

2q ow
Q,f = — v (x,y) dxd 4.22).
I = 5 Ve oy) dxty (4.22)

olarak elde edilir. (4.8) sekil fonksiyonu bu denklemde yerine koyulursa,

H (Z ~ )V, (%,y) dxdy

elde edilir. Iki yiizii akima maruz sistemler igin ise

.U ax " 0n)V, (xy) dxdy (4.23)

bulunur. Burada

2.q 4.q
B, = veya B,=—F—=
LM - R e

olmak tizere akimin belirtilen sekline gore
20
. W
Q" =[BT 4 w. () dxdy (4.24)
A m=

ifadesi kullamlacaktir.
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Simdi daha once elde edilen yaklagim fonksiyonlarim enerji ve aerodinamik yuk

ifadelerinde yerine koyarak bir elemana ait kinetik enerji ifadesi igin:

= %ph{j[(% qm.cpm)2 +(§qm.¢m)z +(§ qm.wmjz}ixdy (4.25)

yazlabilir.
U, i¢ enerji ifadesi ise:

U =

e

%J}{Cl:(qu +qu . +qu _ka -2~ ")[(qu a;px)(zqm )
) || Ee
m}dxdy

(4.26)

oo 4o 2o B0 g

m=]

S0t ) 209 (S0 2 B 2t) (B0 2

m=1 m=1

seklinde yazlabilir.
Aerodinamik kuvvet, yaklagim fonksiyonlan cinsinden daha 6nce (4.24)’de elde
edilmisti Dolayisiyla kabuga ait enerji ve hava yiikii ifadeleri (4.8) ve (4.. 9) ile verilen
sekil fonksiyonlar: cinsinden bulunmug oldu.

Simdi (4.25) kinetik enerji ifadesindeki zamana bagh q,, ifadesi incelensin.
Aeroelastik analizde yapiin davramisi sabit genlikli harmonik hareket seklinde
olmayabilir. Bu yiizden serbest titresim analizlerinde oldugu gibi sin(et) gibi kabuller

yapilamaz. Bunun yerine hareketin
q, =e @t g | (4.27)

seklinde oldugu kabul edilir. Genel halde ® 'mn iki bileseni vardr.
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O =0y +i0; (4.28)

Burada o, sabit genlikli, kararh hareketi gosteren reel kokii; o ;ise kararli olmayan
duruma; flater durumuna isaret eden sanal koktiir. Dolayisiyla 6zdeger probleminin
¢oziimi sonucunda sanal kokiin bulunmas: flater durumunu gosterir.(4.28) esitligi
(4.27) de yerine koyulursa;
-t(coR+in)t

dn =€ (4.29)

elde edilir. (4.29) ifadesi Euler denkleminden faydalanarak su sekilde de yazlabilir:

o.t
q, =e ! [i.sin(o4t)+cos(o,t)] (4.30)

(4.30) esitliginden de goriildiigi gibi koseli parantez igindeki ifade kararli ve harmonik
bir hareketi igaret ederken, sanal kokiin bulunmas: sistemin iraksak bir davranigina
neden olur. Dolayistyla sanal kokiin sifir olarak bulunmasi durumunda sistem
kararhdir. Simdi (4.27) esitliginden

i, =w0’q, (4.31)

yazilabilir. Bu ifade daha sonra kinetik enerji ifadesinde yerine koyulacak. Simdi
(4.24),(4.25) ve (4.26) denklemlerini (4.21)’de yerine koyarak i

J =

e

20 a
oo s oo B 2 22

1oy Ras 20,300 Vo 00, 00n V. _ 1(%m+a<pm)(a¢n+amn)
&y x ox oy R ox ox R 2\dax oy /\ox oy
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Py, vy, | v, 6\!1 Sy, v, Oy, Dy,
+D[( + -(1-v) P + o

aXZ ay2 axz ay ay2
CAPAR N,
2 oy 6x6yﬂ+ B, v, }dxdy (4.32)

elde edilir. (4.32) ifadesinde integral ile toplam isareti yer degistirebileceginden, bu
ifadede bir sonlu elemana ait karakteristik matrislerin elemanlan bulunmaktadir. Daha
once de belirtildigi gibi bu matrisler kiitle, katiik ve aerodinamik matrisler olarak

adlandurdlir,
(4.32) ifadesinden [M* ] *nin terimlerinin

Men.m = ,“'ph((pm(pn +¢m¢n + WmWn)dXdy (433)
A

seklinde oldugu goriilebilir. Rijitlik matrisi [K*]’nin terimlerinin

e R T
N L T

+
2 62 62 2
+D[(6 Vo OVa ( v, 2 wn)_

R ox
ax2 6y2 aXZ ayz

Dy, dy, vy, vy, 3y, oy,
—(l—v)[ 0y2 pw + pw 6y2 +axay axﬁ dxdy - (4.34)

seklinde bulunabilecegi ve aerodinamik matris [A"] "nin terimlerinin

dxdy (435)

nm =

Al Ox
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olarak elde edilebilecegi gorilebilir. Yukandaki formiilasyon bir elemana ait
karakteristik matrislerin elemanlarim verir. Burada n indisi sati1 ve m indisi siitunu
gosterir.

Dolayisiyla bir elemana ait karakteristik matrislerin (4.33), (4.34) ve (4.35) ile
elde edilebilecegi goriilmektedir. Global matris (4.19) denkleminin isaret ettigi gibi
(4.33), (4.34) ve (4.35) ifadelerinin tiim elemanlarda hesaplanarak birlegtirilmesiyle
elde edilir. Dolayisiyla global kiitle, katilik, ve aerodinamik matrisleri sirasiyla [M],
[K], [A] olmak {izere

[WeZmﬂ
MeQW]

[Me@Mﬂ

ile elde edilir. Burada e st indisli terimler (4.33), (4.34) ve (4.35) ile elde edilecek
olan eleman matrisleridir. Toplam isaretinin siur E ise boliinen eleman sayis1 kadardur.

Dolayisiyla flater analizi igin

[XIlq] + o * M][q[+[A]=0

Ozdeger problemi elde edilmis olur. Bu denklemin sonucunda elde edilecek koklerin
tiimii reel ise sistem kararli bir harmonik hareket yapar. Sonuglarda sanal kékiin
goriilmesi ise flater durumuna isaret edecektir. -



BOLUM 5 UYGULAMA

Bu bolimde daha 6nce elde edilen sonlu elemanlara ve Ritz metoduna ait
formiilasyonlann uygulamalar: gésterilecektir. Elde edilen formiilasyonlar FORTRAN
ve MATLAB dillerinde yazilan programlarla otomatik olarak ¢aligmaktadir. Fortran
dilinde yazilan sonlu elemanlar programu plak ve kabuklar i¢in istenilen sinir kogullarim
ve boliim sayisim otomatik olarak gergeklestirme serbest titregim ve aeroelastik ¢éziim
yapmaktadir. MATLAB’da Ritz metodu i¢in yazilan program ise bir ucu ankastre
mesnetli plaklar i¢in otomatik olarak istenen sayina yaklagim fonksiyonu alarak serbest

titresim ve aeroelastik ¢oziim yapmaktadir.

5.1 RITZ METODUYLA BiR UCUNDAN ANKASTRE MESNETLI
PLAKLARIN FLATER SINIRININ BELIRLENMESI

Sekil 5.1 Bir ucu ankastre mesnetli plak

Bolim 4.1' de agiklandigi gibi Ritz metoduyla ¢6ziim i¢in geometrik siur kosullanim
saglayan yaklagim fonksiyonlar secilmelidir. Ancak daha 6nce bélim 4.4'de soniu
elemanlar formiillasyonunun elde edilmesi esnasinda toplam simgesi altinda olan ve
geometrik stmr kogullarin: sagladid digiiniilen simgesel fonksiyonlar kullamlmg ve bir
formiilasyon elde edilmigti. Dolayisiyla simdi de geometrik sﬁur kosullarim saglayan
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fonksiyonlanin segilmesi halinde Bolim 4.4 de bulunan (4.33), (4.34) ve (4.35)
formiilasyonlan kullamlabilir. Ayrica Ritz metodu global ¢6ziim ydntemi oldugundan
bunlann toplamm olugturan (4.32) ifadesi simdi sifira esittir. Bu boliimde elde edilen
formiilasyon basik dairesel kabuklara ait oldugundan plak ¢6ziimil i¢in yarigap biiyiik
bir deger alinir.

Bir ucu ankastre olarak mesnetlenmig silindirik kabuklar i¢in geometrik siur
kogullar1 (2.8) boéliimiindeki (b) halidir. Koordinat ekseni Sekil 5.1 deki gibi koyulursa
bu smir kogullann saglayan yaklagim fonksiyonlan igin

u(xy,0) = Y 0u(%).4m
v(%,Y,t) = 2 0. (%,7).q,

WX Y,1) = 2 W (5,).q, (5.1)

olmak iizere yaklagim fonksiyonu aileleri igin

P R
o(%,y) =(%) GJ P=12,.P =0,1,.R
y S X T
d(x,y) =(§) (;) S=1,2,..8 ; =0,1,...T
M N
y X
w(x,y) =(E) (;) M=23,,.M ; N=0,1,..N

(5.2)
olarak almabilir. (5.2) toplamina olugturan polinomlarin tiimii geometrik smur
kosullarini saglarlar.

Ritz ile yapilan ¢oziimde (5.2) polinomlarim istenen sayida ve sirali olarak
segen ve (4.34) ifadesinde yerine koyup ortaya ¢ikan 6zdeger problemini ¢ozen bir
bilgisayar programu MATLAB dilinde yazilmistir. Program bir ucu ankastre bagh
dikdortgen plaklar i¢in 6zdegerlerin Mach sayist ile degisimini ¢izebilmekte ve istenen
herhangi dinamik basingta plagin titresim frekanslarm vermektedir.
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5.2 SONLU ELEMANLAR COZUMU

Sonlu elemanlar ¢oziimii igin (4.33), (4.34) ve (4.35) matrisleri DERIVE adl
bir paket program yardimiyla hesaplanmustir. Daha sonra cesitli siur kogsullarim
inceleyebilen bir program FORTRAN dilinde yazilmustir. Program sistemi istenilen
sayida pargaya bolmekte, siur kogullanm uygulamakta, global matrisi olusturmakta ve

elde edilen 6zdeger problemini gézmektedir.

¢

2000

2500 . j: N f . [ [ T

1500

12x12 Sonln Elemanlar
o—o- W.H.,Chen (211

-500(

_1 OOO 1 ! | 1 1
0 100 200 300 400 500

A

Sekil 5.2 Tiim kenarlar basit mesnetli bir kare plagin flater davramsg
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Sekil 5.2°de tiim kenarlar basit mesnetli ve bir ylizii akima maruz bir kare plak
icin boyutsuz dinamik basing ve boyutsuz ozdegerlerin degisimi goriilmektedir.

Burada

ve

ile elde edilir. Bu 6rnekte oldugu gibi bir ytizii akima maruz sistemlere panel ad1 verilir
ve literatiirde bu tip ¢oziimler panel flater olarak adlandirilir. Coziimler sonlu
elemanlar metodu ile elde edilmigtir. Sistem 12x12 (6zdes) pargaya bolinmiigtiir. Bu
boliim sayisindaki yakinsama serbest titresim ¢oziimleriyle oldukga iyi uyustugundan
flater analizi de bu bélim sayisinda yapilmis ve elde edilen sonuglar Chen [12]
tarafindan elde edilen sonuglarla mitkemmel bir uyum gostermistir. Flater analizlerinde
iyi bir ¢oziim i¢in serbest titresim ¢ozimlerine miimkiin oldufu kadar yaklasmak
gerekmektedir.

Sekil 5.2 bir tagtyict veya kontrol yiizeyinin tipik flater davramgidir. Boyutsuz
dinamik basmncin sifir oldugu durumda titresim frekans: sistemin dogal frekansidir.
Dinamik basing arttikga iki kok birbirine yaklagmaya baglar. Diger koklerde ise
degisim ihmal edilebilecek kadar kiigiik olmaktadir. Ancak flater simrindan sonra bu
koklerdeki degigim biraz daha belli olmaktadir. Céziimlerden gozlendigi kadanyla bu
kokler ilk iki koktiir. Dinamik basing arttik¢a ilk kokiin degeri artmaya, ikinci kokiin
degeri ise azalmaya baglar. Bu olay soyle agiklanabilir: Bir yapiun flater davramsg
aerodinamik kuvvetlere baghdir. Aerodinamik kuvvet ve momentler ise cismin hiicum
agisina baghdir. Bir yiizeyin hiicum agis1 ise onun burulma davrams ile ilgilidir.
Burulma rijitliginin yitksek olmasi, hiicum agis1 yaratacak sekil degisimlerinin kiigitk
olmasm, dolayistyla aerodinamik kuvvet ve momentlerin kiigiik olmasimu saglar. Bu
yiizden burulma rijitligi biyiik yiizeylerde flater daha gii¢ meydana gelir. Akim hizt
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arttikga aerodinamik kuvvetler, (6rnegin belli bir hiicum acisinda) burulma
kuvvetlerine yaklagmaya baglar. Bu iki kuvvet ters yonlii olduklarindan hava akiminin
artmast burulma titregimine neden olan elastik kuvvetlerin etkisini zayiflatir. Bunun
sonucu olarak titresim frekansi dinamik basinca bagh olarak diiger. Dolayisiyla sistem
bir bakima zorlanmig titresim altindadir. Egilme ve burulma titresimleni birbirlerine
bagl olduklarindan egilme titresimleri de (bir bakima zorlanmug titresim frekanslarina )
burulma titresim frekansina yaklagmaya baglar. Kritik dinamik basingta aerodinamik
kuvvet ve momentler elastik burulma kuvvetlerinden daha biiyiik olmaya baglamugtir.
Serbest titresim frekansimi belirleyen elastik kuvvetler kargisinda, elastik kuvvetlere
ters yonlii ve daha biyikk olan aerodinamik kuvvetler sistemi serbest titresimden
karakterinden uzaklagtirir ve sistem wraksak bir davramsa girer. Iraksak davranisi
belirleyen imajiner kokler gériillmeye baglar (Sekil 5.2).

BA A~ J
70 M%“‘%\.
'H%.‘
60 Toa Ky _
50F ]
40+ Voreel A
K =
30 Ka'.’,adf
20r C ap Y- ol
10 ol
12212 Sonlu Elemanlar
oF -+ 2x40 Ritz Metodu
—o—o— W.H.,Chen [21]
_1 Q — A 1 1 1

10 20 30 40 50

A

Sekil 5.3 Bir yiizii akima maruz ve bir ucu ankastre mesnetli bir kare plagin flater
davrams

Sekil 5.3 Bir ucu ankastre olarak mesnetlenmis bir yiizii akima maruz bir kare plagin
flater davramgidir. Ritz ve sonlu elemanlarla yapilan ¢oziimler birbirlerine ve referans
[21]'de elde edilen sonuglarla mitkemmel bigimde uyusmaktadir. Sonlu elemaniar
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¢cOziimii sistemi 12x12 bolimle yapilmugtir. Ritz ¢oziimiinde ise her yer degistirme
fonksiyonu igin 40 adet yaklagim fonksiyonu alinmustir. Polinom ailelerinin segiminde
en kiiciik mertebeden biiyiie dogru gidilmesine dikkat edilmistir. Bu ornekte de
goriildigi gibi flater karakteri Sekil 5.2’de oldugu gibidir.

Sekil 5.4 Iki yiizii akima maruz bir tagtyict veya kontrol yiizeyinin flater

davraniginin Mach sayici ile degigimini gostermektedir. Sisteme ait ozellikler:

E=2,1.10" N/m?

v=03
a=b=0,3 m
h=0,003 m
olarak girilmigtir.
500 . . .
400 pra———n2zel
-~ Flater snmn L
A
300 | e
w e
Mﬂ___ﬂ_ﬂl@l.f
200 |
’-_‘____,.-'-'-"/
100 | e
" Diragjiner
Kritik Mach sapgt i
0 L
\‘\
\.,_s_-\-
100 | " 2imajier
12212 Sonty elemaniar T
-200 . . .
1 2 3 ] 5

Sekil 5.4 Iki yiizii akima maruz ve bir ucu ankastre mesnetli bir plagin flater davramist
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Bu degerler i¢in flater 3,5 Mach’da olugsmaktadir. ki yiizii akima maruz
sistemler tahmin edilebilecegi gibi bir yiizii akima maruz sistemlere gére daha ¢abuk
flatere yakalamr. Bunun sebebi aerodinamik kuvvetlerin aym dinamik basingta iki
katina ¢ikmasi dolayistyla elastik kuvvetleri daha ¢abuk etkileyebilmesidir.

1200
Wy |
Mg O O v} & = L S -Ammmrrt ~ e~ e s e
1000
800 r Wy
w
~
me)
8 600}
3
400 |
200 + 12x12 Sonlu Elemanlar
A 3240 Riltz Metodu
0 . : .
1 2 3 4
Me
Sekil 5.5 a/b=2 olan aliiminyum plak i¢in flater karakteri
Sekil 5.5 ozellikleri
a=0,3 m
b=0,15m
h=0,003 m

E=7,0. 10" N/m?

©,=7185 rad/s
®,=11014 rad/s
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olan bir plagmn flater davramigidir. Burada @, ve @, plagin en kiigiik ilk iki dogal

frekansidir. Tki yiizii akima maruz bu yiizey diisiik agikhik oranimna sahip bir yiizeydir.
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Sekil 5.6 a/b= 0,5 olan aliiminyum plak i¢in flater karakteri
Sekil 5.6 ise
a=0,15 m
b=0,3 m
h=0,003 m

E=7,0.10" N/m’

©,=1773 rad/s
0,=762,6 rad/s
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olan bir plagin flater davramgidir. Goruldiigi gibi dugik agiklik oranina sahip
(dolaystyla yiiksek burulma rijitliine sahip) plaklarda flater M=5,0’da dahi
gorilmezken, yiiksek agiklik oranl plak M=2,75"de flater olusmustur.

Basik kabuklarin aeroelastik analizi igin segilen kabuklarin siir sartlan tim
kenarlart ankastre ve tiim kenarlar basit mesnetli sistemlerdir. Sekil 5.7 tiim kenarlart
ankastre mesnetli basik dairesel silindirik kabuk igin flater karakteridir. Coziimler
sonlu elemanlarla ve 14x14 boéliimle elde edilmistir.

6000 T T T T
5000
a=0,3m
i b=0,3m Kritik
4000 R=10m
i h=0,003 1{11
3000 E=2,1x10  Nim?
P V=03
2000
1000
0 ‘
)
-1000F 14x14 Sonlu elemanlar
-2000 i 1 A L i 1 1 1
200 300 400 500 &00 700 800 900 1000
A

Sekil 5.7 Tim kenarlan ankastre mesnetli basik dairesel silindirik kabugun flater
karakteri

Sekil 5.8° de ise tiim kenarlan basit mesnetli basik dairesel silindirik kabugun flater
karakteri goriilmektedir.

Ayn1 boyutlara sahip kabuklarm, plaklardan daha geg flatere girdigi gozlemienebilir.
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2500
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Sekil 5.8 Tim kenarlani basit mesnetli basik dairesel silindirik kabuk i¢in flater
karakteri

Kabuklara ait ¢oziimlerde hem Ritz metodunda hem de sonlu elemanlar
metodunda bir takim sorunlarla karsilagilmstir.

Ritz metoduyla yapilan kabuk ¢6ziimlerinde 6zdeger matrisinde yakinsama ve
stabilite problemleri ortaya ¢ikmugtir. Elde edilen sonuglar kabuk ¢oziimlerine bazi
frekanslara olduk¢a iyi yaklagmakta (6rnegin birinci, tgiincii frekanslara %1
yakinsama), fakat bazi ara frekanslara kéti yaklagmaktadir (6rnegin en kotii ikinci
frekansa %15 yakinsama, sekizinci frekansa %4 yakinsama). Alinan yaklagim
fonksiyonlarindaki artig 6zdeger matrisinin stabilitesini daha da bozdugundan serbest
titregim analizlerinde dahi imajiner kokler goriilmektedir. Bu stabilite sorunlan bazi
yontemlerle giderilebilir (Singular value decomposition). Ancak bu galigmada bu tip
matamatiksel yontemlere gidilememistir.

Sonlu eleman ¢ozimleri biiyilk yangaph kabuklarda oldukga sonuglar
vermektedir. Ancak yan ¢ap kiigiildikkge yakinsama problemleri ortaya ¢ikmaktadir.
Daha ¢ok elemana boliimde kiigiik yarigaplar igin de bir yakinsama goézlemlenmekle
birlikte yiiksek boliim. sayilan bilgisayar kapasitesini zorlamaktadir. Bu problemin
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digiim noktast sayist yiiksek dolayistyla daha giiclii kabuk elemanlarla ¢oziilebilecegi
diisintilmektedir.



BOLUM 6 SONUCLAR VE ONERILER

Cesitli siur sartlarina sahip plak ve basik dairsel silindirik kabuklarin flater
stnirlarinin belirlendigi bu ¢aligmada kati cisim modeli Donnel-Mushtari ince kabuk
teorisiyle, aerodinamik model ise lineerlestirilmis ses Gistii akim teorisiyle yapilmustir.

Cozim yontemi sonlu elemanlar ve Ritz metodu kullamlmigtir. Flater
analizlerinde kullamlan nimerik ¢ozimlerin saglikh olabilmesi igin serbest titresim
¢oziimlerine miimkiin oldugu kadar yaklagmak gerekmektedirg Plak ¢dziimleri igin
somnlu elemanlarda 12x12 boliim, Ritz metodunda ise 3x40 adet yaklasim fonksiyonu
serbest titregim igin ¢ok iyl sonug verdifinden flater analizleri de bu yaklagimla
yapiumistir. Kabuk ¢oziimlerinde ise 14x14 bolim serbest titresim ¢dziimleri igin
oldukga iyi sonuglar verdiginden flater analizleri de bu boliim miktariyla yapilmugtir.

Flater olayl, aerodinamik kuvvetlerdeki hiicum agisina bagh artigin, elastik
kuvvetlerdeki hiicum agisina bagh artigtan daha bilyiik olmasinin bir sonucudur.
Esasen belli bir hiicum agisinda elastik burulma kuvvetlerinin degeri sabittir. Ancak
aerodinamik kuvvetler ise bu hiicum agisinda dinamik basincin artmasiyla artarlar.
Dolayistyla serbest titregim karakterini belirleyen elastik kuvvetler kendilerine ters
yonli olan ve dinamik basinca bagh olarak giderek biiyiiyen aerodinamik kuvvetlerle
etkilesim halindedir. Atalet terimleri ise bu iki kuvvetten baskin olamin bir sonucu
olarak ortaya ¢ikar. Flater oncesinde tiim hiicum agilarinda elastik kuvvetler daha
biytik degerdedirler, bu yiizden bu bolgede hareket stabil harmonik harekettir. Ancak
flater noktasindan sonra aerodinamik kuvvetler elastik kuvvetlerden daha biiyik bir
deger alir. Dolayisiyla bu noktadan sonra harmonik hareketi belirleyen elasﬁk
kuvvetler aerodinamik kuvvetler tarafindan bastiriir ve sistemin karakteri stabil
olmaktan ¢ikar.

Flater analizleri bir dizayn parametresi olarak ele almrsa, boyutlandirma igin
agikhk orammn difer tiim parametrelerden 6nemli oldugu, elde edilen sonuglardan
goriilmektedir. Digiik agiklk oranma sahip bir yizeyin flater yiizeyi burulma



88

elastikiyetinin biiyiik olmasi nedeniyle yitksek agiklik orammna sahip bir ylizeye gore
¢ok daha yiksektir. Dolayisiyla diigiik agiklik oranh ylizeyler veya burulma rijitligini
arttirici yonde yapilan kompozit yiizeyler, sistemi flatere kargt daha emniyetli bir hale
getirir. Ayrica elde edilen sonuglardan, bir plakla aym boyutlara ve malzemeye sahip
kabuk i¢in flaterin daha ge¢ meydana geldigi de gorilmektedir.

Bu ¢aligmada yapilan modellemeler esnasinda hesaplara alinmayan sicakhik
etkileri, 6n gerilmeli sistemler, kompozit takviyeli sistemler, nem etkileri daha sonra
ele alinmasi anlamh problemlerdir.
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EKLER



EK-A FLATER ANALIZI iCIN BILGISAYAR PROGRAMI

Asagdaki bilgisayar programi bir ucu ankastre mesnetli plaklar igin Ritz metoduyla
serbest titresim ve flater analizi yapmaktadir. Program Matlab dilinde yazilmigtir.

96********************************

% ****Ucak Miih. Burak DURAK*****
96*********************************
% Sisteme ait buyiikliikler giriliyor
format long e

Ms=0;
rh=1.24;"
a0=385;

ak=0.1;
bk=0.1;
R=9.0e+32;
ro=2700;
E=7.0e+10;
ho=0.003;

U=Ms*ao;
beta=4*((1/2)*rth*U"2)/((Ms"2-1)"0.5);
nabla=beta*a’3/D;

a=ak;
b=asin(bk/(2*R))*2*R;
Mo=ro*ho;

v=0.3;

C=E*ho/(1-v"2);
D=E*ho"3/(12*(1-v"2));

% Fonksiyonlar simgesellestiriliyor
for j=1:6;

for i=1:6;

4=

fi+6%));

e(i)=0;

e(H+6%))i;

end

end



for i=43:126;
e(1)=3;
fi)=3;
%c1(1)=0;
end

for i=1:42
%cl()=1;
%c2(i)=0;
%c3(i)=0;
g()=3;
h(i)=3;
p(i)=3;
k(i)=3;

end

for i=43:84
g()=e(i-42),
h(i)=f(i-42);
%c2(i)=1;
%c3(1)=0;
p(i)=3;
k(i)=3;

end

for i=85:126
g()=3;

h(i)=3;
p()=e(i-84);
k(i)=f(i-84)+1;
%c2(1)=0;
%c3(i)=1;

end

% Boyutsuzlagtirma yapiliyor

for i=43:126;
c1(i)=0;

end

fori=1:42
cl(i)=1/(a”e())*b (1)),
c2(i)=0;

c3(1)=0;

end

for i=43:84
c2()=1/(a"g(D)*b h(i));
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c3(1)=0;
end

for i=85:126
c2(i)=0;
c3()=1/(a"p()*b"k(®);

end

% Kiitle ve rjitlik matrisleri olusturuluyor

forn=1:115
form=1: 115

M(n,m)y=Mo*(cl(m)*c1(n)*a(e(m)+e(n)+1)*b (fm)+n)+1)/((e(m)+e(n)+1)*(f(m)
+i{n)+1))+c2(m)*c2(n)*a"(g(m)+g(m)+1)*bNh(m)+h(n)+1)/((g(m)+g(n)*+1)*(h(m)+h
§n);;)1)))+c3 (m)*c3(n)*aN(p(my+p(n)+1)*b\(k(m)+k(a)+1)/((p(m)*+p(n)+1)*(k(m)+k(n
+1)));

ifnr=1|m=l1| =2 | m==2 | =3 | m==3 | =4 | m=—=4 | =5 | m==5 | n==6 |
m==6

K1(n,m)=1e-20;

else
K1(n,m)=cl(m)*cl(n)*e(m)*e(n)*a”(e(m)+e(n)-1)*b({(m)+f(n)+1)/((e(m)+e(n)-
I*(Em)Hn)+1));

end

if ==1| m—2| m=3 | m=—4| m==5| m==6

K2(n,m)=1e-20;

else

Ih<(2()1)13m)=cl(m)*02(11)*e(m)*h(n)*aA(e(m)+g(n))*b"(i’(m)+h(n))/((e(m)+g(n))*(f(m)+
nj)),

end

if Lu——ll 111—2| m—3] mr 4| m=5| m==6

K3(n,m)=1e-20;

else

1;(3()n,rlr;;=c1(m)*c3(n)*e(m)*a"(e(m)+p(n))*b"(f(mﬁk(n)+l)/(R*(e(m)+p(n))*(f(m)+
n)+1));

end

if =1| =2| =3 | n=4| n=5| =56

K4(n,m)=1e-20;

else

If%4)(;1),m)=02(m)*01(n)*h(m)*e(n)"‘a"(g(m)+e(n))*b"(h(m)*’f(ﬂ))/((gm)*e(n))*(h(m)+
n)));
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end

K5(n,m)=c2(m)*c2(n)*h(m)*h(n)*a"(g(m)+g(n)+1)*b(h(m)+h(n)-
D/A((g(m)+g(m)+1)*(h(m)+h(n)-1));

K6(n,m)=c2(m)*c3 (n)*h(m)*a"(g(m)+p(n)+1)*b"(h(m)+k(m))/(R*(g(m)+p(n)+1)*(h(
m)+k(n)));

if =1 n=2| n==3| n=4| n=5| n==6

K7(n,m)=1e-20;

else

It%7)(_1:,1;1))=c3(m)"‘cl(n)"‘e(n)"‘21"(1>(Ilfl)+e(11))”‘b’\(k(nfl)’rf(n)*'1)/(]L'{*(P(m)f'e(ﬂ))*(k(m)+
n)+1));

end

K8(n,m)=c3(m)*c2(n)*h(n)*a"(p(m)+g(m)+1)*b"(k(m)+h(n) /(R*(p(m)+g(m)y+1)*(k(
m)+h(n)));

KO9(n,m)=c3(m)*c3(n)*a™(p(m)+p(n)+1)*b"(k(m)+Hk(n)+1)/(R2*(p(m)+p(m)+1)* (k(
m)+k(n)+1));

if n==1 I 11—2| n==3 | Il——4| Il=5| n==6

K10(n,m)=1e-20;

else
K&0§;1),m)=02(m)*cl(n)*h(m)*e(n)*a"(g(m)+e(n))*b“(h(m)+f(n))/((g(m)’re(n))*(h(m)
+i{n)));

end

if m=1| m=—=2| m==3 | m—4| m==5| m==6

K11(n,m)=1e-20;

else
K;(l()l;sm):d(m)*CZ(H)*e(m)*h(n)*a’\(e(m)"‘g(n))*b’\(f(m)“h(n))/((e(m}"g(n))*(f(m)
+h(n)));

end

if u—-—ll u—-2| u—3| 11—4| n=5| =6

K12(n,m)=1e-20;

else
Kf1(2§i,lr;1))=c3(m)*cl(n)*e(n)*a"(p(m)+e(n))*b“(k(m)+f(nH1)/(R*(p(m)*e(n))*(k(m)
+i{n ;5

end

if m=1 I ur——2| m==3 l m==4 | m==5 I m==6

K13(n,m)=1e-20; '

else

K13(n,m)=c1(m)*c3(n)*e(m)*a"(e(m)+p(n)) *b(Rm)+k(n)+1)/(R*(e(m)+p(n))*(fm)
+h(n)+1));

end
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K14(n,m)=c1(m)*cl(n)*f(m)*f(n)*a"(e(m)+e(n)+1)*bNKm)+f{n))/((e(m)*+e(n)+1)*(f
(m)+(n)));

if n==43 | =44 | =45 | =46 | =47 | n—48

K15(n,m)=0;

else
K}:(S()I;,)m)'—‘cl(m)*c?-(n)*f(m)*g(n)*a’\(e(m)*'g(n))*bA(f(m)+h(n))/((e(m)+g(n))*(f(m)
+h(n)));

end

if m==43 | m=—44 | m}==45 | m=—=46 | m=—47 | m\—48

K16(n,m)=1e-20;

else
Ké6§;1),m)=02(m)*01(n)*g(m)*f(n)*a"(g(m)ﬂ“e(n))*b"(h(m)+f(n))/((g(m)+e(n))*(h(m)
+i(n)));, -

end

if m==43 | m==44 | m=—45 | m—46 | m==47 | m=—=48 | n=—43 | n=—44 | n==45 |
n==46 | ==47 | =48

K17(n,m)=1e-20;

%A(n,m)=0;

else
K17(n,m)=c2(m)*c2(n)*g(m)*g(n)*a"(g(m)+g(n)-1)*b"(h(m)+h(n)+1)/((g(m)+g(n)-
1)*(h(m)+h(n)+1));

end

if m==85 | m=—86 | m\=—=87 | m—88 | m==89 | m=—90 | n==85 | n==86 | n==87 |
n=—=88 | =89 | =90 | =91 | =97 | =103 | =109 | =115 |n=121|
m=91 l m==97 [ m=103 I m==109 | m==115 ] m==121

K18(n,m)=1e-20;

else

K18(n,m)=c3(m)*c3(n)*p(m)*p(n)*(p(m)-1)*(p(n)-1)*a™(p(m)+p(n)-
3):‘1b’\(k(m)+k(n)+1)/((p(m)+p(n)-3)*(k(m)+k(n)+1)) ;

en

if m==85 | m—86 | m==87 | m==88 | m—89 | m=90 | m==91 | m=97 | m==103
| m=109 |m=115 |m==121

K19(n,m)=1e-20;

else

K19(n,m)=c3(m)*c3(n)*p(m)*h(n)*(p(m)-1)*a*(p(m)+g(n)-
1)*b\(k(m)+h(n))/(R*(p(m)+g(n)-1)*(k(m)+h(n)));

end

if m=85 | m==86 | m==87 | m==88 | m==89 | m==90 | m==91 | m==97 | m==103
|m=109 |m==115 |m=I121
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K20(n,m)=1e-20;

else
K20(n,m)=c3(m)*c3(n)*p(m)*k(m)*(p(m)-1)*(k(n)-1)*a(p(m)+p(n)-
1)*p"(k(m)+k(n)-1)/((p(m)+p(n)-1)*(k(m)+k(n)-1));

end

if n==85 | n=—=86 | n==87 | n==88 | n=89 | =90 | =91 | n==97 | n==103 |
=109 |p==115 |n==121

K21(n,m)=1e-20;

else

K21(n,m)=c2(m)*c3(n)*h(m)*p(n)*(p(n)-1)*a™(g(m)+p(n)-
1)*b"(h(m)+k(n))/(R*(g(m)+p(n)-1)*(h(m)+k(n)));

end

K22(n,m)=c2(m)*c2(n)*h(m)*h(n)*a"(g(m)+g(n)+1)*bNh(m)+h(n)-
1)/(R"2*(g(m)+g(n)+1)*(h(m)+h(n)-1));

K23(n,m)=c2(m)*c3(n)*h(m) *k(n)*(k(n)-1)*ag(m)+p(n)+1)*b"\(h(m)+k(n)-
1)/(R*(g(m)+p(n)+1)*(h(m)+k(n)-2));

if n==91 | =97 | n=103 | n==109 |n=115 |n==121|n==85 | n==86 | n==87 |
n—388 | =89 | n==90

K24(n,m)=1e-20;

else

K24(n,m)=c3(m)*c3(n)*k(m)*p(n)*(k(m)-1)*(p(n)-1)*a"(p(m)+p(n)-
1)*b"(k(m)+k(n)-1)/((p(m)+p(n)-1)*(k(m)+k(n)-1));

end

K25(n, m)=c3(m)*c2(n)*k(m)*h(n)*(k(m)-1)*a"(p(m)+g(n)+1)*b"(k(m)+h(n)-
2)/(R*(p(m)+g(n)+1)*(k(m)+h(n)-2));

K26(n,m)=c3(m)*c3(n)*k(m)*k(n)* (k(m)-1)*(k(n)-
1)*a\(p(m)+p(n)+1)*b Nk(m)+k(n)-3)/((p(m)+p(n)+1)*(k(m)+k(n)-3));

if 1==85 | n==86 | =87 | —88 | n=89 | "==90 | n==91 | =97 | n==103 |
=109 |n==115 | =121

K27(n,m)=1e-20;

else

K27(n,my=c3(n)*c2(m)*p(n)*h(m)*(p(n)-1)*a"(p(n)+g(m)-
;I)l"(‘ib"(k(n)’fh(m))/(R*(p(n)Jfg(m)-1)*(k(n)+h(m)));

if m==85 | m==86 | m==87 | m=—=88 | m==89 | m==90 | m=—=91 | m=—=97 | m==103
| m=109 |m=115 |m=121

K28(n,m)=1e-20;

else

K28(n,m)=c3(m)*c2(n)*p(m)*h(n)*(p(m)-1)*a™(p(m)+g(n)-
1)*b(k(m)+h(n))/(R*(p(m)+g(n)-1)*(k(m)+h(n)));




98

end

if n==85 | n==86 | n==87 | n==88 | =89 | -==90 | n==91 | n==97 | n==103 |
=109 |n==115 |n==121

K29(n,m)=1e-20;

else

K29(n,m)=c3(n)*c3(m)*k(m)*p(n)*(k(m)-1)*(p(n)-1)*a"(p(n)+p(m)-
1)*oNk(n)+k(m)-1)/((p(n)+p(m)-1)*(k(n)+k(m)-1));

end

if m==85 | m==86 | m==87 | m==88 | m—89 | m==90 | m==91 | m==97 | m==103
| =109 |m=115 |m==121

K30(n,m)=1e-20;

else

K30(n, m)=c3(m)*c3(n)*p(m)*k(n)* (p(m)-1)*(k(n)-1)*a(p(m)+p(n)-
1)*bk(m)+k(n)-1)/((p(m)+p(n)-1)*(k(m)+k(n)-1));

end

if =43 | =44 | =45 | =46 | =47 | =48 | m1=43 | m—44 | m—45 |
m=—46 | m=—47 | m—48

K31(n,m)=1e-32;

else

K31(n,m)=c2(m)*c2(n)*g(m)*g(n)*a™(g(m)+g(n)-
l)zb"(h(m)+h(n)+1)/(R"Z*(g(m)+g(n)-1)*(h(m)+h(n)+1));

en

if m==43 | m==44 | m==45 | m=—=46 | m==47 | m—48 | n==85 | n=—=86 | =287 |
n=88 | =89 | n=—=90

K32(n,m)=1e-20;

else

K32(n,m)=c2(m)*c3(n)*g(m)*p(n) *k(n)*a"(g(m)+p(n)-
1)*bN(b(m)+k(m))/(R*(g(m)+p(m)-1)*(b(m)+k(n)));

end

if =43 | i==44 | =45 | =46 | n==46 | —47 | ==48 | ™—85 | m==86 |
m=—=87 | m—88 | m—=89 | m==90

K33(n,m)=1e-20;

else

K33(n,m)=c3(m)*c3(n)*p(m)*k(m)*g(n)*a"(p(m)+g(n)-
1)*6"(k(m)+h(m))/(R*(p(m)+g(n)-1)*(k(m)+h(n)));

end

if =85 | n==86 | n==87 | =88 | n==89 | =90 | m==85 | m=—86 | m==87 |
m—388 | m}=—=89 | m==90

K34(n,m)=1e-20;

else

K34(n,m)=c3(m)*c3(n)*p(m)*k(m)*p(n) *k(n)*a(p(m)+p(n)-1)*b(k(m)+k(n)-
D/((p(m)+p(n)-1)*(k(m)+k(n)-1));
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end

if m==85 | m==86 | m==87 | m==88 | m==89 | m==90

A(n,m)=0;

else
A(n,m)=beta*c3(m)*c3(n)*p(m)*a(p(m)+p(m))*b"(k(m)+k(m)+1)/((plm)*+p(m))* (k(
m)+k(n)+1));

end

K(n,m)=C*(K1(n,m)+K2(n,m)+K3(n,m)+K4(n,m)+K5(n,m)+K6(n,m)+K7(n,m)+K8(
n,m)+K9(n,m)-(1-v)*(K10(n,m)+K11(n,m)+K12(n,m)*+K13(n,m)-
(1/2)*(K14(n,m)*+K15(n,m)+K16(n,m)+K17(n,m))))+D*(K18(n,m)-
K19(n,m)+K20(n,m)-K21(n,m)+K22(n,m)-K23(n,m)+K24(n,m)-
K25(n,m)+K26(n,m)-(1-v)*(-K27(n,m)-K28(n,m)*+K29(n,m}+K30(n,m)-
2*(K31(n,m)-K32(n,m)-K33(n,m)*+K34(n,m))));

end
end

% Yaklagim fonksiyonlann grup grup hesaba sokuluyor

i(1)=85;
i(2)=86;
1(3)=91;
i(4)=92;
i(5)=1;
i(6)=2;
i(7)=T,
i(8)=8;
i(9)=43;
i(10)=44;
i(11)=49;
i(12)=50;

i(13)=87;
i(14)=3;

i(15)=45;
i(16)=88;

i(17)=4;
i(18)=46;

i(19)=93;
i(20)=9;
i(21)=51;

i(22)=-94;
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i(23)=10;
i(24)=52;

i(25)=95;
i(26)=11;
i(27)=53;

i(28)=96;
i(29)=12;
i(30)=54;

i(31)=97;
i(32)=13;
i(33)=55;

i(34)=98;-
i(35)=14;
i(36)=56;

i(37)=99;
i(38)=15;
i(39)=57;

i(40)=100;
i(41)=16;
i(42)=58;

i(43)=101;
1(44)=17,
i(45)=59;

i(46)=102;
i(47)=18;
i(48)=60;

i(49)=103;
i(50)=19;
i(51)=61;

i(52)=104;
i(53)=20;
i(54)=62;

i(55)=105;
i(56)=21;
i(57)=63;

i(58)=106;
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i(59)=22;
i(60)=64;

i(61)=107;
i(62)=23;
i(63)=65;

%i(64)=108;
%i(65)=24;
%i(66)=66;

i(64)=109;
i(65)=25;
i(66)=6T,

i(67)=110;
1(68)=26;
i(69)=68;

i(70)=111;
i(71)=27,
i(72)=69;

i(73)=112;
i(74)=28;
i(75)=10;

i(76)=113;
i(77)=29;
1(78)=71,

i(79)=114;
i(80)=30;
i(81)=72;

i(82)=115;
i(83)=31;
i(84)=T73;

i(85)=116;
i(86)=32;
1(87)=74;

i(88)=117,
1(89)=33;
1(90)=75;
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% Co6ziim yapiliyor
forn=1: 84

form=1: 84

x=i(n);

y=i(m);

KD(n,m)y=K(x,y),
MD(n,m)y=M(x,y);
AD(n,m)=A(x,y);

end

end
w2=eig(inv(MD)*(KD+AD))
%w2=eig(pinv(MD)*KD);
w=sqrt(w2);

ws=sort(w);

fori=1:12
wss(i)=ws(i);
end

Ms
beta
nabla
wss
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