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GENELLESTIRILMIiS DAVEY-STEWARTSON SISTEMI ICIN
BASLANGIC DEGER PROBLEMI

OZET

Bu tez cahigmasinda, genellegtirilmiy Davey-Stewartson (GDS) sistemi ele
alinacaktir. Bu sistem, sonsuz elastik bir ortamda yayilan uzun dalgalara ait
iki lineer dalga denklemi ve bir kisa dalganin karmasgik genliginin hareketini
karakterize eden bir Nonlineer Schrodinger (NLS) tipi denklemden olusur.
Eliptik-hiperbolik-hiperbolik (EHH) durumdaki GDS sistemi boyutsuz formda

Uy + YVUag + Uyy = x|u]Pu + b1z + d2)u,
le,xm - le,yy - 6¢2,xy - a(|u|2)r’
P20 — Abayy — Bbray = ([ul?)y

ile verilecektir. ~ Burada x ve y uzay koordinatlari ve ¢ zamani; u kisa
dalga modunun karmasik genligini ve ¢; ve ¢ sirasiyla uzun boyuna ve uzun
enine dalga modlarimi gosterir. Kuple dalga sisteminin hiperbolik karakteri
nedeniyle, ¢, ve ¢, icin karakteristik koordinatlar boyunca homojen radyasyon
sinir kosullar1 varsayilacaktir. EHH halindeki GDS sisteminin kiigiik baslangic
kiitleli ¢oztimlerinin global zamandaki varlhig ile ilgilenecegiz. Eliptik-hiperbolik
durumdaki Davey-Stewartson (DS) sistemi i¢in baglangig deger probleminin
incelenmesinde kullanilan yontemin bir benzeri burada uygulanacaktir.

GDS sistemi i¢in baglangic deger problemi dort asamada incelenir. Ilk ve en
onemli agama, kuple dalga denklem c¢oziimlerinin integral gosterimi kullanilarak
GDS sisteminin yerel olmayan bir NLS denklemine indirgenmesidir. Ikinci agama,
GDS sisteminin ¢oziimlerinin normlarinin bazi 6nkestirimlerinin hesaplanmasidir.
Uciincii asama, yerel olmayan NLS denklemi igin yazilan diizgiinlestirilmis
denklemin global ¢oziimlerinin varliklarinin incelenmesidir. Son agama; ¢ — 0
i¢in limite ge¢mek ve diizgiin olmayan denklem, diger bir deyisle GDS sisteminin
yerel olmayan formu i¢in ¢oztimleri bulmaktir.

Tez calismas alt1 ana boliimden olugsmaktadir:

Ik boliimde, DS sistemi ve GDS sistemi kisaca tanitilacaktir. Ayrica, bu bolimde
GDS sistemi siniflandirilacaktir.

Ikinci boliimde; simetrik olmayan, kuple, lineer ve homojen olmayan iki dalga
denklem sisteminin ¢oziimlerinin integral gosterimi elde edilecektir. Sistem dort
karakteristik degisken yardimiyla birinci mertebe diferansiyel denklem sistemine
indirgenecek ve dogrudan ¢oziilecektir. Karakteristik degiskenlere gore integral
alinarak elde edilen ¢, ve ¢, bilinmeyen fonksiyonlarini bulmak i¢in bu degiskenler
boyunca verilen radyasyon simir kosullar1 kullamilacaktir. Dort karakteristik
degigsken arasindaki karmagik etkilegimin, ¢oziimlerin gosterimindeki integrallerin
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sinirlarinda ortaya cikacagl beklenmektedir. Bu gosterim kullanilarak, GDS
sistemi yerel olmayan bir NLS denklemine indirgenecektir. Coziimlerin integral
gosteriminin bir uygulamasi olarak, bazi 0zel parametre degerleri icin yerel
olmayan NLS denkleminin (veya GDS sisteminin) bazi lokalize ¢oziimleri
verilecektir.

Uciincii boliimde, integral gosterimler kullanilarak ¢1 ve ¢y ¢oziimlerinin L™ (IR?)
normlart ve Hamiltonyenin ¢; ve ¢ terimlerini iceren kismi igin tist sinirlar
hesaplanacaktir. Ayrica, diizgiin olmayan GDS sistemi i¢in enerji korunumu
durumu tartigilacaktir.

Dordiinci  bolimde, klasik sabit nokta yaklagimi kullanilarak epsilonlu
diizglinlestirilmig problemin varlik ve tekligi ele alinacaktir. Yerel olmayan
terimler digindaki biitiin terimler i¢in sabit nokta yaklagimi standart oldugundan
klasik terimler kisaca ele alinacak ve yerel olmayan terimler iizerinde durulacaktir.
Simetrik olmayan kuple hiperbolik sistemden dolay1 yerel olmayan terimler
karmagik olmasina ragmen, diizgiinlestirilmig denklem kullanilarak bu ifadelerin
icinde bulunan ¢esitli terimlerin kontrol edilmesi miimkiin olabilecektir. Klasik
sabit nokta yaklagimindan yararlanilarak, diizgiinlestirilmis denklemin H?(IR?)
uzayindaki ¢oziimlerinin zamanda global varligi gosterilecektir. Diizglinlestirilmis
problem ¢oziimlerinin H?(IR?) uzayinda olmasi, ¢oziimlerin integral gésterimlerin
kullanilabilir hale getirecektir. Ayrica, diizgiinlestirilmis problemin enerjisinin
korundugu gésterilecek ve kiitlenin kiiciik oldugu varsayimi, ¢oziimlerin H'(IR?)
normunun ¢ ve t’den bagimsiz smirli oldugunun ispatinda kullanilacaktir. Bu
sonug baglangic datasinin kiigiik oldugu varsayimindan elde edilecektir.

Beginci boltimde, yeteri kadar kiicliik basglangic datasi igin diizglinlestirilmis
denklem c¢oziimlerinin, diizglin olmayan denklem ¢Oztimiine yakinsadig
gosterilecektir. Bu sonug, ¢oziimlerin €’dan bagimsiz degisik normlarini kontrol
etmemize izin veren diizgiinlestirilmis denklemin enerji korunumundan elde
edilecektir. Bazi standart kompaktlik argumanlariyla birlikte bu 6nkestirimler ’a
gore limite gecilmesine izin verecektir. Daha sonra, bu limitin diizgiin olmayan
(orijinal) problemi sagladigi gosterilecektir. Boylece, kiiglik baglangic degerleri
icin GDS sisteminin baglangi¢ deger probleminin ¢éziimiiniin varligi ispatlanmig
olacaktur.

Son boliimde, ¢aligmanin sonuglart kisaca degerlendirilecektir.
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INITIAL VALUE PROBLEM
FOR A GENERALIZED DAVEY-STEWARTSON SYSTEM

SUMMARY

In this thesis, a generalized Davey-Stewartson (GDS) system will be considered.
This system consists of one nonlinear Schrodinger (NLS) type equation for the
complex amplitude of a short wave and two linear wave equations for long
waves propagating in an infinite elastic medium. The GDS system in the
elliptic-hyperbolic-hyperbolic (EHH) case will be written in dimensionless form
as

¢1,:vac - ¢1,yy - 6¢2,$y = Oé(|U|2)x,
¢2,:m - )‘¢2,yy - ﬁ(bl,xy = (|U‘2)y,

where x and y are spatial coordinates and ¢ is time; u is the complex amplitude
of the short transverse wave mode, and ¢; and ¢, are the long longitudinal and
long transverse wave modes, respectively. Because of the hyperbolic nature of
the coupled wave system, the radiation type homogeneous boundary conditions
on ¢, and ¢, along the characteristic lines will be assumed. We are interested in
the global time existence of the solutions to the GDS system in the EHH case for
solutions with small initial mass. Our argument is based on a modification of the
initial value problem to the elliptic-hyperbolic Davey-Stewartson (DS) system.

The initial value problem of the GDS system is investigated in four main steps.
First and the most critical one is that the GDS system is reduced to a non-local
NLS equation by using the representation of solution to the coupled wave
equations. Second one is to find some a priori norm estimates of the solutions to
the GDS system. Third one is to investigate the existence of the global solution
to the regularized equation for the non-local NLS equation. Last step is to pass
to the limit as € — 0 and to seek solutions for the unregularized equation, i.e.
non-local form of the GDS system.

The thesis contains six main sections:

In the first section, the DS system and the GDS system are briefly discussed. The
classifications of the GDS system is also presented in this section.

In the second section, we obtain integral representation of solution to the system
of two asymmetrically coupled linear wave equations with nonhomogeneous terms.
The system is transformed to a system of first order equations with respect to
the four characteristics and can be solved directly. We perform integrations
along characteristics and make use of the radiation boundary values along the
characteristics to determine the unknown functions ¢; and ¢,. We are able to
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see the complex interactions among the four characteristics in the limits of the
integrals appearing in the representation of solutions. Using this representation,
the GDS system is reduced to a non-local NLS equation. As an application of
the representation of solutions, we also present some localized solutions to the
non-local NLS equation, or equivalently the GDS system, for some special choices
of the parameters.

In the third section, we find upper bounds on the L>(IR®) norms of solutions ¢,
and ¢, and an upper bound on a part of the Hamiltonian involving ¢, and ¢o
by using the integral representation. We also discuss the status of the Energy
conservation for the GDS system without the regularization.

In the fourth section, we are interested in existence and uniqueness result for
the epsilon regularized problem via a standard fixed point argument. Since
the arguments are standard for all terms except the non-local terms, we only
indicate how to deal with the standard terms and focus on the non-local terms.
Although the non-local term is quite complex because of the asymmetrically
coupled hyperbolic system, it is still possible to control various terms that appear
in it, by using the regularized equation. We show that the regularized equation
has global in time solutions in H2(IR?) by a standard fixed point argument. The
solutions of the regularized problem live in H?(IR?) and this allows us to utilize
the representation of solutions. We also show that the energy of the regularized
problem is conserved and the smallness assumption on the mass can be utilized
to deduce a bound on H'(IR?) norms of solutions independent of £ and ¢. This
latter fact follows from the smallness assumption on the initial data.

In the fifth section, we show that the solutions of the regularized equation
for sufficiently small initial data converge to the solution of the unregularized
equation. This follows from the conservation of energy for the regularized problem
which allows us to control various norms of solutions independent of . These a
priori estimates combined with some standard compactness arguments allow us
to pass to the limit in €. The limit then is shown to satisfy the unregularized
(original) problem. Thus we prove existence of solutions with small initial data,
to the initial value problem for the GDS system.

In the last section, conclusions of the study are given briefly.

X



1. GIRIS

Elastik, optik ve akigkan gibi farkli stirekli ortamlarda dalga yayilimi
dogrusal olmayan dalga denklemleri ile modellenmektedir. Bu nedenle, dalga
hareketlerinin modellenmesi, elde edilen denklemlerin o6zelliklerinin analitik
ve sayisal incelenmesi ¢ok sayida aragtiricinin ilgisini  ¢ekmektedir [1-3].
Lineer olmayan dalga denklemlerin en bilinenleri Korteweg-de Vries, Burgers,
Kadomtsev-Petviashvili, Nonlineer Schrédinger (NLS) ve Davey-Stewartson (DS)
denklemleridir. Bu denklemlerden Korteweg-de Vries denklemi zayif dispersif
ve zayif nonlineer bir siirekli ortamda yayillan uzun dalgalarin hareketini
tanmimlarken, NLS denklemi ayni siirekli ortamda yayilan kisa dalgalarin kompleks
genligini yoneten denklem olarak elde edilir. Daha karmagik fiziksel etkilerin
goz ontine alinmasiyla Korteweg-de Vries ve NLS denklemlerinin genellegtirilmis
formlar1 bulunur. Ornegin, uzun dalga yayilimi problemlerinde ikinci uzaysal
boyutun etkisinin eklenmesi ile Korteweg-de Vries denkleminin iki boyutlu
genellestirilmis hali olan Kadomtsev-Petviashvili denklemi elde edilir. Benzer
sekilde, kisa dalga ile uzun dalga etkilesimi DS sistemiyle karakterize edilir.
Bu nedenle, ¢ok farkli fiziksel olaylar1 modelleyen bu evrim denklemlerinin
¢oziimlerinin niteliksel ve sayisal ozelliklerinin incelenmesi matematikgcilerin ve
fizikcilerin yogun ilgisini ¢ekmigtir. Ozellikle bu evrim denklemlerinin; uygun
baglangi¢ kogullar1 i¢in Cauchy probleminin varliginin incelenmesi, bu ¢oziimlerin
global iyi tanmimlilig1 veya sonlu bir zaman araliginda patlayarak tekillige sahip
olup olmadigi; uzayda lokalize olmusg ve sabit hizla seklini koruyarak yayilan yalniz

dalga ¢oztimlerinin bulunmasi ilgi ¢eken aragtirma konularindandir [4-7].

Bu doktora tez galismasindaki amag, elastik bir ortamda yayilan (2+1) boyutlu
dalga hareketini tanimlayan denklemler olarak elde edilen ve DS denklemlerinin
bir genellestirilmesi olan genellestirilmis Davey-Stewartson (GDS) sistemi olarak

adlandirilan denklemlerin baglangic deger problemini incelemektir.



Bilindigi gibi zayif nonlineer ve zayif dispersif ortamlarda iki boyutlu dalga
yayilimi problemlerinde, bir kisa ve bir uzun dalganin etkilesiminin miimkiin

oldugu durumlarda dalga hareketi

WUy + PUgy + Uy = q]u|2u + bugy,,

Gux +mabyy = (Juf*)s (1.1)

seklindeki kuple iki denklem ile tanimlanir. Burada ¢ zaman, x ve y uzay
degiskenleri olmak tizere u kisa dalganin karmagik genligini, ¢ ise uzun dalganin
reel genligini gosterir. (1.1) denklemleri ilk olarak Davey ve Stewartson tarafindan
su yiizeyindeki dalga hareketini tanimlayan denklemler olarak elde edilmistir
ve literatiirde Davey-Stewartson sistemi olarak bilinir [8]. Daha sonra yiizey
geriliminin hesaba katildigi durumda yiizey dalga hareketinin de ayni formda bir
sistem ile gosterilebildigi Djordjevic ve Redekopp tarafindan bulunmustur [9].
(1.1) sistemi (p,m) isaretinin (+,+), (+,—), (—,+) veya (—, —) olmasina gore,
sirast ile eliptik-eliptik (EE), eliptik-hiperbolik (EH), hiperbolik-eliptik (HE) veya
hiperbolik-hiperbolik (HH) olarak simflandirilir [10]. EH ve HE durumdaki DS
sisteminin bazi 6zel ¢oziimleri ters sacilma yontemi kullanilarak bulunmustur
[11, 12]. Ancak DS sisteminin baglangig¢ deger probleminin varlik ve tekliginin

incelenmesi i¢in fonksiyonel analitik yontemlere gerek vardir.

Ghidaglia ve Saut, L2(IR?), H'(IR?) ve H?(IR?) uzaylarinda EE ve HE durumdaki
DS sisteminin baslangi¢ deger probleminin yerel ve global ¢éziimlerinin varlig:
ile ilgili bazi sonuglar ispatlamiglardir [13]. Aymi galigmada, kiiciik degerli
baglangic kosullar i¢cin EH durumdaki DS sisteminin zayif ¢oziimlerinin global
varligir ayrintili olarak incelenmigtir. Daha sonra Tsutsumi, EH durumdaki DS
sisteminin zayif ¢oziimlerinin asimptotik davramglar tizerinde ¢aligmigtir [14].
Linares ve Ponce ise agirlikli Sobolev uzaylarinda, kiigiik baglangi¢ kogullari igin
baglangi¢ deger probleminin yerel ¢oziimlerinin varligim gostermislerdir [15]. Aym
problem H°/?(IR?) uzaynda [16] ve diisiik dereceli Sobolev uzaylarinda da [17]
cahgilmigtir. EH durumdaki DS sisteminin kiigiikk degerli olmayan baglangig
kosulu i¢in ¢oztimlerin zamanda yerel varligi Hayashi tarafindan gosterilmistir
[18]. Ayrica agirlikli Sobolev uzaylarinda global ¢éziimiin varhg da incelenmigtir

[19].



Babaoglu ve Erbay'in yapmig oldugu calismada, dalga ¢oziimlerinin ¢ok olgekli
bir agilhimi kullanilarak, yiiksek mertebe yerdegistirme gradyanlarini iceren elastik
bir ortamda dalga yayilimi modellenmis ve ii¢ lineer olmayan denklem dalga
hareketini yoneten denklemler olarak elde edilmigtir [20]. Bir NLS denklemi ve
iki kuple lineer dalga denklemlerinden olusan bu sistem

. k?
ity + Puige + Ty = qlul*u + ﬂ(%%g + M1¢2.)U,

(¢ — D) oree — b1y — (6 — 3)b2en = 1K (|ul®)e,

(¢ — 3)baee — Cidomy — (] — 3)bren = MK ([uf?)y, (1.2)

ile verilmistir. Burada 7 zaman, £ ve n uzay degigkenleri olmak tizere u karmagik
fonksiyonu enine kisa dalga, ¢; ve ¢o reel fonksiyonlar1 sirasi ile boyuna ve
enine uzun dalgalarin genliklerini gésterir. Ayrica (1.2) denklemindeki katsayilar,
¢y = A(k+8m?k3) Jw, w = cok(14+4m2k?)2 ve Dy(k,w) = w? — k% — (14+v)mk?

olmak tizere,

A+ 2
C%: +M7 c§:ﬂ7
Po Po
B A-+2B
2 2 2
=c] —2c5+ —, =c]+ ,
4! 1 2 % V3 1 20
L, 2 2272 Cg 272 k67§
= ——(c"—c5—24 k = 2(1+8m°k =
p= 5@ -G 2mtaR), r= st q= o

seklindedir. Yukaridaki katsayi ifadelerinde; k dalga sayisini, w frekansi, m, A,
i, A ve B malzeme sabitlerini, ¢, enine dalgalarin grup hizini, ¢; ve ¢y sirasi ile
boyuna ve enine dalgalarin faz hizim1 gostermektedir. v; = 73 6zel durumunda,
(1.2) sisteminde

k? | u|2

Qf = Cbl,g + ¢2,77 + 7
1

bagimh degisken dontigiimii uygulanir ise ii¢ bilegenli sistem iki bilegsenli DS

sistemine indirgenir:

iUy + puge + Ty, = qlul*u + oQeu,

(Cz - C%)Qié - C%an = 7(’“|2)£-

Buradaki katsayilar ise

vik? _ mk? - 71k2cfz

o= o
2we? 2w’ c?




seklinde tanmmlanmir. (1.2) sistemi, 73 = 73 durumunda, lineer olmayan bir
dontigimle DS sistemine indirgenebildigi icin genellestirilmig Davey-Stewartson
sistemi olarak adlandirilir. Sistem parametrelerinin igaretlerine bagl olarak
(1.2) GDS sistemi, eliptik-hiperbolik-hiperbolik (EHH), hiperbolik-eliptik-eliptik
(HEE), eliptik-eliptik-eliptik (EEE) ve eliptik-eliptik-hiperbolik (EEH) olarak
simiflandirilmigtir [21]. Aym c¢ahismada, EEE durumdaki GDS denkleminin
baslangi¢ deger probleminin c¢oziimleri global varlik ve sonlu zamanda patlama
agisindan incelenmigtir. Daha sonraki bir caligmada ise EEE halindeki GDS
sistemi igin ¢oziimlerin baglangi¢ kosulu iyilestirilmigtir [22]. Ayrica, EEE
ve HEE halindeki GDS sisteminin yalniz dalga ¢oziimlerinin varligi incelenmig
[23]; EEE durumdaki GDS sisteminin duran dalgalarimin varhigi gosterilmis [24];
EEE durumdaki GDS sisteminin ¢oziimlerinin asimptotik davranigi incelenmig
ve HEE durumdaki GDS sistemi icin pseudo-konformal doniigim yardimiyla
bir analitik patlama ¢6ziimii bulunmugtur [25]. Aym sistem, grup teorik
yaklagimla da incelenmig, GDS sisteminin Lie simetri cebirleri elde edilmis ve
sistem parametrelerinin 6zel degerleri icin GDS'nin DS sistemine izomorfik oldugu
gosterilmigtir [26]. Bu calismada ise, EHH halindeki GDS sisteminin baglangig
deger probleminin ¢oziimlerinin global varligi kiiciik degerli baglangic kogullar:

i¢in incelenecektir.

GDS sistemini boyutsuz halde ifade etmek icin boyutsuz degiskenler ve bu

degiskenlere bagl fonksiyonlar agagidaki gibi tanimlanir:

k2
T:kAta 52_ T(Cg_C%)iﬂa 77:/?2\/7_"1/7
Co
2 2 _ 2
g | —c r(c2 —c3) - T
u = U, ¢1=4\| 55 —3v O1, G2= /=3 P
11k2\ 2 = V(2 — i) oi

Yeni boyutsuz degiskenler cinsinden (1.2) sistemi

iUy + Ve + Uyy = X|ulPu + b(ag) 4 + Pay)u,
¢1,xac - ¢1,yy - ﬁ¢2,xy = Oé(|U|2)$,
¢2,:va; - >‘¢2,yy - ﬁqsl,zy = (|U‘2)y (13)

olarak yazilir (gosterim kolayhgindan dolayr bagimli degiskenlerin itizerindeki



gizgiler yazalmamigtir). (1.3) sisteminin boyutsuz katsayilar: ise

L ‘3 ) Xch%(cﬁ—c%) _ K
roc— 2’ vf(cg —2)’ 2w
Pe2y/% ¢ —d (s~ )
a = 2 N 6 = 5 A= 2/ 2 )
gi! (Cg - cl) Co C; — c% CQ(CQ - 02)

olarak tammlanir. ¢ — ¢5 = 4m®c3k*(3 4+ 16m?k?) /w? ifadesi her zaman pozitif
olmasma ragmen, ¢, — ¢ ifadesinin igareti k? = [¢] — 4¢3 +c1(cF +8c2)2]/(32¢2m2)
kritik dalga sayisina gore degisir. Diger bir deyisle, & > k. i¢in cﬁ -2 >0
ve k < k. i¢in ¢ — ¢§ < 0 olur. Burada k = k. kritik dalga sayisi icin, ¢
boyuna dalga faz hiz1 ile ¢, enine dalgalarin grup hiz1 esit olacagindan uzun ve
kisa dalgalar arasinda bir rezonans durumu olustuguna dikkat edilmelidir. Kisa
dalga-uzun dalga rezonans etkilesimi bu caligmanin kapsaminda olmadigindan
k = k. durumu gozoniine alinmayacaktir. Bu durumda, k dalga sayisina gore GDS
sisteminin lineer terimlerinin v ve A boyutsuz katsayilarinin isareti belirlenebilir
(3 > 0). Ozetle, (y,\) parametrelerinin isaretleri k& > k, icin (+,4) ve k < k,
i¢in (—,—) dir. O zaman (1.3) GDS sistemi k > k. igin EHH, k < k. icin HEE
olarak smiflandirihr. (1.3); denkleminin eliptik olmasi i¢in v > 0 olmali, diger
bir deyigle k£ > k. secilmelidir. Bu se¢imin, GDS sisteminin ikili lineer dalga
denklemlerinin hiperbolik-hiperbolik durumu ile geligmedigini gérmek igin (1.3),

ve (1.3)3 denklemlerinden olugan sistemin homojen formu k dalga sayisina gore

siniflandirilmalidar:

¢1,xw - ¢1,yy - ﬁ¢2,xy = Oa
¢2,cca: - /\¢2,yy - ﬁqbl,xy = 0. (14)

Bu simiflandirma, (1.4) denklem sistemini olugturan operatoriin 6zdegerlerinin reel
veya karmagik olmasina bagh olarak yapilacaktir. Bunun icin de ikinci mertebe
iki denklemden olugan (1.4) sistemi birinci mertebe dort denklemden olugan lineer

bir sistem

Av,+Bv, =0 (1.5)

olarak ifade edilir. (1.5) denkleminde, v = (vy,v2,v3,v4)T olmak iizere, A ve B



katsay1 matrisleri

0 -1 0 0 10 0 0

0 0 0 -1 0O 0 1 0
A. - s B =

1 0 0 0 0 -1 -5 0

0 0 1 0 30 0 -\

seklindedir. Bilinmeyen v vektortniin bilesenleri ise v = ¢1,, V2 = @1y, V3 =
G2 Ve Uy = ¢y, olarak tammlanmigtir. Bu durumda (1.4) sistemini olugturan

operatoriin ozdegerleri

0 -1 -8 0
A-lp -1 0 0 0
-3 0 0 -\

formundaki A~!'B matrisinin 6zdegerleridir:

2

C1 Cy

FLQ = :l:’f’l = :l:—, F3,4 = :l:’l“g ==+ o 3
Co Cg — 02

(1.5) sisteminin I'y ve T’y 6zdegerleri her zaman reel sayilardir. Sistemin diger

2 2

— ¢ > 0 igin reel say1 ve ¢ — ¢?

iki ozdegeri ise ¢ 5 — ¢1 < 0 i¢in karmagik sayidr.
Dolayisiyla (1.4) sistemi k& > k. dalga sayilar igin HH ve k < k. dalga sayilari
i¢cin EH olur. Daha 6nce (1.3); denkleminin eliptik olabilmesi i¢in £ > k. kabul
edildiginden, (1.4) sistemi HH olur. Bu sonug, (1.3) sisteminin EHH karakterde
oldugunu gosterir. Ayrica bu sonug, hiperbolik denklemleri saglayan ¢; ve ¢o
fonksiyonlari icin; & = Thx +y, & =T +y, m =Tsx+y ven, = gz +y
hiperbolik sistemin karakteristik degiskenleri olmak iizere,

hm ot z,y) = hm o1(t,z,y) =0,

&1—o0

lim ¢s(t,2,y) = hm ¢a(t, 2, y) =0 (1.6)

&1—00

seklinde radyasyon kosullarinin yazilmasina yol acar. Karakteristik degiskenler

arasinda

r—=r r+r
S, M= 12 251-1- ! 2
(&1

1+ T2 L — Ty

m = o &1+

&2

27"1 27’1

seklinde iligkiler vardir.



Bu tez calismasinda, EH durumdaki DS sisteminin baslangic deger probleminin
incelenmesinde izlenen yolun genellestirilmis bir hali kullamlarak, EHH
durumdaki GDS sisteminin baglangig deger problemi incelenecektir [13]. Adi
gecen makalede, once dalga denkleminin ¢ozlimiiniin integral gosterimi bulunarak
DS sistemi yerel olmayan bir NLS denklemine indirgenmis ve bazi onkestirimler
yapilmigtir. Daha sonra, indirgenmis sistemin global ¢oziimii diizgiinlestirilmig
denklemin ¢oziimlerinin limiti olarak elde edilmistir. Buna gore, GDS sisteminin
baglangic deger probleminin incelenmesi dort farkli asamadan olusur: Ilk

asamada, (1.3) sistemindeki ikince mertebe ve iki bilinmeyenli

¢1,xac - ¢1,yy - ﬁqbQ,ccy = Oé(|U|2)x,
D200 — A2y — Bd1ay = (|U|2)y (1.7)

homojen olmayan dalga sistemi ¢oziilmelidir. Ayrica, (1.7) sisteminin ¢éziimiiniin
integral gosterimi kullanilarak GDS sistemi yerel olmayan bir NLS denklemine
indirgenmelidir. Ikinci asamada, ¢; ve ¢, fonksiyonlar ve enerji fonksiyonelinin
bu fonksiyonlar1 iceren terimleri icin bir tist siur hesaplanmahdir. Uciincii
agamada, indirgenmig NLS denklemi igin yazilacak diizgiinlestirilmig denklemin
global ¢oziimlerinin varlik ve tekligi incelenmelidir. Son agsamada ise global
varliklar1 gosterilmis olan diizgiinlegtirilmis denklem ¢oztimlerinin, indirgenmis

NLS denkleminin ¢oziimlerine yakinsadigi ispatlanmalidir.

Tez calismasinin diger boliimlerinin igerikleri asagidaki gibidir. Bolim 2’de,
GDS sisteminin HH kismini olugturan kuple lineer dalga denklem sisteminin
¢oziimuniin integral gosterimi hesaplanacaktir. Karsgilagtirma amaci ile, once
homojen olmayan tek bilegenli lineer dalga denklemi ic¢in ¢oziimiin integral
gésterimi birinci alt boliimde verilecektir. Ikinci alt boliimde, kuple sistemin
¢ozlimiiniin integral gosterimi bulunarak GDS sistemi, yerel olmayan tek NLS
denklemi olarak ifade edilecektir. Uciincii alt boliimde; integral gosterimin bir
uygulamasi olarak, bazi 0zel parametre degerleri icin GDS sisteminin lokalize

¢ozumleri verilecektir.

Boliim 3’de, GDS sisteminin baglangi¢ deger probleminin incelenmesinde gerekli
olacak bazi onkestirimler yapilacaktir. Birinci alt boliimde, karsilagtirma amaci

ile, DS sistemi i¢in 6nkestirimler verilecektir. Tkinci alt boliimde; onkestirim



hesab1 igin gerekli olan enerji fonksiyoneli, EHH halindeki GDS sisteminde
enerji korunumu olmamasina ragmen, Noether teoremi yardimiyla formel olarak
bulunacaktir. Son olarak da, ¢, ve ¢, fonksiyonlar1 ve enerji fonksiyonelinin bu

fonksiyonlar: iceren terimleri igin tist sinirlar hesaplanacaktir.

Bolim 4’de, GDS sistemi icin yazilan dizglnlestirilmig denklemin global
¢oziimlerinin varhgi ve tekligi incelenecektir. Bu yiizden, ilk alt boliimde, € > 0
icin yazilacak diizgiinlestirilmig denklem tanitilarak kiitle ve enerji korunumu
gosterilecektir. Sonraki alt boliimde ise ¢oziimlerin zamandaki varlik ve tekligi
iki asamada incelenerek bir 6nerme ile ifade edilecektir. Ilk asamada, klasik
sabit nokta yaklasimmdan yararlanilarak, e —diizgiinlestirilmig denklemin H?(IR?)
uzaymdaki ¢oziimlerinin zamanda global varhigl ve tekligi gosterilecektir. Bu
kisimda, yerel terimler icin sabit nokta yaklagimi standart oldugundan yerel
olmayan terimler ftizerinde ozellikle durulacaktir. Ikinci asamada ise enerji
korunumu ve kiitlenin kiigiik oldugu varsayim ile ¢éziimlerin H'(IR*) normunun
diizgiin sinirh oldugu ispat edilecektir. Ayrica, yapilan bazi hesaplarin detaylar:

EK 1’de verilecektir.

Bolim 5’de, e—diizginlestirilmig denklemin zayif c¢oztimlerinin indirgenmis
denklemin zayif ¢oziimiine yakinsadigi ispat edilecektir.  Diizglinlestirilmisg
denklem c¢oztimleri diizgiin siirhh oldugundan, ¢ — 0 icin denklemin limiti
alimabilir. Bu denklemdeki kuple dalga sisteminin ¢oziimlerinin bulundugu
(yerel olmayan) terimler yapi olarak diger terimlerden farkhdir. Bu yiizden,
ilk alt boliimde yerel terimler ve ikinci alt boliimde ise yerel olmayan terimler
lizerinde durularak e—diizglinlestirilmis denklemin limitinin, indirgenmis NLS
denklemine egit oldugu gosterilecektir. Boylece, kiigiik degerli baslangig kogulu
icin EHH durumdaki GDS sisteminin zayif ¢oziimlerinin varhgi ispatlanmig

olacaktir. Yapilan bazi hesaplarin detaylar1 EK 2’de verilecektir.
Bolim 6’da, baslangic deger probleminin ¢oziimlerinin global varhg: ile ilgili
bulunan sonug¢ bir teorem ile ifade edilecektir. Bulunan sonucun genel bir

degerlendirmesi ve gelecekte caligilmasi diigiiniilen konular sunulacaktir.

Son olarak, bu calismada kullanilan temel teoremlerin ifadesi EK 3’de

verilecektir.



2. INTEGRAL GOSTERIMLER

Bu boliimde, tek lineer dalga denkleminin ¢oziimiiniin integral gosterimi kisaca
tartisilacak ve kuple lineer dalga sisteminin ¢oziminin integral gosterimi
bulunacaktir. Ayrica, bu integral gosterimin bir uygulamasi olarak, bazi 6zel

parametre degerleri i¢cin GDS sisteminin lokalize ¢oziimleri sunulacaktir [27].

2.1. Tek Lineer Dalga Denkleminin Coziimiiniin integral Gosterimi

DS sistemi bir NLS denklemi ile bir dalga denkleminden olusur.
Elliptik-hiperbolik durumdaki (1.1) DS sistemi

Uy + Uy + gy = x[u*u+ bud,,
Paw — by = ([uf*)a, (2.1)

formunda yazlabilir. (2.1)s dalga denkleminin ¢éziimiiniin integral gosterimini

bulmak i¢in éncelikle denklem, f = (Ju|?), € L*(IR?) olmak iizere,

Doz — C2§byy = [(z,y) (2.2)

seklinde yazilir. (2.2) denklemi hiperbolik oldugundan Fourier doniigiim teknigini
kullanarak denklemi ¢6zmek miimkiin degildir. Bu nedenle (2.2) dalga denklemi
karakteristik koordinatlarda ifade edilecek ve uygun simir kosullar1 altinda
¢oziilecektir. ¢ fonksiyonunun (; = —cx + y ve (s = cx + y karakteristik
degiskenleri boyunca

lim ¢(t,x,y) =0,  lim ¢(t,z,y) =0 (2.3)

¢1—00 (2—00

ile verilen radyasyon kogullarini sagladigi varsayilmigtir. Ayrica (; — —oo ve
(3 — —o0 i¢in herhangi bir simir kogulu tanimlanmamigtir [10]. Dalga denklemi

(1 ve (o karakteristik degiskenler cinsinden yazilirsa

4,6, (G, &) = F(G, &) (2.4)



bulunur. (2.4) denklemi 6nce (; degigskenine gore integre edilirse

1

¢C2 (Cla QQ) 4e 12

f(Cp@) dg’ + Jim %(Q,Cz) (2.5)

elde edilir. Daha sonra (2.5) denklemi ¢, degiskenine gore integre edilirse, ¢

6,60 =g [ | 76,6 s+ vic)

olarak hesaplanir.  ((;) = Clim d(C1, C2) —|—/ Clim gB%(cl,(;)dg olarak
2—00 ¢ 1—00
tanimlanan ¢(¢;) fonksiyonu (2.3) radyasyon kO§uluI21dan dolay1 sifirdir. Boylece

karakteristik degigkenler cinsinden ¢ fonksiyonunun integral gosterimi

3¢, G) = [ Cf@@%% (2.6)

elde edilir. H Heaviside fonksiyonu yardimi ile (2.6) denklemi

1 -
36 G) =~ [ HG - 0) HG - @G Qg (2)
IR2
olarak da yazilir. ¢ fonksiyonunun (z,y) kartezyen koordinatlarindaki integral
gosterimini elde etmek igin (; = —cx + vy, (o = cx + y degigken doéniigiimii (2.7)

integraline uygulanir ise ¢(x,y) fonksiyonu

Pe) = _4_; / H(c(x' —2) +y —y) Hlc(z =) +y' —y)f (' ¢) | |da'dy’
IR,Q

bulunur. Burada J doniisimiin Jakobiyenidir:

0
| = ‘—“1’@ e
d(z,y)
Boylece tek dalga denkleminin ¢oziimiiniin integral gosterimi
o(2,y) = /K(x,y, 2 y) [ y) do’ dyf (2.8)
]R2

ile verilir [13, 28]. Burada K (z,y,a’,vy’) gekirdegi

1
K(z,y,2,y) = —Q—CH(C(xl —2)+y —y) H(clx —2') +y —y)

seklindedir. Bu sonug, diger bir deyisle ¢ fonksiyonunun integral gosterimi, iki
denklemden olugan DS sisteminin yerel olmayan terim igeren bir NLS denklemi
olarak yazilmasini saglar:

e+ Uge + tyy = x|ul*u 4 bu (K (([uf?)s)), - (2.9)

10



Burada, K operatori tek dalga denkleminin ¢6ziim operatori olarak

tamimlanmigtir (¢ = KC(f)) [13].

Sonug olarak, tek lineer dalga denkleminin ¢oziimiiniin integral gosterimi
kullanilarak (2.1) DS sistemi, (2.9) NLS denklemine indirgenmistir. Sonraki alt
boliimiin amact ise ficlii denklemden olusan (1.3) GDS sistemini tek bir NLS

denklemine indirgemektir.

2.2. Kuple Lineer Dalga Sisteminin Coziimiiniin integral Gosterimi

Bu alt boliimde, DS sistemini tek NLS denklemi formunda yazabilmek icin
uygulanan yontemin benzeri GDS sistemine uygulanacaktir. NLS denklemi
ve iki kuple lineer dalga denklemlerinden olugan GDS sistemini tek denkleme
indirgemek icin HH durumdaki iki lineer dalga sisteminin ¢oziimiiniin integral
gosterimi hesaplanmalidir. Tlk olarak, (1.7) dalga sistemi, f = a(|u|?), € L*(IR?)
ve g = (|u|?), € L*(IR®) olmak iizere,

le,mc - le,yy - 6¢2,xy = f7
¢2,:mc - )\¢2,yy - B(bl,xy =4 (210)

formunda yazilir. Burada f ve g fonksiyonlarn f, = ag, ¢zelligini saglar. Daha
sonra ikinci mertebe iki bilinmeyen iceren (2.10) lineer sistemi birinci mertebe
dort bilinmeyen iceren bir lineer sisteme indirgenecektir. Bu amacla; @1,y = @1 ya»
P20y = P24z wygunluk kosullart ve v = (v, v9, v3, v4)” tanmmu kullanilarak, (2.10)

sistemi

Av,+Bv,=c (2.11)

seklindeki birinci mertebe lineer denklem sistemine indirgenir. (2.11)

denklemindeki katsay1 matrisleri

0 -1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 —1 0 0 1 0 0
A= ., B= . c=

1 0 0 0 0 -1 -8 0 f

0 0 1 0 —8 0 0 -\ g

olarak tanimlanmistir. v vektoriiniin bilesenleri ise v1 = ¢1 5, V2 = @14, V3 = P24,

vy = ¢, fonksiyonlarindan olusur. Bu durumda, ¢; ve ¢o fonksiyonlarim

11



bulmak i¢in éncelikle ¢;, ve ¢;, (i = 1,2) tiirevleri hesaplanmalidir, diger bir
degisle (2.11) ile verilen birinci mertebe lineer denklem sistemi kdgegenlegtirilerek

coziilmelidir. Bu amacla A~'B matrisin 6zdeger ve ozvektorleri bulunmahdar.

0 -1 -8 0
aig_| L0 0 0
6 0 0 —A
0 0 -1 0

olarak hesaplanan A~'B matrisi simetrik olmadigindan (2.10)’un kuvvetli kuple

bir sistem oldugu goriiliir. Bu matrisin 6zdegerleri £ry, £ry, a1 = /2 — ct ve

. 2 2 ..
az = y/c; — ¢ olmak lizere,
1 ai

rn=— T2=—
C2 a2

olarak hesaplanir. Burada c¢; > c¢o oldugundan ozdegerlerin r; > 1 ve 0 <
ro < 1 esitsizliklerini sagladigy goriiliir. Ozdegerlerin reel ve ayrik olmas (2.10)

sisteminin hiperbolik oldugunu gostermektedir. Ayrica £r; ve £ry 6zdegerlerine

kars1 gelen ozvektorler ise

on — (ﬂ’ a 17
a9 a9
cr C
o® = (L 2L 17
(05} a9
6(3) = <_w7 _ﬂ> T2, 1)T
Co Co
ar a
oW = (-2 2 1T
Ca Ca

seklindedir. (2.10) sistemini kogegenlegtirmek igin gerekli olan S matrisi

arr in aire @172

a9 Qo B Ca B Co

&1 (&1 a1 a1

s=©m 0% o® o= @& & o o
1 —T1 T2 —T9

1 1 1 1

12



olarak tamimlanir ve S™! matrisi

a5Cy a5Cy a3 a?

2¢2 2¢2ry 2¢2ry 2023

a5Cy a5Cy a3 aj

2 9.2 9.2 2

g1_ 269 2097"1 2c2ry 2029
(05X8)) a92Co C5 ]

2c2 2¢2ry  2¢2ry 2023

a2Co [0516)) C% (&

T 9.2 2 T 9.2 2

209 2097’2 2cgr2 209

ile verilir. w = S v kosulunu saglayacak sekilde tammlanan w =

(w1, we, w3, wy)T matrisi (2.11) sistemine uygulanirsa
w, +Qw, =h (2.12)

elde edilir. Burada Q 6zdegerlerden olugan kogegen bir matris ve bilegenleri

[25) Qa2

hy = hy — -

1 2, (erf + as29), 2 22, (crf — azg),

he = =2 (—arf +c2g),  ha=——2(arf + caq) (2.13)
2c2ry 2¢2ry

olan h = S™'A~!c siitun bir vektordiir. (2.12) lineer sisteminin bilegenleri,

Wi —TW1y = ha,
W 4 + T1Way = ho,
W3, — ToW3,y = hs,
W4,z + ToWyq,y = h4 (214)

seklinde birbirinden bagimsiz dort tane birinci mertebe lineer dalga denkleminden

olugur. Bu dalga denklem sisteminin dort farkli karakteristigi
51 =TT +Y, 52 ="z +y,
m=-—Tx+y, N2=Tx+Y

olarak hesaplanir. (2.14); ve (2.14)y denklemleri (&1,&2), (2.14)3 ve (2.14)4

denklemleri (7, 1,) karakteristik degiskenleri ile ifade edilirse

=2y g (§1,6) = (&, &),
2y Wag,(61,6) = hal&1,&),
=27y Wy, (M, m2) = ha(m, ),
21y Way (M,72) = ha(n,70) (2.15)

13



sonucu elde edilir. (2.15) denklemlerindeki w; ve h; (j = 1,..,4) fonksiyonlar
(&1,&2) karakteristik degiskenlerine bagh ise swrasiyla w; ve ﬁj; (m1,m2)
karakteristik degiskenlerine bagh ise sirasiyla w; ve h; notasyonu ile gosterilmistir
(ileride bu notasyon diger fonksiyonlar i¢in de kullanilacaktir). Daha sonra,
(2.15); denklemi &;, (2.15)9 denklemi &, (2.15)3 denklemi 7, ve (2.15), denklemi
12 degiskenlerine gore integre edilirse (2.14) sisteminin karakteristik degiskenlerine

bagh w; ¢oztimleri elde edilir:

W1 (&1, &) = 2%1/6 hi(&), &) &y + (&),

- 1 .
Wo (&1, &) = o ho(&1,&5) d&y + (&),
1 Je,
_ 1 o
@l e) = 51 | Bali) di + dalo),
2T2 m
N 1 -
@4(m12) = =5 [ ha(in 1) dny + (). (2.16)
T2 2
Burada ¢y = flim wy, Py = glim Wy, Y3 = lim w3 ve Py = lim wy diir.
1—00 2—00 M1 —00 12—00

(2.16) denklemlerinde, (1.6) kosullar1 goz 6niine almirsa ¢; = 0 oldugu goriilir.

Béylece (2.16) denklemlerinde bulunan ; fonksiyonlar: diiger.

Bu asamada amacg, ¢ fonksiyonlarimin integral formlarini bulmak oldugundan
V= (P12, P14, P22, P2,)" vektorinin hesaplanmasi gereklidir. O zaman, v = Sw
kullamlarak ¢; , ve ¢;, turevleri

bre = 2—( /g (el del - [ hofer,) dgg)

&2

a - >
- = (/ hs(ny,m2) dnfy —/ ha(n1,m5) dﬁé) :
m 2

2¢y
¢1,y = 20_52 (/gl ﬁl(givéé) dgi—i_/& iLQ(&lafé) dfé)
- ;—;(/m ha (1}, 772) dni+/m ha(n1, ) dné),
1 oo 0
G2p = 5 (/& hi(§1,&2) d§i+/£2 ha(&1,&5) déy

+ / hs(ny, m2) d77’1+/ ha(n1,m5) dn§>,
m

2
1 00 oo _
oy = g ([ e ag - [ inteng) )
1 o< 0o
R (/77 ha(my, 12) dni—/nz ha(mi, ) dn§> (2.17)
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hesaplanir. (2.17) denklemlerindeki ¢; , ve ¢;, fonksiyonlar: &; ve 7, karakteristik
degigkenlerine baghdir. = ve y bagimsiz degigkenleri yerine sistemin bagimsiz dort
degisken cinsinden yazilmasi, hesaplarda yanligliklara yol acacaktir. Bu yanhsghgi
ortadan kaldirmak amaci ile (&;,&,) degiskenlerinin (n;,72) degiskenlerine (veya
(m1,m2) degiskenlerinin (&3, &) degiskenlerine) bagh olduguna dikkat edilmelidir.
Bu ise ¢;, ve ¢;, fonksiyonlarimin (&,&) (veya (11,12)) degiskenlerine bagh
oldugunu gosterir. Bu durumda 7); degigkenleri &; degiskenlerine agagidaki gibi
baglidir:

1+ 7o
m=

rL—r ry—r T+
26, = b+ 26, (2.18)

27’1 27"1

2’/“1 51 * 27"1

¢1 ve ¢o fonksiyonlarmin agik formlarim elde etmek icin (z,y) degiskenlerine gore
tiirev ifadelerinin yerine (&1, &) karakteristik degigkenlerine gore tiirev ifadelerine

gerek vardir. Bunun i¢in

1 1 1 1
6, = — 5 Pix + 5Piy ito = 5 Qip T 50 =1,2
¢1£1 2T1¢’ +2¢1y ¢7£2 2T1¢7 +2¢7y (Z )

esitliklerinde (2.17) sonuglar1 kullanilirsa (€3, &) karakteristik degigkenlerine bagl

Gig, Ve ¢i¢, tiirevleri

C2

< / / Ao\ — T - / /
e = 2 [ hoeng) dg - 2T / ha (1, m2) iy
n

2&2 & 461 1
as(ry + ra)

- —/ ha(n1,m5) dn,

461 2

~ a9 (?”1 + 7”2)
¢ - = h / d r__ AN 4T
1,6 2(12 . 1 (517 52) 51 4C1

- M/ B4<771777§) dné7

4C1 2

/ hs(ni,m2) dny

m

1

— o OOFL !/ d / T —T /Ooh / d ’
D26, o1 Je, 2(&1,85) déy + s ), 3(n1, m2) dm

r+ry -
- - 2/ h4(771777§) dnév
n

47’17’2 o

1 R
G2, = = hi(&1, &) d& +
2T1 &

™ +7’2
4T1T2

/ ham, ) i (2.19)

712

/ hs(ny,m2) dn;
m
r —7T2

4T1 T2

elde edilir. (2.19)'da n; karakteristik degigskenlerin &; karakteristik degiskenlerine
baglihgr denklemlere yansitilmamigtir. O zaman (2.19) ifadelerinde (2.18)

doniigimleri yerine yazilir ve H Heaviside fonksiyonu yardimi ile ¢;¢, ve ¢;¢,
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fonksiyonlar1

Fres (61,62) = / H(E, — &)ha(€1, €)de)

7”1—7"2 T1+7’2 T —To , T —To T1+T2 ’
— h d
/ &1 o &2)hs(m; o &1+ o &)dn)
R
7“1—|—’l“2 ’I“ —7’2 7“1+7“2 - 7“1+7“2
Tl R T AL
T
R
Co
hra(6n6) = 5o / — &) (& &)}
7"1+7”2 7‘1+7”2 TL — T2 7“1—7“2 T+ 12 '
— h d
et [ & - (o, e+ P e,
R
7’1—7’2 7’1—7”2 T1+7’2 - 7”1+7“2 T — T ’ ’
— h _ d
/ &1 o §2)ha( o &1+ o §2,m5)dn,
R
b (€1,6) = ——— / H(g, — &)ha(€1, €4)d
7“1—7”2 , 7”1—|—7’2 r —T9 , 1T — T2 7“1—|—7”2 ’
— h d
47”17“2/ gl 27“1 §> 3( 2’/"1 §1+ 2’/"1 §2> nl
R
7“1+7"2 , 7"1—7"2 7“1+7'2 - 7”1+7“2 rH — T
— h dn,
T / &1 T &) ha( o Ss o §a, 1) dny,
R
1
brl6r,6) :2—/H —&)in(€, &) de]
7”1-1—7" , 7“1+7“2 TE — T2 ; "1 — T2 1+ 12 '
— h d
e L &~ P2 ehal, 2 + P
R
7“1—7”2 , 7’1—’/“2 7”1+7"2 - 7“1+?”2 rH — 7T / ’
— h dno(2.20
— / T X ALUCED

olarak yazilir. (2.20) denklemlerinde 7; degiskenleri yerine &; degiskenlerine
bagh ifadelerin yazilmasi ile sistemdeki dort farkli karakteristik degisken
arasindaki karmagik etkilesimin Heaviside fonksiyonlarimin argtimanlarinda
ortaya giktigina dikkat edilmelidir.  Ayrica (2.20); ve (2.20); denklemleri,
¢, fonksiyonunun sagladigi birinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklem
sistemini olugturmaktadir. Benzer sekilde, (2.20)3 ve (2.20); denklemleri ise
¢o fonksiyonunun sagladigi birinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklem
sistemidir.  Bu iki sistem c¢oziiliirse ¢, ve ¢o fonksiyonlarmin & ve &

degiskenlerine gore integral gosterimi bulunacaktir. Bunun i¢in, (2.20); ve (2.20)3
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denklemlerinin iki tarafi da & ’e gore integre edilir:

~ Co CLQ(Tl—’I“Q) a2(7’1+r2)
= - - L+ L L+ - Z]
o1(&1,&2) %y 1 1 2 + 1, 3+ U5(&2),
~ 1 rL — T T+ 7o
= — [, — I I . 2.21
P2(&1, &) o T b + T, 8 + 6(&2) (2.21)

Burada 15(&) ve 1g(&;) fonksiyonlary, birinci mertebe lineer kismi diferansiyel

denklem sistem ¢oziimiinde ortaya ¢ikan keyfi fonksiyonlardir. I, (I = 1,2, 3) ise

. / H (€, — &) H (&) — &) h(€}, €)deyde),
IR2

12=/H<§3—§1>H<n1—“”251—“_”52)

27"1 2’/"1
IR2
B ?7/ r — T2 5/ + 1 + T2€ dn/ dgl
3 15 27’1 1 27,1 2 149615
T — T2 T+ T2
Iy= | H( —&)H (n, - -
3 / (&1 —&1) <772 o & o 52)
IR2
7 L+ T2 / r —T2 / I 1¢
h dnsd 2.22
4 ( 2 &+ o &2, 772) UGSt ( )

seklinde tamimlanir. (2.22) integrallerini tek integral igareti altinda yazabilmek

i¢in, I5 integralinde (r # 79 i¢in)

77/_Tl—i_TQ ,,+7’1—T‘2 7
1 1 2
27’1 ’

27“1
T1+7’2 ™ —To ,,+T’1+T2 ”

/ J—
él + 27‘1 £2 a 27”1 ! 27”1 2

rn—r2

27“1
degisken doniigtimii ve I3 integralinde

rm+tre, T1—T3 1+ 7o ,,+T1—T2 /"

+ = :
27“1 51 27"1 62 27"1 ! 2T1 2
/ rn—"T2 .y rit+Te
= +
772 27”1 ! 27’1 2

degisken doniigimii uygulanirsa

]2:/]_1(1/_€1+T1+7’2(é/_§2)) H(— 21y (;/_§2>>

rL—T2 rL—7T2
IRZ

fgz/H(g'—gl+

IR,Q

b (€1, €) 1] el del,
_ 9
2g-w) o (- q)
1

™
T1 + T2 9
ha (€0,83) |Jo| d€y déy
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elde edilir. Burada J; ve Js

|oG,m) | 2 |0 m) | 2
|J1| - 1 " - o ? |J2| - 1 1 -
(&1, &5) ry— T2 o(&7,&5) r1 4712

ilgili doniigimiin Jakobi determinantini gostermektedir. Bu doniigtimler ile hg ve

h4 fonksiyonlarimin karmagik argiimanlar: & ve & degiskenlerine dontistir:

~ - T+ Ty T — 79 L — Ty ™+ T9

h 7 17 — h 7 7 7 1 ’
3(¢1,6) 3( oy oL + oy 2 oy o + o 2)

~ - T+ Ty T — T9 T — Ty ™+ T9

i "o - J " " " . 2.23
4( 19 2) 4( 2T1 1 + 27“1 29 27“1 1 + 27"1 ) ( )

Bu durumda, ;1 # re icin (&, &) karakteristik degigkenlerine bagh ¢ ve ¢

fonksiyonlar:
7 _ _& el 4
$1(&1,&) = T I + S Iy + 5, I5 + 15(&2),
- 1 1 1
= — - —1 — 1 2.24
$2(&1,62) o g I + o 15 + Y6(&2) (2.24)

olarak elde edilir. (2.24) denklemlerindeki /,,, (m = 1,4,5) integralleri ise

. / H(E — &) H (€ — &) ha(€), &) désde,
]R?

rL—7mT2

T+ —2r =
= [ (s -ar PR e) 1 (2 - ) ) dclad,
]R2

T+ 79 1+ 79

kz/H(Y—&+“_”w—&OH(2m(3—&0h(ﬁbﬁwﬁ
]R,Q
(2.25)

seklinde tammlanmistir. Bilinmeyen 5(&) ve 16(&;) fonksiyonlarmin
hesaplanmast igin, (2.24) denklemleri & degiskenine gore tiiretilerek, (2.20), ve
(2.20)4 denklemlerindeki ¢y ¢, ve ¢o¢, denklemleriyle karsilagtirilmalidir. Bunun

icin 6nce (2.24) denklemleri & degiskenine gore tiiretilir:

> Co as ai ’
R PR PR
P1,6,(61,62) Sy 11 + 5o, T + 20 Dot + Y5(82),
~ 1 1 1
= — [, —— 1 — I ! . 2.26
P26, (61, &2) oy e~ 5 Taes + or, T + Y5(62) (2.26)
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2.26) denklemindeki I, ¢, integralleri
762 g

Lig,

'[4752

e, =

ile verilir.

- / H (& — )6 (& — &) ho(E), &) dEbdeL,

1125
1+ 7o
7"1—7“2/ ( —ht

RQ
27”2
T —=T2 / ( —ht
IR,2
THT — T2
1+ T2 / ( 51
IR2
27"2
H "
r—7T2 / < 2
RQ

(2.27) ifadelerindeki o,

7“1+’l"2 27“2 "
)i (- - w)

h (€], &) déde;
M) o (- - o)
halel, )] e,
nonrg @)) (@-a)
hy (€], 65) déjdey

T2 21y "o
+T‘1+T2< 2 52))5<T1+T2( 2 52))

ha(E), €0 de! del (2.27)

/ Slaz —b) () dz — M%I (S) (2.98)

ozelligini saglayan Dirac-Delta dagilimini gosterir. (2.27) denklemlerinde bulunan

iki kath integralleri tek kath integrale indirgemek i¢in (2.28) formiilii kullamlirsa

I4 E2 — /H 61 h3 762) dgil

/ H(E, — €)ha(€). &2)de).

~&)) i (6 - TR - 0.6 ) ag

- 52)) ha (51 -z ( — &), §/> gy

T+ T2

- /H( 1= &) ha(€], &) deT

R

elde edilir. Bu hesap sonucunda (2.26) denklemlerindeki ¢y ¢, ve ¢, tiirevleri,

(2.13) denklemleri de kullamlarak, tek kath integrallerin toplami olarak ifade
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edilebilir:

[enf — a2g](&], &)déy + (&)

&1

¢1 52(51;52) 40 "

5]

4037”1 /51 [— a1f+029](51,52)d51 4 [a1f+029](51>52)d51

_ai(ri+7r2) ( =212 (e ) ( L+ )
201(7”1—7’2)]11H n—-r 2 1—7°2( €2> 6
ai(ry — o) 21y ”

_mﬂZH<T1+h( 5 —52)) <§1 +r2( — &), >d§ 2

P, (€1,8) = —%/g 1 f — a2g] (&), &2)dE] + (&)
g'1J&

C2

/ (arf — o) (€1, E2)dE, + —2 / arf + e2d)(€], &) de]

2 2
4097“17’2 & 4097“17’2 &

T+ T —2r " T+ T " "
+mﬂ{f{ <T1 —7’2( 2 —52)) (51 — (& — &), >d€2

Ty — T 21y 9 ~ T
_m\/H<7“1+7'2(2_62))}14(51_7"1"‘7“2( 52) ) 5
R

Burada, parantez icindeki degiskenlerin kosgeli parantez icinde yer alan

fonksiyonlarin ortak argiimam olduguna dikkat edilmelidir. Elde edilen ¢;¢, ve
Pa¢, ifadeleri, sirasiyla, (2.20)2 ve (2.20)4 denklemlerinde yerine yazilirsa 97 (&2)
ve 15(&2) fonksiyonlarmin sagladigy denklemler elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler
yapildiktan ve (2.23) denklemi kullanildiktan sonra 1% (&2) ve ¥4(&,) fonksiyonlar:
icin

e = g [ (-2 gy

201 (7'1 — 7”2) T — T2

7y (7“1+7“2§1+ (ri +72)? £ — 2ry g77”1—7“2£1+7“1+7“2§)d§u

2’/"1 2’/‘1 (7‘1 — ’I"Q) 2 N —T9 27"1 27"1
ay(ry —ra) / 27y " )
I i -
201(T1+7’2) (7"14"/’2( 2 §2)
R

_ _ . _ 2 2
hy <r1 i T2§1 + i 7’2527 o 7"251 + (ri = r2) §o + -2 g) déy

2rq 2ry 2rq 2r1(ry +19) r1+ T
as(ry +r r —i—?“ re—=r
B 2(r1 +12) /H ) — 1 251 1 252
4cq 2rq
R

- Ty — T r+r
hs (77/17 12T1 26+ — 252) dm

27"1
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_CLQ(Tl —7”2) /H (77/ _ T1 —T2€1 o T1 +T2£2)
2
2r
® 1

4C1 27’1
- T+ T2 L — Ty , ,
h d 2.29
4 ( o &1+ T fzﬂ?g) M2 (2.29)
, ™ + T2 27’2 I
= -7 H —_— -
w6(£2) 27“1(7“1 _ 7,,2) / ( r— 7"2< 2 52))
— (ri+7y (ry +19)? 2ry ., T1— Ty r1+To "
h — d
3( 27“1 1+2’I“1(’T‘1—’I"2)€2 N —To 27 27"1 §1+ 27"1 £2 52
N — T2 27“2 "
+— | H —
2r1(ry + 79) / (7‘1 + 7"2( 2 52))
R
- T+ T ™ — T2 T —T2 (7”1 - 7"2)2 2ry 1
h d
4 < o &+ o &2, o &+ (- 7"2)52 + SRS 2
T+ 79 , 1+ T — To
H _ _
+ 4’/‘17‘2 / <n1 2T1 51 27"1 52)
R
7 rE— T2 1+ 7o
h / dn’
3 (771, o &1+ o 52) M
T — T2 ;T — T2 1+ 1
_ H _ _
4riry / (772 2ry 2 21 §2)
R
iL T+ T2£ i r — T2€ 77/ dn/ (2 30)
4 27”1 1 27”1 251/2 2 .
bulunur. (2.29) ve (2.30) ifadelerindeki son iki integralde sirasi ile
,_7’1+7’2 (7’1+’F2)2 27“2 I
= 27"1 §1+ 27’1(7”1 —T2>£2 rH — T2 z
’ T — T2 (7‘1—7"2)2 27‘2 "
= + +
772 27”1 51 27"1 (7’1 —I— TQ) 2 T + T2 52

dontigiimleri uygulanirsa, ¥5(£2) = 0 ve 15(§2) = 0 elde edilir. (1.6) radyasyon
kosullar1 kullanilirsa 15(&;) = 0 ve ¥(&2) = 0 oldugu goriiliir. Boylece (2.13) ile

tanimlanan h; fonksiyonlar1 (2.24) denkleminde yerine yazilarak

G0 6) =~ [H(E - &) H(§ &) [er] - 0ag] (6.6 5

dc2ry
R2
as ) rtre,, 2re
He - . H(- .
+4c§r1/ (51 £1+7“1—7“2<€2 52)) ( 7"1—7“2(52 52))
2

—af + g (61.6) def dgs
@ fa(g-a+ 2l -e) 0 (24 -o)

4037”1 T+ T2 1+ T2
2

o + 2] (6.6) de; g,
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a6 = g [ H(E =) H (6= [or] - ] (6.6 dh ]

IR2
Ca

2
i [ (e i e 0 (o)
g

r —To
IR2

[—auf + ] (61,68) det d
C2 ' r—T2, ., 2ry ,
_4c§r17“2 /H (51 —ht ry+ 1o &~ 52)) H ( (&= 52))

1+ 7o
IE{Q

] + 23] (6.6) de dg

bulunur. (&;,&;) koordinatlarindan (z,y) kartezyen koordinatlarina doniigtimiin
Jakobi determinantinin

9(£1,65)
oz, y')

oldugu kullanihirsa, (z,y) degiskenlerine gore ¢ ve ¢y ¢oziimleri

gbl(l’,y) :/{_QC;;QH(—TI(x’_x)—|—y’_y)H(T1(;p'_:p)+y/_y)

| J5| =

= 27’1

IR2
a1a9 27’1 ’ ’ 27”2 ’ ,
_ _ —uNH(— _ _
i [ = a) = B2 =)+ )
27"1

f@,y)dz'dy’
+52 [ —a) = HOE )+ )
IR2

(e’ — @)+ o~y H

+H (TIQTTQ [ro(2’ — ) + ¢ — y])H(_TfZQ (@ — 2)+ o — )
_H<7“12_:1T2 [_7‘2(35’ _ l‘) + y/ B y])H(T12—:2T2 [7‘1 (Ij . $) + y, _ y])}

g(',y')da'dy’,
a9C
oaloy) = 22 [{HER @ = 2) 4y = YHON =)+ —)
g
]1:{2

2r , 2r
+H(———[ra(2’ —2) +y —y)H(————[r(' — z) + ¥ — 9])
rL—7mTe r —7re
27“1 / / 2T2
—H — —z)+y —y)H
(e — o) +yf =y H(

e -0+ )
o 'y
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2 2
[ e 0 D HO G =)+ )+
CgT1

2¢2ry
]R,2

lHTf?w““f‘$*+y—yDH¢-2” (2’ — 2) + 9/ — 3))

T —7T2
2T1 27’2
H _ ! . / . H / . / .
FH(2 ol = o)y = D HC P [l =)+ )|
g(@',y')da'dy

olarak elde edilir. Bu sonug ile agagidaki énerme ispatlanmigtir:

Onerme 2.1. 1y # ry i¢in f € LY(IR?) ve g € L'(IR®) ise (2.10) kuple lineer dalga

sisteminin ¢ozlimiiniin integral gosterimi

le(l', y) = /[Kl(xla yla x, y)f(l‘/a y/) + KQ(xla y/a z, y)g(l‘/, y/)]dmldy/7
2

P2, y) :/[Kz(x’,y’,x,y)f(x’,y’)+K3(x’,y’,w,y)g(x’,y’)]dﬂf’dy’ (2.31)
]R,2

ile verilir. Burada K;(2',vy',z,y) (I = 1,2, 3) ¢ekirdek fonksiyonlar1 ise

C1C2

K2,y x,y) = —Q—CQH(ﬁ(x —2)+y —y)H(r@ —2)+y —y)
g
_ BB (2 ! — 1)+ — ) H (2 (o — 2) + 3 — o)
2¢2 =1y 2 vy r—Ty vy
a109 2’/“1 ’ ’ 2’/“2 ’ /
— H — —uNH — _
S HC e =) —DHG G =)+ ),

a9C
K2y x,y) = % {H(ri(z—2")+y —y)H(r(z' —z)+y —y)

g
2T1

—2r
+ H(r1 — [ro(a' — ) + 1 — y])H(Tl = Z [ri(z — ) +y — )
21y 27y
—H o I H r r
A=)+ D HC P =)+ =)
2
a
K3(xl?y/7ma y) = _26227’1 H(?"l(l' - .Z'/) + y/ - y)H<T1($/ o :C) + y/ - y)
g
2
Ca 2ry / ' —27r ' ,
— — —NH — —
P —— [ra(2’ — ) +y" — y]) (r1 - [ri(z —x) + ¢ —y])
G 2rq 21y

S (sl = a') + o/ = ) H (e =) 1/ — )

seklinde tanimlanir.

Ozel olarak, r; = ry kabul edilirse r; = r9 = 1 oldugu goriiliir. Bu durumda,
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(2.10) dalga denklemlerinde bulunan karigik tiirevli ifadeler diiger (8 = 0):

¢1,a¢r - ¢1,yy - f7

¢2,mz - ¢2,yy =4g. (232)

Boylece (1.3) sistemi i¢in dejenere bir durum olusur. Bu denklem sistemi,
su dalgalarindaki i¢ dalgalarin yayilimini karakterize eden denklemler olarak
Grimshaw tarafindan tiiretilmistir [29]. (2.32) ile verilen dejenere sistemin,

& = —x 4y ve & = x + y karakteristik koordinatlardaki ¢, ve ¢o ¢oztimleri,

I = / H (€ — ) H (€ — &) ha(€), £)desde

IR2
I = / H(E — &) H(E) — &)ha(€), &) dELde)
R2

olmak fizere,

aq ~ 1

I, $2(&1,&) = 5 I + 1 I3 (2.33)

&1(51752):__01 L + 5 5

2@1 2_C1
seklindedir. ¢, ve ¢ ¢oziimleri (z,y) koordinatlarinda
-1
oiag) =5 [ H-@ =) 4y = HE — o+ — ) )iy
IR2

—1 / / / / ro 1.0
¢2(fc,y)=7/ﬂ(—(w —x)+y -y HE -2 +y —y)g(@,y)d'dy
R

olarak yazilir. Bu ¢oztimler, [13] ve [28] ¢aligmalarindaki sonuglarla uyumludur.

Son olarak, GDS sistemini yerel olmayan bir NLS denklemine indirgemek icin

(2.31) denklemlerindeki integraller C; integral operatorleri ile tanimlanir:

Ki(f,9)(z,y) = /[Kl(fcﬁy’,w,y)f(x’,y’) + Ko (2w, y)g(2’,y)]da'dy,
]1:{2

Kao(f,9)(x,y) = /[Kz(x’7y’,x,y)f(w’,y’) + Ks(2', ', 2, y)g(a’,y)]da'dy’. (2.34)
IR2

Daha sonra, ¢, ve ¢, fonksiyonlar1 K; integral operatorleri yardimi ile
¢l:,C1(fag)7 ¢2:}C2(fag)
seklinde ifade edilir ve (1.3) sistemindeki NLS denkleminde yerine yerlestirilirse

WUy + Ylgy + Uy = x|uPu
+ou {allCy (a(|ul?)e, ([ul*)y)]e + Ko (a([ul®)e; ([ul*)y)]y} (2:35)
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bulunur. Bdylece r; # ry icin EHH durumdaki GDS sistemi, yerel olmayan
terimleri de igeren bir eliptik NLS denklemine indirgenmis olur. Sonraki alt
boliimiin amaci ise, integral gosterimin bir uygulamasi olarak, EHH durumdaki

GDS sisteminin lokalize ¢oziimlerini incelemektir.

2.3. integral Gosterimin Uygulamasi: Lokalize Coziimler

EH durumdaki DS sisteminin lokalize ¢oztimleri bir¢ok aragtici tarafindan
incelenmigtir [30, 31, 32]. Bu ¢aligmalarda, (2.1) DS sistemi yerine, tek
dalga denklem ¢oziimiiniin integral gosterimi kullamlarak elde edilen (2.9) yerel
olmayan tek NLS denklemi (indirgenmis DS denklemi) i¢in lokalize ¢oziimler
bulunmustur. Bu sonuca ulagmak igin oncelikle (2.6) ¢ tek dalga ¢oziimii ((y, (o)

karakteristik koordinatlarda yazilmigtir (¢ = 1 alimmigtir):

1 oo oo
06,6) = =3 [ [ 10nG P~ (n(d ) dci

- 411/:) (G Q)P d; %/: [u(Gr, I dG. (2.36)
(2.36) ¢oziimii, (2.9) denkleminde yazildigimda
iy + 2(ugye; + Uacy) +% M (u(¢), &) e dC) +/<2 (u(c, )P edcs] w =0
(2.37)
veya

. 1
(A 2(“41(1 + uC2C2) - EU(@L(I + (I)Q,CQ) =0,
Dy, = Dy, = uf? (2.38)

bulunmustur. NLS denkleminin genellegtirilimis bir formu olan (2.38) denklemi,
ters sagilma (inverse scattering) ve uzatma yapilar1 (prolongation structure)
kullanilarak swrasi ile Ablowitz ve Haberman [33] ve Morris [34] tarafindan
tiiretilmigtir. Daha sonra Cornille [30], (2.38) denkleminin lokalize ¢éziimlerini
bulmustur. Daha genel siir kosullar1 i¢cin DS denkleminin lokalize ¢oztimleri ise

Fokas ve Santini [31] tarafindan verilmistir.

GDS ve dejenere GDS sistemlerinin lokalize olmayan gezen dalga ¢oziimleri
degisik analitik yontemler kullanilarak bulunmustur [20, 35]. Bu alt béliimde

ise, ¢1 ve ¢o c¢oziimlerinin integral gosteriminin bir uygulamasi olarak, EHH
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durumdaki GDS sisteminin lokalize olmug baz1 ¢oziimleri Cornille’in buldugu
sonuglar kullamlarak sunulacaktir [30]. Bu sonucu elde etmek igin, (2.35) yerel
olmayan NLS denklemi & = —riz 4y, & = rix + y karakteristik ve koordinatlar
cinsinden yazilmalidir. O zaman v = 1/r? ve { = 2t zaman doniigiimii
olmak tizere, u(&;,&;) fonksiyonunun sagladigi denklem (¢ degiskeni ¢ olarak

degistirildikten sonra)

. X b
iUy + Ugy ey + Ugye, = §|U!2U + 5[7"1@(%,52 — ¢1e) + G2, + D2 Ju (2.39)

seklindedir. (2.39) denklemindeki ¢1¢, ve ¢og, (i = 1,2) fonksiyonlar1 (2.24)

kullanilarak hesaplanir:

Co a9 aq
= —— L +— 4+ — .
¢17£’L 20/2 1)57. + 261 4,52 + 201 57517
1 1 1
= — L — — A+ — Iy 2.40
P2 oy Do~ g las 5 Do (2.40)

(2.25) ile verilen I,,, ifadelerinde, f = ari[([u[*)e, — ([u*)e,] ve g = (Jul?)e, +

a(Jul?)e, olmak tizere, (2.13) h; fonksiyonlar: yerine yazihirsa

I, = a2(C1T10z—|—CL2> /OO ’U(fl,fé)‘Qdfé— a2(01r1a—a2) /OO ]u(fi,fg)‘zdﬂ,

2¢2ry & 2¢2ry £
e / Hig -6+ 2 g - e (- (g - &)
(axma+ el D) — (aria — ) (ulel )P el
b= g [HE -6+ G - e H GG - e)

IR2
[(arriec — e2)(Ju(€], €)1P)er — (arrior + eo)(Ju(€], €9)[%)ey JdE1dEy  (2.41)

bulunur ve (2.41) denklemlerinin &; ve &;’ye gore tiirevleri alimirsa

as(cyria+ ag) [ 12 , o ax(era—ag),
I = d
" s [ (s, )P + O
as(crrma+as), 5 as(ciria—as) /°° , 9 ,
1 = — ul® — u(&, d&y,
s et - 2P [ e, )Pt
Co 1+ 7o 27“2
Le = — 5(e — L)) H(— -
4,61 2037“2 [ (€ —-&+ N — Ty (& — &) H( " — Ty (& — &)
I

(arrie+ e2)(Ju(€], &), — (aariar — e2)(Ju(€], &) )gyJd&  de,
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A@::—iﬁii@jfaa b+ 02 (-2 (g - g)

2037“2(71—7’2 rL— T2 rL— T2
RQ

[(arria + ) (Ju(€], &)%) er — (arriar — co)(Ju(€], &)[%)ey | dE dEs

T+ 2ry
+cuT42/H& G+ (6 = &) (6 — &)

[(arrio + Cz)(’“(fl, ENND)er — (i — eo)(Ju(€y, €5)[%)ey JdE dE,

. Co , T1 T2 , 27"2 ,
15761 - 2_63 5(51_51—{_7"1—1—7’2(62_62))H(7"1+7’2(§2_€2))
RQ
[(—arria + eo) (Jul€], &) )eg + (arria+ e2)(Ju(€l, §)[*)g1d€1d&,
_ elnzr) feo o T2 2ry .,
b = gt | 6 6 G G H 6 )

RQ

[(—arria+ o) (Ju(€h, &) *)e; + (arma + c2)(Ju(é, 5&)!2)gg]d€1d€§
— 2
g et

(a1 — e2)(Ju(€, €5)1P)er — (e + eo)(Ju(€], f§)|2)5;]dfid5§ (2.42)

elde edilir. Daha sonra (2.42) ifadeleri (2.40) denklemlerinde kullanilirsa

_62(017“1a a2)| 2 co(crria+ ag)

= — Us — U,),
Pre 4cZry 4cZry 2 402r1 (Us = Us)
cleria —ag), o  colaria+ ag)
= DTy 2T Ry
P1e 4ckry [ 4ciry !
a r+r =T
B 22 S Py Sl IR
degry \r1 — 12 r1+ 1o
as(cyra —ag), o a(ciria+ as) Co
= U. Us + Uy),
26 4c2ri [l 4c2ri 2+ 402r17‘2< s+ U)
as(ciria —ag), 5 as(ciria+ ag)
= ul® + U
P26 4037"% [l 4037"% !
c r+r =T
— LELELLY 5 AN (2.43)
4cgr1r2 L — To T+ T

hesaplanir. (2.43) denklemlerindeki U; ifadeleri

M=/H@—&MM&&WM%L %z/H%—&MM&&WM%&
R

R
—27’2

_ / 56— &+ 2 g - e H(

L —T2 r —T2

(& — &)

[(arary + c2)(Ju(€], €)1P)er — (arary — ea)(Jul(€], €5)[%)eyJdEdEs,
~ [o6 -6+ PR - e H 6 - )

1+ 7o
IR?
[(—arary + e2) (Ju(€], &) P)e; + (arar + ) (|u(€], &) g JdE1dEs
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seklinde tanimlanmigtir. Son olarak, (2.43) ifadelerinin (2.39) denklemlerinde
yerine yazilmasi ile karakteristik degiskenler cinsinden indirgenmig GDS denklemi

elde edilir:

uy + + LIy beria” — a3) |u?
iUy + u Ugye, = — ul®u
t 6161 @ T 5 X 2C§T%
b (ciria+ ap)? Co — Q1T Cy — AT

[ (U +Us) + Uslu. (2.44)

4_03 2r2 ro(ri —1a) ' Ta(ry + 1)

(2.44) denkleminde x = b(a3 — cfa?r])/(2¢;r}) oldugu kabul edilirse lineer
olmayan kiibik terim diiger. Bu durumda (2.44) denklemi form olarak (2.37)
denklemine indirgenmesine ragmen, dort karakteristik koordinat arasindaki
karmagik etkilesimin goriildiigi Us ve U, terimlerinden dolay1, denklem daha genel
bir yapiya sahiptir. O zaman a = ¢;/(ai72) secilirse, b = —bc2/(8a?r?r3) olmak
tizere, denklem Cornille’in ¢aligmasinda verilen forma indirgenir [30]:

i +utg, ¢, Hige, +b [/ (|U(§1,§§)|2)§1d§é+/ (Ju(€1, &) *)e,d&1 | u= 0. (2.45)

&2 3
Sonug olarak, v = 1/r?, a = cy/(a1m2) ve x = bla} — 2)/(2a3r?r3) kisitlan
altinda (2.45) denklemi, (1.3) GDS denkleminin indirgenmis formuna kars: gelir.
Dolayisiyla EHH durumundaki GDS sisteminin (&;,&;) diizlemindeki lokalize
coziimleri, u = —4 — 4it ve 0; = &/(2v/1+12), (i = 1,2) olmak iizere,

) -l expl(€ + )/
u(t, 1, 6) = 1-0/8 Jor [, exp[=2(2} + a3)]dyd,

seklindedir [30].  Sekil 1’de, w ¢oziimiiniin mutlak degeri ¢t = 0,1 ve 2
zamanlari i¢in ¢izilmistir. Artan zaman i¢inde tek ¢an seklindeki lokalize ¢oziimiin
azalan davranisi, global ¢ozliimlerin varligini gosteren bir isaret olabilir. Bu
gozlemin matematiksel olarak ispati, baslangic deger probleminin incelenmesi

tamamlandiktan sonra miimkiin olacaktir.
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Sekil 1: b = —847/22/194400, ¢; = 3v/3, ¢3 = V11 ve
¢y = 34/11/2 parametreleri icin |u
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3. ONKESTIRIMLER

Bu boliimde, GDS sisteminin ¢oziimleri i¢in bazi onkestirimler hesaplanacaktir.
Ik olarak, sonuclar1 karsilagtirma amaciyla, DS sisteminin ¢ozlimlerine ait bazi

onkestirimler kisaca oOzetlenecektir.

3.1. Davey-Stewartson Sistemi icin Onkestirimler
Onerme 3.1. ¢ € L=(IR) ve ((¢,)% — ¢*(¢,)?) € L'(IR?) olan ¢ fonksiyonu

(bxw - Cz¢yy = f(xu y)

dalga denklemini ve (; = —cx + vy, (o = cx + y karakteristik degiskenler olmak

uzere
lim ¢(t,z,y) =0, lim ¢(t,z,y) =0
¢1—0o0 G2—00

kosullarini sagliyor ise

1

— dxd :
s foe )l < 5 [ 191 dody (3.)

IR2
2
1

1622 =07 vty < o { [ 191 dsay (32
R2 2

esitsizlikleri gegerlidir [13].

Ispat: (3.1) esitsizligini gostermek icin (2.8) ifadesinin mutlak degeri almur:
1
|6(z,y)| < 2—C/H(C($'—x)+y'—y) H(c(x—a")+y —y)f(,y)] da'dy’. (3.3)
IR2
(3.3) esitsizliginde H Heaviside fonksiyonunun maksimum degerinin 1 oldugu

kullanilir

o)l < 5 [ 1860 d'ay
IR,2

ve (x,y) € IR? iizerinde supremum almirsa (3.1) esitsizligi ispatlanir.
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(3.2) esitsizligini gostermek igin de esitsizligin sol tarafindaki integrant (; ve (o

karakteristik degigkenleri cinsinden yazilir:

|(¢$)2 - CQ(¢y)2 = 402|§£C1&C2|' (34)

Daha sonra (2.6) denklemi ¢; ve (, degiskenlerine gore tiiretilirse

- 1 % % _
b be, = f(G1, G) dGy f(GLG) dG (3.5)
16¢c G G2
bulunur. (3.2) esitsizliginde (; = —cz +y ve (3 = cx + y doniigiimii uygulanir ve

(3.4) ve (3.5) sonuglar1 kullanilirsa

J Ve = oy = o5 [ [ 176 @l 1@, g
IR? IR?

G2
1 oo S
- ( [T ) (1 ) dad
IR?
<o /vg@\%_ /v@@mm 4¢,dGy

<L /ug@|%@2 /ug@|%%1

AL

elde edilir. Boylece (3.2) esitsizligi gosterilir. O

Sonraki boltimde ise iki bilegsenli DS sisteminin ii¢ bilegenli bir geniglemesi
olan GDS sisteminin baslangi¢ deger probleminin incelenmesinde gerekli olan
onkestirimler hesaplanacaktir. Bu sonuca ulagmak i¢in GDS sisteminin enerji

korunumu incelenecek ve ilgili 6nermeler ifade edilecektir.

2. Genellestirilmis Davey-Stewartson Sistemi igin Onkestirimler

3.2.1 Enerji Korunumu

EHH durumdaki GDS sistemi i¢in korunan enerji biiytkliigii yoktur. Ancak,
onkestirim hesabi i¢in gerekli olan kiitle, momentum ve enerji korunumlari formel

olarak Noether teoremi kullanilarak hesaplanacaktir.
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Lagrange yogunluk fonksiyonu

i o X
L= §(u Uy — uuy) — §IU|4 — Y|ua? — Juy|* — b(adr e + doy)|ul?

[(D1.2)% = (D19)% + (92.0)> = May)? — B(d1y020 + P12024)]  (3.6)

| S

+
olarak tanimlanirsa, GDS sistemi

S{u7¢17¢2} = /‘C(U7U*aut7uj;au:wuZauy7u;;7¢1,x7¢1,y7¢2,x7¢2,y) dl’dydt

fonksiyoneline karsi gelen Euler-Lagrange denklemleri olarak elde edilir. Bu

durumda Noether teoremine gore, S{u, ¢1, @2} fonksiyoneli

.T; :xJ‘F(SIJ(tax’Z/aU’U*) (.ﬁ(}‘ozt, 1 =2, x2:y)

\I/;:\DZ+5\IJZ<Z€,$,Q,U,U*) (\pl:ua quZU*a \Ij3:¢la \D4:¢2)

sonsuz kiigiik dontigiimler altinda degismez ise,

4 2
oL v,
i=1 by

k=0

olmak tizere,
2
0I;
Z o =0 (3.7)
7=0

olur [4, 36, 37]. O zaman, (3.7) denklemi kullanilarak sistemin her bir degismezine

£

kargi gelen kiitle, momentum ve enerji korunan biiyiikliikleri (formel olarak)

hesaplanabilir.

Faz dontisimi degismezligi: (3.6) Lagrange yogunluk fonksiyonu u' = ey ~
u + jeu doniigiimii altinda degigmezdir. O zaman, (3.7) denklemine 0t = dz =

0y = 0¢1 = 0o = 0 ve du = teu dontigiimii kullanilirsa
(Jul®); + i[y(uu’ — u*uy), + (uuy, — u*uy),] =0 (3.8)

elde edilir. (3.8) IR? iizerinde integre edilirse korunan kiitle biiyiikliigii

]\4:/|u]2 dxdy
IR2

bulunur.
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Uzay déontigimi degismezligi: (3.6) Lagrange yogunluk fonksiyonu o’ = x + 0z
doniigimii altinda degismezdir. O zaman (3.7) denklemine §t = dy = du = d¢; =

0o = 0 ve du = teu doniigiimii uygulanirsa

i(uuy —uul)e + {—Q'y\ux|2 + 2|uy|2 + X\u|4 —i(u uy — uuy)
+0[(P1.0)” + (P2.2)° + (D14)% + M(P2y)? + 202, [ul’] },
—2{ugtt) + ugtt) + b1 2 (Pry + B2a) + bdaa(Jul> + Aday)}, =0 (3.9)

elde edilir. Benzer gekilde, y' = y + dy doniigiimiinden

i<u*uy - uuZ)t -2 {7(“33“2 + UIUZ) + b¢1,y(a|u|2 - ¢1,w)
000, (B1y — $2.0) Y, + {20[0al® = 2Juy | + xlul* —i(wu, — way)

—0[(912)* + (92.0)* + (D1)° +A(D2)° + 2001, [ul’]}, =0 (3.10)

bulunur. (3.9) ve (3.10) denklemleri IR? iizerinde integre edilirse formel olarak

korunan momentum biiyiikliikleri

Jp = z/(u*ufc — ) dxdy
R2
J, = z/(u*uy — uu,) drdy
]1:{2
elde edilir. Burada ¢; ve ¢ fonksiyonlarini ve tiirevlerini igeren terimlerin

karakteristik koordinatlarda integre edilebilir olduguna dikkat edilmelidir.

Zaman déonigimi degismezligi: (3.6) Lagrange yogunluk fonksiyonu ¢’ = t + ot
doniigiimii altinda degismezdir. O zaman, (3.7) denklemine dx = dy = du =

0p1 = 0o = 0 ve du = teu doniigimii uygulanirsa
X
{lal? + g2+ Sl + b(are + 62, ul

b
3 161 = (610 + (022" = Na)? = (610002 + G1000,)]

t

+ {"Y(Uzut + uguy) + b (aful* + ¢rp — §¢2,y) + b2 i (2,0 — §¢1,y)}

_ {(uZut + uyuy) + b1 (d1y + gqﬁz,x) + b (Jul? + Aoy + gqﬁl,r)} = 0(3.11)

)

elde edilir. Benzer sekilde, (3.11) denklemi IR iizerinde integre edilirse formel
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olarak korunan enerji biiytikligii, diger bir deyisle Hamiltonyen
X b
E = /H drdy = /{7|Ux|2 + Juy [ + §|U|4 + b(ady e + doy)|ul® — 5[@51@)2
R R

— (f19)? + (h20)> = May)? — B(d1yP2.0 + P1.002,)]} ddy

olarak bulunur. Burada ¢, ve ¢, fonksiyonlarini ve tiirevlerini igeren terimlerin
karakteristik koordinatlarda integre edilebilir olduguna dikkat edilmelidir.
Hamiltonyen, (1.3)y ve (1.3); dalga denklemleri kullamlarak bir¢ok kismi

integrasyondan sonra asagidaki formda da yazilabilir:

b
E = /(Hu + §H¢)dxdy. (3.12)

RQ

(3.12) denklemindeki H,, ve H, fonksiyonlar:
_ 2 2, X 4

My = ol + g+ Sl

Ho = (012)" = (015)* + (02.0)° = MB2,)* = B(¢1y02.0 + D1202,)
olarak tanimlanmigtir.
Bundan sonraki alt boliimde, (2.10) dalga denklem sistemini saglayan ¢, ve ¢o
fonksiyonlari i¢in baz1 onkestirimler hesaplanacaktir.
3.2.2 Onkestirimler

GDS sisteminin EHH halindeki baglangic deger probleminin incelenmesi icin
gerekli olan Onkestirimler, kuple lineer dalga denklemlerini saglayan ¢, ve ¢o

¢ozuimleri kullanilarak hesaplanacaktir.

b1 ve ¢y fonksiyonlarman L normlare i¢in tist sinar: Onerme 2.1 ile tanimlanan
Ki(«',y,z,y) (I =1,2,3) gekirdek fonksiyonlarimimn st smirlar1 0 < ¢; < ¢; < ¢4

esitsizligi kullanilarak

K| < —=4 ==
[l = 2c2 + 2 ’
361,262

|Ks| < 52
g
a2 c2
LIS 20227' +0272“
g'1 g'2
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hesaplanir. Daha sonra (2.31) ifadelerinin mutlak degerleri alinip tiggen esitsizligi
uygulanirsa ¢; ve ¢, icin

3
[p1(z,y)] < (% a1a2 /\fx y)|dx'dy" + a22

202

/!gw y)|da'dy’,

3&202 2

202

|da(z,y)| <

/If:c 'y + (

QCng

2 ' y)|da’dy(3.1
C§r2>/|g<x,y>| dy(3.13)
2

esitsizlikleri elde edilir. (3.13) esitsizliginde (z,y) € IR® iizerinde supremum
alinirsa ¢; ve ¢, fonksiyonlar: igin bir tist sinir hesaplanir. Bu sonucun énerme
olarak ifadesi agagidadir:

Onerme 3.2. f € L'(IR?) ve g € L'(IR®) fonksiyonlar r # ry icin (2.10) kuple

lineer dalga denklem sisteminin ¢oziimleri ise

2a1a9 + c1Co 3a202
up [n(o)] < ZHELA ) 1 T2
(z,y)elR?
3a202 aijas + 20102
sup |da(z,y)| < ||f||1 —|| (B (3.14)

2
(z,y)elR? 2c Gy

olur.

ry = 1y 6zel durumunda, (2.10) sistemi (2.32) dejenere sistemine indirgenmisti.
Bu dejenere durumda ¢; ve ¢y fonksiyonlar icin tist simr, (2.34) denklemleri

kullamlarak, sup |¢1(z,y)| < 2 |fli ve sup |¢2(z,y)] < $]gli olarak elde
(z,y)elR? (z,y)€IR?
edilir. Bu sonuglar, (3.1) esitsizligi ile uyumludur.

Enerji i¢in st sinar: (3.12) denkleminde ¢, ve ¢ fonksiyonlarini igeren terimlerin
bir {ist siur1 hesaplanacaktir. Ust smiri hesaplanmak istenen terimler, Hy €

LY(IR?) olmak iizere,
Ho = [ Ma(w.v)] de dy (3.15)

seklindedir. (3.15) denklemi, (&3, &) koordinatlarinda yazilirsa

1 ~
Ho< 5 / RCRARL (3.16)
RQ

elde edilir. (3.16) ifadesindeki H, fonksiyonu ise

Hy = (—rore +11016)" — (dre + d16)° + (7102 + T102g,)°
— Mg, + 26)° — B(dre, + D1.6) (—T1026, + T102¢,)
- 6(_r1¢1,§1 + T1¢1,§2)<¢2,51 + ¢27§2)
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seklindedir. Burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Hy = (11— Dldrg)? — 205 + Ddredre, + (17 — D(d1.e,)” + (rf — N (o, )’
— 207 4+ N o, e, + (17 — M) (D2,0,)% + 2071 (P16, P26, — P1.e002,6,) (3.17)

olarak bulunur. Bu asamada, ¢; ve ¢y fonksiyonlarinin & ve & degiskenlerine
gore tiirevleri hesaplanmalidir.
Pre, Ve ¢ag (i = 1,2) tirevlerini hesaplayabilmek i¢in (2.24) denklemi ¢,

degiskenlerine gore tiiretilir:

~ Co aq aq

, = —— [, +— 4+ — I,
d1¢,(61, &) 2 1,£Z+261 4,£Z+261 5€is
bre(1,6) = — I ! T (3.18)
27€’i 1,62 - 27,1 1751 27,,1 47574 27,1 57£i' *

Benzer sekilde, I, ¢, (m = 1,4,5) tiirevleri (2.25) denklemleri kullanilarak

L = H(& — &)ha(61,6) dés,

6(& &+ “*“@259)H(—?f;&—@0

I —
4,61 "

-/

he = !H@ E)n(€], ) de),
-
IR:

ha(€), &) d€; des,
h@:=—“+”/5@1§17““%@—@) (—2“<g—&0

IR2

hy (€1,6) d&; d&
H(& — &0)hs(€], &) deg,

N —T9 , 27’2 ,
+T2(§2—§2)) H(r1+r2< 2—52))

ha(€1,65) dg; d&,
T — r — T2 y 27’2 ,
]5762 = _7"1 Ty / <§1 &1+ L+ 1 (52 - 52)) H (7“1 Ty (52 - 52))

ha(€),65) de! de
j/m&—®h@£ﬂ%i (3.19)

R

15751 - d <£1 51 +

hesaplanir. lerideki hesaplamalarda kolaylik saglamak amac ile (3.19) tiirevleri,
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(2.13) h; (j = 1..4) fonksiyonlar: da dikkate alinarak,

a2 a2
Il,& = _2037“1 (lez - a292), I Lo = 2 3 . (lel - a291)7
L+ T
I = —A;, I = — A+ + ,
4,61 1 4,62 1 — Ty 1T 5 3 2( a1 fi + c291)
r — T Cy
Ise, = —Ag,  I5¢, = — A a c 3.20
5,61 2 5,6 ——— 2+2%W(Lﬁ+ 201) (3.20)

formunda tammlanir. (3.20) denklemlerindeki fi, f2, g1, g2, A1 ve As sembolleri

fi= [ H( = &) f(§1.&) d&y,  fa= [ H(& — &) f(&, &) d&,

g = /H GE &) Al g = /H@ &) §(61,6) de),
R
T+ T 2ry / 7 It Py
m=/6@151 (g - &OH(W__(Q—@)%®£ﬂﬁ%m
1— T2

RQ
Ay = 5 H 2T2 / il, ’ /d/d/
o= [o( e+ PTG -) # (6 - ) e st

IR2

(3.21)

seklindeki integralleri tanimlamaktadir. Burada, f; ve g; notasyonu sirasi ile f
ve g fonksiyonlarinin &; degiskenine gore integralini; fs ve go notasyonu ise sirasi
ile f ve g fonksiyonlarinin & degiskenine gore integralini simgelemektedir. Aym
durum, A; ve A, notasyonu igin gecerli degildir. Ciinkii A; ve As integrallerinde
bulunan § dagiimindan dolay1, integral degiskeni &; veya & olarak segilebilir. O
zaman, A; ve A, integralleri iki katli integral olarak tamimlanmasina ragmen
tek kath integrallerdir. Diger bir deyigle (3.21) denklemlerindeki A; ve A,

integrallerine (2.28) ozelligi uygulanirsa, A; iki kath integrali i¢in

Ty — T2 2ry ~ r
A= H - ha | €& —
H 1+ / (7“1 + 79 (& fl)) 3 <€1’€2
R

Auzfﬂ( ”2@2&0&45 “*“@ &MQ%§@ﬂ>
R

T —To (&}

;Z@—&Q%Q

ve A, iki kath integrali igin

Am:“+”/H( %2@1&0 (a& ntng - &Q%{
R

r+r

2 N
Agy = /H <T1 fTQ (& — 52)) hy <§1 -
R
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sonucu bulunur. A (i,k = 1,2) notasyonu ile A; iki kath integralin, &
degiskenine gore tek katl integralini gosteriyoruz. Boylece A; (veya Ay) iki kath

integrali, Aj; ve Ajp (veya Ay ve Ay) tek kath integrallerine doniisiir.

(3.20) ifadeleri (3.18) denklemlerinde yerine yazilirsa

¢1 &1 = cgr (le2 - a292) - _Al 2011 As,

s = eiaf ) - ;;fg";j_ R e Y

Poe, = _W(leQ — az92) + 2%1141 - 2%1142,

foe, = 4:3 F(eufy o+ aan) + 2Tf(lrjj2r2) . 2{(1;1?@) Ay (3.24)

bulunur. (3.24) tiirevleri (3.17) denklemiyle verilen H, ifadesinde yerlestirilirse,

uzun ama basit cebirsel toplamalardan sonra,

~ ¢ — a3 ascy(c? — a3)
Hy = lecér% (=3 fifo +aigigs) + —4027”1 22 (f192 — f201)
2
= (21 )A 1A +dy(c1fi + azgr) Ay + da(crfi + azg1) Ao
Cg(cl 02)
d d _
X 2((1261 + a162) (01f2 _ a2g2>A1 _ 1(a1C2 a261) (C1f2 B azgz)Ag (3.25)

a9C1 — A1C2o asC1 + a1co
olarak hesaplanir. Burada d; ve dy sabitleri agagidaki gibi tanimlanmigtir:

aras(c + c3) + ciea(a? + ag)
4aycicy

aray(c + c3) — ClCQ(a% + a3)

2.
4&209 1

dlz ) d2_

Boylece 'H, fonksiyonu iki tane tek kath integralin ¢arpiminin bir toplamimdan
olugur. (3.25) egitliginin (3.16) denkleminde yazilmasi ile ortaya ¢ikan karmagik
ve uzun Hy ifadesinin {ist sinir1 hesabinda her integral ¢arpim icin asagidaki

yaklagim kullanilacaktir:

]R[ ( /5 [o(En,€5)] dEL) / (€}, )] de)) dedéy

&1

://g /£ [v(&1, &) (&1, &2)| d€idésdérdés
r

< / o(61.€)] desdes ) / (€}, )] dedey)
R? R?

< 4 / fu(z, )| drdy)( / jo(z, )| dedy)

= dry Hull [l (3.26)
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Dolayisiyla (3.25) denklemindeki integral ¢arpimlarinda degigkenlerden biri &
(veya &) ise digeri & (veya &) olmalidir. Buna gore H,, fonksiyonunda A; ve A,
integralleri, (3.22) ve (3.23) esitlikleri dikkate alinarak se¢ilmelidir:

2 2 2 2
o G — Gy 2 2 asca(cy — a3)
Hy = 4cir? (=cififa + ay9192) + —4037“1 (f192 — fag1)

4ai(ci —a
1(1—2)A12A21 +di(c1fi + azgr) Arz + da(cifi + azgr) Agz

02(01 - 02)
do(aqgcy + aqc di(ajcy — ase
+ 2(azc1 1) (c1f2 — a2ga) A — (@102 - 1)(le2 — 292) Az (3.27)
A9C1 — A1Co as2C1 + a1

3.27) sonucu, (3.16) H, ifadesinde yerine yazilirsa
¢ y

o1, < Al / /}5 /5 T, 60| 1F (61, &)|desde de d,

T A2
4c 1"1

a2|01 azl/// TGRS GRA A2

4
4c 7’1

G2C2|01 _a2| // / F(€1, &)1 13(&, &)|dehde; dérdé

T A
4c o1

a202101 — aj] // / 9(&1: &) |f &1, 65)]d85d8 d&1 S

4647’1
4a3(ry + 7“2)|c1 — al| 2ry 2ry
Cg(c% —3)(r1 —72) J H(= 1 — T2 (& —G)H (= T (51 &)

[ (&1 — “”2@2 &),6)] |ha(€), & — ’”1““2( — &))|d€]dgyde,dé

2
+cl|d1\/ A H(— - 2 (é—&))‘f(fi,&)‘

ha(€ = 22 (6 — &), 6l dhaadey

27’2

raald| [ [ H T - )l &)
IR;‘ 1

gy — L2 % (&) — €0), 6 ldSj dhdadee
> 2
veds [ [ HC TG el

|ha (&), & — - Z (& — &))|d&ydE dEyds,

7'1"‘
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27"2

vy [ |G (6 - )it )

r —r

(€1 & = (€ = &) ldggg] d6udes
+qd;/:é T2 (e, — &) (€ )

T1+T

|ha(&1 — (52 §2), &5)|dE dEydE dEy

1+2
o 2
vy [ [ HCEE G @)l )

a2 = T (6 — ). &) dEh gy derds

° 2r
+Cl|d1| / H(— 2
e &2

(¢ - )16 )

ha(€), & — Tl’*’r2< — &) |dgbde, déyde
-mﬁM/g H(-- ”2@1£mmafm
IR?’ 2
!M&&Tﬁ”(£M%%%@ (3.28)

elde edilir. H, biiylikliigiintin bir ist sinirim bulmak igin (3.28) denklemindeki
tim integral garpimlarina ayri ayri (3.26) esitsizligi uygulanmalidir. Fakat
bazi integrantlarin argiimanlari (£1,&;) formunda degildir. Bu yiizden (3.28)
denkleminde argiimanlari uygun olmayan integrallere degisken dontigiimleri
uygulanmahdir. Agagida degisken doéniigiimii uygulanan integraller u = | f| veya

u = |g| olmak fizere listelenmektedir:

i) Degisken doniigiimii

& — :11—7"2(52 &)=6&, &=6&, =& 6&- ?“11-7”2(51_51):5
1— T2 =T
8(£1a6275175£) (Tl B T2)2

ve dontigimiin Jakobi determinanti = olmak tizere,

47“1’/“2

8(51752751752)

1+ 7o

/H 22 (e ) H(——2T2 (el — ))& — 26 - 60).)

7"1—T2 r — T2

r1+ 7o

NGRS ( = &)|d€;d€yd8 1 ds

40



S (6 6)

:(7’1—7’2)2/H(T1+T2<€1 le)—i—r

47’1 T9

B = ) = P56 — @)l € a1, €906 d6ads
(3.29)

i1) Degigken doniigiimii

1+ 7o

61 :517 522527 61 —7'2(52_52) :gb 5;252

a(gla 527 517 Sé)

8(6_17 527 5_17 52)

= 1 olmak tzere,

ve dontigimiin Jakobi determinanti

/ H(¢} — &) H(— 2 (&~ @)l &) lhs(6 - “”2@2 &), )|

A& d8,dé, ds

~ [HE -6 - P26 - )G - 6)ul6 S, )

r — T2

]Rfl e —
d€1d&od, dés; (3.30)

iii) Degigsken doniigiimii

512517 55252, 5125:17 §o — 7’1+r2(£1 51):52

= 1 olmak tizere,

8(617 §27 5_17 g_é)

a(gla 5_27 5_17 672)

ve doniisimiin Jakobi determinanti

[ HE& - DHCE (6 - (6 e & - e - 6)

T

g} déydéidés
= ]R[ (&~ & — (6~ &) H (- mer(&—51>>u<a,52>\ﬁs<51,52>|
41 d&d61dS; (3.31)

iv) Degisken doniigiimii

&:f_l? 5225_27 &1 —
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8(517 527 é;ia é;é)

(&1, &2,61, )

ve doniisimiin Jakobi determinanti = 1 olmak tizere,

/ 2 / / 7 B / /

[ HE - HCEE 6 - @)l @b - PG - ).6)

R
d€yd&5d déo

- ]R[ H(E — G+ (G~ )H (- (6 — &)l &)l &)
dédﬁ_zdf:ldf:z; (3.32)

v) Degisken doniigiimii
& 25_1, & 252, & :gl, §a — :11L:,2(§i —&1) 2522

8(51; 527 é.:ia é:é)

(&1, 6,61,6)

ve doniigimiin Jakobi determinanti = 1 olmak tizere,

2 ~
[ 1§ - HE 6 - el )l - TR - €0)
R
gy e,
— [H6 - &~ R - 6 - G)ul @6 6)
R
d1dzdé déy (3.33)

elde edilir.
(3.28) denkleminde (3.29-3.33) integralleri yerine yazilarak (3.26) esitsizligi
uygulanirsa Hy biyiikligiiniin bir tist sinir1 bulunur:

2 _ 2
ﬂ < |cf — a3
2ry T Ackr}

ai(ri —ry)lcf — a3

(Al fIF + aslgli + 2a2e1 [ fl1lgl)

+ Crira(@ — &) [hslilaly + caldif[ flilhs]y + azldilg]i]hs]
+ cada| flil bl + axdz|gli| sl + crda| flihaly + azda| gl |Pal
+ cldi|| flu|haly + a2ldil] gl )Pl
|} — a3 o To|ci —aj
— el 1P
4%% (crl flx + azlgli)” + e |3] 1] Pals
+ (ldi| + do) (er] f1 + a2l gly) (JRsly + [halr) - (3.34)
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(3.34) st smirmda |hfy < (c2/2¢ir)(ar] fli + c2llgl) (n = 3,4) esitsizlikleri

kullamlirsa Hy igin tist smar

Hy, |} — a3 5 | — a3 5
o S dc? (cr] flx + az]gl)” + A, (ar] fl1 + calglr)
C2(|d1| +d2)
BT (el flh + az2lgl) (aa] fli + c2lglr)
g

olarak elde edilir. Bu sonug agagidaki onerme ile ifade edilir:

Onerme 3.3. @1 ve ¢y fonksiyonlar, (2.10) kuple lineer dalga denklem sisteminin

r1 # 19 ve Hy € LY(IRY) icin ¢oziimleri ise
2 by 2
Hy < BISE + 1ol + i Pl 33

esitsizligi saglanir. Buradaki katsayilar

2 —a  2a.c?
b= (s + ere) T 220 )
9 9
2@202 2 2 201
bg A |Cl —a2]+62—m(a1a2+0102)(\d1\ +d2)
9 9

olarak tamimlanir.

Ozel olarak; 71 = - kabul edildiginde (2.32) dejenere sistemi i¢in H,, fonksiyonu

7:{¢> = _4(¢17€1 ¢1,§2 + ¢27§1¢2,§2) (336>

olur. (3.36) denkleminde (2.13) ifadeleri dikkate alinarak (2.33) ¢oziimleri

kullanilirsa, Hy icin
~ 1
Hy = —Z(f1f2 + 9192)

elde edilir. Bu durumda, H, ifadesinin iist sinir1

Hy < S(1£17 + laly)

N | —

olarak hesaplanir. Bu sonug, (3.2) esitsizligi ile gakigir.

Bu boliimde hesaplanan (3.14) ve (3.35) ile verilen iist sirlarin, karmagik
argiimanli Heaviside fonksiyonlar: yiiziinden, iyi tist sinirlar olmadig soylenebilir.

Buise, ¢; ve H ifadeleri icin daha kigiik iist sinirlarin bulunabilecegini gosterir.
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4. DUZGUNLESTIRILMIS DENKLEM

4.1. Giris

Bu tez ¢caligmasinda, (1.3) GDS sisteminin baglangi¢ deger problemi yerine, (2.35)
denklemi olarak yazilan yerel olmayan NLS sisteminin ¢oztimlerinin global varligi

v = 1 durumunda incelenecektir:
iuy + Au = x|u|*u
+bu {04 [ (auf®)es ([u®),)], + [ ((ul?)e (|u|2)y)}y} )
u(0,2,y) = uo(,y). (4.1)

Eliptik karakterdeki (4.1) denkleminin enerji korunumu olsa bile ¢oziim
fonksiyonu u tekillige sahip olabilir, dolayisiyla baslangic deger probleminin
¢oziimlerinin global varligindan soz edilemez. Bu yilizden, u fonksiyonunun hem
HY(IR*) hem de L*®(IR?) uzaylarimin elemani oldugu gosterilmelidir. Bunun
yerine, Sobolev Lemma’sina gore H?(IR?) uzay normu, L*®(IR?) uzay normunu
kapsadigl icin v € H?(IR?) oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir. Ayrica kuple
dalga sistemlerini ¢ozen K; (i = 1,2) operatorlerinin diizgiinlestirici etkilerinin
olmamasi nedeni ile semi-lineer NLS denklemine uygulanan teknikler [7] burada
gecerli degildir. Bu nedenlerden dolay1, (4.1) denkleminin diizgiinlegtirilmig bir
formunun ¢6ztimlerinin limiti, (4.1) denkleminin ¢éziimleri olarak diigiiniilecektir.

Bu sonuca ulagmak icin, verilen € > 0 igin
g + ie AP + Auf = y|u[*uf
+but {a [ (@llu ), (07),)], + [ () ()], }
w0, 2,y) = up(w,y) (4.2)

seklinde tanimlanan e—diizginlestirilmis denklemin baslangic deger problemi

incelenecektir.

Ilk olarak, (4.2) denkleminin korunan kiitle ve enerji biiyiikliikleri

hesaplanmalidir. Gésterim kolayligi saglamak amaciyla, (4.2) diizgiinlestirilmig
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denkleminde ¢ = Ky (a(Juf)?),, (Juf|?),) ve ¢§ = Ka (a|u®]?)s, (Juf]?),) tanimlar:
kullanilir:

i(1 + eA?)uf + Au® = x|u[Pu® +bu [a(6]): + (¢5)y]

u® (2, y,0) = ug(z, y). (4.3)
Bilindigi tizere, ¢ ve ¢5 fonksiyonlar1 (1.3) sistemindeki kuple lineer dalga
denklemlerinin ¢oziimleridir. Kiitle korunum denklemini hesaplayabilmek igin,

(4.3) diizgiinlegtirilmis denklemi w* ile garpihp elde edilen denklem karmagik

esleniginden ¢ikarilirsa
i(Juf|?)e +ie(u A%uS + ut AP + (v Auf — utAut*) = 0

bulunur. Burada x ilgili fonksiyonun karmasgik eslenigini gostermektedir. Daha

sonra, IR? iizerinde integral alimir ve kismi integrasyon uygulanir ise

d
Z% (Juf|?) dx dy + is/(AuE*Aui + AutAu") dx dy

IR2 IR?
+ /[(ue*ui7 —utuy ), + (U, — uug”),| dr dy =0 (4.4)
RZ

elde edilir. (4.4) denkleminde w® fonksiyonunun simirlarda sifir degerini aldig:
dikkate alinirsa

d
pr (Juf)? + e|Auf|?) dx dy = 0

]1:{2

bulunur. Boylece kiitle korunum denklemi hesaplanmig olur:
M.(t) = /(!ug(f)\z +elAut(t)?) dov dy = M.(0)  VteR,.  (4.5)
IR2
(4.5) kiitle korunum denklemindeki e terimi, (4.2) denkleminin diizgiinlegtirici

teriminin katkisini géstermektedir.

Enerji korunum denklemini hesaplamak igin (4.3) diizgiinlegtirilmig denklemi w*

ile carpilip elde edilen denklem karmagik eslenigiyle toplanir:

ie(uS* A%us — uS A2us*) + (uS*Auf + uf Au™)

= x| (Ju[*)e + b(|u*)e ((67)a + (63)y) -
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Daha sonra, IR? iizerinde integral alimir ve kismi integrasyon uygulanir ise

is/(Auf*Auf — Auf Aug™) dedy — /(|u§|2)t dzxdy — /(|u2|2)t dxdy

R? R? R?
X &g 15 > &€ (>
_ 5/(|u ), dxdy—ba/(m 2)eas dxdy—b/(|u )65 dady
R? R? IR?
elde edilir.  Burada (|uf]?), ve (|u®]?), terimleri yerine (1.3)2 ve (1.3)s

denklemlerindeki egitleri kullanilirsa
3 & X 3
J 0z 452+ Xy dady = b [ (65— 65, — 505.) GEdady
R? R

- b/( 2,xx ¢2 Y 6¢i,zy)t ¢;d$dy =0 (46)
R

bulunur. (4.6) denkleminde kismi integrasyon uygulanirsa

d €12 €12 X |4
= s + g+ X
IR2
b e \2 e \2 e \2 e \2 5 € 5 €
+§(( 1,x) - ( 1,y) + ( Q,x) - /\( 2,y) - ﬁ¢1,y 2,x ﬁ¢1,x¢2,y)]dxdy =0

elde edilir. Boylece enerji korunumu denklemi hesaplanir:

g g X g b 3 £ £
Bult) =[G + gl + SJuelt + 5((65.7 = (65,0 + (65.)°
IR2

M5,)* = BY1 05,0 — B ,05,)] drdy = E-(0) vVt € R, (47)
(4.7) enerji denkleminin KC; operatorleri kullanilarak yazilmig formu ise
b
E.(t) = / (Hult,2,9) + 5 Holt,2,9) dedy = E0)  Vi€R.  (49)

IR2
seklindedir. Burada H, ve Hg4 fonksiyonlar

Mo = [P+ sl + Sl

Mo = ([ (auusm,uu% 1) = (1K (@ P, (0 P))],)
+ ([ (), (e ),)],)" = A (K (a(!uﬂ?)x,uuar?)y)}f

— B (a([u e, ([ )y)], [Ks (alfu x,(lzfl))}

]

< \
— BK (e P)as (0 P))], [ (@) ([u)y)] (4.9)

T Yy

olarak tamimlanmaktadir.

Ikinci olarak, e—diizgiinlestirilmig denklem igin, Onerme 3.2 ve Onerme 3.3

kullanilarak, agagidaki onerme yazilabilir:
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Onerme 4.1. @] ve ¢5 fonksiyonlar: asagidaki esitsizlikleri saglar:

(1) 195l = 1K1 (a(|u?)e, ([u]?)y) loo
1 2
< c—2[|a|(2a1a2 + c109) + 3agcs] |ut |5,
g
[63]00 = 1KCo ((|uf]?)a, (|4°])y) o
<

3 2 o
037”17“2( ajcy|al + ajas + 2¢1¢2) |Jus |50

(i) 1K1 (al[or*), (Jil*)y) = Ka (alva]*)a, ([02]*)y) |

R
S C—QHOC|(2CL10,2 + Clcg) + 3@262)]”@1 — ?}Q”Hl,
g

11Cs (a(I%IZ)x, (lo1%)y) — Ka (@([va]*)z, (J02]2)y) loo
S 27 (3&161|O¢| + ajag + 26162)”211 — UQ”Hl.
g

Burada |vi| g2 + |ve|m2 < R olarak alinmigtir.

cee 4 £ €
(iii) /\H¢|dxdy < - [b1(1 4 71790 + boryro|a|] |Vl 3] uf |3
172

IRZ

Ispat (i): x1 = = ve x5 = y olmak iizere

(1),

= [0 drides <2 [ il | dord
IR2 IR2

yazilabilir. Daha sonra, Holder esitsizliginden

10w,

1/2

1/2
dridr, < 2 /’U€’2d$1d$2 /\u§i|2dx1d$2
2 2

= 2 ful 2 < 2uf|En (4.10)

bulunur. Bu sonug, (3.14) esitsizliklerinde uygulanilirsa Onerme 4.1 (i) ispatlanir.

Ispat (ii): (2.34) denklemlerindeki K; operator tammlar: kullamlirsa

I = K (ed|v1)as (lor]*)y) = K (@(v2l*)a, ([02%)y) oo

= /‘ k(2 g 2, y) (i@ ) ) + Ko,y 2, y) (o (@, ) P) y |
IR2

_’aKl (iL‘l, y/a xz, y)("U?(x,: y,>’2)x’ + K2($/7 y/7 T, y)(‘/UQ(xlu yl)P)y"
L = |G (a(|or]*)as ([01]?)y) = o (@fva]*)as ([02]7)y) oo

= /‘ k(2 g 2, y) (i (@, ) ) + Ks (@', 2, y) (Jua (@, ) P) y |
IR2

—lafs (2’ y' 2z, y) (o2, y)P)e + Ks(2' g 2 y) (Joa(', y) )|

dx'dy’

dx'dy’
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bulunur. Burada K;(z',v',x,y) cekirdeklerinin maksimum degerleri |a — b] >

|la| — ||| esitsizligi dikkate alinarak yerlerine yazilirsa

B < 2 Gues +acs) [ 100 - @ )Pl
g
IRZ

/| (@, )P — [oalas o))y lde'dy,

3&262

3asc
< 002C2

a
I < 202’ | /|(|U1($/ay/)|2 — g (2, y)|?) | da’ dyf
g 2

aias + 261 Cy
2¢2r173

/|(|U1($/ay/)|2 — oo (2, "))y | d’ dyf
RQ

elde edilir. EK la’daki esitsizlik uygulanirsa

o|lR 3asco R
[1 < ’ ’ (2&1(12 +6162)||U1 —U2||H1 + 272 ”Ul —U2||H1
g g
3asco Rl R(aias + 2c4c
Los 2l gy, g Mot 2aa, ),

bulunur.

Ispat (iii): Onerme 3.3’de enerji denkleminin ¢ ve ¢§ terimlerini igeren kismimin

bir {ist sinir1 hesaplanmigti:

) b 3 £ £
/IH¢|dwdy < b (Ju*)a [ + r;zll(lu [)lt + balee | (1 *)a l 1 ()

2
< bia? (‘R/ lusu®™ + v ul |dedy | + —— (‘R/ |upu™ + ufug*|dedy
T1T2

+ by /|ugu5*+uau€*|dxdy /|u€u5*+ugu5*|dxdy . (4.11)

(4.11) esitsizligine Holder esitsizligi uygulanirsa

/ Hyldady < bia?[2( / i [Pdy) 2 / P dady) P
2 2 2

IR IR
[ uiPaody) 2 [ 1oy P
R? R?
s+ abafal(( [ uzPaody)( [ o Pndy) [ 1o Pdsdy)( [ 1aPaody)
R? R? IR? IR?

4
< . — [0 (1 + 7”17“2042) + 527”17’2|04|]||VUE||§HU€”§
A

elde edilir. 0
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Uciincii olarak, (4.2) sisteminin ¢oziimiiniin varhgm ve tekligini gosterebilmek
i¢in ¢ozlimlerin € parametresinden bagimsiz bazi1 6nkestirimlerinin hesaplanmasi
gereklidir. (4.5) kiitle ve (4.7) enerji korunumu denklemlerinden dolay1 baglangig
deger ug € H'(IR*) olmahdir. O zaman

ug = (I —e*A) g (4.12)
secilebilir. Burada s > 0 reel bir sayidir.

Lemma 4.1. u basglangic fonksiyonu H?(IR®) uzaymin bir elemanidar.
Ispat: uj € H*(IR?) oldugunu gostermek i¢in

[utlz < luol2,

[Vugla < [Vuols,

18015 < fuol? (4.3
esitsizlikleri ispatlanmahdir:  wu§ = (I — e*A) lug esitligi ve Plancherel
teoreminden

ol = 17l = 11 - =*8))"
o (S GRCTGIR
]R2
>[I de = 1315 = ek,
]R2
[Vuol} = ¥l = 1T - =*8) Vgl
=[Ol Ve d
]R2
> [IVa©F ds = 1Tal = Va3
]R2
ol = 1Tl = 110~ =80 = [ 1+ 1P )P
IR2

> / (6P| (6)? de = e / EPa(E)? de = | Aui 2
R2 R2
EYINSL

yazilabilir. 0
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4.2. Varlik ve Teklik

Onerme 4.2. (i) Her uj € H*(IR?) icin (4.2) denkleminin «* € C(IRy;H?(IR?))
olacak sekilde bir tek ¢oziimi vardir.
(ii) up € H'Y(IR) icin sadece x, b, b1, by, bz ve |ug|3’ye bagh ¢ vardir éyle
ki e € (0,g9) oldugunda (4.12)’de verilen u§ ile (4.2) denkleminin u® ¢oziimii
C(IRy;H'(IR?)) uzaymnda diizgiin sinirhdir, diger bir deyisle her ¢ > 0 ve & € (0, &)
icin
[us (@) < Co (4.14)

olacak sekilde Cy = Cy(x, b, b1, ba, b3, |uo|3) sabiti mevcuttur.
Ispat (i): Ik olarak, (4.2) sisteminin zamanda yerel varhg ile ilgili bir sonuc
verilmelidir. Oncelikle, lineer diizgiinlestirilmis denklemi

iv; +ieA* 0, + Av =0, v(0) = vy

¢Ozen lineer ¥ (t) grubunu tammlayalim. Buna gore v(t) = X (t)vy dir. Daha

Ge(v) = (I+e8)7 (xfoPo+bo {a G (allol)e (0?),)]
+ 16 (aloP)e, (02),)], })

tanimlanabilir. Boylece incelenecek integral denklem

xT

W (t) = S ()l — i /0 SL(t— )Gl (uf(s)) ds. (4.15)

seklinde yazilabilir. H?(IR?) uzaymnda verilen u§, v € C([0, T]; H*(IR?)) igin bir 7

tasviri tanmimlanabilir:
t
T :To(t) =2.(t)ug — z/ Y. (t — 5)Ge(v(s)) ds.
0

Dolayisiyla, incelenecek (4.15) integral denklemi 7" tasviri i¢in klasik sabit nokta

problemine dontistir.

G:(v) tasvirinin yerel Lipschitz siirekli olmasi durumunda, (4.15) integral
denkleminin u§ € H?*(IR?) kosulu igin tek u® € C([0,7¢]; H*(IR?)) maksimal

¢Ozuminiin oldugu ve bu ¢oziimiin ya
T° = 400
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ya da

0<T°<oo ve limsup |u(t)|5: = oo (4.16)
t—Te

kogullarindan birini sagladigi Segal’in yaptigi ¢alismada verilmistir [38]. Ancak
ut € C([0,T¢]; H*(IR?)) oldugundan (4.5) kiitle korunumu ve (4.7) enerji
korunumu gegerlidir. O zaman (4.16) kosulunun olugmayacagi goriiliir, diger
bir deyisle, ¢6ztim hicbir zaman tekillige sahip olmaz. Bu durumda, (4.15)
denkleminin tek v € C(IR,;H?*(IR?)) global ¢oziimii bulunur. O halde, (4.15)
integral denklemi ile (4.2) denkleminin egdeger olmalari nedeniyle 6nermenin ilk

boliimiiniin ispat1 i¢in agagidaki lemmanin ispatlanmasi yeterli olacaktir:

Lemma 4.2. G, tasviri, H?(IR?) iizerinde yerel Lipschitz siireklidir.

Ispat: |vi] g2 + |v2] 2 < R kosulunu saglayan vy, v,e H2(IR?) ahmrsa,
A = |(I+eAH)7!
{avy [Ky (allor)e, (011)y)], = avs [Ky (alv2])as ([02)y)],
+o1 [z (a(lvi]*)e, (J01]*)y)], — v2 [ (a(|v2]*)a, (|U2|2)y)}y} | 2
olmak tizere,
|Ge(v1) = Ge(va)lmz < [XII(T +eA%) 7 ([or[vr — [va|*va) 2 + [B]A - (4.17)

yazilabilir. Burada |v; |>v; —|vs|?vy € H?(IR?) oldugu dikkate alinarak EK 1b’deki

esitsizlik uygulanirsa
[(7 +eA%) " (Jor[Por = [va*va) [z < Jvifor|* = valval*] e (4.18)

bulunur. Ayrica H?(IR®) uzay1 bir Banach Cebri oldugundan ([39], sayfa 80)

v — |v|*v tasviri yerel Lipschitz siireklidir (EK 1c) ve
[lo1 P01 — [val*va] 52 < R o1 — v g2 (4.19)
olur. Boylece (4.18) ve (4.19) esitsizliklerinden
[(7 +eA%) 7 (o1 [*or = [val*v2) [ 52 < R¥or — vaf a2 (4.20)
elde edilir. Ote yandan, A icin EK 2d’de gésterilen esitsizlik kullamhr ise
A < C(I +en?)?
{avy [Ky (a(for*)e, (I )y)], = ava [Ka (a(val*) (l02*)y)],
+or [Ko (alfvi*)e, ([01]*)y)], = v2 [C (al|v2]*)., (|Uz|2)y)]y} 2 (4.21)
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bulunur. (4.21) esitsizliginde, ab, — cd, = (ab — cd), + c,d — a,b esitligi dikkate
alinirsa
A < C(I+4eA*)~12
{o [k (allor)e, (Juil*)y) = vk (allv2]*)e, (J021)y)],
+a [02: K1 (e[v2]*)s (J02])y) — 1K (([01]%)a, (J01]))]
+ [01K (a1 ), (J1*)y) = v2Ka (alJv2*)a, (J02])y)],,
+o,y s (a(v2]*)a, ([02]?)y) — 010 (a(lvi*)a, (J02l?)y) } |2 (4:22)

elde edilir. (4.22) esitsizliginde ise EK le ve EK 1f’deki esitsizlikler uygulanirsa

A < CO vk (allor])e, (Jo1?)y) = v2kr (allva]?)a, (J02]*)y) |2
+ Celalvae Ky (allval)a, (lv2l?)y) = vk (a(or?)a, (J01]7)y) [
+ CO:uils (af[vi*)a, (lui]*)y) — v2lCa (@(va]*)as (J02]?)y) 2
+ Celuay K (alv2l)a, (Jv2]*)y) — v1yKa (allvr]*)a, (lor]*)y) 2 (4.23)

yazilabilir. Onerme 4.1’de verilen sonucu kullanabilmek icin (4.23) egitsizligi

A < CCcall(vr = v2) Ky (alfval*)a, (i [)y)

+va [K (aljor e, (1)) = Ko (afv2])z, ([02]*)y)] 2
+ Celall(vz — v1)o Ky (allva]*)a, (J02])y)

+ i [Ky (afv2)e, ([02l)y) = Ko (allorf)e, (1)) ] T2
+ CCc|(vr = v2) K (al[va]*)z, (Jor[*)y)

s [Ka (aljor e, ([1]%)y) = Kz (alfv2])z, ([02]*)y)] 2
+ Cell(v2 = v1)y ks (al]v2]*)a, (v2]*)y)

+ o1y (Ko (al[v2)a, (J02l)y) = K2 (allor)a, (01))] 2

< C.Cclalfor = valo| i (o1 ]*)as (J01]%)y) oo

+ CCc|allvaloCr (o1 ), (J01]2)y) = K ((v2]*)as (J2]*)y) oo
+ Celallvz = vilm Ky ((lv2l*)e, ([v2]7)y) oo

+ Celalon] a1 (a(jva]*)e, (laf*)y) = K (a(for])e, (1)) loo
+ CCclvr = valo Ko (a[01]*)s ([01])y) oo

+ CCefvafo|Co (01 ) (J01])y) — Co (al|v2]*)as (J02[*)y) oo
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+ Cllog —vi]m K2 (a(lv2l)e, (J0217)y) loo

+ Cellolm s (al[v2l*)a, (J02l*)y) = Ko (a1 [*)a, ([01]*)y) |

seklinde diizenlenir. Daha sonra, Onerme 4.1 kullanilirsa

C.C.|a
.A < %HHOCKQCMGQ + 0102) + 3&262] ||U1 — Ug”g"Ul H%{l
g
C.C.R|a
+ = 662 | | HOC|(2(L16L2 + 01C2) + 3@202)} ||’U2”2||U1 — UQ”Hl
g
C.la
+ %[\04(2@10@ + €162) + 3agcs] vy — v v |3
g
C.R|a
+ 862‘ |[|04|(2a1a2 + c1c9) + 3agcy)| |vi] i vr — val i
g
C.C
+ ——[Barci]a| + aras + 2¢165] o1 — va2]vr 7
Cgrﬂ“g
C.C.R
-+ ; = <3G1C1|Oé’ + ajag + 20102) ”112”2”1)1 — 1)2“H1
Cgrl'f’z
Cg 2
+ 3 (3(11C1‘O€| “+ ajag + 2C102) ||U2 — U1 ”Hl ||U2||H1
CgT’lT'Q
C.R
+ 2 (3&101|O&| “+ aja9 + 20162) “Ul”Hl “Ul — U2||H1
Cg’l“l’l“z
elde edilir. Ozetle,
2C.(1+C
B= %[rlmoﬁ(cl@ + 2a1as) + 6|ajaicy + ajas + 2¢ics)]
172

g
olmak tizere,

./4 S BR2||’01 — UQ”Hl (424)

olur. (4.17) esitsizliginde (4.20) ve (4.24) esitsizlikleri dikkate alinirsa
|G- (v1) = Ge(va)l < (Ix] + Bb)R* oy — va o

bulunur. Boylece (|x| + B|b|)R? Lipschitz katsayis1 olmak iizere G. tasvirinin
H?*(IR?) iizerinde Lipschitz siirekli oldugu gosterilir.

ispat (ii): Bu kisimda, uy € H'(IR?) baslangic fonksiyonu icin € parametresinden
bagimsiz olarak u(t) fonksiyonunun C(IRy;H'(IR?)) uzayinda diizgiin smirl
oldugu ispatlanacaktir. Bunun i¢in de e—diizgiinlegtirilmis denklemin (4.5)
kiitle ve (4.8) enerji korunum ozelliklerinden yararlamlacaktir. Ik olarak,

(4.5) kiitle korunum denklemi kullamlarak u°(t) fonksiyonunun L?(IR?) uzaymnda
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diizgiin smirh oldugu gosterilecektir. O zaman, (4.5) kiitle korunumu ve (4.13)

esitsizliklerinden

M.(0) = /(|“3|2+6|AU6|2) drdy < uol3 + "> uol3 = (1 +&7*)uol3 (4.25)
IR2

yazilabilir. Burada 1 — 2s > 0 olmalidir. Daha 6nce s pozitif bir say1 olarak

tammlandigindan 0 < s < 1/2 bulunur. p > 0 dlgekleme parametresi olmak

tizere, (4.25) esitsizligi ve (4.5) denkleminden

plus (O] < pMe(t) = pM(0) < (1472 pufuol;

elde edilir. Daha sonra pfugl3 =k < 1 ve 0 < & < g9 igin

.
a2 < (1 + b2k = % <1 V>0 Vee (0,2) (4.26)

yazilabilir. Boylece g9 = [(1 — k)/(2k)]"1 729 olarak bulunur.
Ikinci olarak, Vué(t) fonksiyonunun L?(IR?) uzaymda diizgiin smirh oldugunu

gostermek icin (4.8) enerji korunumu kullanilmalidir. (4.8) denkleminde Onerme

4.1 (iii) esitsizligi yerine yazilirsa
_ €12 X €14 b
E0) = [l + Xl + ) dody
IR,Q

< 1T+ X1l + 2021+ riraa®) + balal IV Bl
ve Ladyzenskaya esitsizligi kullanilirsa
E(0) < |Vugl? (1+2max{x,0}||uo|12+2|b|[ 2(1+T17‘2a)+b2|al]|\u(ﬂ|§>
< IVl (1+ 2max{ac O + BI04+ rrae?) + bl )

bulunur. E.(0) ifadesinin € parametresinden bagimsiz bir {ist sinirii bulmak igin

son olarak, (4.13) esitsizligi uygulanir:

E.(0) < [Vuol? (1 + 2(max{,0) + Bl (14 rarsa) + 62|au>|ruous) |
(4.27)
Simdi
[V ()2 = —X] f<t>||4—9/H (t) dudy + E-(0)
Uu 27 75 Uu 475 & ray e

]R,2

o4



seklinde diizenlenen (4.8) denkleminde, Onerme 4.1 (iii) sonucu ve Ladyzenskaya
esitsizligi kullanilirsa

14

Vs (#)]5 < 2(max{—x, 0} + ——
172

+ E.(0)

[b1(1 + rira0®) + byrars o)) [us (1) 3V (£)[3

elde edilir. Burada p = 2(max{—yx,0} + [b][b1(1 + rir2a?) + baerira|a|]/(r172))
segilerek ve (4.26) esitsizligi kullanilarak

vl < .0 (1.28)

bulunur. (4.27) ve (4.28) esitsizliklerinden ise
b
(900 < 201~ 1) (14 2max(a,0) + B (14 raraa?) + blal) ol
Vul (429

sonucu elde edilir. Béylece wu° fonksiyonunun C(IRy;H'(IR?)) uzaymnda
diizgiin simirh oldugu (4.26) ve (4.29) esitsizliklerinden goriilir. Bu sonug,
e—diizgiinlestirilmis probleminin u® global ¢oziimlerinin, orijinal problemin wu
¢Ozumiine yakinsamasinin ispatinda kullanilacaktir. ug € H 1(IF{2) kogulu altinda,
(4.5) denkleminden u® ve Aw® fonksiyonlarim L?(IR?) normlarmin sabit ve
(4.14) esitsizliginden {u}, {us} ve {u5} fonksiyon dizilerinin L*(IR?) uzaymda
diizgiin smirh oldugu sonucu g¢ikar. Boylece, bu 6nemli iki sonu¢ ve Alaoglu
teoreminden, {uf} dizisinin zayif yildiz topolojisinde u € L*®(IRy; L*(IR?))
fonksiyonuna yakinsayan bir alt dizisi, benzer sekilde {u;} ve {u;} dizilerinin
zayif yildiz topolojisinde sirast ile u, € L®(IR,; L*(IR?)) ve u, € L=(IR,; L*(IR?))

fonksiyonlarina yakinsayan alt dizilerinin mevcut oldugu bulunur, diger bir deyisle

U, UL g, Uy L>*(Ry; L*(IR?)) uzaymda

olacak sekilde u,u, ve w, vardir. Burada, alt diziler de u®, ug ve wug ile

gosterilmigtir. Bundan sonraki boliimde, u fonksiyonunun (4.1) indirgenmig GDS

sistemini sagladigi gosterilecektir.
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5. LIMITE GECIS

Bu boliimde, e—diizgiinlegtirilmis denklemin u® ¢oziimlerinin indirgenmis GDS
sisteminin u ¢dziimiine yakinsadigi gosterilecektir. Bunun igin (4.2) denkleminde
e — 0 iken limit alinmahdir. Bu limite gegis (4.2) denklemindeki yerel ve yerel

olmayan terimler icin iki ayr1 alt boliimde ele alinacaktir.

5.1. Yerel Terimlerde Limite Gegis

Bu alt boliimde, 6ncelikle {u®} fonksiyon dizisinin uygun topolojilerde yakinsadig
bir v fonksiyonunun varhg: gésterilmelidir. Bunun i¢in 2(max{—yx, 0} + |b|[b1(1 +
rirea?) + byrira|al]/(r1m2))|uol? < 1 kosulunu saglayan v, € H'(IR?) secilir.
Onerme 4.2 (ii)’den dolayr u® fonksiyonlar1 L°(IR,; H'(IR?)) uzaymda e €
(0,9) i¢in e’dan bagimsiz iistten sinirhidir, diger bir degigle e —diizgiinlestirilmis

denklemlerin ¢éziimleri her € € (0,¢0) igin

[ oo (511 (m2y) < Co (5.1)

sartin1 saglar.  Bu fonksiyonlar ailesinin uygun bir alt dizisinin orijinal
denklemlerin dagilimsal anlamda zayif bir ¢oziimiine yakinsadigi gosterilecektir.
Yazilmi kolaylagtirmak amaci ile bu ailenin keyfi alt dizileri {u®} seklinde
gosterilecektir.  Argiman boyunca alt dizilerin de alt dizileri alinacak ama

notasyon degismeyecektir.

Burada soz edilen dagilhimsal anlamdaki zayif ¢oziim soyle tanmimlanir: Her
¢ € D(R; x IR?) icin

i//utﬁdxdydt + //Au(dazdydt

Rt R? Rt R?

_ / / CIeluf?u + b{adys + doyuldedydt  (5.2)
Ry R?

esitligi gecerlidir. (’ya bagh olarak 6yle bir 7' > 0 ve R > 0 bulanabilir ki
supp ¢ C [0,T] x [-R, R] x [-R, R] = [0,T] x [-R, R]? olur. Bu durumda (5.2)
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denklemi, kismi integrasyonlardan sonra,

T T
—z'/ / uCdxdydt + / / uA{dxdydt
0 0

[-R,RJ? [~R,R)?
T
= / / C[x|ul?u + b{adi , + ¢o, buldedydt
° [_RvR]Q

seklinde de yazilabilir.

Onerme 4.2  (i)’de  e—diizgiinlestirilmis  denklemlerin  ¢Oziimlerinin
L>®(IR,; H*(IR?)) uzaymda varligi ve tekligi gosterildigi icin onlarin dagilimsal
anlamda zay1f ¢oztimlerinin de oldugu agiktir. Bir bagka deyisle, V = [~ R, R]?

olmak tizere,

T T T
—i/ /usgd:r;dydt—i 5/ /usAQCtd:cdydt+/ /uEACdxdydt
o Jv o Jv o Jv

T
- /0 /V CIxlwrPum + b{agi , + 65, bufldadydt (5.3)

esitligi saglamir. Bu durumda, uygun bir {u®} alt dizisi bulunarak (5.3)
denkleminde ¢, — 07 igin limite gegcilirse (5.2) denklemine ulagilacag:
gosterilmelidir. Bu alt dizinin, 77’ye ve R’ye bagli olmamas1 gerekmektedir.
Bunun igin e—diuzgiinlegtirilmig denklemi kullanilarak e’dan bagimsiz kestirim

elde edilmelidir:

Onerme 5.1. v* € L®(Ry; H'(IR?) fonksiyonu, (4.3) e—diizgiinlestirilmis
denklemin ¢oziimii ise u¢ fonksiyonu L=(IR,; H'(IR*)) uzayinda ve ui fonksiyonu

L>®(IR,; H*(IR?)) uzaymda e’de bagimsiz siirhdir, diger bir deyisle

Ju ] oo (e ey F 106 | oo (e -1 r2y) < G (5.4)

olacak gekilde £’den bagimsiz bir C{, sabiti vardur.

Ispat: (5.4) esitsizligini ispatlamak icin, u$ fonksiyonunun H~'(IR*) uzayimda
e’dan bagimsiz smirli oldugunun gosterilmesi yeterlidir. «; fonksiyonunun {ist
simir;, EK 2a’daki |uf|g—1 < (I + eA?)u| g1 esitsizlik ve (4.3) denklemi

kullanilarak bulunabilir. O zaman

[l < A -1 + [x] e[l + [b] Ju{o(é9)e + (62)y Hiu-
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yazilir. EK 2b, EK 2¢ ve EK 2d’de verilen esitsizliklerden
lug - < 20| + Clx| Ju g + 2A00] w2

sonucu elde edilir. Son olarak, (5.1) esitsizligi ile u° fonksiyonlarmm H'(IR?)

uzayinda €’dan bagimsiz simirl oldugu kullanilir ise
lugla-1 < 2Co + C|x|Cg + 2A|CG = Cf
elde edilir. Boylece her t > 0 ve € € (0,¢9) igin
[u () + Juz (D) < Cq (5.5)

bulunur. (5.5) esitsizliginden (5.4) sonucu elde edilir. O

L*(Ry; H'(IR)) = L'(Ry; HY(R))* ve L%(Rys (X)) = L'(Ry; H(IRY))*
oldugundan bu uzaylarda zayif yildiz topolojileri vardir. Burada H'(IR?) ve
H~'(IR?) uzaylarmin dualleri kendileri ile 6zdes kullanilmistir. Alaoglu teoremi
ve Onerme 5.1°e gore {u°} fonksiyon dizisinden, zayif yildiz topolojisinde v €

L>®(IR;; H'(IR?)) fonksiyonuna yakimsayan bir {us"} alt dizisi secilebilir:
ut S L*(R,; H'(IR?)) uzaymnda. (5.6)
Benzer sekilde, {uj"} fonksiyon dizisinden zayif yildiz topolojisinde w €
L>*(IR;; H~'(IR?)) fonksiyonuna yakinsayan bir {u;"} alt dizisi de mevcuttur:
Ut S w L>®(Ry; H'(IR?)) uzaynda.

Ozetle, (t) € CH[0,T] ve (x,y) € H'(IR?) icin

T T
/ / ug"pdrdydt — / / wpdrdydt
0 0

yazilir. Benzer gekilde, u*" i¢in

T T T
—/ /u‘s”gptd)da:dydt — —/ /vgot@bdxdydt :/ /vtcpd)da:dydt
0 0 0

gecerlidir. Bu sonug ise

W = V¢
oldugunu gésterir. Dolayisiyla v € C(IRy; H] (IR?)) olur ve
U S uove ust Doy

58



bulunur.

HY(R) —— H!(IR?) — H~'(IR?) oldugundan, Aubin-Lions kompaktlik teoremi
yardimi ile

En

Ut — v L? (Ry; LY (IR?)) uzaymda

yakinsamasi her 2 < p < oo i¢in gegerlidir. Bu sonug ise
o LP((0,T); LP(V)) uzayinda (5.7)

yakinsamasi oldugunu gosterir. Bu alt diziyi 7"den ve R’den dolayisi ile V’den
bagimsiz se¢cmek icin ise kogsegen argtimani kullanilir. Buna gore; T' ve R icin
bulunan alt dizinin, L?((0,2T); LP([—2R, 2R]?)) uzaymnda yakinsayan bir alt dizisi
bulunarak tiimevarimla her m i¢in LP((0,mT); L*([-mR, mR]?)) uzaymnda da
yakinsayan alt dizileri olugturulur. Bu alt dizilerin kosegen alt dizisi yine u®" ile

gosterilirse, her T' > 0 ve R > 0 i¢in
o LP((0,T); LP(V)) uzayinda (5.8)

yakinsamasi gerceklegir.

Bu agamada, v fonksiyonunun (4.1) basglangic deger probleminin zayif ¢éziimii
oldugu gosterilmelidir. 0 < s < 1/2 i¢in baglangig fonksiyonu (4.12)’de
ui = (I — e*A)~'yg olarak tammlandigimdan H'(IR?) uzayinda uf(0) — wug
dir. Boylece ilk olarak vy limit fonksiyonunun baslangic kosulunu sagladig
bulunur (u(0,z,y) = v). Ikinci olarak, (4.3) denkleminin zayif ¢oziimlerinin,
(4.1)’'nin zayif ¢ozlimiine yakinsadigr gosterilmelidir. Zayif yildiz yakinsamasi

lineer operatorler altinda korundugundan (5.3) denkleminin sol tarafi €, — 07

/ / vCodzdydt + / / vACdzdydt

ifadesine egit olur. Bu ise (5.2) denkleminin sol tarafina esittir.

icin

Zayif topolojilerde yakinsayan diziler lineer olmayan fonksiyonlar altinda iyi
davranmazlar. Bu nedenle, lineer olmayan terimlerde limite gecebilmek icin
kuvvetli yakinsamaya gerek vardir. Zayif ve kuvvetli yakinsayan dizilerin

carpimlarinin yakinsamasi ile ilgili onerme agagidadir:
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Onerme 5.2. X refleksif bir Banach uzay1 olsun. z, — z’e X* uzaynda zayif

yildiz ve y, — y’ye X uzayinda kuvvetli yakinsar ise

<xn7yn>X*,X - (SC,y>X*,X

olur ([40] sayfa 258).

(5.3) denklemindeki lineer olmayan [u[*u* ile ¢ ,u® ve ¢3 ,u® terimleri birbirinden
farkli yapidadir. Bu alt boliimde, yalnmizca ilk yerel terimin yakinsamasi
gosterilecektir. (5.8) ile {u"} fonksiyon dizisinin L*((0,T) x V') uzaymda siirh
oldugu bulunmusgtu. O zaman {|u®|*} dizisi L*((0,T) x V) uzaymda smirhdir
ve zayif yakinsayan bir alt dizisi vardir. Burada da (5.8) da kullanilan kdgegen

argiimant ile her 7" > 0 ve R > 0 igin

En

— 0 L*((0,T) x V) uzaymda

ve

s | — w L*((0,T) x V) uzaymda

yakinsamalarini saglayan {u®"} alt dizisi bulunur. Diger bir deyisle, ¢(t) €
C10,T] ve (z,y) € HY(IR?) icin

T T
/ /\u"‘”\2gotwdxdydt—>/ /wgptwdxdydt
o Jv o Jv

yazilir. Ote yandan

T T
—/ /(ui"usn* + uTrug ) pdrdydt — —/ /(vtv* + vv) )ppdadydt
o Jv o Jv

T
- / / o2 pbdadydt
0 Vv

gecerlidir. Boylece w = |v|? oldugu gésterilir ve Onerme 5.2’den dolay
s [Put — oo L*((0,T) x V) uzaymda

sonucu elde edilir.

5.2. Yerel Olmayan Terimlerde Limite Gecgig

Bu alt bolumde ise, ¢f, ve ¢5, yerel olmayan terimlerde £ — 0 igin limit alma

islemi iki adimda gergeklegtirilecektir:
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I. Ik agsamada, 1 < ¢ < 2 olmak tizere, her T' > 0 ve R > 0 igin
ong'ij‘m + (bgny —aW¥,, + Uy, L9((0,T); LY(V)) uzayinda

yakinsamasini gergekleyen bir alt dizinin varhigi gosterilecektir.

II. Ikinci asamada, v fonksiyonu ile ¥, ve U, fonksiyonlar arasmda
Uy = Ky (a(jvf)e, ([0]*)y) ve ¥ = Ky (a(v]*)a, (Jv]),)
bagintilarinin gecerli oldugu gosterilecektir.

Bu sonuglar: elde etmek icin, ilk olarak L;’OC(]RZ) uzayinin yapist anlagilmalidir:

Her R > 0 i¢in

1/q
Pah)= | [ \fpdeay)
[_RvRP
bir yari-normdur. Ciinkii Pr(f) = 0, V = [-R, R]? kiimesinde hemen hemen

her yerde f = 0 sonucunu verir ve bu kiime diginda f hakkinda bir bilgi vermez.

L (IR) uzay1

loc

> Pr(f —9)
doc.9) = D_ SR il =g

R=1

metrigi ile tam bir uzay olusturur. Bu metrige gore yakinsama yari-normlar

cinsinden ifade edilebilir:
fo— f (L] (IR, djoe) uzaymda ancak ve ancak her R > 0 i¢in Pr(f, — f) — 0.

Bu nedenle, bu béliimdeki hesaplar V' = [—R, R]? uzayinda yapilmaktadir.
Ashinda elde edilen alt dizi, L?

loc

(IR) uzayinda zayif olarak yakimsamaktadir.
Tezde somut bir yaklagim benimsenerek bu uzaydan agikca soz etmemek tercih

edilmigtir.

(5.8) sonucundan dolay: {u®"} dizisi LP((0,T') x V') uzayinda kuvvetli yakinsamaya
sahip oldugundan, I. adimda {¢5} ve {¢5} dizileri icin L¥'((0,T) x V) uzayinda
zayif yakinsayan birer alt dizi bulunmasi gerekmektedir. ¢ ve ¢5 ¢oziim
ifadelerindeki tiim integraller IR? {izerinde alindigindan sadece L?((0,7) x V)
tizerindeki kuvvetli yakinsama yeterli olmayacaktir. O zaman, yerel olmayan ¢

ve ¢5 terimlerinin yakinsamasi i¢in, ilk olarak asagidaki onerme verilecektir:

Onerme 5.3. {#5} ve {95} fonksiyon dizilerinin zayif yildiz topolojisinde,
sirasiyla W, € L®(IR, x IR?) ve ¥y, € L=(IR, x IR?) fonksiyonlarima yakinsayan
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{#5"} ve {¢5"} alt dizileri vardir:

5 Wy ve ¢ 0, L*(IR; x IR?) uzaynda.

Ispat: Onerme 4.1 (i)'deki esitsizliklerde, ¢ ve ¢5 fonksiyonlarmm L (IR, x IR?)

uzayinda €’dan bagimsiz siirl oldugu gosterilmisti:

sup |95(t,z,y)] < =[lef(2a1a2 + cic2) + Bases]|u ()] 70

(z,y)elR?

< [|a|(crea + 2a1as) + 3ascs]CF,

teﬁwl = Lmﬁwl =

1
sup |¢5(t 2, y)] < - (3arci|al + aray + 2¢1¢0)|us (1)]50
(z,y)e]R2 CgT17‘2

1

2
CgT'ng

< (3arci|al + ajay + 2¢1¢2)CF.

Boylece Alaoglu teoremine gore {¢5} ve {¢5} fonksiyon dizilerinin zayif yildiz
topolojisinde, sirasiyla U; € L=(IR, x IR?) ve Uy € L=(IR, x IR?) fonksiyonlarina

yakinsayan alt dizileri secilebilir. Sonug olarak, Onerme 5.3 ispatlanmg olur. [

Ikinci olarak, {67} ve {¢5,} fonksiyon dizilerinin uygun bir uzayda e’dan
bagimsiz siirh oldugu gosterilecektir. v € LP(IRy x V') oldugu dikkate alinarak
1. ve ¢5, fonksiyonlarimm her ¢ € [1,2) i¢in L>(IR; LI(V)) uzaymda olmasi

gerektigi goriiliir ve agagidaki onerme ifade edilebilir:

Onerme 5.4. ¢5, ve ¢5,, fonksiyonlart L>(IR;; LY(V')) uzayinda £’dan bagimsiz

sinirhidir.

Ispat: Oncelikle, (2.13) denklemlerinde tanimlanan h; ve hy fonksiyonlar:
(&1, &) karakteristik koordinatlarinda; hs ve hy fonksiyonlari (1, 7,) karakteristik

koordinatlarinda yazilmalidir:

b6, 6) = [(—acir + a2) (17 (&1, &) P)e, + (acrrs + a2)([@(€1,&2)[P)e, ),
ha(61,62) = [(—(aciry + a2) (15 (1, &) P)e, + (acrrs — a2) ([57(61,£)P)es),
a1, m2) = 2 [(aarrs + e2) (| (1, 12) Py + (—aarrs + e2) (8 (1, m) 2,
ha(in ) = 55 [(—aars + e2) (1@ (1, 12) Py + (@arra + e2) (1@ (1, 72) %))

2027"2

(5.9)
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Daha sonra (2.17) denklemlerindeki ¢5 , ve ¢5 , fonksiyonlarinda, (5.9) integralleri

yerine yazilarak gerekli kisaltmalar yapilirsa

C - a _
ix = ——22 (—04017"1 + (12)|u6(€17 62)|2 + —22<(){CL17“2 + C2)|u6(7717 772>|2
’ 209 2cg
Co Q9
+ p(O&Cl’f’l + CLQ)(Jl + J2) — —2(—OCCL1’/’2 + CQ)(J3 + J4>,
s 4c;
- o
2 2c2r3

(—aa1r2 + CQ)(J3 + J4) (510)

(05} ~
g

(ayry + co)|u®(m, 772)|2

C2
2,.2
degrs

4c2r

a
+ %(aclﬁ +az)(Ji + Jo) +
g'1

bulunur. (5.10) denklemlerindeki J;, Jo, J3 ve Jy ifadeleri

Jl=/51 (|5 (&), &)[))e, dE;, j2:/€2 (1561, ) P)e, de,
J3=/ (1@, m2)*)e iy, J4:/ (1@ (1, m5) )y iy (5.11)

seklinde tanimlanmaktadir.

B;

By

1
F1 By

Sekil 2: V siirh bélgesinin sirasiyla (z,y), (£1,&2) ve (m1,72)
koordinatlarindaki sekli.

Bu agamada, hem (&;,&;) ve hem de (n;,72) koordinatlarinda galigildigindan V/
kompakt kiimesi, keyfi Ry i¢in V' = {(§,&) : —R1 < & < Ry, (1 = 1,2)}
olarak belirlenir. V kiimesinin diger koorinatlardaki hali gsematik olarak Sekil
2’de verilmigtir (Karakteristik degiskenlerle iglem yapilmadiginda ise Ry = R

olarak alinacaktir). O zaman ¢f, ve ¢5, fonksiyonlarmin L?(V') normlar igin
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¢’dan bagimsiz onkestirimler yapilacaktir:

Co - as _
[0 2lav < —2\ —acyry + af @3,y + —2|aa17’2 + caf 13 13,v

+ 4 i —Jaerrs + az| (|11 qv + [allqv)
t o 2\ —aarry + co| (| sl gv + [ Jallgv),
e @2
|65, lav < W‘ aciry + as] |85, + 5 2 2!04%7"2 + ool 1@
g 1
t 122 —slaeiry + ao| (| 1]y + [ 2lor)
Cg
C2
+ icr 2\ aarry + | (1 slgv + | Jallgv)- (5.12)
Burada [[u]?], = Ju°]3, (EK 2e) sonucu kullamlmigtir.  Sobolev gémme

teoremine gore 1 < ¢ < 2 i¢in H'(IR?) — L?(V) oldugundan |u®|s, v nun &’dan
bagimsiz {ist sinir1 vardir. O zaman J; (j = 1,..,4) terimlerinin L9(V') uzaynda

sinirl oldugu g('jsterilmelidir. J1 teriminin sinirh oldugu asagida gosterilmigtir:

gy = 5 [ ] " E e &) e

<Th / /Oo|uf||< ol dei| e
<<=/ ) (/[ \<~€>52|2d£1)g (/[ |vff|2d£1)gd§2
2 ([ L) ([ ([ o) o)

2—q

: R s\
< ZRC ey, (/ ([ g d&) . (5.13)

Diger J; terimleri i¢in benzer hesaplar EK 2f’de verilmistir. (5.13) esitsizliklerinde

d€1d§2

EK 2g’deki iz yaklagimi kullanilirsa,

N

44 (2R1> RlTl ” s"
r

A2, < ( / Py / (i) PdEade)
R? R?

3g+2  4=4

41 q
SR e (2m) 2l |l

<2

4;
= 2R T

elde edilir. Benzer sekilde, diger J; terimleri icin iz yaklasimi EK 2h’da kullanilmig
ve €’dan bagimsiz tist siirlar elde edilmistir. Buradaki tiim iist sinirlar ¢’den de

bagimsizdir. O
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Uciincii olarak, {#1.} ve {95, } fonksiyon dizilerinin, L>°((0,7T'); LY(V)) uzayinda
zayif yildiz yakinsak alt dizileri oldugu gosterilmelidir:

Onerme 5.5. Her T > 0 ve her R > 0 icin V = [~ R, R]? olmak iizere, {#5.) ve
{#3,,} fonksiyon dizilerinin L>°((0,7); L(V)) uzaymm yildiz topolojisinde Wy,

ve W, , fonksiyonlaria yakimsadigr alt diziler vardir.

Ispat:  Oncelikle {#7.} ve {¢5,} dizilerinin L>((0,7);LY(V)) uzaymda
zayif yildiz yakinsadigi birer alt dizilerinin oldugu gosterilmelidir. ~ Onerme
5.4’den dolay1, {¢7,} ve {¢3,} dizilerinin keyfi R > 0 ve T > 0 igin
zayif yildiz topolojisinde, sirasiyla, fr € L>*((0,7); LY([-R,R]*) ve gr €
L>=((0,T); L([—R, R)?)) fonksiyonlarina yakinsadigi alt diziler vardr:

adi + 057, = afr + gr L>®((0,T); LY([—R, R]*)) uzaymda.

T'yi 2Tyve ve R’yi 2R’ye buylterek elde edilen yeni uzayda da aym
islem tekrarlamirsa alt dizinin L*((0,27); LY([-2R,2R)?)) uzayimnda da zayif
yakinsayan alt dizileri bulunabilir. Bu argiiman tekrarlanarak tiimevarimla
her m igin L>®((0,mT); LY([-mR, mR)?)) uzaymda da yakimsayan alt dizileri
olugturulur. ~ Bu alt dizilerin kosegen alt dizileri yine {¢7%,} ve {3} ile

gosterilirse,
aqﬁa" + ¢§‘ af +g L*>((0,7); LY(V)) uzaymmda

olacak sekilde f ve g vardir. Bu durumda, f = V¥, ve g = ¥y, oldugu
gosterilebilir. supp ¢ C [0,77] x V olmak iizere ¢ € D(IR; x IR?) icin

/ / i, + 03, )Cdadydt — / / af + g)Cdadydt

yazilir. Diger yandan, Onerme 5.3 kullamlarak
T T
[ [aorcs opgdndyae — — [ [ (@0ig+ w2 )dodyd
0o Jv 0o Jv

T
/ /(oz\lfl,x + Uy, )Cdxdydt
0o Jv
gecerlidir. Boylece f = W, , ve g = ¥y, oldugu bulunur. 0

L>((0,T); LY(V)) uzaymda smirli oldugu gosterilen {a¢i, + ¢5,} dizisi,
L>((0,T); L9(V)) uzayr LI((0, T') x V') uzayma siirekli olarak gémiilii oldugundan,
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ayni zamanda L7((0,7") x V') uzayinda da simurhdir. Ayrica, L4((0,7") x V') uzay:
refleksif bir Banach uzay1 olup zayif ve zayif yildiz topolojiler birbiriyle cakigir.
Bu ise {a¢f, + ¢5,} dizisinin LI((0,7) x V) uzaymnda da zayif yakinsayan bir
alt dizisi oldugunu gésterir. Sonug olarak, I. asamada, {ad, + ¢5,} dizisinin
L*>((0,T); L4(V)) uzaymin zayif yildiz topolojisinde ve L4((0,7T) x V') uzaymin

zayif topolojisinde yakinsayan bir alt dizisinin var oldugu gosterilmistir.

Bu asamada, (5.3) denkleminde zayif yakinsamalar da dikkate alinarak, ¢ — 0

iken limite gecilirse

T T
—z'/ /vg}dtdwdy—i—/ /vACdtd:cdy
o Jv 0o Jv

T
=/ / CIx|vlPv + b{aW, , 4+ Uy, o]didady
0 14

bulunur. O zaman dagilimsal anlamda
vy + Av = x|v*v + b{a¥, , + ¥y, v (5.14)

yazilabilir.

II. adimda ise ¥; = Ky (a([v]?)s, ([v]?),) ve ¥y = K (a(|v]?)s, (Jv]?),) oldugu
gosterilmelidir. Bunun i¢in éncelikle supp ¢ € [0,7] x V olmak tizere { €
D(IR, x IR?) reel degerli fonksiyonu icin (2.34) formiilii kullanilarak

T
/ / 65 (1,2, y)C(t, 7, y)dedydt
0 Vv

_ / /V / Ky (@ v ) ([u () P)a

+K2 oy o y) (e (¢, 2y )P )oIC(t, x, y)dx'dy dedydt

///amyxy><€n<txy>€"<txy>

—Hf"(t i Ly ) En ('[f7 x Y )) + Kg(l' U ,J},y)( ;n(t7x” y/)u€n*(t7gp’, y/)
utn (t, @'y Yug (2 )Gt @, y) da dy dedydt

+
—2/ //Realeyxy) sty y ut (2 Yy

+K2(fc Y@,y ug (t, oy ut (oY)t @, y)da dy dedydt,

66



T
J/ L/“¢3¢@,x,y>ca,x,y>dxdydt
0 Vv

—/OT/V/[aKQ(x',y’,x,y)(’ugn(taxlyyw?)x

+K3 oy s y) (s (t, 7', y)2), ) (8 @, y)da' dy dadydt

L///@mxywany>%@xm

+u€”(t o'y st (2 y) + Ka(o, ', y) (ug (2 y ) u™ (t, 2, )

+u (t, 'y ug (2 y')C(E, @, y)da dy' daedydt
—2/ //ReaKQx v x y)us (b 2y et (2 y)
+K3(fc,y,x,y) u (@' y ) u (¢, 2 y'))C (¢ @, y)da' dy dedydt (5.15)

yazilabilir. (5.15) egitliginde limite gegmek igin, (5.6) ile verilen, {u®"} fonksiyon
dizisinin L*(IRy; H'(IR?)) uzayinda zayif yildiz yakinsamasi yeterli degildir. Bu
yiizden agagidaki 6nermede {us"} fonksiyon dizisinin L>®(IR,; H'(IR?)) uzaymnda

kuvvetli yakinsadig: ispatlanacaktir:

Onerme 5.6. Her T > 0 icin {u*"} fonksiyon dizisi L2([0,T]; L*(IR?)) uzaymda

v fonksiyonuna kuvvetli yakinsar.

Ispat: Ilk olarak, (5.14) denkleminin zayif anlamda kiitle korunum denklemi

hesaplanmalidir. (5.14) denkleminden
[vel -2 < 1AV[a-2 + XU Pola + Bllvfa¥e + Poy ]l

yazilabilir. Burada EK 2b, EK 2c¢ ve (EK 2.1) ile verilen esitsizlikler dikkate

alinirsa
loel - < 2vlar + Clxllolin + 1I[IV]2 + [vl2][[ed[¥1 e + W2l o)

bulunur. Boylece v € L*(IRy; H'(IR?)) ve ¥y, ¥, € L=(IRy;IR?) oldugundan
v, € L®°(Ry; H'(IR?)) dir. Bu durumda /|v(t,a:,y)|2dxdy integralinde, ¢

IR2
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degiskenine gore zayif tiirev alinabilir. ¢(t) € C3[0,T] i¢in

T T
/ (‘R v’ dzdy | oidt = —/ (ﬁ/(vvf#—v*vt)dxdy dt
0 0
T

- _/0 (v, ve) + (v, 04)") ot

_ /0 (2Re (v, vy)) it

elde edilir. Diger bir deyisle, zayif anlamda

%/|v|2dxdy = 2Re(v, v;)

IR2
yazilabilir. (5.14) denklemi ile ¥; ve Wy'nin reel degerli fonksiyonlar oldugu

kullanilirsa Re(v, v;) = 0 sonucu elde edilir. Boylece her ¢ > 0 i¢in
/ lo(t, =, y)|*dedy = / [v(0, z,y) [*dzdy = / lvo (2, y)|*dwdy (5.16)
R R IR?

bulunur.

Diger taraftan, (4.5) denklemi ve (4.13) esitsizliklerinden

/(|ue|2 + e At M)dudy = Jugl; + e[ Augl < Juol + e Juol;  (5.17)

IRQ

elde edilir. 7' > 0 igin (5.17) denklemi ¢ degigkenine gore integre edilirse
T
/ /(\UE\Q + e|Auf|?)dxdydt — T/ |uo|*dxdy
" R R
< |Tfluolz + &' *Nuols] = Tluolz| = Te'*Juols,
1 —2s > 0 oldugundan dolay1,

T T
lin%/ /(|u€|2 + e|Auf|?)dxdydt :/ /|u0|2dxdydt (5.18)
0 0 4

sonucu bulunur.

(5.18) denkleminde (5.16) sonucu kullanilirsa
T T
lir%/ /(|uf|2+g|AuE|2)dxdydt=/ /|U|2d3:dydt, (5.19)
e=%Jo 0
R IR2
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yazilabilir.  (u®",/z,Aus") fonksiyon dizisi L2([0,7] x R) uzaymda (v,0)
fonksiyonlarina zayif yakinsadigindan ve (5.19) sonucundan dolay1 (u®", \/€,Au")
dizileri L2([0,T] x IR?) uzaymda (v, 0) fonksiyonlarma kuvvetli yakinsaktir. Bu
yakimsamanm L?(IR, X IR?) uzaymda da gecgerli oldugu gosterilmelidir. (5.16)
denklemi, v € L*([0,T] x IR fonksiyonu icin |u(T)|s = |uo|> sonucunu
verir. [0,T] arahiginda gegerli olan bu sonug, [T,2T] arahg: i¢in tekrarlanarak
yakinsamanin L2([0,27] x IR®) uzayma devami gerceklestirilir. Aymi islemler,
arka arkaya tekrarlanarak yakinsamanin tiim L?(IR, x IR?) uzayinda gecerli oldugu

goriiliir. 0

Onerme 5.6’den dolay1 (5.15) esitliginde € — 0 iken limit alinirsa

T
/(/Wﬁwwxw%wmwﬁ
0 Vv
T
=2/n/i/RdMG@%ALw%@J%U“@wa
0 1%

+K2 (@', z, y)v, (8, 2,y Yo (¢, 2, y') C(E, @, y)da' dy dedydt

l///EMwamxyme@wa

+ Ko (2o, y) (Jo(t, 2, y)[?),)da’ dy dedydt,
T
/ //\Ifg(t,w,y)é(m,y)dwdydt
0 %
IR2

T
:2/ //C(t’l”yme(o‘&(“f'ay',rv,y)vz(t,x’,y’)v*(t,x’,y’)
0 \%
IR2

+Ks(2', 'z y)vy(t, 2y Wi (t, 2, y'))da' dy' dedydt

:AfA/g@%memaywwmwaﬂyW»

+Ks(2'y e, y) (ot 2, y) ]2)y]daj’dy'dxdydt (5.20)

bulunur. Buradaki yakmsamalarm Onerme 5.5 ve Onerme 5.6’den dolay
T ve Rden bagmsizdir. Boylece U7 = Ki(a(|v|*)s, ([v]?),) ve ¥y =
Ko (a(|v]?)s, (Jv]?),) oldugu gosterilir.
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6. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, EHH halindeki GDS sisteminin Cauchy probleminin
¢ozuimlerinin kii¢iik degerli baglangic kosullar: i¢in global varligi incelenerek varlik

ile ilgili agagidaki teorem ispatlanmigtir:

Teorem 6.1. 1 #15 ve 1 < g < 2 iken
b
2masc{~x, 0} + L2 [oy (1 + 11720%) + baryrfal]uol} < 1

rire

kosulunu saglayan tiim ug € H'(IR?) icin (1.3) baslangi¢ deger probleminin

w € L®(Ry; H'(IR)) N C(Ry; HL(IRY))
¢1, 02 € L°(Ry; G(IR)), Vi,V € L™(Ry; LY, (IR))

zaylf anlamda ¢oziimi mevcuttur.

Ozel olarak, r; = 7 dejenere durumu icin 2(max{—x,0} + |b|[b1(1 + r17202) +
byrira|al]/(r172)) |Juo )3 < 1 kosulu gecerli degildir. GDS sistemi icin Onerme 4.1
(iii)'de elde edilmis 4[b1(1 + rirea?) + barire||]/(r172) ifadesi dejenere durumda
2(1 + a?) ifadesiyle yer degistirecektir. Bu sonug DS sistemi icin verilen kogulla

uyusur.

Teorem 6.1°in ispatinda, kuple dalga sistemi yiiziinden semi lineer denklemler
icin kullanilan yontemler kullanilamamigtir.  Bu nedenle, o6ncelikle kuple
sistemin ¢oziimlerinin integral gosterimi bulunarak GDS sistemi yerel olmayan
bir NLS denklemine indirgenmistir. Daha sonra, bu NLS denklemi yerine
diizglinlestirici etki yapacak bir terim eklenmis hali ele alinmigtir.  Bu
diizgiinlegtirilmis denklemin ¢oziimlerinin, yerel olmayan NLS denkleminin
¢oziimiine yakinsadigr gosterilmistir. Dalga sisteminin dort karakteristik
degiskeni olmasindan dolay1 olugsan karmasik yapi islemleri zorlagtirmistir.
Ozellikle, karakteristik koordinatlari gruplamak ve karakteristik degiskenler ile

kartezyen degiskenler arasindaki bagintilarin uygun olanlarini belirlemekte giicliik
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yaganmigtir. Ayrica, bu karmasgik yapi yukarida verilen basglangic kosulunun
sagladig1 esitsizligin iyilegtirilmesini de zorlagtirmaktadir. Ciinkii karakteristik
degiskenlerin yarattigi karmaga, integral gosterimdeki integral sinirlarina, veya K;
gekirdek fonksiyonlarina yansimigtir. Dolayisiyla K; fonksiyonlarinin maksimumu
alinarak yapilan st sinir hesabinda daha biiyiikk st sinir bulunmasina yol
agmistir. Hesaplarda yasanan bu zorlugun esas nedeni dalga sisteminin simetrik
olmamasidir. Eger sistem simetrik olsaydi, kuple dalga sistemi ayriklagtirilabilir
ve dejenere durum olarak adlandirilan (2.32) denklemlerinin bir benzeri i¢in

incelemeler kolaylikla yapilabilirdi.

Diizgiinlestirilmis denklemin ¢o6ziimlerinin varhigi ve yerel olmayan NLS
denkleminin c¢ozlimlerine yakinsamasimin gosterilmesinde de, agirlikli olarak
kuple dalga denkleminin ¢oziimlerinden gelen yerel olmayan terimler iizerinde
durulmak zorunda kalmmmistir.  Ancak, karakteristik degiskenler arasinda
dontisim yapilmadigindan, bunlar arasindaki karmagik etkilesim hesaplarda

zorluk yaratmamistir.

(2.10) dalga sisteminin ¢oztimlerinin integral gésterimi, her ne kadar baslangig
deger probleminin incelenmesi i¢in bulunmugsa da, (1.3) GDS denkleminin
baz1 lokalize ¢oztimlerinin elde edilmesine vesile olmugtur.  Karakteristik
koordinatlar arasindaki karmagik etkilesim, bu ¢oziimlerin bulunmasindaki
iglemleri giiglestirmistir. Ancak GDS sisteminin lineer olmayan bir doniigiimle
DS sistemine donitistiigii 73 = 73 6zel hali i¢in, bu sisteminin bazi ¢oztimleri
yvazilabilmigtir.  Bu c¢oztimlerin grafikleri cizilirken segilen parametreler de,
¢oziimlerin global varlig: icin gerekli olan 2(max{—yx, 0} + %[bl(l + rira?) +
barima|a|])|uo? < 1 kosulunu saglamaktadir. Diger yandan, GDS sisteminin

lokalize ¢oziimlerinin elde edilmesinde v, = 73 kogulunun ortaya ¢ikmasi, v, # 73

i¢in sistemin integre edilemez olabilecegi sorusunu akla getirir.

Bundan sonraki c¢alismalarda; baglangic kosulunun kisitlanmadigi durum igin
Cauchy probleminin yerel varligi, ¢oziimlerin asimptotik davraniglari, varolan
¢oziimlerin patlamasi ve v, # 73 durumunda lokalize ¢oziimlerin elde edilmesi

problemleri incelenebilir.
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EK 1

dxidzy < 2R|vy — va| g1 olur.

a) Her vy, vy € Hl(]R?) icin / }(|vl|2 — |v2|2)xi
IRQ

ispat:/ [(Jv1]? = [v2]*)a| davrds
IR2

<2 / [or][(v1 — va)as] + [01 — vallvn]] dardes
]1:{2

< 2( [ fonfrdadaa) ([ (01 = ).
]R2

IR2

—|—2(/ lvg — 112|2dx1da:2)1/2(/ Vg 4,

< 2fvifofvr — va| g + 2|ve] a1 |vr — va2
S 2R||U1 — ’U2”H1

2 d$1dl’2)1/2

d$1dl’2)1/2

b) Her v € H2(TR) icin (1 +eA?) 0| g2 < |v]z2 olur.

Ispat: |(1 +<A%) Mol = /(1+ €177 |[(1 +ea?) o))" de

]R2

_ / (1+ €2)2 |(1+ ele[)5(e) [ de
IR,Q

< / (14 €[22 ()2 de = o]y
IR2

c) Her v € H*(IR?) icin v — |v|?v tasviri yerel Lipschitz siireklidir.

Ispat: vy, v, € H%(IR) i¢in H*(IR?) uzaymmn Banach Cebri ve |v[?v; —
|va|* vy = v¥ (v} — v5) + v5 (v — v3) oldugu dikkate alinirsa

HorPor = [vaPosl iz < [oiluzloy — v3lme + |05 a2 |or = vall g2 o1 + val a2
< v = vol m2[lvr] w2 vil 2 + [val 2 (lvr] 2 4 v2] 12)]
= o1 — val2llva 7 + 02l Bz + Jor] g2 |va] 2]
< for = val 2 (Jor |12 + [va] 2)?
< R2 vy — v 2
|2

yazilabilir. O zaman v € H?(IR?) i¢in v — |v|?v tasviri Lipschitz siireklidir.

d) Her w = o[Ki(a([v]*)a,, (Iv[*)ay)]e; icin [(I + eA?) T w]pz < Ce(I +

J

eA2)~1/2y)|, olacak sekilde C. > 0 vardir.
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fspat: |(7-+<0%) ult = [(1+I6P)? 10+ elel')alo)Pde
RQ
2\2
- [EEEL s aig o pag

1+ ¢el¢l*
IRZ

<2 [+ ) Pu) P
IR2

= C2J[(1 -+ =0%) VRu

= CE(1 +=8%) Vhul

1 2\2
yazilabilir. Burada C? = max (%) =1+1/e dur.
e) Her w = wil(a(fvi)e,, ([01])ay) — v2Ki(a(|va]*)ay, (Jv2f*)e,)  igin
|(I +eA?)~ 2w, |, < Ccw], olacak sekilde C. > 0 vardur.
Ispat: (1 +cA%) ™ 2wy, 3 = [[(1 +eA?) ™ 2w, '3
= [ 10+ ety e Pag
IR2
< [ 5 o
—J) 1+¢lg)t
IR2
—2 ~
< [1apa
S -
= Cl|@]3 = Colwl3
yazilabilir. Burada C = max (1 —||—€€’]§\4) =1/(2y/¢) dur.
f) Her w = 1o, Ki(a([v1]*)a,, ([011%)ar) = v2,Kila(|v2]*)ay, ([v2]*)a,) igin

(I + EAZ)*1/2w||2 < |w|> olur.
fspat: [(I +eA2) " 2wl3 = |[(I + eA?) 2] 3
- / (14 ey (e) Pde

/|w )2de

||w||2 = |wl3
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EK 2

a) Her uf € H™'(IR) icin |u|g— < |(I + eA%)us| g1 olur.

Ispat: |uS|g-1 = sup /ufgpdmdy

lell g1 <1

< sup |/(uf + e A ) pdxdy| + €| /(A2u§)¢dmdy|
R2

lell 1 <1

= (I +eA%)uif .

b) Her u¢ € HY(IR?) ve ui € H™! i¢in |Auf| g1 < 2|uf|g olur.

Ispat: |Au |y = sup /(uix + u5, ) pdady
lell <1

< sup \/uigoxdxdm +|/u2g0yda:dy\
IR IR

lel g1 <1

< sup (Julgilela + Julmtlela) < 2)ulm
lel <1

c) Her u® € HY(IR) igin |uf|uf|?|g-1 < Cuf]3, olur.

Ispat: |u|u®]*|y = sup /ug\ue\ngd:cdy

H‘P"Hl <1

lell g1 <1

< |ulg < Clelin
Burada Sobolev gomme teoremi kullanilmigtir.

< sup | ([ lurlededy) [ sy
IR? IR?

d) Her v* € HY(IR?) i¢in |u{a(¢5)s + (05)y Hm-1 < 2A[uf |31 olur. Burada

A= 5
CgT’1T2

[®r175(2a1a + c1c3) + 6arcy|a| + aras + 2¢1¢)

olarak tamimlanir.

Ispat: [u™{a(¢])s + (65)y}|m—1 = sup | /ug{a(¢§)x+(¢§)y}¢ dady|
]R?

lell g1 <1

< |al sup I/(Ui 19 FutPle,)drdy| +  sup I/(UZZ 50 +ut P30y )dadyl|
telm<t J, lel<t
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us, us, @, p., o, € L2(IR) ve ¢f, ¢5 € L°(IR?) oldugu dikkata alinirsa

zr Yy

[u{a(9D)e + (93)u 3 < lal (luzlaliloclelz + Il oilocllar)
+ luglaldsloolelz + lulal 5 lloo ol e

yazilabilir. |¢|g: < 1 esitsizligi kullanilirsa

[ {a(@D)e + (92)y a1 < (IVeS]a + [u2) (o] [¢7]e + 15]0) (EK 2.1)

bulunur. (EK 2.1) esitsizliginde, Onerme 4.1 (i)’e uygulamrsa
(a6, + @) s < 20l {5 e 2asas + o) + 30acs

+

2

¢
5 (3arcr|a| + ajag + 2¢1¢9) }
c2ryry

elde edilir. Boylece, (d) esitsizligi ispatlanir.

Her u* € H'(IR) igin [|u®|?|, = [u?|3, olur.

fspat: [[uf], = ( / e Podady) = o[,

IR,Q

[l = o fy | Jo 1 (60, ) Pags

29R Ry o0 . . q
< / / 7] (@), | e}
T ~R; _

(o]
2—gq

Hh () r<~€>gl|2df;>g ([ irae) o
([ [Lwraas) ([ ([ ) )

2—gq

% e 2\
< 2R ey, (/ ([ 1) dél) |

L déide,

dg,

1 o [ _ 7
gy =5 | |5 | 1o GhomPart|
m
2qR2 o0 ~ ~ q
<= / ) / (5 |

)

2—¢q

2R Ro e y 3 00 . 3
< I8 [ wwnkan) ([ ) i
21R SR =\
2(/ / W), | dmdn2> (/ (/ \ua\zdn’l) d772>
T2 —Ro —00

2—q

IN

29 Ry (2r5)? Baogopoo 7 2
2< 2% pepe, ( / ( / @ |2dn1) dnz) ,
—Ro —00
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q

dnydny

ity = 5= [ oo [ 1w g e

24 R 00 6 q
S / 8] 8 |
2 —Ry |J -0
2R, [Fo [ [= o\
< IR [ (il ) ([ ) an
20R SR o 2\ 7
< (/ [l ) (/ (e dm)

2—gq
2R, (2r5)3 E R o prt 2
2(2r2) - Hg{l </ (/ |u ‘an;> dm) )
T2 —Ro —o0

g) Iz yaklagim: (€,7) karakteristik koordinatlar olmak iizere u € H'(IR?) icin

/ Z R ) /5 (€, m)[P)erde'di

< 2/|u5 )l s (', )| €'y

< 2 /|u§ n)|2de'ds (m/ues n)|2de'dn

ok

2—q

IN

NI

yazilabilir.
M2 R, % '
2 1 ~e 1
h) |l < 20T / P des)t ( / (i)e, [2dérdE))
1 IR2
3¢+2 _4-a a_q q 4—q
< M R ) 0 | = 22 Ry
3q+2 4;‘1 %
272 R,? 1
[l < —2| [, / @ Pdgodi))} / (@) P
3¢+2 _4-9 a_7 q d—q
< 2™ BT T )t | = 22 R T
%
R 1
e, < 2 et " L, / @ Pdmdn) b / (@) Pdm )’

3¢+2 _4=a a_q

(2r2) 4 |2 = 2207 Ry g o2
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EK 3

Bu tez ¢aligmasinda kullanilan temel teoremler asagida listelenmigtir:
Teorem [Plancherel Teoremi]: u € L'(IR?) N L2(IR?) ise @, & € L*(IR?) ve
[al2 = lalz = Jul2
dir ([39] sayfa 42, [41] sayfa 183).
Bu teoremden dolayr H?(IR?) uzaymin esdeger bir norm
1/2

[l = / (1 -+ [€[2)%a(6)|2de

2

seklinde tanimlanabilir ([39] sayfa 52, [41] sayfa 282).

Teorem [Alaoglu Teoremi]: X normlu uzay ise {z* € X* : |2*| < 1} uzaynn
duali zayif yildiz kompaktir ([42] sayfa 130).

Bu teormemin daha genig bir sekli ([43] sayfa 202)’de de verilmektedir.

Teorem [Aubin-Lions Teoremi|: By, B ve B; Banach uzaylarn olmak iizere
By C B C By, B; (i=0,1) refleksif ve By << B kompak gémme ise 1 < p; < oo
(1=0,1) i¢in

{v:ve L”(0,T]; By),vs € LP*([0,T]; By)} —— L°([0,T7]; B)

kompakt gommedir ([44] sayfa 58).
Bu tez ¢aligmasinda kullanilan temel egitsizlikler agagida listelenmistir:

i) Sobolev Lemma: u € H*(IR?) ise u € L®(IR?) ve
[ulloe < Cllul s

olacak gekilde bir C sabiti vardir ([45] sayfa 194).
ii) Holder Egitsizligi: 1 < p, ¢ < o0, % + % = 1igin u € LP(IR?) ve v € LI(IR?) ise

/ woldz < Julplol
IR2

dir ([41] sayfa 622).
ii) Ladyzhenskaya esitsizligi: u € C3°(IR?) igin

Julli < 4lul1Vul3
dir ([46] sayfa 21).
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) Sobolev gémme teoremleri: u € H'(IR?) ve kompakt V C IR icin
lulpy < Clulm,  2<p<oo

olacak gekilde p’ye bagh bir C' sabiti vardir.

Sobolev gdmme teoremlerinin daha genis hali ([47] sayfa 118)’de verilmektedir.
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