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VISKOELASTIK CUBUKLARIN KUAZI-STATIK ve DINAMIK ANALIZi

OZET

Malzemelerin viskoelastik 6zelligi, yapilarin titresiminde soniime yol agar. Bu agidan
viskoelastik kabul olumlu sonug verir. Dogadaki butin malzemeler ¢evre kosullarina
bagl olarak az gok viskoelastik Ozellik gosterir. Viskoelastik teori ile hesap elastik
teoriden daha karmagik oldugu halde, viskoelastik teori ger¢ege daha uygun oldugu
i¢in bazi yapilarda viskoelastik teori kullambir. Viskoelastik problemlerin analizi igin
cesitli metodlar geligtinlmistir. Baz1 kosullan saglayan viskoelastik yap1 problemleri,
karsithik prensibini kullanarak elastik yapi gibi ¢oziilebilmektedir. Laplace ve Fourier
dénisim metodlan da wviskoelastik problemlerin ¢6ziimiinde genis olgiide
kullamimaktadir. Karmagik geometri ve dig yiiklere sahip yapilann kapali formda
¢ozmek her zaman mimkiin degildir ve saysal tekniklere bagvurmak gerekir.

Bu ¢alismada, Poisson orani ve elastisite moduliintin her ikisi igin de genel viskoelastik
ozellige sahip lineer Timoshenko ve Euler-Bernoulli kiriglerin, kuazi-statik ve dinamik
analizi igin sonlu eleman formilasyonu geligtirilmigtir. Fonksiyoneller elde edilirken
Giteaux tiirevi yaklagmu kullamlmustir. Aynca, alan denklemlerinden ve swir
kosullarindan zamana gore tirevleri kaldirmak igin Laplace-Carson déniigimi
kullanilmigtir, Déniismis uzayda yemi kangik sonlu eleman formiilasyonlan elde
edilmistir. Ters donilgim 'igin Schapery kollokasyon ve Fourier metodlan
kullanilmugtir. Sayisal ters Laplace déniigimine biyik 6zen gosterilmigtir. Kullanilan
Shapery kollokasyon, en biyiik duyarlilik derecesi (maximun degree of precision),
Durbin ve Dubner&Abate gibi sayisal ters doniigim metodlart aym: problemleri
¢ozmek i¢in kullamilmigtir. Metodlann performanst gesitli problemlerle test edilmis ve
sonuglar kargtlagtinlarak tartigilmustir. Butin uygulamalarda Kelvin ya da Ug
Parametreli Kelvin modeli kullamlmigtir. Bu modellerden bazilan sunlardir:

1. Maxwell Swvisi: yik ansizin uygulandifinda elasttk olarak davranr. Fakat
yerdegistirme zaman arttik¢a belirsizce artar.

2. Kelvin Modeli’'nde yerdegistirme, zamanin sonsuza gitmesi durumunda sonlu bir
degere yaklagir. Fakat yiik aniden uygulandifinda yapi elastik davranmaz.

3. U¢ Parametreli Kelvin Modeli: Bu model elastik davranir ve zaman sonsuza
gittifinde yerdeistirme sonlu bir degere yaklagir. Bu nedenle Ug Parametreli
Kelvin modeli standart lineer malzeme olarak bilinmektedir. Bu model bir yay ve
sonim kutusu ile temsil edilerek Sekil 1’de gosterilmistir,
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Sekil 1 Ug Parametreli Viskoelastik Malzeme Modeli ( TPM ).

Viskoelastik davrami§i temsil etmek igin bellekli integral formda iki binye iligkileri
dustinilmastir. Bunlardan biri egilme, digeri kesme kuvveti igindir. Viskoelastik
malzemeler i¢in tek eksenli gerilme-gekil degistirme iligkisi bellekli integral formda

Y(t-

o(t) = Y(0) (t)+j (- T)

e(t) dt @)

seklinde yazilabilmektedir. Burada, oft), e(t), Y(t) sirasiyla zamana bagh gerilme,
sekil degistirme ve gevseme modiilleridir. Ayrica ters iligki de

di(t-1)
d(t-1)

seklinde yazlabilir. Burada, J(t) zamana bagh sinme modiliidir. Benzer iliskiler
kayma gerilmelen ve kayma gekil degistirmeleri iginde yazilabilmektedir.

e(t) = J(0) o(t) + } o(t) dt 2)

tdYy(t-
TO=H010 R &
- ®
v(t)= JI(O)'c(t)+f ion W &

Bu bunye iliskilerini kullanarak, egilme ve kayma rjitlikleri iki operatér yardimiyla
basit formlarda

M+

. (4)
-T+

1 Cl
81
1
O

1 O
-<:
I
>

seklinde yazilabilir. Burada D;" ve Ci , ]; atalet momenti, A kesit alani, k’ kesme
kuvveti igin bir katsay1 olmak tizere,

t _
DIf=1, {Y(O) ety + ] XD g dt}
o d(t—

T)
}dYﬂt-t)

1 d(t-1) f(7) d’C}

Cﬁzk%{YumH0+

xi



formundadir. Burada Y(t), Yi(t) swrasiyla egilme momenti ve kesme kuvveti igin
gevseme ¢ekirdekleridir. Bunlar malzemeye bagh olarak keyfi secilebilirler.

Sembolik formda simir kosullan,

e 124
I

T- 0 1":[:

M-M=0 T

. M (©)
—0N+Q=0 1‘@

—ﬁ+ﬁ=0 l"ﬁ

seklinde olup sapkali degerler bilinen degerlerdir. Elbette bu sinir sartlan 6zel
problemlere ait degildirler. Bu simir sartlan, fonksiyonledeki sinirlari kapsamasi igin
imkan saglar. Siur sartlanmn agik formlan bazi varyasyonel islemlerden sonra elde
edilecektir. :

Sinir sartlan ve alan denklemlerinden zamana goére tirevleri kaldirmak igin Laplace-
Carson doniigim metodu kullanlacaktir. Gergel bir fonksiyonun Laplace-Carson
doniisiimii,

f(p)=p £(p) (7

seklinde olup gergel bir fonksiyonun Laplace dénigtimii,

f(p) = L[f(1)] =Te""f(t) dt (8)
0
iken ters donigimii ise
a+joo
£())=L7[f@)] = Je?* f(p) dp ©)
a—1o

seklindedir. Integrasyon, sanal diizlemde sanal eksene paralel sonsuz bir dogru
boyunca hesaplanmaktadir. Oyle ki, f(p) fonksiyonunun butin tekil noktalan bu
dogrunun solunda yer almaktadir.

Denge ve kinematik denklemleri ile (4) ve(6) denklemlerinin Laplace-Carson
doniigiimlerini alahm. Boylece alan denklemlerini Laplace-Carson uzayinda elde etmis
olacagiz. Bu denklemler operator formda asagidaki gibi yazilabilir.

Q=Ly-f (10)

Operatoriin agik formu,
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seklindedir. Q operatorii potansiyel ise

@Q;¥hY" )= @Q(Y Y (12)
esitligini saglamahdir. (12) ifadesi saglatildiktan sonra fonksiyonel
I(y)=i<Q(ny,f),y>a‘n (13)

seklinde elde edilir. (13) ifadesi igine (10) ifadesi yerlestirilirse, viskoelastik gubuklar
i¢in fonksiyonel

7] [ =]
1(7):-[5,12— [rlaT “[d“d?" [RESREE
_%[1:5*_1 Tﬁ}- ;r"g"*_l iﬂ+[§,ﬂg +[5,§L (14)

seklinde elde edilmis olur. Burada, [ , ] i¢ ¢arpimi gostenir ve
[f,g]=_[fgdz (15)

seklinde ifade edilir. (14) ifadesindeki fonksiyoneldeki degiskenler Laplace-Carson
uzayindadir. Bu nedenle, sonlu eleman formiilasyonu aym uzaya aittir. Sonlu eleman
metodu, uygun esaslann olugumunda sistematik teknik ve genellik saglar. Sekil
fonksiyonundaki diizenlilik fonksiyoneldeki tiirevlerin maksimum derecelerine baghdir.
(14) ifadesinde verilen fonksiyonelde, degiskenlerin birinci tirevieni vardir. w; sekil
fonksiyonlan igin eleman formiilasyonunu dogrulamak tamlik ve siireklilik kosullarnm
saglamakla miimkindir. Sonlu eleman igin gekil fonksiyonlan
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v =(1-9 vy =& (16)
seklinde olyp burada dogru ve daire eksenli viskoelastik gubuklar igin,

Z—Zj _ 0-9;
zZj—z4 ej‘ei

(17)

£ =

seklindedir.

(14) ifadesindeki fonksiyonelde, uygulanan yikler ve iki nodlu degiskenler, y; sekil
fonksiyonlan ile dogrusal eleman iizerinde asagidaki gibi yazilabilir.

2 2 2
u=Qujy; M= ZlMi vi  q= .ZICH Wi (18)
i= i=

i=1

(14) ifadesindeki fonksiyonel igine bu yaklasimlar yerlestirilir ve nodal degiskenlere
gore ekstrem yapilirsa, viskoelastik gubuk i¢in eleman matrisi operator formda

[Kij] : {Yj} =[] (19)

seklinde elde edilir. Parametrelerin tiimii Laplace parametrelerinin fonksiyonlaridir.
Boylece donistiiriilmils uzayda yeni sonlu eleman formilasyonlan tiretilmigtir.

Burada viskoelastik alan denklemleri ve siir kosullanmin Laplace doniisimi
yaklagiminda elde edilenler, aym1 geometriye sahip elastik cisim igin alan denklemleni
ile st Uste diger. Bu formiilasyonda elastisite modilli operasyonel modiillerle
yerdegistirilmigtir. Sayisal ¢oziimler, p donigiim parametresinin farkl sayisal degerleri
i¢in elde edilmistir. Son adim sayisal ters Laplace islemidir. Ters Laplace doniisiim
teknikleri literatiirde verilmigtir. Bu ¢aligmada, Schapery kollokasyon, en buyuk
duyarlihk derecesi, Dubner&Abate ve Durbin metodlar1 kullamimigtir.

Metodlann performans: gesitli kuazi-statik ve dinamik problemler igin test edilmigtir.
Bu formiilasyonun 6zellikleri:

e Schapery kollokasyon ters donigiim metodu, zamana gore sabit yukler altndaki
kuazi-statik problemler igin gok uygundur.

e Zamana gore degisen yikler uygulandiinda, kuazi-statik ve dinamik problemler igin Fourier
doniisiimlerine dayanan ters doniisim metodlart iyi sonuglar vermektedir. C6ziimde, zaman
arth@inda, seride kullarulan elemanlarin sayisina bagh olarak sahnim goriilmektedir.

¢ Bu metod diizensiz geometriye ve zamana bagh yiiklemeler altindaki ¢egsitli yapilara
uygundur.

¢ Timoshenko kiriginin ve konvanstyonel kirisinin kuazi-statik davramig: kapali olarak
bulunmustur.

¢ Bu metod ile kayma kilitlenmesi gdzlenmemektedir.

o Serbest titregim analizinden, titresimin zamanla sondigi gérilmistir. Soniimlenme
zamant viskozite katsayisina gore dogru orantilidir.

o Titresimde kirig yiiksekliginin etkisi incelenmigtir. Titresimin frekansinin kirigin
yitksekligi ile orantih oldugu goralmistiir.

¢ Bu metod ii¢ boyutlu ¢ubuklar, plaklar ve kabuklar gibi difer yapilar i¢in de
uygundur.
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QUASI-STATIC and DYNAMIC ANALYSIS OF VISCOELASTIC BEAMS

SUMMARY

In the course of time, engineers have become increasingly conscious of the
importance of the wiscoelastic behaviour of many materials and mathematical
formulations have been applied. Viscoelastic materials can be used to reduce the
vibration of structures. Some more information about viscoelasticity can be found in
literature. Although the calculation by viscoelastic theory is more complex than the
elastic theory, but viscoelastic theory gives more realistic result. Various methods have
been developed to analyse of viscoelastic problems. Satisfying some requirements, the
problem of wviscoelastic structures can be solved as elastic structure, employing
correspondence principle. The Laplace and Fourier transform methods have been
widely used in solution of viscoelastic problems. The problems have complex
geometry and constitutive relations, closed form solution are often not possible and
numerical techniques should be employed. The applications of the numerical methods
to viscoelastic problems have been presented by numerous authors.

In this study, the linear Timoshenko beam and Euler-Bernoulli beam having the
general form of relaxation modulus for both Poisson ratio and elasticity modulus are
analysed for quasi-static and dynamic responses. The Gateaux differential approaches
is employed to construct the functional. In order to remove the time derivatives from
the governing equations and boundary conditions, the method of the Laplace-Carson
transform is utilized. New mixed finite element formulations were derived in the
transformed space. For the inverse transform Schapery collocation and Fourier
method were used. The special attention is given to the numerical inverse of Laplace
transform. The available numerical inverse transform methods; such as Shapery,
Fourier, Durbin, Dubner, Maximum Degree of Presicion (MDOP) are used to solve
the same problems and results are compared and disscussed in the applications. The
performance of the method is tested through various problem. In all applications
Kelvin or three parameter Kelvin model is employed. These models:

1. It is well known that Maxwell fluids have an elastic response to the suddenly
applied load. But, displacement increases indefinitly as the time increases. '

)

In the Kelvin model, displacement approaches finite value for t — o , but the
structure does not have an elastic response to the suddenly applied load.

3. A three parameter solid model has an elastic response and displacement
approaches finite value for t — . Therefore, three parameter materials are known
as standard linear matenals. This model represented by a spring-dashpot model is
illustrated in Figure 1.
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Figure 1 The model of Three Parameter Viscoelastic Material ( TPM ).

To represent viscoelastic behaviour, the two constitutive relations (one for the
bending and one for the shear force) in hereditary integral form are assumed. The
uniaxial stress-strain relation for viscoelastic materials can be written in hereditary
form

o) = () (1) + | XE=D

. dt—7) g(t) dr (N

where oft), €(t), Y(t) are time dependent stress, strain and relaxation modulus. The
inverse relation can be writen as follows

dit-1)

a(t—7) o(t) dt 2)

g(t) = J(0)o(t) +f
0

where J(t) is time dependent creep modulus. Similar relations are also written for
shear stress and shear strain.

)) v(t) dt

(—)
-1)

()= Y1(0)v(t)+f B
3)
¥(t) = 1;(0) r(t)+I T(r) de

Using these constitutive relations, bending rigidity and shear rigidity can be written in
simple forms using two operators,

~M + +D*6=0
- _ 4
-T+ E Yy=0
where D;” and C;* are defined as:
s, bdY(t-1)
Df=1; {Y(O) £(t) + ({ Tan [ dt}
(5)
Cif=kA {Yl(O)f(t)+j . (‘( f(z )dt}
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where I; is inertia moment, A is cross-section area, k' is shear coefficient, Y(t), Yi(t)
are relaxation kernels for bending moment and shear force respectively. They can be
arbitrarily chosen depending on materials. _

The boundary conditions in symbolic form are

T- ':I:‘ 0 onFT
M- l€°/1=0 onlg
. M ©)
-Q+Q=0 onl"g-2
-u ﬁ=0 onl“ﬁ

where the variables with hat are known values. Of course these boundary conditions
do not belong to a specific problem. These boundary condition serve to include
boundary terms to the functionals. Explicit forms of the boundary conditions will be
obtained after some variational manipulations.

In order to remove the time derivatives from the governing equations and boundary
conditions, the method of the Laplace-Carson transform will be utilized. The Laplace-
Carson transform of a real function is

£(p)=p f(p) 7

where the Laplace transform of a real function is
[0 o]
£p) = LIf(w)] = Je P £(t) ®)
0

and inverse transform is obtained as
a+joo
f(t)=L"'[f(p)] = JeP'f(p)dp 9)

a—ico

The integration is carried out in the plane of the complex variable p along an infinite
straight line parallel to the imaginary axis and situated so that all singular points of
function f(p) are located to the left of this straight line. ]

Taking Laplace-Carson transform of equations (4), (6) and that it is well known
equilibrium and kinematic relations, are obtained. The field equations are obtained in
Laplace-Carson space. These equations can be written in operator form.

Q=Ly-f (10)

The explicit form of the operator is
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If the operator Q is potential
— * oy —
(dQ(Y7 y),y ) = <dQ(Ysy )9 Y) (12)

must be satisfied. After satisfying the above equation the functional is obtained

1
I(y)=(f)<Q(ny,fLy>dn (13)

Inserting equation (10) into equation (13) the functional for viscoelastic beam is

0T <87 5| -7

B T B [ N R

9

[(T EN u] +[(1_\71———§),5]

o o

~

where [ , ]is inner product which is defined as
[f.e]=[fgdz (15)

The functional variables in equation (14) are in Laplace-Carson space. Therefore the
finite element formulation belongs to the same space. The finite element method
provides a general and systematical technique for constructing the appropriate basis.
The regularity of the shape function depends on the maximum degree of derivatives in
the functional since the first derivatives of the variables exist in the functional given in
equation (14). Conforming element formulation for the shape function y; must satisfy
completeness and compatibility requirements. The shape functions for finite element
are
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vy =(1-9) Wy =¢ (16)
where for straight and circular viscoelastic beam

zZ-z; el 6-96;
zj—zi & ej—ei (17)

EJ:

Two nodal variables and applied loads given in equations (14) are expressed by shape
functions y; in the element.

2 2 2
u=2uy M=2XMjy  g= 2y (18)
i=1

i=1 i=1

Inserting these approximations into the functional equation (14) and extremizing with
respect to nodal variables yields the following element matrix for viscoelastic beam in
operator form:

(K] fys} =[8] (19)

All of the parameters are functions of Laplace parameter. The new mixed finite
element formulations are derived in transformed space.

In these approaches the Laplace transform of viscoelastic field equations and
boundary conditions are formally identical with the equations for an elastic body of
the same geometry. In this formulation elastic modulus is replaced by the operational
modulus. And the numerical solution is obtained for different numerical values of the
transform parameter p . The final step is numerical Laplace inversion process. The
classification of Laplace inversion techniques are given in literature. In this study, the
Schapery collocation method, Maximum degree of precision method, Dubner Abate
method and Durbin method are employed.

The performance of the method is tested through various quasi-static and dynamic
problems. The properties of this formulation briefly are:

o The Schapery collocation inverse transform method is very suitable for quasi-static
problems under the loads which are constant with time.

o If the applied load varies with time, Fourier inverse transform method gives good
results for both quasi-static and dynamic problems. In the solution, the oscilation is
observed when time increases, depending on the number of elements used in the series.

o This method is suitable to handle various structures with irregular geometries and
time dependent loading.

e It is found that the responses of the Timoshenko beam and the conventional beam
of quasi-static behaviour are very close.

¢ This methods avoids shear locking.

e From the free vibration analysis, it is observed that the vibration is damping with
time. Damping time is inversely proportional with the viscocity coefficient.

e The effect of beam height on the vibration is investigated. It is found that the
frequency of vibration is inversely proportional to the depth of the beam.

o The established method is very suitable for other structures, such as three
dimensional beams, plates and shells. This type of problems are under study.
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1. GIRIS

1.1. Cahsmanin Amaci ve Problemin Tanimi

Bu g¢aligmada viskoelastik blinye denklemlierine sahip ¢ubuklar ele alinarak gesitli
kuazi-statik ve dinamik yiiklemeler altindaki davraniglan incelenmistir. Yapilan
incelemede malzemenin visoelastik 6zellikleri dikkate almmgur. Ciinka az ¢ok bitiin
malzemeler viskoelastik Ozellik tagimaktadir. Teorilerde malzemenin fizik yapisi
hakkinda yapilan kabuller 6nem kazanmaktadir. Birgok teoride kolaylifi bakimindan
homogen ve izotrop cisim ve lineer-elastik kabul yapimaktadir. Cevre kosullan
oOzellikle sicaklik, malzeme davranigini etkiler. Ayrica yapinin énemi, malzemenin daha
gercekei davraniginin gozoniine ainmasim gerektirebilir. Ornegin, genis agiklikli 6zel
yapilar, niikleer santral veya uzay araglan gibi hassas yapilarda her malzemede az veya
¢ok var olan viskoelastik malzeme davranigimin hesaplarda da g6z éniine alinmasini

anlamh ve zorunlu kilar.

Viskoelastik davraniglar malzemeye bagl olarak degigik zaman dilimleri igerisinde on
plana g¢ikabilir. Plastiklerde dakikalar iginde farkedilen viskoelastik ozellik, betonda
yillara kadar uzayabilir. Malzemelerde ¢evre kosullarina bagh olarak mekanik davranig
degismektedir. Bu durumda, malzemelerin gerilme-gekil degistirme bagintilanini veren
bunye denklemlerinde, zamaninda bir degisken olarak hesaba katilmasi gereklidir.
Zamana baglhlik problemin ¢6zimiini zorlagtinr. Zamana bagh olan wviskoelastik

problemler Gg farkh sekilde ¢ozilebilir:

e problemin elastik ¢oziimlerini kullanarak karsithk prensibi ile ¢oziime

gidilebilir.

® Cesitli sayisal yontemlerden yararlanifarak gergek zaman uzayinda problem

¢oziilebilir.



e integral doniisiim tekniklerinden yararlanarak, problemi dénigmis uzayda
cesithi sayisal yontemler ile ¢oziildiikten sonra ters ¢6ziim metotlarindan

faydalanarak gergek zaman uzayindaki ¢éziimlere ulagilabilir.

Bu galigmada, lineer viskoelastik biinye bagintilar1 gdz oniine almarak ekseni keyfi
geometriye sahip gubuklar igin Laplace-Carson uzaymnda bir sonlu eleman metodu
geligtirilmistir. Uzama ve kayma igin farkh wviskoelastik ozellikler g6z oniine
alinabilmektedir. Cozimler kuazi-statik ve dinamik yiiklemeler i¢in yapilmistir. Sonra
sayisal ters donistim ile zaman uzaymna geri donilmigtir. Béylece istenilen sinir
sartlan ve ylkleme altinda uzay c¢ubuklann kuazi-statik ve dinamik davranigi

incelenmistir.

1.2. Konu Ile ilgili Calismalar

Viskoelastisitenin problemlerini ortaya koyan ve temel bilgileri igeren kitaplar [1-4]
bulunmaktadir. Literatiirde zamana bagli problemleri ¢ozebilmek ig¢in birgok
arastirmaci tarafindan gesitli yontemler sunulmugtur. Bunlara ilk 6rnek olarak, beton,
plastik, ahsap ve metaller gibi miihendislik malzemeleri sicakhk yiikseldiginde zamana
bagl davraniglann 1950'lerde Freudenthal [5] tarafindan incelenmigtir. Bu malzemelerin
davramslan lineer viskoelastik modeller ile tariflenebilir. Ozellikle, ok sayida lineer
kuazi-statik problemler incelenmiy ve bazi ¢6ziim metodlan gelistirilmigtir. Bunlan
incelemek amaci ile literatiirde bulunan konu ile ilgili ¢aligmalar tarih sirasiyla ele

alinmugtir.

1948’de Alfrey [6], elastik-viskoelastik karsilagtirmasi yaparak lineer viskoelastik
problemlerin ¢6ziimiine gitmigtir. Benzer konu ile 1955’de Lee [7] ise Laplace
dénigim yaklagiminmi uygulamigtir. Bu iki ¢alijmada da elastik ¢6ziimin kapal

formunun var olmas: halindeki viskoelastik problemler ¢oziilmusgtir.

Eksenel gerilme-gekil degigtirme bagintisinin viskoelastik, kayma bagmtisinin elastik
kabul edildigi 6zel viskoelastik gubuklara ait kuazi-statik problemler i¢in konsol kirig
gibi elastik ¢ozimi bilinen problemlerin Laplace yontemiyle ¢dziime ulagilan

¢aligmalar [8-10] bulunmaktadir.



1963'de Flaherty [11], Laplace donisim metodunu kuilanarak, uzamaya ve
yukandaki ¢aligmalara ek olarak kaymaya karsi da viskoelastik kabul edilen
Timoshenko kiriginin titresim problemlerini doktora tezi olarak incelemistir.
Cahsmasinda, uzamadaki viskoelastik operatériin kaymadaki ile orantih oldugunu

dislinmigtir.

1966’da Pan [12], eksenel viskoelastik biinye bagintist kabulii yanisira kayma iginde
viskoelastik kabul yapmistir. Ancak, malzemenin sikigmazhk kabuli 6zel binye
yapisina donistirmustiir. Degiskenler, elastik ¢6ziime ait 6zfonksiyonlar kullanilarak
seriye agilmig ve zaman uzaymda ¢oziimlere ulagimgtir.

1968°de Halpin ve Pagano [13], anizotrop katilarda Prony serisi ile gosterilebilen
viskoelastik malzemenin gevseme fonksiyonu simetrik matrislerle gosterilebilen
bagintilara ulastigini ispatlamuglardir. Ay yil, Zienkiewicz ve arkadaslan [14] kiigik
zaman adimlan ile, bu zaman aralifinda gerilmelerin sabit oldugu kabuli ile gekil
degistirme uygunluk kosulunu kullanarak adim-adim ¢éziime ulagmuglardir. Ayrica
Berger [15] tarafindan kismi diferansiyel denklem takimina integral donusiim teknigi
kullanilarak ¢ozimlere ulagiimgtir.

1970'de Taylor ve arkadaglan [16], sicaklik ve mekanik yikler altinda lineer visko-
elastik kuazi-statik problemlerin ¢6ziimii i¢in bir hesap algoritmas: gelistirmiglerdir. Bu
algoritmada, stasyoner problem igin bolge aynklastinlarak, integral denklem sisteminin

¢O6ziimiine indirgenmigtir.

1971’de Huang ve Huang [17] tarafindan Laplace donigimii ile kargithk prensibi
kullamlarak viskoelastik Timoshenko kiriginin serbet titresimi incelenmigtir. Rizzo ve
Shippy [18] taraﬁndz_m yapilan baska bir calijmada da, yine karsithk prensibi
kullanilarak lineer viskoelastik malzemeden yapilmis diizlem simr deger problemleri

i¢in Laplace transform uzayimnda sayisal ¢oziimlere ulagilmigtir.

1972'de Aboudi [19], kiiresel bosluga sahip, yiizeyden ani yiiklenen viskoelastik
problem igin Fourier doniisim teknigini kullanarak yaklasik ters transformla ¢dziime
ulagmustr. Ayni yil Carpenter [20] tarafindan Kelvin malzemesi serisi ile gosterilebilen
ve Poisson oram sabit kabul edilen 6zel bir viskoelastik malzeme igin t zaman

parametresi goz oniine alinarak Runga-Kutta ve sonlu eleman ydntemi kullaniimigtir.



1973'de Adey ve Brebbia [21] tarafindan Laplace donigimi ile zaman parametresi
yok edilerek statik yiikler igin, probleme karsi gelen elastik yap: sonlu elemanla
¢oziime ulagtiriiyor. Viskoelastik yapi igin kabul edilen 6zel bir gevseme fonksiyonu
icin, ters doniigimler miimkiin olmakta ve ¢oéziimlere ulagiimaktadir.

1974'de Warzée [22] tarafindan termoviskoelastik problemler ele alinarak gergek
uzayda sonlu eleman ve sonlu farklarla ¢oziilmigtir. Ayrica transform teknigi ile
zaman parametresi yokedilmistir. Transform uzaymnda ulaglan sonuglardan ters
déniigimle ¢oéziime ulagilmigtir. Aymi yil Yamada ve arkadaglan [23], Maxwell ve
Kelvin gibi 6zel malzeme ve harmonik gerilme kabuli ile rijitlik matrisini elde ederek,
serbest titresim frekanslarina ulagmiglardir. Yapilan bagka bir ¢aliyjmada Holzlohner
[24] tarafindan zamana bagh sonlu eleman problemlerine Laplace transform teknigi

uygulanmugtir.

1976’da Kiral ve arkadaslari [25] tarafindan genel geometriye sahip viskoelastik
cubuklara ait integro-diferansiyel denklemler elde edilmigtir. Denklemleri dinamik
yikler altinda ¢6zmek i¢in Laplace doniigimi kullamilarak adi diferansiyel denklem
takimi elde edilmigtir. Bu denklem takimi tagima matrisi yontemi ile Laplace uzayinda
¢ozilmis ve ters donugiimlerle sonuca ulagimistir. Ayni yil Piessens ve Dang [26]
tarafindan yapilan ¢ahigmada ise, sayisal ters Laplace donistimii ve uygulamalan i¢in
1934 ile 1976 wyillan arasinda yapilan 300°den fazla referanslar gosterilerek

derlenmigtir.

1977'de Huang [27] elastk zemine oturan lineer viskoelastik Timoshenko kiriginin
sabit hizla hareket eden sabit yiikler altinda ki davramgini incelemistir. Ay yil
Yagawa ve arkadaglan [28] tarafindan wirtiel i3 denklemlerine, yerdegistirme
kosullarit  katabilmek i¢in Lagrange ¢arpami kavrami kullamlmistir. Boylece
siiperpozisyon metodu genellestirilmis diizlem elastisite denklemleri kullanilarak
zamana bagh king egilme problemlerine ¢6ziim aranmigtir. Bagka bir ¢aliyma Aral ve
Giilgat [29] tarafindan yapilmigtir. Caligmalannda zamana bagh sinir sartlan ile dalga
denklemlerinin ¢6zimi Laplace uzayinda sonlu eleman metodu ile elde edilmig ve ters

doéntigiimlerle sonuglara ulagiimigtir.

1979'da Krings ve Waller [30], tasima matrisi metodunu Laplace doniigtimii ile
birlegtirerek basit kirig titresim problemlerini ¢ozmiiglerdir.
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1981'de Manolis ve Beskos [31] tarafindan delik igeren keyfi sekilli bir viskoelastik
ortamda diizlem harmonik veya degisken dalga nedeniyle gerilme yigilmalart sinir

integral yontemiyle bulunmugtur.

1982°de Narayanan ve Beskos [32] tarafindan yapilan galiymada, kompleks zamana
bagh lineer problemleri sayisal olarak ¢6zmek igin Laplace doniisim metodlarinin
kullaniimasinda genel ve sistematik bir tartigma sunulmustur. Zaman boélgesindeki
¢Oziimu, sayisal ters Laplace alinarak ulagilan ¢oziimle kontrol etmislerdir. Ayrica
literatiirde varolan sekiz tane sayisal ters Laplace doniigim metodlarnimi kullanimlarina

gore incelemislerdir.

1986’da Podhorecki [33], gubugun boyuna titresimlerini incelemek i¢in gergek uzayda
sonlu eleman kullanmugtir. Ayn1 yil White [34] tarafindan Hereditary integral tipindeki
blinye bagintilan sonlu farklar ile aynklastinimis diizlem sekil degistirme problemine,
sonlu eleman metodu ile gercek zaman uzayinda statik yiikler igin ¢oziim

bulunmugtur.

1987'de Chen ve arkadaglan [35] tarafindan bir boyutlu is1 problemlerini Laplace
doniisiimi kullanarak sonlu eleman metodu ile incelemiglerdir. Caliymada Honig ve

Hirdes ters doniigim metodlan kullaniimigtir.

1988'de Sim ve Kwak [36] tarafindan izotropik, lineer viskoelastik problemler sinir
eleman metodu (BEM) ile zaman bélgesinde formiile edilmistir. Viskoelastik temel

¢oziimler gevseme fonksiyonlannin sabit katsayilan cinsinden temsil edilmigtir.

1990'da Rencis ve arkadaglan [37] Euler-Bernoulli viskoelastik kiriginin davramsini
zaman basamakh Newmark metoduna dayali iglem ve sonlu eleman metodu

kullanmiglardir.

1992'de Lubliner ve Panoskaltsis [38] tarafindan viskoelastik malzemeleri tanimlamak
igin Kuhn modelleri genellestirilmis ve siinme fonksiyonlart asimtotik olarak
logaritmik olan yapi malzemeleri igin genellestirilmigtir. Siinme fonksiyonlan

kullanilarak Laplace transformlan metodu ile gevseme fonksiyonlar: bulunmustur.

1995'de Lee [39] zaman bolgesinde sinir eleman (BEM) yontemiyle viskoelastik

cisimlerin gerilme analizini incelemistir. Temel g¢6ziimleri ve gerilme ¢ekirdegini



elastik-viskoelastik kargithk prensibini kullanarak elde etmistir. Aym yil Chen [40]
tarafindan bir ¢aliyma yapdmugtir. Caligmasinda, viskoelastik Timoshenko kirislerinin
kuazi-statik ve dinamik analizi igin Laplace doniigimii yardimyla sonlu eleman
metodunu kullamilmistir. Problemlerinde basitlestirme yapilmig ve kolayca ters Laplace
dontsiimleri alinabilen 6zel olarak siinme fonksiyonu Prony serisine agilmigtir. Ayrica
kaymaya kargi olan sinme fonksiyonunu da uzamadaki siinme fonksiyonu ile aym

alinmugtir. Bunun anlami Poisson oram sabit alinmugtir.

1997'de Johnson ve arkadaslan da [41], Maxwell katisin1 Prony serisi ile temsil
etmiglerdir. Viskoelastik ince kiriglerin dinamigi i¢in hareketin elastodinamik
denklemlerini virtiel i prensibinden tiireterek sonlu eleman metodu ile gergek uzayda
¢oziilmistir. Elastik sonuglara viskoelastik degerler siiperpoze edilmistir. Aym: yil
bagka bir ¢caliyjma da Wang ve arkadaglan [42] tarafindan yapilmigtir. Caliymalarinda
kuazi-statik yiklemeler altinda lineer viskoelastik Euler-Bernoulli ve lineer
viskoelastik Timoshenko kiriglerinin egilme ¢oziimleri arasindaki kesin iligkileri
sunulmaktadir. Bu iligkiler bilinen Euler-Bernoulli sonuglannin, Timoshenko

sonuglarina dogrudan gegisi saglamaktadir.

1999'da Akoz ve Kadioglu [43] tarafindan yapilan ¢aligmada viskoelastik Timoshenko
kiriginin, kuazi-statik ve dinamik yiikler altindaki davramsi Laplace-Carson uzayinda
kanigik sonlu eleman metodu ile incelenmigtir. Caligmada donme ve kayma etkileride
dikkate almmustir. Ayrica uzama ve kaymaya kars1 her ikiside farkli viskoelastik 6zellik
gosteren malzeme olarak alinabilmektedir.

1.3. Cahsmanin Kapsami

Bu galiymada, 6ncelikle kayma etkisini de g6z Oniine alacak sekilde, viskoelastik
¢ubuklarin, kuazi-statik ve dinamik davramglarna ait kangik sonlu eleman ¢ozim
yontemi geligtinlmigtir.  Laplace-Carson doniigim uzayinda bulunacak olan
¢ozimlerin, zaman uzaymna taginmast igin Schapery kollokasyon, en biiyik duyarlihk
derecesi (MDOP), Dubner&Abate ve Durbin metodlan kullamlmistir. Gelistirilen
yontem, daha once elastik olarak incelenmis uzay gubuklara da uygulanmigtir.
Boylece, eksen geometrisi keyfi ¢ubuklardan olugmus yapilann hesabinda,

malzemenin viskoelastik karakteri de g6z 6niine alinabilecektir.



Genelde uygulamalarda ¢oziim kolayhig1 nedeniyle yapilar, elastik malzeme kabulii ile
hesaplanmaktadir. Ancak ¢ok 6zel yapilar, malzemelerin daha gergekg¢i dzelligi olan
viskoelastik karakteri g6z ©Oniine alarak hesaplanmaktadir. Geligtirilen yontem,
viskoelastik problemleri olduk¢a kolaylagtiracag: gibi daha gergekgi olan viskoelastik
hesabt miihendislikte daha yaygin kullaniabilir hale getirebilecektir. Béylece, ekseni
ve en kesiti bakimindan keyfi geometriye sahip, istenen herhangi bir viskoelastik

karaktere sahip gubuklar i¢in uygulanabilir bir sayisal metot geligtiriimistir.



2.VISKOELASTISITE

2.1. Viskoelastisiteye Giris

Bazi malzemelerde gevre kogullanina bagh olarak mekanik davrani yikleme hizina ve
siresine bagh olarak degisir. Bu durumda, malzemelerin gerilme-gekil degistirme
bagintilarin1 veren biinye denklemlerinde, zamamin da bir degisken olarak hesaba

katiimasi gereklidir.

Zamanmn mekanik davramsa etkisini incelemek i¢in, =0 aminda bir gubuga o, sabit
gerilmesi uygulanir, t; sire sonra bogaltilir. Sonra zaman iginde olusan sekil
degistirmeler olgiliir. Elde edilen sonuglarla ¢izilen gekil degistirme-zaman egrileri
malzemenin davranit ve zamana baghlify hakkinda bilgi verir. Genelde elastik, plastik
ve viskoelastik olmak tizere Gi¢ ¢esit davramsg bigimi goriliir. Bunlardan birincisi olan
elastik davramigta, malzemeye yikleme yapildigi zaman gekil degistirme gerilme ile
aym1 anda olugur ve yikleme degismedikge gerilme ve sekil degistirme sabit kalir.
Kuvvet kaldinldiginda gerilme ve gsekil degistirmede sifir olur. Yani ortam
baslangigtaki konumuna geri doner. Tam plastik davramista, akma sirinin Ustiine
¢tkan bir gerilme uygulaninca ani sekil degistirme ve onu izleyen plastik sekil
degistirme kisa siirede olusur ve zamanla degismez. Yik kaldinlinca plastik sekil
degistirme kahr. Plastik sekil degistirme zamandan ve yiikleme hizindan bagmmsiz
olarak sadece gerilmenin gegmiste aldify en biyik degerine baghdir. Viskoelastik
davranigta, malzemeye sabit gerilme uygulandifinda ani elasttk uzama ve hemen
é.rdlndan- zamanla sitrekli artan uzama olusur. Yik kaldinidiginda ise, ani bir geri
donigi, zamanla azalan bir geri doniig izler. Herhangt bir andaki sekil degistirme
gerilmenin gegmiste aldig butiin degerlerine bagiidir. Ayrica viskoelastik davranista
sekil degistirmeye yiikleme hizinin ve siiresinin de etkisi vardir. Elastik ve plastik
davranigta yiikkleme hizi ne olursa olsun aym: gerilme altinda son sekil degistirmeler

ayn1 olurken viskoelastik cisimde farkl olur.



Yiikleme altindaki cisimlerin zamana bagh davram§i sinme ve gevseme olarak
tamimlanabilir. Siinme, sabit gerilme altinda malzemelerde zamanla siirekli olugan gekil
degistirme olayidir. Siinme denen bu olay metallarde yiiksek sicaklbiklarda, beton,
ahsap ve plastiklerde ise oda sicakliginda olusur. Malzemenin siinmesi yap: eleman-
laninin davranigim belirlemede zaman zaman 6nemli rol oynar. Sekil degigtirmenin
uzun siire devam etmesi sonucunda, yapida istenilmeyen degisiklikler ortaya gikabilir.
Biyik sekil degistirmeler ortaya ¢iktifinda, bunlarin mertebesinin hesaplanarak
yapmin Omri boyunca emniyetli kalabilmesini saglamak gerekmektedir.Yapt
sistemlerinde gerilmelerin yaminda sekil deZigtirmenin de siurli olmast gerekir. Sabit
sekil degistirme altindaki bir malzemede geriimenin zamanla azalmasi olayma da
gevseme (relaxation) denir. Gevseme zamana bagh bir davramg gosterir. Baz

uygulama alanlarinda gevgeme olayinin gézontine alinmasi gerekir.

2.2. Dogrusalhk

Herhangi bir ¢ zamaninda gerilme, sekil degistirme ile orantili ve lineer siiperpozisyon
ilkesi gegerli ise bu malzemeye dogrusal (lineer) viskoelastisite denir. Bu dogrusalhk

i¢in saglanmasi gereken kosullan,

£c o(t)] = ¢ £[o()]
£or1(0)+0y (t-11)] = For (0] + £foy (- ty)

seklinde £ bir operatér ve ¢ bir sabit olmak iizere matematik ifadelerle yazabiliriz.

2.3. Temel Elemanlar

Viskoelastik davramgin genel olarak yay ve yag kutusu (amortisor) diye isimlen-

dirilmis iki temel elemam vardir. Yay geklinde mekanik modelle temsil edilen

cisimlerde bunye denklemi,
c=Ee (2.2)

seklindedir ve gerilme ile gekil degistirme orantili olup bu modele uyan cisimlere

Hooke cismi denir. Dashpot olarak isimlendirilen yaglh amortisorlerle mekanik
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modellendirilmig cisimlerdede binye denklemi,
c=m¢ (2.3)

seklinde ifade edilmektedir. Burada n viskozite katsayisidir. Gorildagi gibi gerilme ile

sekil degistirme hizi orantilidir. Bu 6zellige sahip cisme Newton cismi denir.

2.4. Viskoelastik Modeller

Gergek cisimlerin davranisi bu temel modellerin karnigimmdan meydana gelen mekanik
modellerin davranigina benzetilir. Bunlanin kangik olarak birlegmesinden elde edilen

cesitli modellerle viskoelastik cisimlerin davranigi formiile edilir.

Viskoelastik malzemelerin biinye denklemlerini genel bir ¢ergevede ele almadan 6nce
basit olarak ii¢ modeli gdzden gegirelim. Ilk dnce bu modelleri inceleyerek mekanik

davraniglarina ait binye denklemlerini gikaralim.

2.4.1.Maxwell Cismi:

Bu model Sekil 2.1’deki gibi bir Hooke cismi ile bir Newton cisminin seri baglanmasi
ile elde edilmektedir. Aym1 ¢ gerilmesi etkisinde olan bu modelin & toplam uzamast,
yaydaki uzama € ile amortisérdeki uzama €, nin toplamina esittir. € toplam uzamanin
zamana gore tlirevi,

€= 8'1 +é2 (2.4)

olmak iizere (2.2) ve (2.3) ifadesinden,

2.5)

. 6+
E=—
El

= e]

seklinde Maxwell cisminin mekanik davraniginin diferansiyel denklemi elde edilir. Bu

(2.5) ifadesini diizenlersek binye denklemi,
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haline gelir.

<+ T o

c E M °©
Sekil 2.1 Maxwell cismi

2.4.2.Kelvin Cismi:

Bu model de Sekil 2.2’ de gériildiigia gibi bir yay ile bir amortisérden olusan iki temel
modelin paralel baglanmasindan meydana gelmektedir. Her iki temel modelin uzamast
ayni €’dur ve modellere gelen gerilme 6; ve o> ise Kelvin cisminine uygulanan o
gerilmesi bunlann toplamidir. Buna gore (2.2) ve (2.3)'den cismin mekanik

davraniginin diferansiyel denklemi,

o=E; e+né (2.7)
seklindedir.
n
—1
-0 O
c L _apvapa o
E,

Sekil 2.2 Kelvin cismi

2.4.3.U¢ Parametreli (Standart Kat1) Cisim:

Bu modelde temel elemanlardan iki tane yay ve bir tane amortisdriin baglanmas: ile

elde edilmektedir. Sekil 2.3’de gosterildigi gibi temel elemanlardan olan bir yayn
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Kelvin cismine eklenmesiyle meydana gelmistir. Standart kati cisme uygulanan o
gerilmesi, yaydaki ¢ gerilmesi ile Kelvin cismine gelen ¢ gerilmesine esittir. Uzamalar
i¢in ise Standart kat: cismin & uzamasi, yaydaki €; uzamasi ile Kelvin cisminin &,
uzamasinin toplamudir. Boylece (2.2) ve (2.3) ifadelerinden de yararlanarak Standart

kati cisim igin mekanik davramginin diferansiyel denklemi,

seklinde elde edilir.

G E L_sneonad c
1 E2

Sekil 2.3 Ug parametreli (Standart katr) cisim

2.5. Diferansiyel form
Boliim 2.4°de agiklanan basit 6zel modellerdeki (2.6-8) biinye denklemleri
PoO+P16=qoE+q € (2.9)

formda yazilabilir. Bu ifade genellestirilmek istenirse viskoelastik malzemelerin biinye

denklemleri en genel formda,
PoO+Pp16+PpyG+Pp3G+...=qQoE+qiE+qrE+qsE+... (2.10)

seklinde ifade edilebilir. O zaman viskoelastik malzemelerin tek eksenli gerilme igin

gerilme-sekil degistirme iligkileri kisaca,

Po=0Q ¢ (2.11)



seklinde yazlabilir. Burada P ve Q operatorlerdir. Bu operatorler zamana gére

malzeme sabitlerine bagh lineer diferansiyel operatorlerin serisi olarak,

I S
pr— ., Q=2q,— (2.12)

by
B 9
ok =0 otF

T M8

sekilde ifade edilebilir. Burada p; ve q; , malzemenin 7 viskoelastisite katsayilan ile £
elastisite modullerinin birlesiminden meydana gelmis katsayilardir. Ayrica modeldeki
elemanlann 6zel olarak siralanmasina baghdirlar. Ozellikle serinin belli bir bir sayida
terimi segildiginde, lineer viskoelastik malzemenin 6zel bir tipinin mekanik davramgina

ait biinye denklemini karakterize eder.

2.6. Integral Form

Lineer viskoelastisitede superpozisyon prensibi gecerlidir. Boylece, varolan problemin
toplam sonucu, herbir sebebin sonuglarinin toplamina egittir. Buna gére, herhangi bir
malzemeye Sekil 2.4.a’daki gibi basamak seklinde gerilme uygulanirsa, yiklemeye

yanit olarak siinmede,
ge(t)=op J(t)+op J(t=t1)+0y J(t—ty)+-- (2.13)

bigiminde olacaktir. Burada J(t) siinme fonksiyonudur.

Oy o)
Go

4 t t T T+dt t

(@) (b)

Sekil 2.4 o-t diyagrami
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Bu nedenle Sekil 2.4.b'deki gibi keyfi 6=0(t) gerilme etkisi altindaki malzemede do
buyikligii seklinde ve herbirinin sonsuz kiigiik basamak yiklemeler olarak

incelenebilir. Buna karsilik siinme davranusi,

t
e(t)= JI(t-7) do
Dl (2.14)

t
e(t)= | J(t— r)j—‘: dr

seklinde integral olarak stiperpozisyon ile bulunabilir. Bu tiir integraller Bellekli
(Hereditary) Integraller olarak isimlendirilir. Boylece herhangi bir t zamandaki gekil
degistirmenin, uygulanan biitiin gerilmenin etkisine bagli oldugu gériilmektedir.

Bagslangicta malzemeler icin sekil degistirme ve gerilmelerin sifir oldugu séylenebilir.
O zaman (2.14) ifadesinde, zamanin negatifligi s6z konusu olamaz ve

f do
&(t) = ({ Ity de 2.15)

seklinde yazilabilir.
Bundan bagka, yiklenen gerilmelerin baslangigta ani olarak yapildign dustnilirse,
t=0'daki o(0) biryiikligi de dikkate alindif1 zaman genellikle

t
e(t) = o(0) J(1)+ | J(t —r)%i—’ dv (2.16)
0

formunda yazlir.

Yukandaki benzer diisiince ile, gerilmelerde zamanin bir fonksiyonu olarak

t
o(t) = .{, Y(t—z)%% dt 2.17)
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seklinde sekil degigtirmeler integral igine sokularak gosterilebilir. Burada Y(t)
gevseme fonksiyonudur. Malzemeye t=0 aminda bakilarak baglangigta gerilme ve sekil
degistirmenin olmadig1 digiinilerek, (2.15) ve (2.16) ifadeleriyle karsilagtirnldiginda
benzer sekildeki ifadeler

t
o) = [ ¥(t- 1) 4 (2.18)
0 drt
ve
t de
o(t) = £(0) Y()+ | Y(t—1) = dr (2.19)
0 dt

olarak yazlabilir.
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3. TEMEL DENKLEMLER

3.1. Cubuk Geometrisi

Cubuk, bir boyutu diger iki boyutunun yaninda ¢ok buyiik olan tastyici elemanlara
denir. Cubukta gubuk ekseni ve dik kesit olmak iizere iki temel eleman vardir. Cubuk
ekseni genel olarak ii¢ boyutlu uzayda tamimlanan bir egridir ve ardigik dik kesitlerin
agirhk merkezlerinin geometrik yeridir. Dik kesit ise siurh bir diizlem pargasidir.
Cubuk, dik kesitin kendi agirhk merkezinde gubuk ekseni olan herhangi bir uzay
egrisine herzaman dik kalacak sekilde hareketinden olugur. Eger ¢ubuk kesiti eksen
boyunca degisirse degigken kesitli gubuklar s6z konusudur.

Cubuk ekseni
T =1(s) 3.1)

bir vektorle tarif edilmektedir. Burada, s egri lizerinde baslangi¢ olarak segilen
herhangi bir nokta ile ele alman nokta arasindaki yay boyunu ve T ise ele alman

noktanin yer vektoriini gosterir.

7.7 ve b olarak isimlendirilen iig birim vektoriin ubuk hesaplaninda énemli bir rolii

vardir. Bunlardan birincisi teget birim vektor olup,

= (3.2)

ar
ds

seklinde tammlanir. Bu birim vektor artan s yoniinde ve eksen egrisine teZetdir.

Ikincisi asal normal birim vektordiir. Bu birim vektorde egrilik merkezine yonlenmis

ve oskiilator diizlem iginde teget vektoriine diktir. Uglinciisii ise binormal vektdr olup
b=txn (3.3)
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seklinde iki birim vektoriin vektdrel carpiimasiyla elde edilir. Bu ii¢ birim vektérier

arasinda Frenet formiillen: adh verilen

dr

as

an -

;,S—-'—"Cb-lct (3.4
db -

as "

{ic baginti mevcuttur{44]. Burada x egriligi, T ise burulma egriligini gésterir. Ozel
hallerde 1 =0 dizlemsel egrileri, k=0 dogrulan ve R herhangi bir dairenin yangapt
olmak iizere ¥ = 1/R daire eksenli egrileri ifade eder.

3.2. Alan Denklemleri

Cubuklara ait genis bilgi [45] de bulunmaktadir. Kullanilan alan denklemleri,

== +m—=0
ds _ ot Denge denklemleri
_;dl\_d__ IxT-m=0
ds
_ (3.5)
dQ
i o =0
- S Kinematik denklemler
du +IxQ~7=0
ds r=

seklindedir. Burada Sekil 3.1'de gosterildigi gibi T, M kesit tesirlerini, Q dik kesitin
agirhk merkezinden gegen eksen etrafindaki donmesini, @ relatif biim donmeyi, ¥

relatif birim gekil deZistirmesini, m; birim uzunluk kitlesini tammlar.
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Sekil 3.1 Kesit tesirleri

Boylece (3.5) denklemleri ile uzayda bulunan biitiin gubuklar igin gegerli olan denge
ve kinematik denklemleri verilmigtir. (3.4) ifadesinde bulunan x ve 1 egriliklerinin
aldig1 degerlere gore gubuklar simflanabilir.. T =0 olmas:1 diizlemsel ¢ubuklan ifade
eder. T=0 iken k=0 ise dogru eksenli gubuklan ve R herhangi bir dairenin yangapi
olmak iizere x=1/R ise daire eksenli egrileri ifade eder. Birim agidaki yiikselme

miktart h olmak tzere c=vVRZ +h? iken ‘C=—h/02 ve K=R/CZ ise helisel

cubuklara ait denklemler ortaya ¢ikar. m=4'%  seklinde segilerek x=m-z* olmak

”

tizere tekrar t1=0 iken k= ise parabolik eksenli egrileri ifade eder.

(1+x'2)%
Burada x iizerindeki tiirev z'e goredir. k ve T’nun gesitli degerlerine gore (3.5)
denklemleri ile dogru eksenli gubuklar, daire eksenli hem diizlemine dik hemde
dizlemi iginde yikli ¢ubuklar, parabolik eksenli gubuklar ve helisel ¢ubuklara ait
denklemler elde edilmigtir.

Biinye bagintilari, kesit tesirleri ile gekil degistirmeler arasindaki iligki

-M+D*6=0
o7 (3.6)
-T+C y=0

bigimindedir. Burada D; ve C;" operator formda egilme ve kayma rijitligidir.

Elastik malzemelerde E elastisite modiili, I atalet momenti, A kesit alani ve G kayma

modiilii olmak tlizere eksenlerin kesitin asal eksenleri ile ¢akigmasi halinde egilme ve
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kayma rijitlikleri

(kAG 0 o] lfEIn 0o 0 TI
C=| 0 kAG 0 ! D=[ 0 EI, 0 | G.7)
L o 0 EA] 0 0 GItJ

seklindedir. Bu galiymada bu 6zellik kabul edilmistir. Viskoelastik malzemelerin biinye
bagmtilan bellekli (Hereditary) integral formda [3] uzamaya kars,

dY(t—1)
o(t) = Y(O)s(t)+j d(t 9 e(t)dr (3.8)
dénmeye karsi,
_ LAY, (t-1)
T = YO0 + =5 V) e (3.9)

seklinde taumlanabilir. Burada Y(t) , Y\(t) sirastyla normal ve kayma gerilmelerine
karst gelen gevseme modilidiir. Denklem (3.8) ve (3.9)’un ters iligkileri de J(t) ve

J1(t) siinme fonksiyonlan olmak iizere,

tdI(t-1)
&(t) = J(0)o(t) +(I) A=) o(t) dr
(3.10)
¥(t) = 1,(0) T(t) +I ‘( — )) T() dr
seklinde yazilabilir.
Moment ve kesme kuvveti, normal ve kayma gerilmelerinin bilegkesi olarak
M;(t) = Joy dA
A
(3.11)

T,(t)=JT dA
A
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seklinde viskoelastisite igin gegerli olan denklem (3.8) ve (3.9)’daki biinye bagintilan
ile elde edilir. Kirisin bilinen kinematiginden yararlanarak kesit tesirleri asagidaki gibi
elde edilebilir. i

Ldy(t—-1)
Mn(t)=1n{Y(0)mn(t)+(f) A=) o, (7 )dt}

tdY 1(t-7)
M, ()=, Y1(0)mt(t)+f——7)~mt(z)dt

1)
My (1) = Ib{Y(O)cob(t)+Id(t 5 o (1) d‘t}

(3.12)
T, ()= kA{Yl(O) yn(t)+f d(lt( _))yn('c) dt}

t dY(t-r) }

T, ()= A{Y(O) yt(t)+f d(t ) 7¢ (%) de

T(t,-m{y 0 0 LD d}

Burada denklem (3.12)’deki ifadeler kullanilarak, denklem (3.6)’daki operator
formdaki egilme ve kayma mjitlifi viskoelastik malzemeler i¢in, f(t) herhangi bir
fonksiyon olmak tizere

D, f=1 {Y(O)f(t) 14 )) f()d} (3.13.2)

D f= IO{YI(O) f(t)+! Yt ")) f(t)d‘l:} (3.13.b)



Dyf=1y {Y(O)f(t)+.f )) f(r)dt} (3.13.¢)

Cpf= k’A{Yl(O) f(t)+I d(‘t( —)) f(z) dr} (3.13.9)
CIf:k'A{ Y(0) f(t)+ Id;;:t %) f(7) d‘t_} (3.13.¢)
( -1)

Cyf=k’A{Y{(0) f(t)+[ ) (3.13.9)

seklindedir.

Sinir kosullan da sembolik formda

T—%=0 F-'I'-
1\/{-1\::0 2y (.14)
-Q+0Q=0 Fﬁ

—ﬁ+ﬁ=0 I‘ﬁ

seklinde yazilabilir. Burada sapkali degerler smirdaki bilinen degerleri ifade
etmektedir. Bu smir kosullan o6zel problemiere ait defildir. Her probleme
uygulanabilir. Daha aynntili olarak bu simr kogullanm, birkag varyasyonel islemden

sonra fonksiyonel i¢inde gérmek mimkiindiir.

Viskoelastik problemde t=0 aninda yapmn konumu diger bir deyisle baslangic
kosullan da gereklidir. Geligtirilen teornin uygulama problemlerinde t=0 igin
yerdegistirmelerin ve hizlanin sifir oldugu yani, yapinn sukiinetten harekete basladig:
kabul edilmigtir.



4. LAPLACE-CARSON UZAYINDA TEMEL DENKLEMLER

4.1. Laplace Transformu

Bizim aradigimiz biyikliiklerin hepsi zamanin fonksiyonudur. Zaman parametresini
buyiikliklerden kurtarmak igin Laplace transformu uygulanir. Herhangi bir f{t)
fonksiyonunun Laplace Transformu F(p) ile tanimlanirsa,

F(p) = L[£(t)] = (I) e PLE(t) dt 4.1)

seklinde yazilabilir. Bu iglemin tersi de miimkiindiir. So6yleki,

a+ico

- 1
f() =L [Fp)] =5 Je?*Fp) dp (42)

a—1c0

ifadesi de miimkiindiir.

4.2. Laplace-Carson Transformu

Alan denklemlerine Laplace transformu uygulandiginda, gériintii bakimindan hemen
hemen elastik haldeki denklemlere benzer denklemler elde edilmektedir. Bu arada

kolaylik bakimindan Lapace transformunun p kat: alinarak
F(p) = pF(p) (4.3)

seklinde, buyikliklerin ?(p) ile tanimlandig Laplace-Carson doniigiimleri elde edilir.

Laplace-Carson donistimleni ile elastik haldeki denklemler ist iste diger. Laplace-

Carson uzayinda hesaplanan bir biiyikliigiin zaman uzayina tekrar taginmasi gerekir.
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4.3. Alan Denklemlerinin Laplace-Carson Transformu

Zaman parametresini yok etmek i¢in, daha 6nce sdylendigi gibi, Bolim 3.2°de verilen

denklemlerin Laplace-Carson dénigimleri

=

d — -
———-—Ei+mip2ﬁ=0
S — Denge denklemleri
M . = =
~——txT-m=0
ds
dQ
PRk
E Kinematik denklemler
i = =
—+Q-y=0
ds+ Y
-M+D*5=0
. . Biinye denklemleri
-T+C'§=0

bigimindedir. Sinir kogullanida sembolik formda

T
ﬁ—I\?/I:O 't
—5+3=0 I's
§+i=0 Ty

seklindedir.

4.4)

(4.5)

Alan denklemleri genel gubuklar igin yukanida goriildiiga gibi yazilabilir. Simdi bu

denklemler ele alinarak 6zel haller igin ayr1 ayn incelenmistir.



4.4. Helisel Cubuklarm Laplace-Carson Transformu

Elastik genel ¢ubuklarin Laplace-Carson uzaymnda bulunan (4.4) ve (4.5) alan
denklemlerini ele alahm. Sekil 4.1°de gorildiigii gibi, gubuk ekseninin daire tabanh
 helis oldugu kabul edilsin. Helisin sarildig silindirin yarigap: da R olsun. Taban dairesi
iizerinde olgiilen ve x ekseninden itibaren sayilan & agis1 parametre olarak segilerek ds
gubuk boyuda ds = ¢ d@ seklinde alinsin. Helisel gubukta ti¢ tane yerdegistirme, ig
tane dénme, ¢ tane moment ve ii¢ tane de kesme kuvvetleri olmak (izere oniki adet
bilinmeyen mevcuttur. Helisel gubuklar igin daha aynntih bilgi [46] nolu referansda
bulunmaktadir.

Helisel qubuga ait Laplace-Carson uzayindaki alan denklemleri siur kosullan ile
birlikte,

th R -
de Tn cpt+cm,p u =0
dT R h
I Tt+ T, - cpn+cm,p u, =0 (4.6.2)
d"fb o
T —cT -cpb+cm,p up =0
dM; R
—d—9t+ Mn-cmt—O
dM, R_ h_
- de“ ~M+= Mb+ch ¢, =0 (4.6.b)
dMy, h_ =
T —cMn-cTn-cmb—O
d% R_
—d—é——ch—cmt—O
dQ% R_ h.
E"+—Q[ _;Qb -c0, =0 (4.6.c)
dQ h__
—_— —CcE =0
a0 +ch COp



duy, R
t_:un“ﬁt =0

e}
. du; R h
= - —-c¥. =0 .0.
B ToUtTub c} —c¥n (4.6.d)
duy,
—ae—+—un+ch-CYb =0
~-M+D*®©=0
~ (4.6.¢)
-T+C'¥=0
:—l-:—-':f=0 I
I\T'I-—l\:;l=0 IRy
-Q+Q=0 I's (465
—-ﬁ-+§=0 I

seklinde olmaktadir.

M
[N
e ]

¢

=y

Sekil 4.1 Helisel Cubuk

4.5. Diizlemsel Cubuklarin Laplace-Carson Transformu

Diizlemsel ¢ubuklar igin daha ayrintii bilgi [46] nolu referansda bulunmaktadir.

Diizlemsel gubuklar deyince, eksen egrisi bir diizlem iginde olan gubuklar akla gelir.
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Bunlarda burulma egriligi 7=0 olmaktadir. Bu nedenle birim vektorlerden binormal
vektor b , dogrultu bakimindan sabittir, degismez.

Diizlemsel gubuklan da eksenlerine gére Dogru Eksenli , Daire Eksenli ve Parabolik
Eksenli olmak iizere gruplamak mimkindir. Ozel hallerde x=0 ise dogru eksenli
gubuklan ve R herhangi bir dairenin yangap: olmak iizere k= 1/R ise daire eksenli

cubuklart ifade etmektedir. m=1 % » seklinde segilerek x=m-z’ olmak tzere

K= ——LT/_ ise parabolik eksenli eZrileri ifade eder. Burada x tizerindeki tiirev z’e
(1+x'%)

goredir.

4.5.1. Dogru Eksenli Cubuklarin Laplace-Carson Transformu

(3.4)’den yararlanarak (4.4) ve (4.5) alan denklemleri incelenecek olursa, ds gubuk
boyuda ds=dz seklinde alindig1 zaman, elastik zemine oturan diizlemine dik yiiklerle
yikli dogru eksenli ¢ubuga ait Laplace-Carson uzayindaki alan denklemleri siir
kosullar ile birlikte,

dT _ 9 _
- q+kV=-m;p~V

dM -

_dz T

dQ

& 0=

&

dZ+Q =

(4.7)

-M+D'® =0
-T+C 3=0

|
|

<l

4 'Z|
<} b)l Z)I e |
o & & o



bigiminde yazilabilir. Kayma etkileride dikkate alinmugtir. Burada egilme ve kayma
rijitlikleri,
— —_—
D =1Y
e _ (4.8)
C = k'AYl

seklindedir.

(4.7’ deki denklemler arasindan bazi bilinmeyen biyiiklikler yok edilebilir. Mithen-
disler igin 6nemli olan M ve v buyiiklikleri ise 7 kesme kuvveti denklem (4.7) iginden
yok edilir. Benzer sekilde ayni denklemlerden (2da yok edilir. Boylece kayma etkileri
de ihmal edilebilir. Bilinmeyen sayis1 dort taneden iki taneye indirilmis olur.

Bu durumda kayma etkilerini de dikkate alarak bilinmeyen sayst iki olacak sekilde
(4.7)’deki elastik zemine oturan diizlemine dik yiiklerle yiiklii dogru eksenli kirislerin
denge denklemleri ve kinematik denklemler,

d’M

-Fz—i—+kV—q=—m,-p2v

i 4 i (4.9)
_dzz +(o———dz =0

seklini alir. Daha detayh ¢alisma [43] nolu referansda yapilarak kayma etkileri

incelenmistir.

4.5.2.Daire Eksenli Cubuklarmn Laplace-Carson Transformu

(3.4)’den yararlanarak (4.4) ve (4.5) alan denklemleri incelenip, ds gubuk boyuda
ds=R-d0 seklinde alinsin. Yiklemeler agisindan problemi ele alarak inceledigimiz
zaman da, diizlemine dik ve dizlemi i¢inde yiiklii olmak tizere daire eksenli cubuklan

iki gruba ayirabiliriz. Her iki grupda bilinmeyen sayis1 oniki taneden alt1 taneye diiser.



4.5.2.1. Diizlemi i¢inde Yiiklii Daire Eksenli Cubuklarin Laplace-Carson

Transformu

Diizlemi igindeki yﬁklerle yiklt daire eksenli gubuklan ele alirsak bilinmeyen sayisi
o, %, $, My, T, T, olmak iizere oniki taneden alti taneye diiser. O zaman
dizlem i¢inde yiiklerle yiikli daire eksenli gubuga ait Laplace-Carson uzayindaki alan
denklemlen de sinir kosullan ile birlikte,

dT; = _
AL g Ty =
dT . _ _
_'5—0_—7} an=—m,~p2un (a)
st )
d0b ~RT, - R =0
g2,
d0 —R(Db 0
da, _ y
g~ TRV =0 (®)
du, — r
de +ut Rgb —R‘Yn=0
(4.10)
—Mb"'l_jb*&’_b =0
~L+C 7 =0 ©
T;z"'é;}?n:o
"i;t="§t

~it, =1,
-3=-4
—~ (d)
M M
T=1
T,=1,

bigiminde yazilabilir. Burada egilme ve kayma rjitliklen de,



_D-b* = Ib?
C =AY (4.11)
Cn=KAY;

seklindedir.

4.5.2.2, Diizlemine Dik Yiiklerle Yiiklii Daire Eksenli Cubuklarin Laplace-

Carson Transformu

Diizlemine dik yiiklerle yiikli daire eksenli gubuklar ele aimrsa bilinmeyen sayst #,
2,, 2;, My, M;, T, olmak izere oniki taneden alti taneye diiger. Bu durumda
elastik zemine oturan, diizlemine dik yiiklerle yuklii daire eksenli gubuga ait Laplace-
Carson uzayindaki alan denklemleri de sinir kogullart ile birlikte,

d7,

—Eg——-qR+kRub =-m,-p2 up

dmM,
-—2 _ M, +R7, - Rm, =0 (4.12.2)

42y +2;-Ro, =0 (4.12.b)



—up +§b =0

__(;' +f5n =0
~+3; =0
“ = (4.12.d)
M, -M,=0
M[ - ATJt = 0
My T =0
bigiminde yazilabilir. Burada egilme ve kayma rijitlikleri de,
D, =1,Y
D =1Y, (4.13)
Cp = K'AY]

seklindedir.

4.5.3.Parabolik Eksenli Cubuklarin Laplace-Carson Transformu

Parabolik gubuklar incelediginde de yiiklerin diizlemi icindeki yiiklerle yikli olmasi

halinde bilinmeyenler, #,, %, @, M,, T, T, olmak iizere al1 tane oldugu

gorilmektedir. Burada da ds gubuk boyu ds= V1+x2dz seklinde almmugtir. x

izerindeki tiirev z’e goredir. O zaman k= ——-—X—T/ olmak Gizere dizlemi iginde
(1+x? )2

yiiklerle yiiklii parabolik eksenli gubuga ait Laplace-Carson uzayindaki alan

denklemleri de sinir kogullan ile beraber,

1 dT, ~
—_— —_— =0
1+x2 dz Tt
L% T, -3,=0 4.14
2 Kl —qp = (4.14.2)
1 dM,
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1 dQ =
=2 _ &=
1+x'2 dz
1 dm _ i
— -, -¥¢ =0 (4.14.b)
1+x12 dz n
1 day +K1, :@ ¥o=0
e t~°9% " Yn=
1+x' dz
—%
-M, +Dp @p =0
-T +5t*~7t =0 (4.14.c)
_];l +5: 'Yn =0
iy =iy
~Up =—§n
-3 =4
- (4.14.d)
My = M,
T=1
h=",
biciminde yazlabilir. Burada da egilme ve kayma rijitlikler,
Bb* =1y Y
C =AY (4.15)
Cu = kAY;

seklindedir.
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5. FONKSIYONEL

5.1. Fonksiyonelin Elde Edilmesi

En genel egriye sahip viskoelastik kirigler i¢in gegerli olan Laplace-Carson uzayindaki
(4.4) denklemleri, (4.5) sinir kosullan ile birlikte operatér formunda [47],

[ 5
i— 0

" o2
0 0
o L
ds
g— tx

ds
Q= o 0
0 0
0 0
0 0
0 0
| 0 0
seklinde verilmigtir.

|
[

S O O o o

Ly-f=0
O-Ly-f (5.1)
i
9 6 0 0 0 0o0l(=) (=)
ds qu
tx 0 0 0 0 0 o] % |®
M 0
0 -1 0 0 0 0 0fj_
Tl |o
0 0 10 0 0ofl| |
[()]
o D 0 0 o o off_t-y ¢ G3
~ . ? 0
-1 0 C 0 0 o00o0ll=x =z
~ u T
o 0o o0 0 o0 o0.1]|=l |=
Q| | M
0o 0 0 0 0 10|[=||=
M| -0
0O 0 0 0 -100{[|z| | =
\TJL_uJ
0 0 0 -1 0 0 0

Q operatériiniin potansiyelligi, {(dQ(y, ¥), y*) iki vektoriin i¢ ¢arpimi olmak iizere
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QW 7 y") = QWY ) 7 (5.3)

esitliginin saglanmasi ile gosterilebilir. Burada dQ(y,¥),

s,y - 2ALED 5.4
£=0

seklinde tariflenerek Q operatdriiniin Gateaux tiirevini gostermektedir.

Sonug olarak fonksiyonel, Q operatériiniin potansiyel oldugu gosterildikten sonra

alan denklemlerinin fonksiyonel kargiigi Oden ve Reddy [48,49] tarafindan verildigi
gibi, '

1
1(y) = (f) (Q(y, y) y)in (5.5)

ifadesinden elde edilir. Burada n skaler bir buyiikliiktir.

Cesitli matematik islemler sonucu herhangi bir egriye sahip olan viskoelastik ¢ubuklara
ait fonksiyonel,

2
ljzel==| x| MP (==
——[D M,M]—-Z-[C T,T] 4,4 (5.6)

elde edilmis olur. o ve ¢ alt indisler, koseli parantezler igindeki terimlerin sirasiyla

dinamik ve geometrik sinir kosullarimin belirledigi simrlarda gegerlidir. Aynca kogeli

parantezler bolgedeki i¢ garpimu ifade etmektedir. Burada g, O, M, T bilinmeyen
vektorel bitytikliikler olmak iizere Laplace-Carson uzayinda oniki bilinmeyen vardir ve

buyiikliikler p Laplace parametresine baghdir.
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Denklem (5.6) kullanilarak geometriye baghi 6zel hallere ait fonksiyonelleri tiiretmek

mimkindiir.
5.2. Helisel Cubuklar

Birim agidaki yikselme miktarn h olmak iizere c= RZ+h? iken t =—h/ ¢? ve
K= R/ ¢? almarak (5.6)’da yenine yerlestirilirse helisel ¢ubuklara ait fonksiyonel
ortaya ¢ikar. Bu durum da fonksiyonel agik olarak,

1§) =[5, T [T Ty | {50 T~ o[y T + {0, Ty |+ [T, T
0, T [ Tl [ To |+ o{ O My | -0 M- 3 M,
A ][5, 0 |- [, B+ {0 M, | -4, (35

fron)-ma)-m a)-m o)A,
. 2p [ﬁb,ﬁb]+m’2p Uy, 0| - 2, —[M,.M,]- oﬁ;[Mb’ o

oprlw t] [ n] 2Cb[Tb’Tb] —*[ ]

=t

H{&1], +[Q,M]€ +[(T—T),u]a+[(M—M'),Q]G

seklindedir. Burada tiirevler s gubuk boyuna gore olmak tizere oniki tane bilinmeyen
bulunmaktadir. Bitin bilinmeyenler de Laplace-Carson uzayinda p Laplace

parametresine baghdirlar.

5.3. Diizlemsel Cubuklar

Diizlemsel gubuklara ait bagintilan elde etmek i¢in T = O olmasi gerekir. Boylece (5.7)
ifadesinde t burulma egriligi yerine sifir yazarsak diizlemsel ¢ubuklara ait fonksiyonel
elde edilir. Diizlemsel egriler de x 'min degisik degerlerine gore cesitli egrileri ifade

etmektedir. Bu durumlar ayn ayn incelenebilir.
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5.3.1.Dogru Eksenli Cubuklar

1=0 iken x=0 ise dogru eksenli egriler ifade edilir. Dogru eksenli gubuklara ait
fonksiyoneli (5.7) ifadesinden agik olarak

_ @ -] 1[_ da]l 1] do (k + mp)
0 - @ ) ok Elea) e
L _l[(m—ﬁ*as) 6]——[@—5*“) '}*[_ 7] (58)
S1T1-3 S ) YT '

—[T,V]c - {ﬁ,ﬁlc (- %)’T]e h [(_ﬁ N ﬁ)’M]e

elde edilir. Buradaki bityiikliikler Laplace-Carson uzaymnda, v, @, Q, 7, T, M olmak

{izere alti1 tanedir.

(5.8) fonksiyonelinde bulunan y ve @ degiskenleri yok edilerek ve Bernoulli-Navier
hipotezinin gegerli oldugu kabuli yapilarak dogru eksenli gubuklar icin yeni bir
fonksiyonel

2) r—

| J, ]
1@):————[-—]+ [M: 7] - [q,v]——JMM Zk[—A—M’M'J 59

—[(T-;),v] -|@7- ﬁvl -[5.7], - [ m],

elde edilir. Bu yeni fonksiyonelde v, M gibi iki bilinmeyen vardir. Diger buyikliikleri
bulmak istemiyorsak, (5.9)'daki fonksiyonel kullamlarak daha kolay ¢ozime
ulasilabilir.

Boylece dogru eksenli gubuklara ait fonksiyoneli genel cubuklara ait (5.7)
fonksiyonelinden elde edilebilir. Ancak dogru eksenli gubuklara ait (4.7) ve (4.9)
denklemleri ele almarak da (5.8) ve (5.9)’daki fonksiyonelleri elde etmek miimkundir.
Benzer ¢alisma daha aynntili olarak Akéz ve Kadioglu [43,50] tarafindan yapilmigtir.
Yapilan alismalarda dogru eksenli Timoshenko gubuklar ele alinarak alt: bilinmeyenli
ve iki bilinmeyenli olarak kuazi-statik ve dinamik yikler altindaki davramis

incelenmigtir.
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5.3.2.Daire Eksenli Cubuklar

Daire eksenli cubuklara ait fonksiyonelleri elde etmek igin (5.7) ifadesinden
yararlanarak turetilebilir. (5.7) ifadesinde t=0 iken ve R herhangi bir dairenin
yarigap: olmak iizere x = 1/R ise daire eksenli egrilere ait fonksiyoneller elde edilir.
Ancak daire eksenli gubuklarda yiiklemenin durumuna gére bazi bilinmeyenler sifir
olmaktadir. Bu durumlarn ayn ayn incelemek miimkiindiir.

5.3.2.1. Diizlemi Iginde Yiiklii Daire Eksenli Cubukiar

(5.7) ifadesinden tiireterek elde ettifimiz daire eksenli gubuklara ait fonksiyonelde,
yiklemeler daire eksenli gubufun dizlemi icinde bulumakta ise bilinmeyen sayisi
onikiden #,, #;, £3,, My, T,, T; olmak tizere alt: taneye diismektedir. (5.7)’den elde
edilen fonksiyonel agik olarak,

1) = {7, Q?]-[ﬁn.ﬁnl—[p}.ﬁt]—x{ﬁﬁn]w[“ ‘]—[T;,,!Z]
S AAR AR q,]— My, ¥y] -—

2C,
(5.10)

= rrzip .y = o A -
o T T+ P g5, + T, - 2;,),u,,] +|@ - T )]
g
[awb -3,).3)_+[i. T+ T, +[ 3.5
seklindedir. Buradaki baytikliikler de Laplace-Carson uzayinda ve p Laplace paramet-
resine baghdir. (5.10) ifadesindeki tiirevler s gubuk boyuna géredir.

(5.10)’da verilen dizlemi i¢inde yiikli daire eksenli gubuklara ait fonksiyonelide
(5.7)’den tiiretmek yerine, sadece diizlemi i¢indeki daire eksenli gubuklara ait (4.10)
denklemlerini ele alarak (5.10)’daki fonksiyonel elde edilebilir.

5.3.2.2. Diizlemine Dik Yiiklerle Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

Daire eksenli ¢ubuklara etkiyen yiiklemeler diizlemine dik olarak etkimesi halinde
bilinmeyenler oniki taneden ,, Q,, Q,, M,, M,, T, olmak izere alu taneye

diigmektedir. (5.7)'den elde edilen fonksiyonel agik olarak,



I(y) = 'Ifzﬁ[ﬁb LA R[mt’ﬁt] - R[Cf:ﬁb] + R[Tb $2,]
+[Mn'§] "[Mt»@] "““[Tb’ﬁb] -[M,,',Q_,] _[Ht’v-(_)t]
 mp°R

R — _
(7.5, -E[M,,M,]—ZD (M, M ]— [1;, 7] (5.11)

+[(T,,-7},)ub] +[a7, -1 )g,] +| 0, M:)-Qt]a
P

seklindedir. Buradaki tirevler © agisina goredir. Aynica buradaki buyiklikler de
Laplace-Carson uzayinda ve p Laplace parametresine baghdir. Elastik zemin olmast
durumu da dikkate alinmugtir.

(5.11)’da verilen diizlemine dik yiklerle yiiklii daire eksenli gubuklara ait fonksiyoneli
de (5.7)’den tiiretmek yerine, sadece diizlemine dik yiiklerle yiikli daire eksenli
¢ubuklara ait (4.12) denklemlerini ele alarak (5.11)’deki fonksiyonel elde edilebilir.

5.3.3.Parabolik Eksenli Cubuklar

Burada diizlemi i¢inde yiklii ve ekseni parabol olan bir gubuk ele alinmustir.
m=4 ' 7 » seklinde segilerek x=m-z" olmak iizere tekrar T =0 iken k = d
i 23
1+x"“)"2
alinarak parabolik eksenli egriler incelenmigtir. x Gzerindeki tirev z’e géredir. Burada
da dizlemi igindeki yiiklerle yiikli parabolik eksenli gubuklara ait fonksiyonel

(5.7)’den tiiretilebilir. Acik olarak fonksiyonel,

I(i):-[mb,g]—[pn,ﬁn]—[ﬁ,.ﬁ,]-x[T; 17”]4-;([" ”]‘[Tn .@]

SiArAR AR A @]— My, M) - _*[Tn ]

) (5.12)
BT ) |- fonl -t

0, - My )3+l T, +1i. T, +|3. M|
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bi¢imindedir. Buradaki tiirevler s ¢ubuk boyuna goéredir ve ds gubuk boyuda

ds=vV1+x? dz seklindedir.

(5.12)’de verilen dilzlemi iginde yuklu parabolik eksenli gubuklara ait fonksiyoneli
(5.7)’den tiiretmek yerine, sadece diizlemi i¢inde yuklii parabolik eksenli ¢ubuklara ait
denklemler ele alinarak da (5.12)’deki fonksiyoneli elde etmek mimkiindir.
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6. SONLU ELEMAN FORMULASYONU

6.1. Sonlu Elemana Giris

Sonlu eleman metodu bilgisayarlann geligmesiyle karmagik problemlerin ¢oziimiinde
yaygin olarak kullamiimaktadir. Kullamlan sayisal yontemlerden biri olan sonlu eleman
yontemi, yapi sistemine ait mesnet sartlan, dig etkenlerin aktaniimasi ve sistemin
yapisimn diizgiin olmamasi gibi 6nemli etkenleri dikkate alabilmesi agisindan,
matematik giigliikler sebebt ile ¢6ziimii zor olan veya ¢ozilemeyen karmagik

sistemlerin ¢6ziimiine olanak saglamaktadir.

Sonlu elemanlar metodunda, serbest parametrelerin nodal degerleri bilinmeyenlerdir.
Bu parametrelerin bolgedeki degerleri sekil fonksiyonlari kullanilarak elde edilir. Sekil
fonksiyonlan segilirken dikkat edilmesi gereken, (5.6) ifadesindeki fonksiyonelde
varolan degiskenlerin tiirev derecelenidir. Segilen sekil fonksiyonlan Tamlik ve

Siireklilik kosullary’ m saglamalidirlar [51].
Sekil fonksiyonu v igin eleman formiilasyonu asagidaki dzellikleri saglamalidiriar.

e Uygunluk kosulu: Eleman siirlannda C” stirekliligi olmalidir.

e Tamlik: Eleman iginde C* + sireklilifi olmalidir.

Burada (r+1) fonksiyonel icindeki en yiiksek tirevin derecesini gostermektedir.
Viskoelastik gubuklarin  denklemlerinden elde edilen fonksiyonellerde bulunan
degiskenlerin maksimum tirev derecesinin mertebesi bir oldugundan dogrusal sekil

fonksiyonlan

v =(1-§)

6.1
Wy =& 6D
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olarak almmugtir. Burada dogru eksenli ¢ubuklar i¢in

Z—Z;
£=—-=1 (6.2)
zj—zi

seklinde alinarak dogrusal sekil fonksiyonlar: (6.1)’den elde edilirken dairesel gubuklar
i¢inde dogrusal sekil fonksiyonlan

R(0;-0) R(6-6;)
W] =——-2——— , W =———Z—’— (6.3)

seklinde alinmugtir. Sekil 6.1 ve Sekil 6.2’de de kullanilan ¢ubuk elemanlar goriil-

mektedir.

Sekil 6.1 Dogru eksenli ¢ubuk i¢in dogrusal gubuk eleman:

L=R(6;-6;)

.
.
D)
S

__9_._:-2??'&9:91. -6

Sekil 6.2 Daire eksenli gubuk i¢in dogrusal gubuk elemam

Elemanin her nodundaki bilinmeyen degiskenler ve verilen dig yiikler sekil

fonksiyonlan cinsinden,
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seklinde alinarak fonksiyonellerde yerine yerlestirilir. Sekil fonksiyonlan cinsinden
(5.6) ifadesindeki fonksiyonelde yerine yerlestinldikten sonra nodal degiskenlere gére
ekstremum olmas: sart1 ile eleman denklemleri geligtirilmistir. Gelistirilen bitiin sonlu

eleman denklemleri Laplace-Carson uzayinda bulunmaktadir.

6.2. Helisel Cubuklar

Cubuk ekseni daire tabanh #elis olarak alinsin. Helisin sanldifs silindirin yanigapt R
olsun. Taban dairesi iizerinde Olgilen ve x ekseninden itibaren sayilan & agisi
parametre olarak segilirse, ds ¢ubuk boyuda ds=c-d@ seklinde alinsin. Dogrusal sekil
fonksiyonlan da (6.3)’de verildifi gibi segilsin. O zaman binm agidaki yiikselme

miktari h olmak iizere c=VR? +h? iken t =—h/ ¢? ve k= R/ ¢? alinarak helisel

gubuga ait elde edilen sonlu eleman denklemi
[k {3} = (8] (6.5)

formunda elde edilmektedir. Agik formda, i=1,2,....,24 ve j=1,2,....,24 olmak lizere,

y1=U5 Yy2=Up y3=Up ¥4=%% Y5=Qy ve=%%;

y7=Mg ys=Mp yo=Mp vio=Ti yu=Tu vyi2=T 6.6
) — — —_— —_ —_ 0.2

Vi3=U4 Y =Up Y1504 Y16=% Yi7=y Yis =

Y19:Mtj Y20=_M—nj YZ1=Mbj Y22=th Y23=Tnj YZ4=Tbj

=l

i
b=l
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_ L _ L _ L _ L _ L _ L
fi=qu3+Tq4¢ f2=Tni 3+Tnj g f3=Tqpi5+aqbj ¢
L L L _ L 3 _ L _ L
f3=qu+qy3 fla =Tni o+ 0n3 fis=Tqoi 5+ A5
L _ L L _ L _ L _ L

f4 = My ‘5+ mtjg f5 = mm-3‘+ mnjg f6 = mbi?+ mbjg (6.6.b)
L L L L L

fig =My o+ My 3 fg = My 7 +Mp;

f7=fg=fg=fio=0 fy=flp="flo=f=0 fHy=f=Hz=H=0

tL L
ky12 =kis2a =ks0 =kj721 = 3 ks12 =k1724 = 3
L L
kope=kiap =ksp1=ky79="- kiriz=ksy =7
tL L
k311 =ky523 =keg = kig20 = 3 k11 =kig23 = -3
<L L
k323 =ki511 = ke 20 = kjg8 = s kigi1=kea3 = %
*xL 1 1
ki1 =kizz =kgg =kie20="5 Xi=== Kj==+
. Dy Ci
xL 1 1
kizs=kiz11=ks20 =kigg =" Y== Ki==+
6 Dy, Coi
xL 1 1
kpjo=kun=ks7=kjz19= -3 [j = 5 A= =
t t (6.6.c)
xL
ky22 =kuo=ksi9=kj77= Y
L I X; X Y, Y,
ky7= -L(Z‘+T2‘) kgg = —L(’j+72—) kog = *L(—4L 1)
IS X Xj Y, Y,
k719 = _L(T’lz—JrE) kg0 = -L('131+72—) ka1 = *L(T,_f )
L I X; X Y Y
k19,19 = -L(If,:+‘;) kyp.20 = —L(l—,_,l‘+“;) k121 = —L(E"+‘4—)
kig10 = -L(*4—‘+1—2) ki = -L(—4L+72*) kip12 = —-L(*4—‘+72—)
kjp22 = ‘L(}_Tl*l_g) k123 = —L('El+ E) kiz04 = -L(Tzl‘ + 1—2)
A Aj K; K; K; K;
kyz22 = -L(T?f+'4—) ky323 = —L(-I'Z'—+‘4—) K424 = *L(Tz"+‘4—



k110 =k1310 = ko211 =k1a11 =k3 12 =kys512 =05

ksg=kj7g =kgg =kjgg =kg7 =kig7 =05 664
k122 =k322 =kzz3 =k 23 =k3p4 =kys54 =05 -

k520 = k1720 =ke21 =kig21 = k419 = kjg19 =05

seklindedir ve ky=k;; simetriktir. Simdi 6zel hallere ait olan sonlu eleman denklemleri,
(6.6) ifadelerinden yararlanilarak (6.5)’de bulunan genel gubuklara ait sonlu eleman

denkleminden tiiretilerek incelensin. -

6.3. Dogru Eksenli Cubuklar

Dogru eksenli gubuklara ait sonlu eleman denklemleri (5.8) ve (5.9)’da bulunan
fonksiyonellerden, (6.2) yardimuyla (6.1)’deki sekil fonksiyonlari kullanarak elde
edilebilmektedir. Benzer sekilde ayrntth bir ¢ahisma Akoz ve Kadioglu [43,50]
tarafindan yapimstir. Calismada, dogru eksenli viskoelastik c¢ubuklara ait alan
denklemlerinden, dogru eksenli ¢ubuklar igin fonksiyoneller elde edilerek sonlu
eleman denklemlerine ulasilmigtir,

Ancak burada dogru eksenli gubuklara ait sonlu eleman denklemleri genel gubuklara
ait sonlu eleman denklemlerinden elde edilecektir. (6.6)’da elemanlan goriilen ve
(6.5)’de verilen sonlu eleman matrisinden dogru eksenli gubuklar igin gegerli olan
elaman matrisi tiretilebilir. (6.6) ifadelerinde verilen egrilikler yerine, T=0 ve x=0
yazilarak uygun sekilde diizenlenerek elde edilebilir. Kayma etkilerini de g6z 6niinde

bulunduracak gekilde eleman denklemi,

(k+mp?)L (ic+m;p?)L

= = 6.7
3 k17 k'n 6 (6.7)

kin=ks7=

olmak lizere agik formu,
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seklindedir. Kayma etkileri dikkate alinmak istenmezse, bu sefer bilinmeyen sayisi her

nodda ikiye diiserek eleman denklemi,

(ke + mp’ )L ! (k + mp® )L ! ,
3 I 6 I %) |aleg L
4 L, 1 L, dlig e
L TsrTaer Tz, Tertar (MLl 0 (69
e+ mp? )L 1 fermp?)L ! | lgLig L
6 1 3 I = |6 3
[ /I L, h ML
L L 61" " AkL L 3177 Ak
haline gelir.

6.4. Diizlemi Iginde Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

(6.6)’da verilen egrilikler yerine T =0 ve x = 1/R yazlarak bilinmeyenler #,, @, {3,
M, T, T; olacak sekilde diizenlendiginde, genel gubuklara ait eleman denkleminden,
diizlemi iginde yikli daire eksenli gubuklar i¢in gegerli olan sonlu eleman denklemi,

[ ki) {5} =[] (6.10)

seklinde elde edilebilir ve

w=Uy uy=T4 u3=0y w=My us=T; ug=Ty

_ . _ _ (6.11.a)
uz=Uy ug=Uy ug=Ly u=Mp up=Ty up =Ty
1 1 1 mp* L kg
Yi=- A= Ki=0  kp=—"75— ky=—7"
Dyi Cii Chi '
=-L(-t+— =-L(=+— ki =-L(=t+—=
y1=-L("+33) ay=-L~+35) 1 5 *+733) 6.11b)
n=-Up ) mslgrg) kel
Y, Y A A Ki K;
¥3 =—L(-1‘*2-+':1—) as =—L(‘E+T) ks —-—L(—15-+ 2 )



_ L _ L _ L _ L L _ L
f1=n3+qn7 H=quT+qy7 3=y +My
3 6 3 6 3 6 (6.11.c)
_ L _ L _ L _ L L _ L o
B7=0nigty3 f=Tug+dy3  fo =Ty +My 3
olmak tizere simetrik olan k; matrisinin agik formu,
I xL 1 xL 1]
kl,l 0 0 0 --3— 5 k1,7 0 0 0 —-—6— —5
1 L 1 L
o o o o = X o9 o o o -- X
2 3 2 6
1 L 1 L
0 0 0 — 0 - 0 0 0 -- 0 —
2 3 2 6
1 1
0 0 Sy 0 0 0 0 =y 0 0
xL 1 xL 1
5 3 0 0 a 0 e 3 0 0 a 0
oxx Loy o 1oL
2 3 3 ) L 3 6 "% 4 21 (6.12)
X 1 y4 1
k1,7 0 0 0 ——'6“ 5 kl,l 0 0 0 ——3— —5
1 L 1 L
o 0 o 0o - X o 0o 0o o -=- &
2 6L 2 3
1 1 L
0 0 0 = 0 == 0 0 0 - 0 -
2 6 2 3
1 1
0 0 -2y, 0 0 0 0 -y 0 0
L 1 L 1
- 6 —2 0 0 8.2 0 - 3 —2 0 0 3.3 0
1 xL L 1 xL L
— & =29 0 k, -= £ _Z 0 0o «
L2 6 6 2 T2 3 T3 3
seklindedir.

Ayrica dizlemi i¢inde yiikli viskoelastik daire eksenh gubuklara ait denklemlerden
elde edilerek bulunan (5.10)’daki fonksiyonel yardimiyla (6.3)’deki gibi sekil
fonksiyonlarni kullanarak da bagimsiz olarak, diizlemi iginde yiklerle yikla daire
eksenli gubuklar igin gegerli (6.12)’deki sonlu eleman denkleminin aynisim elde etmek

miimkiindir.
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6.5. Diizlemine Dik Yiiklerle Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

(6.6)’da verilen egrilikler yerine t=0 ve x=1/R yazlarak bilinmeyenler #,, Q,,

Q,, M,, M,, T, olacak sekilde diizenlenirse, (6.5)’den diizlemine dik yiiklerle

yukli daire eksenli gubuklar i¢in gegerli olan sonlu eleman denklemi elde edilir.

Y, = A=
1 B;l 1

Y.

y1=-L( 41 +T,i‘)
Y, Y

y2 = _L(E+_ﬁ)
Y, Y

y3=-Li5;+73)

[
kyy 0 0
0 0 0
0O 0 0
o o 4
2
L1
5 2 0
1 xt L
2 3 3
ki; O 0
0O 0 0
0 0 0
0 0 1
T2
xL 1
6 2 °
1 xL L
L 2 6 6

(=

Nl—- o

(\)lb—a (]

Y2

Ki=—= 11
Coi

A Ay

a)= —L(—4"+—1§—)
A A

2y =-L{35+733)
A; A

a3 = —L(Tzl+—J—)
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4 127 613
K;i Kj
ka =-L;+75)
Ki Kj
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xL 1]
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1 L
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seklindedir. Ayrica, sonlu eleman denkleminin sag tarafi ise

_ _ L
L _ L L _ L

fz—mm;-i-mni‘g fg-mnig—+mm—3- f5=f11=0 (6.15)
L _ L _ L _ L

f3—mﬁ-3-+mu-6- fg-mﬁ'g-l'-mn‘:;‘ fg=f1, =0

seklindedir.

(5.11)’da bulunan fonksiyonel yardumyla (6.3)’deki gibi sekil fonksiyonlarin
kullanarak da (6.14)’deki diizlemine dik ytklerle yiikli daire eksenli gubuklar icin

gegerli olan sonlu eleman denkleminin aynisini elde etmek miimkindiir.

6.6. Parabolik Eksenli Cubuklar

Ekseni x=m-z olacak sekilde diizlemi iginde yiikli bir parabolik gubuk alinsin. Burada

ds gubuk boyu ds= V1+x2dz seklinde olacakur. (5.12)’de bulunan fonksiyonelden,
(6.2) yardimuyla (6.1)’dek: sekil fonksiyonlan kullanilarak parabolik eksenli ¢ubuklar

igin gegerli olan sonlu eleman denklemi elde edilebilir. m=4' % o seklinde segilerek

x=m-z" olmak tizere tekrar T =0 iken x = ———L3— alinarak bilinmeyenler #,, #;,
(1+x2)2

9, My, T, T, olacak sekilde sekil fonksiyonlarryla beraber (5.12)deki

fonksiyonelde yerine koyularak ekstremum olacak sekilde diizenlendiginde, diizlemi

i¢inde yiikli parabolik eksenli gubuklar igin gegerli olan eleman denklemi elde edilmig

olur. (6.10)’daki diizlemi i¢inde yiikli daire eksenli gubuklara ait sonlu eleman

denklemi ile aym formda yazilabilir. Ancak, (6.10)’daki k;; eleman matrisinin parabolik

gubuk olmast durumu i¢in yeni agik formu,
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0 0 0 0
0 0 0 l
2
1
0 0 5‘ Vi
1
-V 5 0 0
1
) Vs -V O

N|—= o

sqa=\/1+4*a2’l‘m2

1
— V. 0 0
2 4 0
0o -V 0 0 0
1
0 0 0 0 E
1
ay 0 —V5 j; 0
. 2
0 kl '2— V5 —Vz
1
—V5 _2" kl,l 0 0
1
- V. 0
> 5 0 0
0 -V, 0 0 0
1
0 0 0 0 ~-§
1
ap 0 -V -3 0
1
0 ky, -= Vg -Vi
2
b=22

sqb=\/1+4*b2*m2

cal= 16*m2*a2 -1

cb2 = 8xm%*b2 — 1

| =

¥3

a3

sa=2*mka ca1=8*m2*a2—13

sb=2¢m*b  cbl=8*m?*b% ~13

cad =16+m2*axb—1

cb4=3—48*m2*a*b

ca3=24+m2%a> — 16%b - 64% a2 % b* m? +a*(3+48*b2*m2)
cb3 = 48 m2xaZ#b—16%a* (1+ 4+ b2+ m? )+ 3¢ (b + 8 b+ m?)

ca5=5%a+8b+8a *+m? —16*a’+b*m?)
cb5 = 8*a+5¢b—16+axb>+m?> + 8+ b+ m?)

ca6=16’l‘a’!‘b*m2 ~1

cb6 = 1—4*a*b*m2

ca8 = 48*axm? -3

b8 = 48%b2¥m% - 3
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ca7=1-4*m?*a?  cal0=192*(a—b)?*m’
cb7 = 1-4*m2xb2 cblO-—-4’l'(a—b)2’l‘m2

cad = log(sqa2 )- Iog(sqbz) call= arcsin h(sa)

cb9 = arctan(sa) — arctan(sb) cb11= arcsin h(sb)

cal2 = sb*sqb* cb1~ 2* m*sqa* ca3

cb12 = —sa*sqa*cal + 2* m*sqb* cb3

cal3 = 2% m* (sqb* cb5 — sqa* ca5) cal5 =45+ m*a —240+a * m>
cb13=960¢m**(a~b)2*(b-2)  cbl5= 45+ mxb—240%b *m>
cald = 4—-83aZxm? +24xa*s m*

cbl4 = 4-83«b2xm? +24xb*x m*

cal6=—4+120¢ b2+ m? + 96+ a4*m4 ~360¢bradem* (6.17.b)
cb16=~(3+16¢b%*xm?)xI5vaxbxm* +8xa+(m? + 60+ b2+ m*)
cal7=65¢axb?xm? - 4+18+b2*m? — 40¢a+ b *m* + 16+ b%* m*
cb17=(a+2%b-16¢a+b%*m%)*m

cal8 = 4—50xaxbxm? — 40xb2*m? + 24x 2% m*)
cb18=aZ+m?*(7+80¢b2+m?)—80+a’xbxm*)

cal9 = —240¢a>* b+ m* +120='=a2=i‘(m2 +4%b2x m4)

cb19 = ~45xax (b*m? +8+b *m*) + 4 (~1+2¢b%+ m2 + 24+ b** m*)

ca20 =4 +7¢b%+m? +40*a2*m2*(-—1+2*b2*m2)

cb20 = 24+ b ¥ m* — 10+ a* b m2# (5+8xb2¥ m?)
ca21=(—2*a—b+16*a2b*m2)*15*m

cb21=-4+18m?*b? + 65 axbrm? + 16xa**m* —40¢a>+brm*

_ 2xsqb*cb14 + 2% sqa* (cal6+cb16) +cb15+(call~-cbl1)

= cbl3 )
2%sqb*cal7 + 2*sqa*(cal8 + cb18) +cb17*(cb11-call)
2= cbl3
(6.17.¢c)
_ 2xsqa*cal4 + 2*sqb* (cal9 +cb19) + cal 5+ (cbl1-call)
B cbl3
2isqa* cb21+ 2*sqb* (ca20 + cb20) + ca21*(cb11-call)
14 cb13

olmak iizere,
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B cal2 —3*cbl12*call+cb8*cbll

Ayrica, sonlu eleman denkleminin sag tarafi ise

£ =quV1+Tni Va2
£, =9uV1+quVa
f3 =my; V) +My; V7

seklindedir.

Via
—%

nj

1= cal0
_ cal3+ 3*cab*call+cb4*cbll
2= cal0
N cb12 - 3*ca2*call+ ca8*cbll
3= cal0
B cb7*cb9 +sb — sa +sb*ca9
4= cal0
—cb6*cb9 — sb +sa — m*(a + b)*xca9
Vs =
cal0
3 ca7*cb9 + sb —sa +sa*ca9
6~ cal0
. Vi Vi Vi2
k=~ +=) k=-(G+
n Cr Coi
seklindedir.
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f7=qQp;V2 +T0pi V3
f3 =03 V2 +q;V3
fo = mp; V, +p; V3

A\ A%
y1= (=L
Dyi  Dy;
12 . Via
y2 =~ (=t =
Dypi  Dy;
Vg V
y3 = —( ?1*3‘
bi  Dbpj
Vii . Vio
a1 =~( +=%)
Ci  Cy
Viz Vi
ay = (= +=x)
i Cy
Via Vi3
a3 =—(5+=%)
i Gy
Vie Vi3
ky=-(=+=)
ni 0j
f4 = flO = 0
f5 = fll = 0

(6.18)

(6.19)



7. SAYISAL TERS LAPLACE DONUSUM YONTEMLERI

7.1. Giris

Laplace-Carson uzayinda hesaplanan bir biyikligiin anlam kazanmas: igin, zaman
uzayma tasinabilmesi gerekir. Bu da ancak sayisal ters Laplace doniigiim teknikleri ile
mimkindir. Literatiirde birgok sayisal ters Laplace doniigim teknigi vardir. Dogru
sonuglara erigmek igin uygun teknigin segimi ve teknigin uygun kullamlmas: deneyim
gerektirir. Bu ¢aligmada ele alinan kuazi-statik ve dinamik problemlerin ¢6zimiinde

bagvurulan sayisal ters Laplace doniisimleri asagida agiklanmugtir.

Literatiirde var olan gesitli sayisal ters Laplace doniigiimleri Narayanan [32] tarafindan

incelenmis ve siniflandirma yapitmigtir. Bu simiflandirmaya gére ¢aligmalar 3 grup ile
o Interpolasyon-kollokasyon metodlar [52-54]
o Ortogonal fonksiyonlarin agihimina dayanan metodlar [55-57]
. éayxsal Fourier transformuna dayali metodlar [58, 59]

olarak siniflandirmak mimkindir.

Bunlara ilave olarak, 1993’de Duffy [60] tarafindan saysal ters Laplace donigimlert
incelenerek, literatirden aldigi uygulamalarla ii¢ sayisal ters donlsim metodunun

kargilagtirmasi yapilmugtir.

Yukanida verilen sayisal ters Laplace donigiim tekniklerinden olan 3 grupdaki gesitli
metodlardan bazilan bu galiymada kullamiimuigtir. Burada galigmada kullanilan teknikler

hakkinda kisaca bilgi vererek inceleyelim.
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7.2. En Biiyiik Duyarhlik Derecesi (Maximum Degree of Precision) Metodu

r= p/t degisken dontgiimii yapilarak (4.2) nolu ifadede yerine konulur ve o(p) regular
olmak sartiyla F(p) = o(p)/p™ seklinde yazilarak quadrature formulii ile (7.1) sekline

dondgir.

12 [ S ]
f(t)z;kawk s,‘g‘LF(—t‘-‘—) | (7.1)

Burada Wy agirhk degerleri, Sy apsis degerleridir. Agirlik ve apsis degerleri Krylov

ve Skoblya [52]’den alinacaktir. Daha detayh bilgi Krylov ve Skoblya [52] tarafindan
yapilan gahiymada bulunmaktadir. Gelistirilen bilgisayar programindan m=1 ve n=10
igin iyi sonuglar almmugtir. Ozellikle herhangi bir zamandaki deger isteniyorsa bu
metod tavsiye edilir. Cinkii dogrudan istenen zamandaki deger bulunabiliyor. Diger
metodlarla istenen zamandaki tek deferi bulmamn imkam yoktur ve eger t
zamanindaki sonug istenirse (0,t) aralif1 At adimlarn ile taranarak t zamanima ulagildig
icin zaman kaybt goktur. Nedeni ise karmagik sayiarla ugrasiimasidir. Ciinkti bu
metotda Laplace doniisiim parametresi kompleks degerlere sahiptir.

Bu metod i¢in N=10 alinmas: yeterlidir. At zaman aralif: istendigi gibi verilebilir ve
istenildii kadar At alinabilir. Hatta istenilen tek bir zamandaki deger dogrudan
bulunabilir. Yapilan test problemlerinde bu incelenmistir. At deZerini ilk 6énce 0.1
alinmug, sonra 1., daha sonrada 5., 10. saniye gibi alinarak sonuglar karsilastinlms ve
ayn sonuglar elde edilmigtir. At’nin degigmesi sonuglan etkilemgmektedir.

7.3. Schapery Kollokasyon Metodu

p Laplace donisiim parametresi real degerlere sahiptir [53]. Schapery kollokasyon
metodu atalet kuvvetlerinin ihmal edildigi kuazi-statik problemler igin uygundur.
Aranilan fonksiyonun sonsuzdaki degerinin bilinmesi gerekiyor. Fonksiyonun
sonsuzdaki degeri bilinmiyorsa bu metot kullanilamaz. Bu nedenle dinamik ¢oziimde

bu metot kullamilmiyor. Kuazi-statik ¢6ziimde iyi sonuglar veriyor.
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Aranan fonksiyonun kendisi iki pargaya ayrlarak
v(t) = Av(t) + v, (7.2)

seklinde oldugunu diigiinilsiin. Fonksiyon yaklagik olarak

V(t) = Av(t) + v (7.3)
segilsin ve asagidaki sartlan saglasin.
Av(0) =0 pVIpzo =v(®) =V (7.4)

Yaklagik olarak alinan fonkstyon agagidaki gibi segilsin.

N —
Avity=Y A ! (15)

i=1

(7.2) ve (7.3) fonksiyonlan arasinda en kiigiik kareler yontemi kullamisin. Béylece

aralanindaki fark minimum yapilms olur.

5
2 _T -
E =(I)(v(t)-wt)) dt
7.6
9 N —)‘it-lz 79
B = Javi- 2 Aje Jdt
1=
Gerekli islemler yapilip diizenlendiginde,
> ! )| (7.7)
A;=pA j=1,N .
i=ll+_7"_i‘ P V(p)pdj ]

i

haline donisir. Simdi (7.3) ifadesinin Laplace dontisiimii alinsin.
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() = Av(p) + %vw (7.8)

Bu ifade diizeniendiginde,
P AV=pV(p) - Ve (7.9)

(7.7) ifadesinde yerine yerlestirildigi zaman,

N 1 _
2 A= VP V)| (7.10)

i=
I+ —
M

ifadesi elde edilir. Bu (7.10) ifadesi NxN lik bir denklem verir. Bu denklemden A;
katsayilari bulunur. A; katsayilan bulunduktan sonra ¢6ziim (7.3) seklinde segilmisti.
O halde ¢6zim:

N
V(1) = v + ZAie"“t (7.11)

i=1

seklinde elde edilmis olur.
7.4. Dubner ve Abate Metodu

Detayl bilgi Dubner ve Abate [58] tarafindan yapilan ¢aligmada bulunmaktadir. Bir
kism elle gikartilarak incelenmistir. Bu metot Fourier-kosiniis transforma dayahdir ve
p Laplace doniigim parametresi kompleks degerlere sahiptir. Statik ve dinamik

¢oziimler igin iyi sonuglar vermektedir.

Laplace uzaymdaki sonuglar biliniyorsa zaman uzayindaki ¢éziimler,

at f 00 .
f(t)= 2?[‘ {l—%Re[F(a)] + kglRell:F(a + %)] Cos(ETEt)} (7.12)

seklinde hesaplanabilmektedir. Burada,
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aT=A T=2t (7.13)
seklinde alirsak (7.12) ifadest
5 3
£(t) ze—tz—ﬁF(%n Zl(—l)“R [F(w)] Jl (7.14)

haline gelir.

Gelistirilen bilgisayar programu yapilirken (7.12) ifadesi ele alinmistir. Elde edilen
sonuglardan da goriilebilecegi gibi ters doénisim iglemi alindiktan sonra zamanm belli

bir degerinden sonra salimimlar meydana gelmektedir.

a=alT /T, dT=T /N alinmaktadir. Gelistirilen programa disandan aT, T ve N
data olarak girilmektedir.

(7.12) ifadesi 0 <t < T i¢in gegerlidir. Ancak t < T/4 i¢in iy1 sonug vermektedir. Daha
fazla bilgi [58] numarah kaynakda agiklanmaktadir. Diger zamanlarda salimimlar
meydana gelmektedir. Salinimlar segilen aT ve N degerlerine baglidir. Bu degerler ne
kadar bilyiik alinirsa ¢6ziimden sapmalar ve olugan salimmlar daha biyiikk zamanlarda
ortaya gikmaktadir.

7.5. Durbin Metodun

Detayl bilgi Durbin [59] tarafindan yapilan bir ¢aligmada bulunmaktadir. Bu metot
siniis-kosiniis Fourier transforma dayalidir ve p Laplace doniisim parametresi
kompleks degerlere sahiptir. Laplace uzayindaki sonuglar biliniyorsa zaman

uzayindaki ¢éziimler,

ajAt 1 3
f(tj)= 2¢ {—-—Re[F(a)+ReLZLk [A(k) +i B(k)] kaJ} (7.15)

seklinde hesaplanabilmektedir. Burada (7.15)’deki katsayilar
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L [ Zn-l
Ak)= D R F(a+i(k+lN)—j (7.16)
1=0 1— N J

L F 2% _]
B(k) = F(a+i (k+1N)=— (7.17)
S )

bi¢iminde olup diger katsayilar

W= cos(%) +1 sin(z'lg-) (7.18)
sin(%)
L = . (7.19)
X

seklindedir. L= 1 almak yeterlidir. Statik ve dinamik ¢OGziimler ig¢in iyi sonuglar

vermektedir,

7.6. Sayisal Ters Laplace Doniisiim Yontemlerine Ait Uygulamalar

Yukanda anlatilan sayisal ters dontigim metodlarinin teorilerini ele alarak bilgisayar
programu gelistirilmistir. Boylece Laplace uzayindaki sayisal ¢éziimler verildigi
takdirde buna karst gelen gergek zaman uzayindaki ¢oziimler gelistirilen bilgisayar
programi yardimu ile elde edilmektedir. Sayisal ters Laplace dongiim yontemlerini test
etmek igin birkag 6rnek segilsin. Test 6rneklerinide Laplace donigimu bilinen veya
doniisimi kolaylikla alinabilen bir zamanin fonksiyonu geklinde ele alinsin. Kullanilan

yOntemlerden birkagi incelensin. Sonuglar da grafik ile gdsterilirse:
7.6.1.0rnek-1

. t . .
Ilk 6rnekde aranilan zamanmin fonksiyonu olarak f(t) = > sint seklinde bir fonksiyon

secilsin. Bu fonksiyonun Laplace donisiimii,
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P

F et 2
(p) @ +1)2

(7.20)

bigimindedir. Simdi cesitli p degerleri icin (7.20) ifadesi ile aramlan fonksiyonun
sayisal degerleri biliniyor. Bu sayilar kullanilarak gergek zaman uzayindaki ¢oziimlere
ulasilmaya gahsilsin. Burada sayisal ters doniisim yapabilen gelistirilen bilgisayar
programindan faydalanilacaktir. Sonuglar  Sekil 7.1°de topluca  gosterilmistir.
Goruldugii gibi aranan fonksiyon elde edilmistir. Dubner ve Abate yontemi teorisinden
de goriilecegi gibi zamanin bityik degerlerindeki ¢oziim etrafinda salimm yapiyor.

Durbin metodu ise zamanin biiyiik degerlerinde sonsuza gidiyor.

20.00 f()=(t/2)*sint fonksiyonu:
W aT=10, N=100, T=20 alind:

— )~ Durbin (L=1)

&—— ikesm ;"‘
| —t—— Dubner |
10.00 -_— @@
ft) /
|
0.00 ~/M§%§w
\
000 4 S Biid wnas B
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00

Sekil 7.1 Dubner ve Durbin metotlarinin kargilagtiriimas
7.6.2.Ornek-2

Ikinci 6rnekte de aranilan zamanin fonksiyonu olarak f\ (t) =H(t-25) seklinde bir

fonksiyon segilsin. Bu fonksiyonun da Laplace dontigtimii,
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F(p) = % g e (7.21)

bicimindedir. Boylece gesitli p degerleri igin (7.21) ifadesi ile aranilan fonksiyonun
Laplace uzayindaki sayisal degerleri biliniyor. Bu sayilar kullanilarak gercek zaman
uzaymdaki ¢oziimlere ulagilmaya caligilsin. Burada sayisal ters doniisiim yapabilen
gelistirilen bilgisayar programindan faydalanilsin. Sonuglar Sekil 7.2°de topluca
gosterilmistir. Gorildiigi gibi aranan fonksiyon elde edilmistir. Dubner ve Abate
yontemi teorisinden de anlasilacag gibi zamanin biiyiik degerlerindeki ¢oziim etrafinda
salimim goriilmektedir. Ancak meydana gelen salimm segilen N parametresi degerine
baghdir. Bu N degeri biyiik almirsa salmm zamanin daha biiyiik degerlerinde
gorilmektedir. Bu nedenle salinimin basladigi zaman N degerine baglidir. Durbin

metodu ise zamanin biiyiik degerlerinde sonsuza gidiyor.

f(O=H(t-25) fonksiyonu

2 aT=10, N=100, T=50 alnd:
—= Dubner
~—— Durbin (I.=1)
2.00 —_— Kesin
flgyna i
0.00
S [ NN :
0.00 10.00 20.00 30.00 40,00 50.00

Sekil 7.2 Dubner ve Durbin metotlarinin kargilastiriimas;
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7.6.3.0Ornek-3

@ 2 G 3
Ugtincii 6rnekte de aranilan fonksiyon olarak f(t):ge /2 sin(z t) seklinde bir

zamanin fonksiyon segilsin. Bu fonksiyonun da Laplace doniigiimi,

/|

e (722)
p - +p+25

F(p)=

bigimindedir. Boylece mevecut (7.22) ifadesi ile gesitli p degerleri icin aranilan
fonksiyonun Laplace uzayindaki sayisal degerleri biliniyor. Burada da bu uzaydaki
sayisal degerleri ele alarak gergek zaman uzayindaki goziimlere ulagilmaya caligilsin,
Sayisal ters déniisiim yapabilen gelistirilen bilgisayar programindan yararlanilsin.
Sonuglar Sekil 7.3°de topluca gosterilmistir. Gorildigi gibi aranan fonksiyon elde
edilmistir. Dubner ve Abate yontemi ile burada da goriilecegi gibi zamanin biyiik
degerlerindeki ¢oziim etrafinda salinim yaptyor. Segilen N degerini daha biiyiik alirsak

Dubner ve Abate metoduna gore salimim daha biiyitk zamanlarda olusacaktir.

J

0.60 - (t)~(2/3)*Exp(-t/2)*sin(3*t/2)
aT=10, N=100, T=50 alnd. (dt=0.5)

t—— Dubner

040 — ish= D
—— Kesin
4

Sekil 7.3 Dubner ve Durbin metotlarinmn kargilagtiriimas:




Durbin metodunda da zamanin biiyiik degerlerinde sonsuza gidildigi goériilmektedir.
Bu Durbin metodunda da segilen N parametresi 6nemli rol oynuyor. N degistikce
biiyiikk zamanlardaki ¢6ziimde degisiyor. N degisiminin sonuglart grafik olarak
goriilmek istenirse Sekil 7.4 ve Sekil 7.5’de verilmektedir. Bu sekillerde aT ve T
degerleri sabit tutularak N parametresinin degisimi incelenmistir. Burada aT= 10 ve
T= 50 saniye olarak almmugtir. Sekil 7.4deki sonugda N= 500 alindiginda yaklagik 28
saniyelerde ¢oziimden uzaklasma gorilliirken, Sekil 7.5’de uzaklasma N= 1000
alindiginda yaklagik 36 saniyelerde goriilmektedir. Daha énce Sekil 7.3’de verilen
grafikde Durbin metoduna ait ¢oziimde uzaklasma daha zamanin baslarinda yaklagik

18 saniyelerde baslamaktadir.

Burada gorildiigii gibi N biiyiiditkge sonsuza gidilen zaman da degismektedir. Sonug

olarak N ne kadar biiyiik alinirsa o kadar iyi ¢oziim elde ediliyor.

0.60 —
f()~(2/3)*Exp(-t/2)*sin(2*1/2)
aT=10, N=500 T=50 alndi. (dt=0.1)

50 {\ ——— Durbin

_J‘ Kesin

fit)
0.20
o ——
020 e =
t
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00

Sekil 7.4 Durbin metodunda N parametresinin etkisi
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0.60

0.40 (t)=2/3 exp(-t/2) sin(3 t/2)
aT=10, N=1000, T=50 (dt=0.05)
''''' Durbin
f(t) ——  Kesin

020 o

0.00 =5
0.20 —— —

0.00 10.00 20.00 30.00 40.00

Sekil 7.5 Durbin metodunda N parametresinin etkisi
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8. SAYISAL UYGULAMALAR

Gelistirilen metodun performansi agagida sunulan gesitli problemlerle test edilmigtir

Test problemlerinde kullanilan modellerin yay ve amortisorlerle baglanmasi Bolim-
2.3’de sekillerle agiklanmugtir. Biitiin uygulamalarda Kelvin ve iig parametreli kati
model kullanilmustir. Ciinkii Maxwell cisminde yiik aniden uygulandiginda elastik
davraniy gostermektedir. Fakat yerdegistirmeler zaman arttik¢a belirsiz artmaktadir.
Kelvin modelinde yerdegistirmeler t— oo igin sonlu bir degere yaklasirken, yapida da
yik aniden uygulandiginda elastik davranis vermez. Ancak Ug Parametreli kat: model
elastik davranis verir ve t— o a giderkende yerdegistirmeler sonlu bir degere yaklagir.

Bu nedenle Ug Parametreli kati model standart lineer malzeme olarak bilinmektedir.

Malzeme katsayilan referans [40]’daki gibi segilmistir. Kelvin modelinde katsayilar
Eo= 9.8 x10" N/m’, n= 2.744x10” Ns/m?, v = 0.3 ve diger Ug Parametreli kats
modelde E;= 9.8x10” N/m?, Ey= 2.45x10” N/m? n= 2.744x10° Ns/m®, v = 0.3 olacak

sekilde alinarak biitiin 6rneklerde kullanilmistir.

Kullanilan malzemelerin sinme fonksiyonlari ve Laplace-Carson ifadeleri, Kelvin igin

Ell

Ty o e
J(t)——(l e 1) J(t)—EO(1 p+E0 ) 8.1
n

seklinde iken Ug Parametreli kati model igin de

Ez
I = ~+—(1—e "y T(t)= _1+E“"—§z_) 82)

bigimindedir.
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8.1. Dogru Eksenli Cubuklar

Gelistirilen programun test edilmesi amaci ile kesin ¢oziimii hesaplayabildigimiz ¢zel
basit problemler ¢oziilmektedir. Bu nedenle iki ucundan basit mesnetlendirilmis ve
dizgiin yayilh yik ile yukli bir kirig incelenmistir. Sayisal ¢oziimleri karsilagtirmak

amaci ile énce problemlerin kesin ¢oziimleri elde edilmistir.

Burada incelenen biitin 6rneklerde Ornek-9 haricinde iki ucu basit mesnetli kiris ele
alinarak orta noktasindaki yerdegistirmeler degisik yiiklemeler altinda incelenmistir.
Geometrik biyiklitkler olarak kirisin boyu L= 10 m., genisligi b= 2 m. ve kalinlig

h=0.5 m. alimmugtir. Biitiin 6rneklerde cubuk 20 elemana béliinerek hesaplanmigtir.

8.1.1.Ornek-4: Sabit Yiiklii

Kirisin z ekseni boyunca biitiin y dogrultusunda Qo= 10 N/m siddetinde diizgiin yayili
yiik etkimektedir. Etkiyen yayili yiikiin zamanla degisimi Sekil 8.1’de gosterilmistir.

q(®) r

9=

Sekil 8.1 Sabit yitk

Kirisin orta noktasindaki kesin ¢okmenin kapali olarak ifadesi

5q0 L4
3841

v(t) = It (8.3)

seklindedir. Burada J(t) malzemenin zamana bagli siinme fonksiyonudur. Bu problem
Kelvin ve Ug Parametreli kati model ele alinarak Schapery kollokasyon ve Fourier ters
dontisiim  tekniklerinden faydalanilarak ¢ozilmiistir. Sonuglar kesin ¢oziim olan
denklem (8.3) ile kargilagtirilarak toplu halde Sekil 8.2 ve Sekil 8.3°de verilmistir.
Sonuglarin st dste duistiigii gorilmektedir. Sekil 8.3’de ters Fourier Laplace

donisimii kullanildiginda zamanin buyik degerlerinde dalgalanma goriilmektedir.
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Bu calisma (TPM )

= Kesin (TPM )
0,0030 —— Bucalisma (KM)
) s TPM
—~ — - Kesin(KM) o
0.0020 A
‘-/'
e
o
£ e
B 00010 |
i e SRR
> §
!
i
0.0000
T — —_—
0 4 8 12 16 20
Zaman (sn.)

Sekil 8.2 Schapery kollokasyon metodu kullanarak KM (Kelvin Model) ve TPM (Ug
Parametreli Model) igin kirisin orta noktasindaki yerdegistirmenin zamanla degigimi

‘J —— Bucalisma (KM ) (

- Teorik (KM )
0.003
Bu calisma (TPM ) TPM
——  Teork (TPM) . £
_—— ——
/
0.002 el
7~

Yerdegistirme

0 4 8 12 16 20
Zaman (sn. )

Sekil 8.3 Fourier metodunu kullanarak KM (Kelvin Model) ve TPM (Ug Parametreli
Model) i¢in kirigin orta noktasindaki yerdegistirmenin zamanla degisimi
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8.1.2.0rnek-5: Uggen Yiiklii

Bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi ayni malzeme ve geometrik Gzellikler alinmugtir. Bu

ornekte yiikiin zamanla degisimi Sekil 8.4°de cizilmistir.

q@®

479

Sekil 8.4 Uygulanan yiikiin zamanla degisimi

Yikiin etkime siresi t;=1 sn. olarak alinmstir. Kelvin ve Ug Parametreli kati
malzemeli modellerde, t < t,=1 s. igin kirigin orta noktasindaki kesin ¢okmenin kapali

olarak ifadesi

4 Eo
= _S(M P n 1
Vikelvin(t) = 384E, 11, (t + (e -1)
4 : ©4)
5q0 1 )

= (L+L t+l _ﬂZt 1))
o T e .

seklinde elde edilir iken t > t,= 1 s. zamam igin orta noktadaki kesin ¢kmenin kapali

ifadesi ise

Sqn 14 Tu,
) n - Tqt

3 = (t; - —— n 1 =i
Vkelvin(t) 384E, 11, (t E, € (e )

) 5, B (8.5)
g Mg A i)
1” Ep

5qoL*
= = (t;(1
Vg pat) 384}521:1(“( *E

biciminde elde edilmistir. Bu problem Kelvin modeli (KM) ve Ug Parametreli kati
model (TPM) igin basit mesnetli kirisin orta noktasindaki yerdegistirmenin zamanla

degisimi kesin ¢oziimlerle karsilastirilarak Sekil 8.5’de gosterilmistir.
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S Bu calisma ( KM )

0.003 ‘] ~~ — Teorik (KM )
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Sekil 8.5 Fourier ters doniigtim teknigini kullanarak KM (Kelvin Modeli) and TPM
(Ug Parametreli Model) igin kirigin ortasindaki yerdegistirmenin zamanla degisimi
Ayrica Sekil 8.6°da da t < ti=1s. i¢in sonuglar kesin ¢oziimlerle beraber verilmistir.
Sekil 8.7°de Uc Parametreli katt model ele alinarak t > ti= 1 s. zamaninda sonuglar

elde etmek igin Schapery kollokasyon metodu kullanimigtir.

0.00087 (,.'k Bu calisma (KM )

——  Teorik (kM) /”
‘ * Bu calisma (TPM )
0.0006 4 —(—  Teorik (TPM)
#
R S
- /
B o
& 0.0004 —/ . o
° & E{
S | A
p. /ET
7 "
0.0002 — & A
P
| ~ e
°m'¢fﬁﬂ”§ﬁfTﬁ7
0.00 020 0.40 0.60 0.80 1.00
Zaman (sn.)

Sekil 8.6 Fourier methody kullanarak t < t, igin kirisin ortasindaki yerdegistirmenin
degisimi
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Sekil 8.7 Schapery kollokasyon methoduny kullanarak TPM (Ug Parametreli Model)
igin kirisin ortasindaki yerdegistirmenin zamanla degisimi

Schapery kollokasyon metodunun basarisi p Laplace parametresinin segimine baglidir

ve Kelvin modeli alinarak sonuglar incelenerek Sekil 8.8 ve Sekil 8.9°da verilmigtir,

Schapery metodu i¢in Laplace parametres; olarak 1,2, 3,4, 5 ve 6 almak yeterlidir,
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Zaman (sn.)

Sekil 8.8 Farkls P’lerle Schapery kollokasyon methodunu kullanarak KM (Kelvin Modeli)
igin Kirigin ortasindaki yerdegistirmenin zamanla degisimi (p=0.08,0.8,1,2,3,4,5,6)
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Sekil 8.9 Farkli p’lerle Schapery kollokasyon methodunu kullanarak KM (Kelvin
Modeli) igin kirigin ortasindaki yerdegistirmenin zamanla degigimi (P=1,2,3,4,5,6)

8.1.3.0rnek-6: Siniizoidal Yiiklii

Kelvin modelli iki ucu basit mesnetli viskoelastik kirige zamanla degisimi Sekil 8.10°da
gosterilen tiniform yayih yiik etkisin. Kirisin orta noktasindanki yerdegistirmenin

zamanla degisimi

4
5qo L . T Tl = L
Vkelvm(l):383()]501#(},8]“(;0'#;(8 M*COS(Ht» = =]
e+
3 +7)

" ' (86)
5q0L A T —At
Vkelvin(t) = 384 B, | D
012 7/ y
( yz

1

@™y 5 qa (x:;)

olarak elde edilmistir.

q(

9=qo

ti=2g

Sekil 8.10 Uygulanan yiikiin zamanla degisimi
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Cubukta 10 eleman ve D=, p=2, pi=3, p=4, P5=5 ve p=6 almarak orta noktada
elde edilen sonlu eleman ¢oziimleri kullamilarak zaman uzayinda erisilen sonuglar Sekil

8.11 ve Sekil 8.12°de kesin coziimlerle kargilagtirilarak verilmigtir.
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Sekil 8.11 Schapery kollokasyon methodunu kullanarak kirisin ortasindaki
yerdegistirmenin zamanla degisimi
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Sekil 8.12 Fourier methodunu kullanarak kirisin ortasmdaki yerdegistirmenin zamanla
degigimi
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Ayrica t <t igin ayni problemin sonuglary Sekil 8.13 ve Sekil 8.14°de kesin ¢oziimler
ile verilmistir. Sekillerden gorildigi gibi kesik (anlik) yiikler icin Fourier metodu

daha iyi sonuglar vermektedir.

0.0006 e

0.0004 Z’/ X 5

0.0002

Yerdegistirme

( 4 Bucalisma (KM )
| —C— Teork (KM)

g

-0.0002 -L“‘\‘ T e

T
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2,00
Zaman (sn.)

Sekil 8.13 Schapery kollokasyon metodunu kullanarak t <, igin kirisin ortasindaki
yerdegistirmenin degisimi
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Sekil 8.14 Fourier metodunu kullanarak t < t, igin kirigin ortasindaki yerdegistirmenin
degisimi
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8.1.4.0rnek-7: Sabit Yiiklii

Genellikle sonlu eleman metodunda [40] kirigin kalnlig: azaldigi zaman kayma
kilitlenmesiyle kargilagiimaktadir. Literatiirde bu zorluklardan kurtulmak igin ya
indirgenmis integral (Reduced Integration) yada Kirchhoff elemant kullanilmaktadir
[61, 62]. Bu calismada kullanilan formiilasyonda kayma kilitlenmesinin olmadigim
gostermek igin Schapery kollokasyon ve Fourier metodlart ile Sekil 8.1°deki gibi sabit
yayih yiik altinda basit mesnetli viskoelastik kiris ele alinsin. Ug Parametreli kat:
modelden olusan kirigin degisik sabit 4 yiikseklikleriyle elde edilen sonuglar Sekil 8.15
ve Sekil 8.16°da gosterilmistir.
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Sekil 8.15 Schapery kollokasyon metodunu kullanarak TPM igin kirisin ortasindaki
yerdegistirmenin degigimi (b=2m.)
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Sekil 8.16 Fourier metodunu kullanarak TPM i¢in kirisin ortasindaki yerdegistirmenin
degisimi ( b=2m.)

Ayrica h daha da kiigiiltiilerek kayma kilitlenmesi incelenmistir. Cesitli h kesit

yukseklikleri igin problem ¢oziilerek sonuglart Sekil 8.17°de verilmistir. Kayma

kilitlenmesinin olmadigi Sekil 8.17’den anlagiimaktadir. Kesit yiksekliginin azaltilmas;

durumunda sonuglar hesaplanirken kesme kuvvetinin etkisi de dikkate alinmigtir.

0.0136 ~49— Bu calismada
J — = = 51384
i ~<— Teorik (kesme etkili)
> 00132 - § e e TR
—8 — =
80 120 160 200
L/h orani

Sekil 8.17 Fourier metodunu kullanarak kirisin ortasinda t= 10 gn. “deki
yerdegistirmenin cesitli h degisimi (b=2m.)
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8.1.5.0rnek-8: Sabit Yiiklii Degisken Enkesitli

Bu 6rnekde de ekseni boyunca degisken enkesitli kirig incelenmistir. U Parametreli
kat1 modele sahip kirigin Sekil 8.1°deki gibi sabit yayili yiik ile yiiklenmesi durumunda
Fourier metodunu kullanarak orta noktadaki yerdegistirmeye ait sonuglan degisik 4

kalinliklar1 igin Sekil 8.18’de cesitli alternatiflerle sunulmustur. Sonuglarin istenilen

derecede iyi oldugu goriillmektedir.
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Sekil 8.18 Fourier metodunu kullanarak TPM igin Kirisin ortasindaki yerdegistirmenin
degisimi ( b=1m.)

8.1.6.Ornek-9: Sabit Yiiklii ki Ucu Ankastre

Burada da elastik zemine oturan iki ucu ankastre dogru eksenli Ug Parametreli kat:
model i¢in hem kayma etkisi dikkate alinarak TBI12 ile hemde kayma etkisi ihmal
edilerek TB4 ile sonuglar elde edilmistir. Elastik zemin olarak Winkler zeminj dikkate
alinmustir. Bu érnekte kirigin geometrik ozellikleri = 10 m,b=2m ,h=05m,
olarak ahnarak qo=1008(t) N/m’lik sabit yayil yiik uygulanmaktadir. Winkler zemin
katsayisi olarakda 4= 10 kN/m. alinmgtr., Sekil 8.19°da kirisin orta noktasindaki
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yerdegistirmenin zamanla degigimi gosterilmistir. Kayma etkisini ihmal ederek TB4 ile
hesap yapildiginda kirigin ortasindaki moment degeri Mc=287 Nm ve mesnetlerdeki
moment degeri Ms= -612 Nm olarak elde edilmistir. Kayma etkisini dikkate alarak
TB12 ile hesap yaptigumzda da kirisin ortasindaki moment degeri Mc=288 Nm ve

mesnetlerde moment degeri ise Ms=-612 Nm olarak bulunmustur.
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Sekil 8.19 TB4 ve TB12 kullanarak elastik zemin tizerindeki iki ucu ankastre kirigin
orta noktasindaki yerdegistirme

8.1.7.Ornek-10: Sabit Yiiklii Dinamik Analiz

Dinamik davranisi incelemek icin 6nceki 6rneklerdeki gibi iki ucu basit mesnetli
qo=103(t) N/m sabit yayilt yiikle yiikli viskoelastik dogru eksenli kirig ele alinmgtir.
Viskoelastik malzemenin yogunlugunu ise p= 500 kg/m® olsun. Sunulan formiilas-
yonda Ug Parametreli kat: modele sahip kirisin orta noktasindaki yerdegistirmenin
zamanla degisiminin kuazi-statik ve elasto dinamik  sonuglari hesaplanarak Sekil
8.20’de beraberce verilmistir. Secilen malzeme igin viskoelastik kirisin dinamik

davramigi 25 saniyeden sonra goriilmemektedir.
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Sekil 8.20 TPM icin kiriin orta noktasindaki yerdegistirmenin kuazi-statik ve dinamik
davranigt (b=2m. h=0.5 m., n=2.744x10%)

Viskoelastik kirigde n viskozite katsayisinmn artmasinin etkisinin sonuglar incelenerek
Sekil 8.21°de verilmistir. Goruldigi gibi M viskozite katsays arttigl zaman Kkirigin

ortasindaki yerdegistirme azalmaktadir.

0.004
]

2 0.002
@
®
e
£ 0001 -
©  11=200000000
0.000 —
% n=274400000
1 A 71=350000000
-0.001 i“m““‘ a=E T
0 5 10 15 20 25
Zaman (sn.)

Sekil 8.21 TPM icin yerdegistirme tizerinde viskozite katsayisi n degisiminin etkisi
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Ayrica kirisin dinamik davraniginda, viskoelastik kirisin kalinhginin degisiminin etkisi
de incelenerek sonuglar Sekil 8.22°de gosterilmigtir. Beklenildigi gibi kalinlik artig
zaman kirigin orta noktasindaki yerdegistirmesi azalmakta ve titresimin frekans: da

kalinlikla dogru orantil; oldugu gériillmektedir.
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Sekil 8.22 TPM i¢in frekans ve yerdegistirme iizerinde h kesit yiiksekliginin
degisiminin etkisi

8.2. Diizlemine Dik Yiiklerle Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

Ornek-13 haricinde bitiin 6rneklerde kesit biiyiikliikleri R= 10 m,b=1mveh=1m
olarak alinmugtir. Ornek-13’de b= 1 m, h= 0.5 m. alinarak tg tekil yiik ile yiklii daire
eksenli kirig almmistir. Ornek-14’de de elastik zemine oturan daire eksenli kirig
incelenmistir. Ornek-13 ve 14 harici digerlerinde iki ucu ankastre daire eksenli kirig ele

alinmistir. Buradaki biitiin ornekler 10 elemana béliinerek hesaplanmstir.
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8.2.1.0rnek-11: Uggen Yiiklii

Sekil 8.23’de gosterildigi gibi siddeti Qo= 10 N/m olan sabit yayih yikli iki ucu
ankastre kirig incelenmistir. Sabit yayih yikiin zamanla degisimi Sekil 8.4’de

cizilmistir. Yikiin etkime stires; =2 sn. olarak alinmugtir,

Sekil 8.23 Iki ucu ankastre dairesel kirig

Bu 6rmekde dairesel kirigin orta noktasindaki yerdegistirmenin kesin ¢6ziimii Ug

Parametreli kati model i¢in

D, 22 - 5 n’
§=—b=—"2 i = 2n(1+8) - (n? + 45+ 4) + *— 8.7
D, egi? © BT g a8 ( D 6D

olacak sekilde t < t;= 2 s. zaman araliginda

A 1 40 e _
== Gty e -y (83)

bi¢iminde elde edilir iken t > t1=2's. zaman araliginda ise

_ QT Loy -kt
Up —rz f (tl+}\'e (I-¢ ) (8.9)

seklinde elde edilmistir. Bu problem TPM (U¢ Parametreli Model) igin MDOP
(Maximum degree of precision), Dubner ve Durbin ters doniisiim  tekniklerinden
yararlanarak ¢ozilmiistir. Zamana gore kirisin orta noktasinin yerdegistirmesinin
degisimini kesin ¢oziimlerle beraber t<t=2s. i¢in Sekil 8.24’de ve t > t;=2s. igin

ise Sekil 8.25°de verilmistir. Bu problemde MDOP ve Durbin iyi sonuglar
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vermektedir. Dubner ters donisiim tekniginde parametreler aT=10, N=100 olarak
segilirse zaman artiginda salinim gorulmektedir. Dubner metodunun sonuglarinda
varolan degisim sekillerde gosterilmemistir. Secilen parametreler arttigi  zaman

meydana gelen dalgalanma daha biiyiik zamanlar da ortaya ¢ikmaktadir.
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Sekil 8.24 MDOP, Dubner, Durbin metodlarim kullanarak Sekil 8.4°de verilen
yiikleme i¢in kirisin ortasmndaki yerdegistirmenin degisimi (t<ti=2s. ).
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Sekil 8.25 Yayilt yitkleme olarak Sekil 8.4 icin kirisin ortasindaki yerdegistirmenin
degisimi (t>t;=25.).
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8.2.2.0rnek-12: Anlik Yiiklii

Bu 6rnekde de bir énceki ornekte verilen ayn geometrik ve malzeme 6zellikteki
problem Sekil 8.26°deki yik icin ¢oziilmiistiir. Kirigin orta noktasindaki yerdegistir-
menin degisimi Sekil 8.27°de, TPM igin (8.7)’den yararlanarak elde edilen kesin
¢0ziim
t<t;=up=q, T (~1+i(1~e‘“))
Ei E

i (8.10)

s @
t>1 Sup =qp T) =—(* 1
Ey
ile beraber verilmistir. Bu problemde MDOP, Dubner ve Durbin ters Laplace

doniigiim teknikleri incelenmistir,

q(®)

=28

Sekil 8.26 Etkiyen yayili dis yiiklerin zamanla degigimi
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Sekil 8.27 Yayili yiikleme Sekil 8.26 igin kirisin ortasindaki yerdegistirme diyagram
80
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8.2.3.0rnek-13: Siniizoidal Yiiklii

Burada da bir 6nceki érnekte verilen ayni geometrik ve malzeme ozellikteki problem

Sekil 8.10°daki yayilt yiik igin ¢ozilmistir. (8.7)’den TPM icin kesin ¢oziim,

Tzz 7, (ksin(n—t)+—n—(e_m—cos(n—t))
(}"2+n//,/2) ty tg t;
/ t]
t<tj =>up=q, T (isin(ﬂni?z) (8.11)
Ei " "t17 E,

—At
os 1€ A T
t>tl:>ub :‘JOTI‘ & W T(e}”"+l)
2 (X +T[/,;2) 1
1

seklinde elde edilmistir. Tki ucu ankastre kirisin orta noktasindaki yerdegistirmenin
degisimi Sekil 8.28°de kesin ¢ozumlerle birlikte verilmistir. Bu 6rnekde segilen
parametrelerle Durbin iyi sonuglar vermigtir. Dubner ve MDOP metodlarinda

dalgalanma gortlmistir. Bu neden ile by metodlarin sonuclari sekil ile verilmemistir,
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Sekil 8.28 Yayih yiikleme Sekil 8.10 igin kirigin ortasindaki yerdegistirme diyagrami
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8.2.4.0rnek-14: Sabit Yiiklii

Burada da bir 6nceki érnekte verilen ayni geometrik ve malzeme ozellikteki problem
Sekil 8.1°deki yayili yik igin ¢éziilmiigtiir, (8.7)’den vyararlanarak TPM i¢in kesin

coziim,
= I £l +‘I 1—g~ M 8.12)
Up =qo Ij (El E, @=e ) (8.

seklinde elde edilmistir. Sonuglar Sekil 8.29 ile kirigin ortasindaki yerdegistirmenin
degisimi kesin ¢oziimlerle beraber verilmistir. Bu érnekde Dubner, Durbin, MDOP ve
Shapery metotlari kullanilmugtir, Sayisal sonuglar birbirlerine benzemektedir. Bu
nedenle metotlardaki fark: gormek igin gekillerde gizilen egriler arasindaki fark:

gormek ¢ok zor oldugundan sadece bir metodun sonuglar verilmistir. Hepsi st tiste

dismektedir.
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Sekil 8.29 MDOP, Dubner, Durbin metodlarin kullanarak Sekil 8.1°de verilen
yiikleme i¢in kirisin ortasindaki yerdegistirmenin degisimi
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8.2.5.0rnek-15: Sabit Yiiklii Dinamik Analiz

Burada bir 6nceki Ornegin aynist alinarak dinamik davranis incelenmistir. Problem
Dubner metodu kullanilarak siddeti qo=108(t) N/m olan Sekil 8.17deki gibi sabit yayilh
yik igin ¢oziilmiistiir. Malzeme yogunlugu p= 500 kg/m*® olarak almmustir. Sonuglar
TPM igin kirisin ortasindaki yerdegistirme Sekil 8.30 ile grafik olarak verilmistir.
Segilen malzeme igin t > 25 s. zamanindan sonra viskoelastik kirigin dinamik davramg

gortilmemektedir.
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Sekil 8.30 TPM igin kirisin orta noktasindaki yerdegistirmenin kuazi-statik ve dinamik
davramgi

8.2.6.0rnek-16: Tekil Yiiklii Dairesel Cember

Burada ii¢ basit mesnet iizerine oturan dairesel kiris ele alinarak tekil yukler
etkisindeki davramgt incelenmistir. Tekil yiikler simetrik olarak Sekil 8.31°deki gibi
yuklenmistir. Geometri ve malzeme ozellikleri olarak da R= 5 m,, E;= 9.8x10” N/m?,
Ey= 2.45x10" N/m%, n= 2.744x10° Ns/’, b = 1 m, h= 0.5 m, P=10008(t) N.

alinmigtir. Verilen yikleme altinda kuazi-statik ve dinamik durumlar icin ortadaki
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yerdegistirmenin zamanla degisimi Sekil 8.32°de verilmistir. Segilen TPM malzemesi

igint > 25 s. zamanindan sonra viskoelastik kirigin dinamik davramigt goriilmemektedir
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Sekil 8.32 Yiik altindaki yerdegistirmenin kuazi-statik ve dinamik davranigi

Frekans ve genlik iizerinde kirigin kalinliginm etkisi Sekil 8.33’de goriilmektedir.
Beklendigi gibi kalinlik artigi zaman frekans da artmaktadir. Titresim tizerinde
viskozite katsayisinin etkisi de Sekil 8.34 ile verilmistir. Gorildigi gibi viskozite
katsayis1 artiginda yerdegistirme azalmaktadir. Dinamik davrams  ¢éziimlerinde

Dubner ters Laplace doniisiim iyi sonuglar vermektedir.
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Yerdegistirme
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Sekil 8.33 Kiris kalinliginin frekans ve yerdegistirme tizerindeki etkisi
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Sekil 8.34 Yerdegistirme iizerinde viskozite katsayisinin etkisi
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8.2.7.0rnek-17: Tekil Yiiklii Elastik Zemine Oturan Dairesel Cember

Bir 6nceki 6rnekde verilen kirisi ele alarak elastik zemin tizerinde olmast durumunda
dinamik davranig incelenmistir. Malzeme yogunlugu p= 500 kg/m* alinmustir. Elastik
zemin olarak da Winkler zemin tipi ele alinmustir ve Winkler zemin katsayisi =20
kN/m secilmistir. Verilen yiikleme altinda kuazi-statik ve dinamik olarak kirigin

yerdegistirmesi Sekil 8.35 ile verilmistir. Titresimde, zeminin etkisi kirise tesir ettigi

gorulmektedir.
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—— — Dubner statik
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0 10 20 30
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Sekil 8.35 Elastik zemin tizerinde yiik altindaki yerdegistirmenin kuazi-statik ve
dinamik davranigt

8.3. Diizlemi icindeki Yiiklerle Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

Butin orneklerde kesit biyiiklikleri R= 10 m., b= 1 m.ve h= 1 m. olarak alinmisg ve

ornekler 20 elemana béliinerek hesaplanmustir.
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8.3.1.0rnek-18: Sabit Yiiklii Kuazi-Statik Analiz

Sekil 8.36°da gosterildigi gibi siddeti qo= 100 N/m olan sabit yayih yiikli iki ucu
ankastre kiri incelenmistir. Sabit yayilh yiikiin zamanla degisimi Sekil 8.1°de

cizilmistir. Kuazi-statik analiz yapilmigtir,

||l| ’QO

Sekil 8.36 Tki ucu ankastre dairesel kirig

Bu o6rekde de dairesel kirigsin orta noktasindaki yerdegistirmenin ¢ozimi g

parametreli malzeme alinarak hesaplanmistir. Sonuglar Sekil 8.37°de verilmistir.
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¥ MDOP
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0.0000 — I T T —
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zaman (sn.)

Sekil 8.37 Yerdegistirmenin kuazi-statik davranisi
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8.3.2.Ornek-19: Sabit Yiiklii Dinamik Analiz

Sekil 8.36°da gosterildigi gibi siddeti qo= 100 N/m olan sabit yayili yiikli iki ucu
ankastre kirig incelenmistir. Sabit yayili yiikiin zamanla degisimi Sekil 8.1°de
cizilmigtir. Ug parametreli malzeme igin dinamik analiz yapilmustir. Elde edilen

dinamik sonuglar Sekil 8.38’de hesaplanan kuazi-statik sonuglarla beraber verilmistir.

0.0010

0.0008 | o

Yerdegistirme

Dinamik

ffffff Statik

0.0000

1

|

0 10 20 30 40
zaman (sn.)

Sekil 8.38 Yerdegistirmenin dinamik davramst

Ayrica dinamik analizde aym problem ele alinarak h en kesit yiiksekliginin frekansa

etkisi incelenmistir. Sonuglar Sekil 8.39’da verilmistir.
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zaman (sn.)

Sekil 8.39 Yerdegistirmenin dinamik davramg:

8.4. Diizlemi i¢inde Yiiklerle Yiiklii Parabolik Eksenli Cubuklar

Biitiin 6rneklerde kesit buyiikliikleri L= 10 m., b= 0.2 m.ve h= 0.5 m. olarak almmig
ve ornekler 20 elemana béliinerek hesaplanmigtir. Sekil 8.40°da ele alman parabolik

cubuk gosterilmistir. A mesnedi Uy =up =My =0 olmak iizere ankastre iken B

mesnetindeki sinir kosullart U =Qp =T, =0 olarak alinmstir.

WL LIITTITTITTTTLY %

f=5m.

Sekil 8.40 Bir ucu ankastre parabolik gubuk

89




8.4.1.0rnek-20: Sabit Yiiklii Kuazi-Statik Analiz

Sekil 8.40°da gosterildigi gibi siddeti Qo= 100 N/m olan sabit yayih yikli bir ucu
ankastre gubuk incelenmistir. Sabit yayil yiikiin zamanla degisimi Sekil 8.1°de
gosterilmistir. Bu 6rnekde parabolik ¢ubukda orta noktadaki yerdegistirmenin ¢oziimii
Ugparametreli malzeme alinarak hesaplanmistir. Kuazi-statik analiz yapilarak sonuglar
grafik halinde Sekil 8.41°de verilmistir. Burada da zamanin belli bir degerinden sonra
salimm  gorilmektedir. Bu salimimin  yeri  segilen parametrelere baghdir. Bu
parametrelerden Dubner metodu ele alinarak N’nin etkisi incelenmis ve sonuglart Sekil
8.42°de bulunmaktadir. Gortldugii gibi N parametresi biiyiidiikge salinim buyiik
zamanlarda ortaya ¢ikmaktadir.
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0.0040 —
4
P
= 0.0030
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0.0010 J /
/ } -~ -- MDOP }
’h J
X e . e 1
i
0.0000 — — s e e T e
0 10 20 30 40
Zaman (sn.)

Sekil 8.41 Bir ucu ankastre parabolik gubukda orta noktadaki yerdegistirme diyagrami
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Sekil 8.42 Parabolik ¢ubukda Dubner metodundaki N parametresinin etkisi
8.4.2.0rnek-21: Sabit Yiiklii Dinamik Analiz

Sekil 8.40°da gosterildigi gibi siddeti o= 100 N/m olan sabit yayih yikli bir ucu
ankastre parabolik cubuk ele alinarak incelenmistir. Sabit yayilt yiikiin zamanla
degisimi  Sekil 8.1°de ¢izilmistir. Ug¢ parametreli malzeme i¢in dinamik analiz
yapilmistir. Sonuglar Sekil 8.43°de verilmistir. Ayrica h kesit yiiksekliginin frekansa

etkisi incelenerek sonuglar Sekil 8.44°de gosterilmigtir.
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Sekil 8.43 Parabolik gubukda dinamik analiz
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Sekil 8.44 Parabolik ¢ubukda dinamik analizde h degisiminin etkisi

8.5. Helisel Cubuklar

Biitiin 6rneklerde kesit biiyiiklikleri H= 608.555 cem., R=3.1m,b=15mve h= 0.15
m. olarak alinmis ve érnekler 20 elemana boliinerek hesaplanmigtr. Ugparametreli

malzeme alinarak hesaplanmgtir. Yayilt yiik z ekseni dogrultusunda alinmigtir,

8.5.1.0rnek-22: Sabit Yiiklii Kuazi-Statik Analiz

Siddeti qo= 100 N/m olan sabit yayili yiikli iki ucu ankastre helisel ¢ubuk
incelenmistir, Sabit yayili yiikiin zamanla degisimi Sekil 8.1°de ¢izilmistir. Burada ele
alinan problem Sekil 8.45°de gosterilmis ve orta noktadaki binormal yéndeki
yerdegistirmenin kuazi-statik sonuglari Sekil 8.46°da verilmistir. Bu problemin elastik
olarak teorik ¢6ziimu, Cinemre [63] tarafindan baslangi¢ degerler yontemi kullanilarak

yapilmigtir.

92




Yerdegistirme (ub)

0 10 20 30 40 50
Zaman (sn.)

Sekil 8.46 Iki ucu ankastre helisel merdivenin orta noktasindaki yerdegistirmesi
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8.5.2.0rnek-23: Sabit Yiiklii Dinamik Analiz

Sekil 8.45°de gosterildigi gibi siddeti qo= 100 N/m olan sabit yayil yiiklii iki ucu
ankastre helisel cubuk incelenmistir. Sabit yayih yiikiin zamanla degisimi Sekil 8.1°de

¢izilmistir. Ug parametreli malzeme igin dinamik analiz yapimistir. Sonuglari grafik

olarak Sekil 8.47°da verilmistir,

0.020 —J

Yerdegistirme (Ub)

0 10 20 30 40 50
Zaman (sn.)

Sekil 8.47 Helisel merdivendeki orta noktanin yerdegistirmesinin dinamik analizi

8.5.3.0rnek-24: Sabit Yiiklii Kuazi-Statik Analiz

Siddeti o= 0.01 N/m olan z yoniinde sabit yayili yiiklii bir ucu ankastre diger ucu bos
olan helisel ¢ubuk incelenmistir. Sabit yayili yiikiin zamanla degisimi Sekil 8.1°de

verilmistir. Burada ele alinan problem Sekil 8.48°de gosterilmigtir.
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Sekil 8.48 Helisel gubuk problemi

Malzeme ve kesit 6zellikleri R= 3.1m., H= 1217.11 cm., b=60 cm ve h=15 c¢m
aliarak 30 elemana boltnerek, bos ug daki binormal yondeki yerdegistirmenin kuazi-
statik sonuglan Sekil 8.49°da verilmistir. Sekil 8.50°de de segilen N parametresinin

etkisi incelenmistir.

0.004 j}
0.003 - /
(3
E z
s i 2 v
> 0.002 — ’/,r’/‘
T -
3 s
7/ e,
‘ (
0.001 | (EE— Dubner
l Durbin
[ / e MDOP J
o0 {——
0 10 20 30 40 50
zaman (sn.)

Sekil 8.49 Helisel gubukdaki bos ucun binormal yonundeki yerdegistirme diyagrami
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Sekil 8.50 Helisel gubukdaki bos ucun binormal y6niindeki yerdegistirmeye N etkisi
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9. SONUCLAR

Bu galismada, kuazi-statik ve dinamik yiiklemeler altindaki u¢ boyutta ekseni herhangi
bir geometriye sahip olan viskoelastik gubuklar icin sonlu eleman formiilasyonu
gelistirilmistir. Viskoelastik davramigini temsil etmek igin integral formda birbirinden
farkli olabilen, biri gekme digeri kaymaya karst iki binye bagintisi distnilmustiir.
Siir kosullarindan ve alan denklemlerindeki zamana gore tirevi kaldirmak igin
Laplace-Carson  déniisiimii kullanilmistir. ~ Laplace-Carson uzayinda Géteaux
diferansiyelini kullanarak sistematik olarak matematiksel islemlerden sonra gesitli
egriliklere sahip viskoelastik gubuklar icin yeni fonksiyoneller elde edilmistir. Sonra
dontismiis uzayda kangik sonlu eleman formilasyonu yapilarak viskoelastik gubuklara
ait eleman denklemleri bulunmus ve herbirine ait bilgisayar programlar gelistirilmistir.
Denklemlerin ¢oziimiinden gergek zaman uzaymndaki sonuglara ulasabilmek igin
sayisal ters Laplace doniisiimiinden yararlanilmistir.  Sayisal ters déniigiim i¢in
literatiirde meveut olan gesitli metodlardan Schapery kollokasyon, MDOP, Dubner ve
Durbin metodlar kullanilmigtir. Gelistirdigimiz yontemin perfonmansini gormek igin

gesitli kuazi-statik ve dinamik problemler test edilmistir.
Yapilan galismadaki formiilasyonun 6zellikleri kisaca ézetlenecek olursa:

e Viskoelastik qubuklar igin yeni fonksiyoneller dinamik ve geometrik sinir

kogullart ile birlikte Laplace-Carson uzayinda elde edilmigtir.

* Viskoelastik gubuklar, gevseme fonksiyonlarinin genel formlarinin kullanilmas:
lle kuazi-statik ve dinamik yiikleme altindaki davranis kangik sonlu eleman
yontemi ile incelenmistir. Kullanilan normal ve kayma gerilmeleri igin gevseme

modiillerinin farkli farkh da alinabilmesi miimkiindiir.

e Degisken kesitli gubuklar igin kapal ¢oziimiin yapilmasi zor oldugundan gubuk
kesitlerinin degiskenligini eleman denklemlerine ait matrislerin kurulmasinda

gozoniine alan ayr bir sonlu eleman modeli gelistirilmistir.
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Formiilasyonlar igin fortran dilinde bilgisayar programi gelistirilmistir.
Programin aki diyagrami Ek-A’da verilmistir. Gelistirilen bilgisayar programi
ile hertiirlii zamana bagl dis yik ve smir kosullart igin yeteri derecede yakin

sonug elde edilmistir.
Gelistirilen formiilasyonda kayma etkileri de dikkate alinmugtir.
Bu formiilasyonda kayma kilitlenmesi gozlenmemektedir.

Yapilan galisma ile viskoelastik gubuklarin elastik zemin lizerinde olmast

durumunda da sonug alinabilmektedir.

Sayisal géziimlerin dogrulugunu kontrol etmek iizere rneklerdeki viskoelastik

kapali ¢6ziimler bu galisma gergevesi iginde elde edilmistir.

Sayisal ters doniigiim metodlan ile gergek zaman uzayindaki ¢oziimler elde
edilmigtir. Sayisal ters doniisiim icin Schapery kollokasyon, MDOP, Dubner ve
Durbin metodlar kullanilmigtir.

Segilen p Laplace parametreleri Schapery kollokasyon metodunda reel olarak
kullanilirken MDOP, Dubner ve Durbin metodlarinda kompleks degerler
almarak kullanilmgtir.

Schapery kollokasyon metodunda kullanilan reel p Laplace parametrelerinin
segimi  incelenmistir. Inceleme sonucunda biyik zamanlarda kiigik p
degerlerinin alinmasinin uygun oldugu gorilmustir. p Laplace parametresinin

sonuglara etkisi, Bolim 8.1.2’de ele alinarak grafik halinde verilmistir.

Schapery kollokasyon metodu, zamana gére sabit yitkleme altindaki kuazi-statik

problemler igin uygundur.

Zamana gore degisken yiikler altindaki kuazi-statik ve dinamik problemler i¢in

Fourier dontigiimiine dayanan metodlar iyi sonuglar vermektedir.

MDOP metodu baglangigda yani zamanin sifir oldugu andaki problemin

sonuglarini vermemektedir.
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Dinamik problemlerde Dubner ve Durbin metodlar iyi sonug vermektedir.

Dubner ve Durbin metodlarinda aT=10, N=100 ile 2000 arasindaki degerleri

almak yeterli olmaktadir.
Kinsin rijitligi arttig1 zaman titresimin frekansida artmaktadir.

Serbest titresim analizinde titresimin zamanla sondugi gorillmektedir. Sonim

zaman viskozite katsayisi ile dogru orantilidir.

Titresimde kirisin yiiksekliginin etkisi incelenmistir ve titresimin frekansinin

kirigin yiiksekligi ile dogru orantili oldugu goriilmiistiir.

Bu gelistirilen formiilasyon plaklar, kabuklar gibi diger tasiyict sistemlerede

uygundur. Caligmalar devam etmektedir.
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EKLER

Ek-A: Bilgisayar Program

Viskoelastik gubuklar igin gelistirilen fortran dilindeki bilgisayar programunin akis
diyagramu Sekil A.1’de verilmistir.

l EKRAN BILGILERI ’
7 N
oA

Sekil A.1 Akis diyagrami

Program calistinldiginda alt programlarla  yonlendirilmektedir. Cagrilan  alt
programlarla ilgili kisa agiklamalar agagida verilmistir.

DATA alt programu: Sistemin kesit ozellikleri ve malzeme ozelliklerinin dosyadan
okunmasini saglayan bir alt programdir.

NODM alt programi: Sonlu eleman agint kurmaya yardimei olan bir alt programdir.

EKRAN BILGILERI:Ekrandan bilgi girisini saglamaktadir. Problem hakkinda
bilgiler verilmektedir. Kuazi-statik veya dinamik olusu, yiikleme gesiti gibi bilgilerle
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aT, N, T parametreleri girilir. Ayrica hangi ters doniisiim yonteminin kullanilacag: da
ekrandan girilmektedir.

MDOP alt programi: Agirhik ve apsis degerlerini kullanarak istenilen bir t zamam
igin sayisal ters donisim yaparak o andaki ¢oziimii veren bir alt programdir. Bu alt
program FINVERS ve DENK adli alt programlari gagirarak ¢alisabilmektedir.

DUBNER ve DURBIN alt programlar:: aT, N ve T parametrelerine bagh olarak
baglangigdan herhangi bir ana kadar sayisal ters doniigiim yaparak ¢éziim veren bir alt
programdir. Istenilen zaman arahginda ki At sayisi kadar FINVERS ve DENK adl alt
programlan gagirarak calisabilmektedir.

FINVERS alt programu: Laplace-Carson uzayinda problemin smir kosullarina gore
gerekli olan sonlu eleman denklemini kuran bir alt programdir. Bu alt program DENK
adli alt programi gagirarak caligabilmektedir.

DENK alt programi: Déniismils uzayda:kurulan denklem takimini gozebilen bir alt
programdir.

SONUC alt programu: Sonuglar dosya igine yazmasint saglayan bir alt programdir.

Ornek bir DATA dosyasi: Ornek-18’de verilen probleme ait bilgilerdir.
180. 1. i 20 2
11 27440000. 24500000.  98000000.

Ornek bir SONUC dosyasi: Ornek-18’ de verilen probleme ait sonuglardir.

zaman u, (MDOP ile ¢6ziim)

0.50 0.0002293242
1.00 0.0002619332
1.50 0.0002931186
2.00 0.0003229423
2.50 0.0003514639
3.00 0.0003787403
3.50 0.0004048257
4.00 0.0004297722
4.50 0.0004536296
5.00 0.0004764453
5.50 0.0004982648
20.00 0.0008452444
20.50 0.0008509619
21.00 0.0008564297
21.50 0.0008616589
22.00 0.0008666597
22.50 0.0008714421
23.00 0.0008760158
23.50 0.0008803897
24.00 0.0008845727
24.50 0.0008885731
25.00 0.0008923988
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