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INCE CIDARLI KOMPOZIT BiR UCAK KANADININ DiNAMIK ANALIZi

OZET

Gelismekte olan yeni nesil hava ve uzay yapilarinin tasarimi mukavemet/agirlik ve
yiiksek katilik/agirlik oranlar1 sahip elyaflar ile gii¢lendirilmis katmanli kompozit
kalin veya ince cidarlh kiris yapilarina baghdir. Son on yil icerisinde bu konu
izerinde bir¢ok inceleme yapilmis ve elde edilen sonuclar hem sayisal hem de
deneysel olarak dogrulanmistir.

Bu calismada ucak kanadina keyfi kesite sahip, tek hiicreli ince cidarli bir kirig
modeli uygulanarak serbest titresim davranisi incelenmistir. Ince cidarli kompozit
kiris yapisal modeli enlemesine kesme, malzeme anizotropisi, ve carpilma
kisitlamasi gibi ¢esitli klasik olmayan etkilere maruz kalmaktadir. Kanat modelinin
hareket denklemlerini ve sinir kosullarini elde etmek amaci ile 3-boyutlu elastiste
icin Hamilton prensibi kullanilmistir. Belirli katman 6zelliklerine sahip Cevresel
Simetrik Katilhik (CSK) ve Cevresel Asimetrik Katihik (CAK) adi verilen iki
konfigiirasyon uygulanarak, hareket denklemleri elde edilmis, ardindan dis yiikler
sifir alinarak serbest titresim incelenmistir. Dikdortgen tek hiicreli kesite sahip ince
cidarh kirisin geometri ve malzeme oOzellikleri literatiirden alinarak, Mathematica
paket programu ile yazilmis olan kodlar yardimiyla dogal frekanslar hesaplanmigtir.
Bunun yaninda, CSK konfigiirasyonuna sahip kiris i¢cin elde edilmis olan denklemler
Diferansiyel Doniisiim Metodu adi verilen ve Taylor seri ag¢ilimina bagli olan bir
teknik ile de ¢Oziilmiistiir. Sonu¢ olarak hesaplanan degerler cesitli grafik ve
cizelgelerde gosterilerek, literatiir ile karsilastirllmis ve iyi sonuclar verdigi
gozlemlenmistir.
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DYNAMIC ANALYSIS OF A THIN-WALLED COMPOSITE AICRAFT
WING

SUMMARY

The design of the recent and exclusively the forthcoming generation of the
aeronautical and aerospace constructs are highly dependent on the fiber-reinforced
laminated composite thick and thin walled beam structures in consequence of their
advantageous features of relatively high strength-to-weight and high stiffness-to-
weight ratios. In the last decade, various structural models have been proposed and
either numerical or experimental validations of these findings are reported.

In the present study, the aircraft wing is modeled as a single-cell of arbitrary cross-
section thin-walled composite beam. Free vibration behavior of the aircraft wing is
investigated by means of employing this model. The structural model of the thin-
walled composite beam takes the interferences created by a number of non-classical
effects such as transverse shear, material anisotropy and warping restraint into
consideration. Hamilton’s principle for 3-D elasticity theory is used in order to derive
the equations of motion and the associated boundary conditions. After implementing
specific lay-ups referred to CUS (circumferentially uniform stiffness configuration)
and CAS (circumferentially asymmetric stiffness configuration) in the present study,
equations of motion are derived, later than setting external forces zero, free vibration
is examined. Geometrical and material properties of a rectangular cross-section of
single-cell beam are taken from the literature. Computer codes are written in
Mathematica and natural frequencies are calculated using these codes for both lay-
ups. Besides, for CUS configuration in order to solve the equations of motion another
technique called differential transform method (DTM) which is based on Taylor
series expansion is used. Finally, the calculated results are tabulated in several tables
and graphics that showed good agreement with the literature.
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1. GIRIS

Gercek mekanik sistemlerin incelenmesi, uygun sekilde secilen matematik modeller
yardimiyla yapilir. Matematik modelden beklenen sey, verecegi sonuglarin gercek
mekanik sistemde tespit edilen ve gézlemlenen davraniglara miimkiin mertebe yakin
olmasidir. Model yardimiyla elde edilecek sonuglarin gercek sistemden bildigimiz
davranis ve karakteristikleri uyumlu olarak aksetteriebilmesi dogrudan modelin

uygunlugunu belirlemektedir (Giirgoze, 1984).

Bu bilgiler 1s181nda, ince cidarl bir kiris olarak modellenecek ugak kanadi gercekte
varolan davranisa benzerlik gostermesi agisindan “miimkiin mertebe basit ama
gerektigince komplike” olarak tanitilan bir model olarak karsimiza ¢ikmakta ve
ozellikle son yillarda yapilan caligmalar1 kapsayan bir bicimde kullanimlart
artmaktadir. Ucak yapilarinin tasarmmiyla ugrasan her miihendisin elindeki baslica
eserlerden biri olarak gosterilen Bruhn’un ansiklopedik eseri de (1973) bu

sepeblerden dolayi biiyiik dl¢iide ince-cidarhi kiriglere adanmustir.

Dahasi, uydular tizerine kurulan boru seklindeki kirislerin yaygin uygulama alanlar:
yiiziinden, ince cidarli kirislerin 6nemi gittik¢e artmaktadir. Gilines radyasyona maruz
kalan bu kirigler 1s1l ¢irpinma kararsizligi gosterdiklerinden, 60’larda baslayan yogun

bir arastirma bu aroelastik olaya ve bu olayin engellenmesine adanmustir.

Ince-cidarli kirislerle ilgili arastirmalarin ilerlemesindeki bir diger etken de elyaflarla
giiclendirilmis polimerik kompozit malzemelerin ortaya ¢ikmasi ve bu malzemelerin
hava-uzay yapilarinda, robot kollarinda ve koprii yapiminda ve diger ileri teknoloji

sistemlerindeki kullanimidir.

Yiiksek katilik/agirlik, yiiksek mukavemet/agirlik oranlarmi; yiiksek korozyon
direnclerini; yiiksek soniimleme ve konvansiyonel metal materyallere oranla daha
yilksek yorulma dayanimmi kapsayan avantajlar1 ve ayni zamanda tasarim
gereksinimlerini karsilayan anizotropik dogalar1 geregi, kompozit ince-cidarh kirigler

kompleks statik ve dinamik yiiklere maruz kalan sistemlerde kullanilmaktadir.



Ince cidarli kiris genel anlamda karakteristik geometrik boyutlarmin farkli
mertebelerden oldugu narin bir yapisal element olarak tanimlanir. Kalinligi kesit
boyularma gore kiigiik iken boyu gayet uzundur. ince cidarli kirisler bundan baska
geometrik Ozelliklerine gore sabit veya sabit olmayan, acik ya da kapali, diiz ya da
egrisel kesitler olarak siiflandirilabilir. Agirlik/mukavemet oranlarinin ¢ok kiigiik
olmasindan kaynaklanan yiiksek verimlerinden dolay1 bu yapisal elemanlar uzun bir
stiredir ingaat ve makine miihendisligi alanlarinda ve ayrica gemi, liman yapilarinda
bulunan kirisler, kolonlar, kafesler ve kafes yapisina sahip govdelerde
kullanilmaktadir. Ancak bu tiir yapilarin teorik ve pratik anlamlardaki gelisimi en
cok ucan ara¢ tasarimlaridaki uygulamalarma yaptiklar1 katki ile ilgilidir. Ikinci
diinya savasmin hemen Oncesinde ve ilerisindeki yillarda yapilan bir¢ok sayidaki
calisma ucak sanayisinde kullanilan ince cidarli metal yapilarinin modellenmesine
adanmistir. Tiim bu calismalarin ayrica Vlasov ‘un (1940, 1961) ve Umansky’'nin
(1939) onciileri oldugu tek konu incelemelerinin sonucu olarak ince cidarl kiris
teorisi yeni bir dal olarak dogmustur (Librescu ve Song, 2006). Metalik ince-cidarl
elemanlarin son teknoloji miikemmel arastirmalarini kapsayan cok fazla sayidaki
referanslarin arasinda ayrica Nowinski (1959) ve Panovko (1960) ve Chilver (1967)

tarafindan diizenlenmis makaleler vardir (Librescu ve Song, 2006).

1.1 Tezin Amaci ve Kapsami

Kanat  modellemesinde  kullanilan  yapisal  modeller  giderek  daha
komplekslesmelerinin yam1 siwra dogal olarak gercege cok daha yakin sonuglar
vermekte bu sebeple son zamanlarin en cok arastirilan konularindan biri olarak

bir¢ok caligmalarda yer almaktadir.

Gereksinimleri, mukayeselerine gore verimli bir sekilde karsilamalardindan dolayi
hava-uzay yapilarmin tasariminda yaygin olarak uygulanmaya baslanan ince cidarh
kirisler ve teorisinin kavranmasi amac¢lanmistir. Diisiiniilen ucak kanadini su an
gercege en yakin yapisal model olarak mevcut olan ince cidarli kompozit bir kirig
olarak modellenerek dinamik olarak analizi yapilacaktir. Bu sekilde elde edilecek
tabii frekanslar literatiir ile kiyaslanacak ve uyumu gosterilecektir. Eksenel uzama-
burulma etkilesimi ve aeroelastik modellerde kullanilan egilme-burulma etkilesimi
ozellikle son on yilda yayginlasan 6zel konfigiirasyonlar kullanilarak modellenecek

ve kanat malzemesi olarak secilen kompozit malzemenin Ozellikleri ve



katmanlardaki elyaf yonlenme acilarinin degisimi ile istenen etkilesim elde edilerek
dogal frekans egrileri cizdirelecektir. Elde edilen serbest titresim karakteristikleri
kirisin 0zellikle ince cidarli yapis1 ve bununla ortaya ¢ikan klasik olmayan etkiler

15181da yorumlanacaktir.






2. INCE CIDARLI KiRiSLERIN KiNEMATIGi

Su anki modern yapisal miithendislik degisik formlardaki kati cisimler ile ilgilenir.
Bu formlar kabaca, plak ve kabuklar, dolu kesitli kirisler ve ince/kalin cidarh kirigler
olarak siniflandirabilir. Bu smiflandirmada goz oniine alman belirleyici 6zellik, bu

yapilarin bagil fiziki boyutlarinm birbirine gore kiyaslanmasidir.

Bu yapilar biiytikliiklerinin kiyaslanabilir Olgiide oldugu ii¢ tane fiziki boyuta
sahiptir. Ornegin, plak ve kabuklarm digerlerine oranla ¢ok kiiciik kalan kalmliklar
tek fiziki boyutlaridir. Kati kirislerin ise kesit boyutlari, uzunlamasina boyutlar1 gore
kiiciiktiir. Bunlarin yaninda ince/kalin cidarh kirislerde ise ii¢ boyutun tiimii farkli
biiyiikliik derecelerine sahiptir. Cidar kalinlig1 her zaman kesit boyutlarma oranla,
kesit boyutlar1 ise uzunlamasma dogrultudaki boyuta oranla kiiciilk kabul

edilmektedir.

Gerek dolu kesitli kirisler, gerekse ince/kali cidarl kirisler ve plak ve kabuk yapilar1
icin gerekli denklemler, sahip olduklar1 fiziki boyutlardaki farkhiliklarin da
yardimiyla 3-boyutlu siirekli ortamlar teorisi kullanilarak ¢ikarilir. Bu anlamda plak
ve kabuk teorisi 3-boyutlu elastisite teorisinin 2-boyutlu yaklagimi ile kurulurken,
kiris teorisi ise 3-boyutlu siirekli ortamlar teorisinin 1-boyutlu yaklasimi ile elde
edilir.

Ince/kalin cidarl kirisler ile kat1 kirislerin bu manada gosterdigi ortak ozellige

ragmen teorileri temelde ¢ok farklidir.

Bu bolimde geometrik olarak lineer ve lineer olmayan ince cidarlhi Kkiriglerin
acik/kapali kesitli veya tek/cok hiicreli formlar1 icin kinematik denklemleri

cikarilacak, serbest ve kisith carpilma etkileri incelenecektir.



2.1 Geometrik Olarak Lineer Teori

2.1.1 Genel Tanimlar ve Koordinat Sistemleri

Silindirik veya prizmatik uniform bir kesite sahip narin ince/kalin cidarl bir yap1 goz
Ontine almsm. Cidar kalinligin1 sembolize eden h biiyiikliigi aciklik boyunca sabit
kalirken, kesit cevresinin orta hatt1 boyunca degisken oldugu varsayilarak h = h(s)
olarak gosterilsin.  Kesitin herhangi bir karakteristik boyutu (genisligi ya da

yiiksekligi) 1 ile simgelenirken, uzunlugu L olarak gosterilsin.

h . J1<0.1, 1/L<0.1 @2.1)

En biiyiik cidar kalinlig1 olarak gosterilen A

‘maks

biiytikliigiiniin, kesit karakteristik

biiyiikliigiine olan oranit Denklem (2.1)" de gosterilmektedir. Bu esitsizligi saglayan

kirisler ince narin kiris, digerleri ise kalin cidarh olarak simiflandirilmaktadir.

Sekil 2.1 : ince cidarli bir kirigin geometrisi.

Ince/kalin cidarli kirisler kesitlerine gore acik ve kapali kesit olmak iizere iki kisima

ayrilir. Cidarlarin acik yada kapali hat olusturmalar1 kesit orta hattin1 olusturan



noktalarinim yeri ile iliskilidir Hattin ¢cevreledigi alana hiicre denir. Kapali kesitli ince
cidarlh kirigler tek hiicreli veya c¢ok hiicreli olabilirler. Bu tiir tek/cok hiicreli
ince/kalm cidarh kirisler ugaklarin govde, kanat, kuyruk yapilarinda ve helikopterler
palalarinda goriiliir. Bunun yam sira ince cidarh kirisler orta hatlarinin geometrik
karakterlerine gore dogrusal ya da egrisel veya kesitlerinin uniform/uniform olmayan
hallerine gore de siniflara ayrilabilirler. Bu ¢alismada orta hattinin dogrusal oldugu

ince cidarli elemanlarin olusturdugu sistemler incelenecektir.

Plak ve kabuklarda oldugu gibi, ince cidarli kiris teorisinde de Onemli bir rol
oynayan orta hat; kesitin alt ve iist ylizeyden esit uzakliktaki noktalarm olusturdugu
yer olarak tanimlanir. Genel olarak orta hat silindirik kabuklar sinifina aittir. Orta
yiizeyi kirigin boylamasina eksenine paralel olarak orta ylizey boyunca uzanan
dogrular olustururlar. Kesit orta hat, orta yiizeyle bu dogrulara dik bir diizlemin
kesigmesi ile tanimlanir. Kinematik denklemleri elde edilirken cidar kalinlig: ile ilgili
bir kisitlamaya gidilmeksizin ince cidarli kirislerin genelleyici bir terminolojisi

kullanilmastir.

Kirisin kinematigini tanimlarken iki koordinat sistemi secilir. Bunlardan biri Sekil-
2.2°de goriildiigii iizere referans eksen alinan kiris kesitinin koordinatlar1 olan x ve y
ekseni ile kesit boyu dogrultusunda olan z ekseninden olusan kartezyen koordinat
sistemidir. Orta ylizey iizerindeki orta hatti1 tam olarak tanimlayabilmek i¢in X, y, z
ve X, Y, Z koordinatlarindan yararlanilir. Diger biiyiikliikleri nitelendirmek i¢in de

ayn1 eksen sistemi kullanilmistir.

Sekil 2.2°de gosterildigi iizere tanimlanan diger sistem ise dik dogal koordinat (n, s,
z) sistemidir. s koordinat1 orta yiizeye saat yOniiniin tersinde teget ve orta hatta

uygun bir orijin segilerek alinirken, n (—//2 < n < h/2) koordinati ise s’e dik olarak

verilmektedir.
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Sekil 2.2 : Orta yiizey disinda ve iistiindeki noktalarin koordinatlar1.

Bu iki koordinat sistemi arasindaki iliski, kirisin boylamasina ekseni olan z-
ekseninden kirisin orta yiizeyinde bulunan rastgele bir noktaya olan konumu

7 (= 7(s,z)) vektorii kullanilarak elde edilecektir.
Fls,2)=x(s)i + y(s)j + 2k (2.2)

i, J ve k birim vektorleri sirasiyla kartezyen koordinatlarla (x, y, z) ile
iliskilendirilirken, kirigin orta yiizeyinde rastgele bir noktanin konumunu belirleyen
vektor R ise asagida verildigi sekilde ifade edilir.

R=r+ne, (2.3)
Burada, n koordinatinin birim vektorii €, ile gosterilmektedir.

Kartezyen (x, y, z) ve dogal (n, s, z) koordinat sistemleri arasindaki iliskiyi Denklem
(2.1) ve (2.2)’de belirlenmistir. Orta hat sirasiyla teget ve normal olan birim
vektorler e, ve e, asagida verilmistir.

_dr _dxls)., dyls)

e, =—= i
ds ds ds

J> (2.4a)



_dyls). axls) . (2.4b)

2.1.2 Yapilan Kabuller

Kirisin yanal yiizeylerinin ve uclarinm iki eksenli egilme, burulma momenti, kesme
ve eksenel yiikler gibi kompleks dis yiiklere maruz kaldigi goz Oniine alinsm.
Bununla beraber kirisin orta yiizeyinin ¢evresel ve normal dogrultulariyla degisen
anisotropik bir malzemeden yapildig1 farz edilsin. Egilme-burulma, uzama-burulma
etkilesimi ve bu deformasyonlar modlar1 arasinda olusabilecek etkilesimler goz

Oniine alinacaktir.

Ince cidarli kiris teorisini ¢ikarmak icin asagida sirasiyla verilen bir dizi kinematik

kabul mevcuttur.

1. Kesitin bicimi ve tiim geometrik boyutlar1 kendi diizleminde degismeden
kalir. Bu kiris kesitlerinin kendi diizlemleri i¢cinde rijit oldugunu anlamina

gelir (¢, =¢, =€, =0). Fakat kendi diizlemlerindeki ¢arpilmalar1 goz

oniine alinir. Ince cidarh kirislerin, orijinal kesit sekilleri enlemesine destek
sistemleri (kaburga ve bdlmeler) sayesinde Kkorunur. Bunlar kendi
diizlemlerinde rijjit fakat kendi diizlemlerine normal dogrultulardaki
deformasyonlara kars1 miikemmel elastikiyete sahiptir. Yapilan bu kabul

gercek fiziki davranisa uygun bir matematik model tiretir.
2. Enlemesine kesme uzamalari kiris kesiti boyunca uniformdur.

3. Herhangi bir noktada dlgiilen cidar kalinligimin egrilik yaricapina orani 1’den
cok kiiciiktiir ve ihmal edilebilir. Bu kabul gercekte lineer pargalardan
olusmus prizmatik bir ince cidarli kirsler icin tam olarak gecgerli olmakla

beraber s1g egrilige sahip yiizeyler i¢in ise ¢ok yaklasik sonuglar vermektedir.
Ayrica yer degistirmelerin sonsuz kiigiikliikte oldugu varsayilir. Ileriki boliimlerde
bu teori sonlu yer degistirmeler i¢cin de formiile edilecektir.
2.1.3 Yer Degistirme Alani

Bir kesit kendi diizleminde deformasyona ugramiyor ise (Kabul 1), kendi diizleminde
yapmasi muhtemel tek hareketi rijit harekettir. Kiris kesitinin orta hattindaki

herhangi bir noktada x ve y dogrultularinda Olgiilen uve v yer degistirmeleri



rastgele bir P(x Py P) kutup noktas: ile tanimlanir. Kiris kesitinin P noktasi
etrafindaki dénme agis1 ise saat yoniiniin tersi pozitif kabul edilmek iizere ¢(z,7) ile
gosterilir. u ve v yer degistirmeleri kiigiik donmeler i¢in Sekil 2.3’te gosterilmis ve

Denklem (2.6)’da tanimlanmustir.

Y A
m (X, y)
Pf(Xp,_y:)\O Up
[ 4 \ >
® -

Kesit Hatt1

Sekil 2.3 : Bozulmamus kiris kesitinin yer degistirmesi.
ulx,y,z.t)=u,(z.0)-(y-y, lz.1) (2.6a)
v, y,2.0)=v, (z,0)+ (x— x, Jplz,1) (2.6b)

Burada t zaman, u, ve v, P noktasinin sirasiyla x ve y dogrularindaki yer
degistirmelerini, ¢(z,7) ise P noktas: etrafindaki dénmeyi simgeler ve asagida ifade

edildigi sekilde verilir.

1 av au
o 2.7
#(z,1) 2 [ax ox jx_xp;,\'—yn N

Denklem (2.6)’da verilen kiris kesit diizleminde olusan yer degistirmeler, kutup
noktasinin yer degistirmeleri ve ekseni etrafindaki donme (P’den gecen z eksenine

paralel olan eksen) ile ifade edilirken, Denklem 2.7 ise ¢ ’nin kiris kesiti boyunca

sabit kaldigmi agiklar.

Kolaylik saglamasi agisindan yer degistirme vektorii u kirig orta yiizeyinde

tanimlanan global ve lokal koordinat sistemi kullanilarak temsil edilir.
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u(x, v, z,t) =ui+vj+wk (2.8a)
uls,z,t)=u e, +ue, +wk (2.8b)

Yer degistirme vektorleri u ve v, daha 6nce Denklem (2.4) ve (2.5) verilen birim

vektorler e, ve e, cinsinden ifade edilerek asagidaki sekilde verilir.

dy dx
u\s,z,t)=u-e, =u——v— 2.9a
J(5,2,1) TV (2.9a)
u,(s,z,t)zu-e, =uﬁ+vﬂ (2.9b)
ds ds

Denklem (2.6) yardimu ile elde edilen yer degistirme bilesenleri Denklem (2.10)’da

gosterilir.
dy dx
u =y -, £_, 2.10a
o Pds  Pds i ( )
dx dy
u,=u, —+v —+r 2.10b
Yo Pds T ds 9 ( )

Burada r, ve 1 ifadeleri P noktasimdan kiris orta hattinin teget ve normaline olan dik
uzakliklarini belirtir ve Sekil 2.4 verilir.

W

Sekil 2.4 : Kutup ve kirigin lokal koordinat sistemi.

e VB (o )
r,(s)=(x X,,) s (v y,,) n (2.11a)
n) = (v-x, ) e (y-y, )2 (2.11b)
ds ds

11



P noktasindan 0Olgiilen kirig orta hattinin konum vektoriinii Denklem (2.11c)’de

tamimlanir.
p=(x—x,i+ly-y,)i (2.11¢)

Bir baska sekilde r, ve r, uzaklklar1 r, =p-e ve r, = p-e, gibi ifade edilerek,
Denklem (2.11d) elde edilir.

o =pr=r+r=lc-x, +0-y,) 2.11d)

p=re, tre, (2.11e)

2.1.4 Serbest ve Kisith Carpilma

Ince cidarli bir kirisin higbir kisita sahip olmayan kesit uclarina esit ve zit yiiklii
burulma momenti uygulandiginda, kirig serbest burulmaya maruz kalir. Bu durumda
her kiris kesitinde sadece kayma gerilmeleri olusur. Bu gerilmelerin dagilim1 kesitin
formuna bagl ve her kesit i¢in aynidir. Ek olarak kiris ekseni boyunca burulma agis1

degisimi ¢'(= d@/dz)sabittir.

Bagka bir durum ise kiris kesitleri carpilma serbestligine sahip olmadigi ve/veya
burulma momentinin kiris boyunca degistigi hallerde ortaya cikar. Bu durumda
carpima yer degistirmeleri kiris boyunca degisir ve burulmanin yami swra
boylamasina elyaflar boyunca ¢ekme ve basma da olusur. Bu sebeple kiris ekseni

boyunca burulma acis1 degismeye baslar, bagska bir deyisle ¢ artik sabit degil,

boylamsal koordinat z'nin bir fonksiyonu olarak ¢’ = ¢'(z,7) seklinde gosterilir.

Kiris ekseni boyunca kesitinin ve/veya burulma momentinin degisimi uniform
olmayan burulma davramgma katki yapan faktorlerdendir. Carpilma yer
degistirmesinde kismi veya toplam kisit ortaya ciktiginda, uygulanan kuvvetleri
dengeleyen temel gerilme sisteminden baska, kendi kendini dengeleyen normal ve
tegetsel gerilmeler takip eden ardisik kesitte olusur. Kisith carpilma durumunda kiris
sadece burulma momentine maruz birakilirsa, yan gerilme sistemi ile ilgili bileske

kuvvet ve egilme momentlerini denge kosullarinin gerektirdigi gibi sifir olur.

12



2.1.5 Acik Kesitli Kirisler

2.1.5.1 Carpilma Yer Degistirmesi ve Birincil Carpilma Fonksiyonu

Acik kesitli kirislerin orta ylizeyinin her noktasinda dogrudan kayma birim uzama
(direct shear strain) bileseni y,_ sifir olarak kabul edilir. Sadece burulma etkisi
altinda normal kayma birim uzamasiy, =2n¢" olarak verilir (Megson,1990; Oden

ve Ripperger, 1981; Walterstein, 2002). Bu ifadeye enlemesine kesme etkilerinden
kaynaklanan birim uzamalar superpoze edilmelidir. Ince cidarli kompozit kirisler ve
hatta cidar kalinlig1 Denklem (2.1)’de verilen kriteri saglamayan metal olanlar1 i¢in

de yapilmasi bir gerekliliktir.

Boyle durumlar i¢in, z-ekseninin kartezyen (x, y, z) ve normal koordinatlarda (n, s,
z) ortak oldugu unutulmadan ikinci mertebeden tansorler i¢cin doniisiim kurali

kullanilarak asagida verilen ifade elde edilir.
Ve =17, —my,. +2n¢’ (2.12)

Bu denklemde verilen y, miihendislik membran kayma birim uzamasi; y,.ve 7,

enlemesine kayma bilesenleri; /(= cos(n, x)) ve m(= cos(n, y)) ise n normalinden disa

dogru verilen dogrultu kosiniisleridir ve asagida verildigi sekilde ifade edilirler.

_dr

= 2.13a

in ( )

— (2.13b)
dn

Sekil 2.5 incelendiginde elde edilecek olan ifadelerin alternatif halleri Denklem

(2.13)’de verilir.

l= ﬂ(s cos(ax)), (2.13c)
ds
m=—% (= sin(x)) (2.13d)
ds

Burada ¢, n ve x’in pozitif dogrultular arasindaki agidir.

Denklem (2.10b) ve (2.12)’y1, y,, ’in verilen tanimu ile birlestirilerek,

13



ou, N ow
Ve = s

(2.14)

Kiris orta ylizeyi Ustiindeki noktalar icin n=0 hali ile asagida verilen Denklem

(2.15)’te elde edilir.

o _ 0.(z, t)ﬂ +6, (z,t)@ —r (s)#'(z,1) (2.15)
ds ds

Burada, kesitin x ve y eksenindeki herhangi bir P noktasimin sirasiyla donmelerini

belirten 6, (z,1) ve 8, (z,1) asagida verildigi sekilde ifade edilirler.
6,(z.t)=7,. -V, (2.16a)
0,(z.t)=y,. —u (2.16b)

Denklemlerde goriilen iist isareti z koordinatina gore tiirevi belirtir. Denklem

(2.15)’te verilen ifade sec¢ilen uygun bir kontur orijini o (xo, yo)’dan herhangi bir m

noktasina kadar s iizerinde integre edilerek yer degistirme asagidaki gibi hesaplanir.

wis,z,1) = wy (2,1)+ ¥(5)8, (z.1) + x(s)8, (z.1) - ¢'(z.1)F (5) (2.17)
Burada,

wo(z,1) = w(z,1) = y,(5)8, (z.£) - x, (s)é’y (z,1), (2.18)
F(s)= jr (5Ms =20, (2.19)

0

Orta hatta bulunan generik orijin noktassi o’dan (5=0) m noktasmna
(s = s)giderken; F(s), orijini kutup noktast P’de bulunan yarigap vektorii T,
tarafindan taranan Q_ _ alaninin iki kati olarak tamimlanir. Bu alan sektorel alan

(sectorial area) olarak adlandirilir.

Denklem (2.17)’de verilen w,, o noktasimnin boylamasma yer degistirmesi olarak

verilirken; x(s) ve y(s) ise M noktasmm kartezyen koordinatlaridir. o noktasi
sektorel orijin olarak, P noktasi ise sektorel alanlarmin kutup noktasi olarak
isimlendirilir. F(s), kutup noktas1 P ’nin ve orijin noktas: o ’nun secilen konumlari

icin birincil (kontur) ¢arpilmasina karsilik gelir. Ayrica enlemesine kayma birim
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uzamalar1 y, ve ¥, ihmal edildigi zaman Euler-Bernoulli hipotezi uygulanabilir

hale gelir (Vlasov, 1961; Gjelsvik, 1981).

2.1.6 ikincil Carpilma Fonksiyonu

Denklem (2.17)’den yola ¢ikilarak, eksenel birim uzama dagilimi belirlenebilir. Bu
denklem sadece orta hatta iligkin biiyiikliikleri goz oniine alir. Denklem (2.1)’de ince
cidarli bir kirig tanimini iceren esitsizligin saglanmamasi1 durumuna ragmen, cidar
kalinlig1 boyunca bir ikincil birim uzama/gerilme sistemi gelistirilir. Bu tiir
durumlarda kiris kesiti ikincil carpilmaya maruz kalr. Bu ikincil birim
uzama/gerilme sistemi kesit orta yiizeyinden uzaktaki noktalarin eksenel yer
degistirmeleri ile iligkilidir.

Bu etkilerin niceliklerini belirlemek amaciyla tansér doniisiim kanunu; kiris orta

ylizeyinden uzaktaki noktalar ile iligkilendirilen I’ kayma birim uzamas: asagidaki

denklem ile verilir.

L.=Ly.+My, (2.20)

Yukarida verilen Denklem (2.20)’de anlam karisikligimi 6nlemek i¢in kullanilan
biiyiikliiklere iliskin noktalarin orta yiizey hattinin iistiinde veya disinda olmasina

gore sirastyla kiiciik ve biiyiik harfler ile kullanilmustir.

w(s,z,n,t) ifadesini elde etmek amaci ile, baslangic olarak cesitli adimlar

uygulanmalidir. Noktalarin kiris orta hattinin diginda veya {iistiinde olmalarini

tanimlamak i¢in koordinatlar1 arasinda bulunan iligkilerden yararlanilir.

X:R~i:x+nﬂ (2.21a)
ds

Y:R-j:y—nﬁ (2.21b)
ds

Z=z (2.21¢)

Denklem (2.10)’da verilen ifadeler daha uygun bir form olarak asagidaki sekilde

gosterilebilir.

dY dX
U (s.zont)=u,——v,——R, 2.22a
n(SZn ) uP dS VP dS ¢ ( )
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17).4 dy
Uls,z,n,t)=u,—+v,—+R 2.22b
,(S Z,n ) Up S Vp S n¢ ( )

Orta hattn digindaki noktalar igin dogrultu kosiniisleri L(=dY / ds) ve
M(=-dX/dS) tam olarak [(=dy/ds) ve m(=—dx/ds) ifadelerine
indirgenebilmektedir. Boylece,

L=l veM=m (2.23a,b)

Burada orta hatta paralel olan dS yay elementi asagidaki sekilde belirlenir.

ds = (1 +£st (2.24)
rﬂ
R, =r,+n ve R, =r, (2.25a,b)

Denklem (2.11)’de verilen ve orta hat disinda kalan kisimlar1 simgelemek amaciyla

yukarida verilen ifadeler arasindaki iliski goz Oniine alinarak Denklem (2.26) yazilir.

L.= W, , oW (2.26)
° 9dz onm
Denklem (2.26)’da yer alan 0W/dn ifadesi asagidaki sekilde elde edilebilir.
ow d d. ,
=0, (2,020, (2.0) = + 1 (2.1) 2.27)
on : ds ds

Denklem (2.26)’da goriilen U, ve W ifadeleri orta hat disinda gosterilen esleri olan
u, ve w’yl simgeler. Denklem (2.27) cidar kalinlig: iizerinde [O,n) araliginda

integre edilir ve Denklem (2.17)’de verilen alisilmis notasyona doniistiiriilerek

asagidaki ifade elde edilir.

ds

#0,(a1] y6)=n & | -0 ln)

w(s. 2.mt) = wo 2.1+ 6, (z,t)[x(s)ﬂﬂ}
(2.28)

Denklem (2.28) enlemesine kayma deformasyonuna sahip eslerinin carpilma yer
degistirmelerini gosterir (Gjelsvik, 1981). Kesme etkisiz kiris teorisi i¢in ¢ikarilan bu

ifadede goriilen F(n,s) acik kesitli kirisler icin carpilma fonksiyonudur. Denklem

(2.29¢c)’de verilen F(s), F(n,s) ise swrasiyla orta hattin iistiinde ve disindaki
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noktalar ile iliskili olup, yine sirasiyla kontur (birincil) ve kalinlik (ikincil) ¢arpilma

fonksiyonlarini belirtirler.

F(n,s)=F(s)+ F(n,s) (2.29a)

Fls)=[r,()s (2.29b)
0

?(n, s)= —nr, (s) (2.29¢)

Sonraki asamada goriilmek iizere, 8, = —v’, ve 6, =—u’, seklindedir.

2.1.7 Tek Hiicreli Kapah Kesitli Kirisler

Ince cidarl: kiris teorisinde acik kesitli kirislerin aksine, kapah kesitli kirisler kesme
ve burulma yiiklerini tasiyabilir kabiliyettedir. Enlemesine kesme etkileri de dahil
edilerek cidar kalinligi dogrultusunda (n) lineer bir degisim gosteren 3-boyutlu
kiriste kayma gerilmelerinin ortaya ¢iktig1 diisiiniilerek, kiris kesitinin her hangi bir

noktasina ait net kayma birim uzamasmin I', olarak verilir (Nishino ve digerleri,

1977).

I, =Ly, -My,+n_/(hG )+nN_/[(hG) (2.30)

Bu denklemde G, (s) katmanm tegetsel kayma modiiliidiir. Denklem 2.1.31°de

goriildiigii tizere n, ve N sirasiyla ortalama ve kalinlik boyunca kayma akisini

A
A

belirtir ve ifadelerde yer alan ve n=h/2 ve n=-h/2’ de hesaplanan N Lve N

7

biiyiikliikleri ise S-z diizleminde tegetsel kayma akilarini gosterir.

Denklem (2.14)’de verilen orta hat disindaki esleri asagida verilen denklem ileifade

edilir.
ow JU
F = —+ ! 2.31
Y 09S oz @31
Denklem (2.22b) ve (2.30) yardimiyla Denklem (2.32) elde edilir.
aW 7’ dX ’ dY n N /
—=\y.-u )—+\y, -V J—+—"+n—=-R 2.32
oS (yx" ’ )dS (7/'“' ’ )dS hG,, hG,, 9 { )

Kapal1 kesit hatt1 ¢evresinde W siirekli olacagindan, asagida verilen kosul gegerli

hale gelir.
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ow
—dS =0 2.33
5 73S (2.33)

Denklem (2.32)’de yerine yazilarak,

N /
§ 52 +n sz __ Rn¢ dS — O (2.34)
S|LhG,,  hG

SZ

n, ve N_ biyiikliiklerinin S koordinatindan bagimsiz olduklar1 goz Oniine alinarak

Denklem (2.35) elde edilir.

3§S R dS

n,+nN, = #'(z,1) (2.35)

L is16. ()

Yapinim kesitlerinin diizlem parcalarindan olustuklarim diisiinerek j;ds/ r, =0 ifadesi

elde edilir ve Denklem (2.25a) ve (2.25b) kullanilarak, Denklem (2.35)’te verilen

iliski bulunur.

n,=—-———¢\(z.1) (2.362)

24 ds
N, = §—¢’(z, t) (2.36b)

J h(S)G..(S)

Burada §()ds ve i (-)dS sirasiyla orta hat cevresi iizerinde ve orta hatta paralel bir

cevrede alman integralleri belirtirler. Daha kisa olmasi agisindan asagida verilen

notasyon kullanilacaktir.

ds
=¢— 2.36
L4006, ) (5360

Denklem (2.36), (2.32)’de yerine yazilip orijini O (XO,YO)’da olan uygun bir hat

istiinde S’ye bagl integrali alinirsa,
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W (s, z,m,t)=w,(z,1)+86, (z,t)(x+ n?j +6, (z,t)(y —n?j

s s
(2.37)

N

o t)£ {r” () 2n- h(E)éf(E)L - h(E)(z;f(E)J(l * rijdg

n

n/r, <<1 oldugunu bilinerek, Denklem (2.21) ve (2.25a)’dan yararlanarak Denklem

(2.37) asagida verildigi sekilde elde edilir.

W (s, z,n,t)=w,(z,1)+8, (z,t)(x+ nﬂj +6, (z,t)(y —nﬁj
: ds ds
(2.38)

N

e t)£ {r” () 2n- h(E)éf(E)L - h(E)(z;f(E)J(l * rijdg

n

Asagida verilen denklemlerden (2.39a) kiris kesitinin orta c¢izgisi tarafindan

cevrelenen alanin iki katmi, Denklem (2.39b) ise orta ¢izgisinin ¢evresini ifade eder.
frds =20 ve fds=p (2.39a,b)
Denklem (2.10)’de verilen adimlar I', ifadesi i¢in tekrar izlenerek asagidaki
denklem elde edilir.

W _, dY _,dx

W _g & FR¢ 2.40
on Yds ' dS / (2.40)

Denklem (2.25b)’den yararlanarak yukaridaki ifadenin n degiskenine gore integrali

alnir. Bununla beraber Denklem (2.38)’i kullanarak w(s, z, t) terimi ¢ekilirse,

W (s, z,n.1) = wy (z.1) + wls, z.1) + n(ey @ ~6. &, r,¢'j 2.41)
“ds ds
w(s, z,n,1)=6 (z,1)x+6.(z t)y—(b’(z t)j r (E)—i ds (2.42)
9 Ko by y ) x ) ) ) n h(E)GYZ (E)L

elde edilir. Denklem (2.42), (2.41)’de yerine yazilarak

W(s,z,n,t) =W, (Z,t)+ 49», (z,t)[x+ nﬂj + Gx(z,t)[y — nﬂj
: ds ds

= s ) (2.43)
— @' (2,t)F (s)+ F(n,s)— zn'[Lz(E)G—IB(s_)L_{ldE

Burada F(s) ve w(s),
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F(s) = .“rn (E) - l//(s)]dE ve ?(n, s) = —nr, (2.44a,b)

w(s)=——— (2.44¢)

w(s) biyikligi, burulma fonksiyonu olarak adlandirilir. Kahnlik ve membran

kayma modiiliiniin kiris cevresi boyunca sabit oldugu kabul edilirse, burulma

fonksiyonu asagida verilen hali alir.

Sf T, (s )ds

= 2.44d
e (2.44d)

Serbest burulmada, ¢(z) z koordinati ile lineer olarak degisirken ya da bir baska
deyisle z’ye gore tiirevi sabit bir deger iken, kisitli burulmada ¢@(z) z’nin rastgele bir

fonksiyonu olabilmektedir.

Denklem (2.1)’de verilen kriteri saglayan bir kirig i¢in N ihmal edilebilecek bir

degerdedir. Bu sebeple Denklem (2.43)’de verilen alt1 ¢izilmis terim ihmal edilmistir.

h ve G ’nin s-koordinat: ile degigsmeden sabit kaldig1 kabul edilirse, ayn1 sonug

uygulanabilecektir.

F(s)= J.{r (5)—%}5 =20 —%s (2.45)

Her iki durumda da (2.46a,b)’de verilen hat parametresi ile birlikte Denklem (2.45),
(2.47)’deki hali alir.

_ ds
s=§ G0 (2.46a)
Lds
=566 (2460
F(s)= —29(% - %j (2.47)

Burada elde edilen Smith ve Chopra (1990) tarafindan bulunan birincil ¢arpilma

fonksiyonu ile aymidir. Sadece burulma momenti altinda, r, ve G sabit aliarak
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ikincil ¢arpilmanm olusmadigi kosulun garanti edilmesi ile kapali kesitli kirislerde

carpilma olusmaz denebilir (Smith ve Chopra, 1990, 1991; Megson 1974, 1990).

Kalinlik ve kayma modiiliiniin ¢evresel olarak sabit kaldig1 dairesel kesitli kirislerde
F (s)’in sifira esit oldugu Denklem (2.47)’de goriiliir. Bu durumun aynisi yine
cevresel olarak sabit kalmlik ve kayma modiiliine sahip poligon kesitli kirigler i¢in de
gecerlidir. Yine benzer bir durum yatay ve diisey cidar kalinliklar1 sirasi ile A, ve
hp, boylarinin ise ¢, ve c, olan dikdortgen Kkesitli bir kiriste h c, =c h,

kosulunun saglanmasi halinde gerceklesir. Sabit kalinlikli kare kesitli kirislerde
ikincil capilmanin yani sira birincil ¢arpilma da olusmaz. Bu durum goz Oniine
alindiginda carpilma gerilmelerini sadece burulmadan kaynaklanan ikincil ¢arpilma
iiretir. Ince/kalin cidarh kirislerin bu tiir halleri igin ikincil ¢arpilmanin etkisi mutlaka

hesaba katilmalidir.

2.1.8 Carpilma Fonksiyonun Birlestirilmis Formu

Acik ve kapali kesitli kirislerdeki w ifadeleri karsilastirildiginda ortaya ¢ikan tek

fark carpilma fonksiyonu F(n,s)’in tamimlanmasidur.

I’” (55 —nr(s) Acik kesitli kirisler icin
0
o sor (s)ds g5
Fln,s)= j[r,,(s)dE—nr,(S)]—j§ L 060 (2.48)
' § ; “"UKapali kesitli kirisler icin

Alt1 ¢izilmis terimler Denklem (2.43)’de yapilana benzer bir sekilde ihmal edilir.

h ve G nin kiri§ ¢evresi boyunca sabit kaldig1 durumlarda agik ve kapali kesitler

icin birlestirilmis tek bir ifade kullanilir (Denklem 2.48)

F(n,s):j (5)ds —nr( 5I§

§ ) (2.49)

Burada sirastyla agik ve kapali kesitli kirisler i¢in hat parametresi §, =1 ve 8, =0

olarak alnir. Ikincil carpilmanin ihmal edildigi durumlar i¢in kullanilan denklem,

Nishino ve Hagesawa (1979) tarafindan elde edilen ifadeyle aynidir.
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2.1.9 Birim Uzama Alam

Sonsuz kiigtikliikteki yer degistirmeler icin 3-boyutlu elastisite teorisine bagh

kalarak, birim uzama-yer degistirme iliskisi Denklem (2.49)’da verildigi iizere

yazilir.
1(av, v,
g, =—|—+ , 1,j=1,2,3 2.50
v 2{8}@ ox, j (.3 ) (2.50)

Denklem (2.49)’da yer alan biiyiikliiklerin daha iyi irdelenmesinin ardindan Denklem
(2.50)’de elde edilir..

ou v 1(ou v
o v Jfou oy 2.51a-
b ox Ex dy En Z(By i axJ (231a)
ow 1(ou ow 1{dv ow
_w o _Lfou ow) o _1fdv dw 2.51d-
2= & z[afaxj £ z(afayj (2:51d-D

Denklem (2.6)’y1 kullanarak, elde edilen birim uzama bilesenleri Denklem (2.51)’de

verilir.

£€,=0, £,=0, £,=0 (2.52a-c)
e.(s.zn )= (s, 2,0)+ €l (5,2.1), (2.52d)
Burada,

2(5.2.0) =226 (c.0) - S0 (2. 0)+ 1 5o (e) 2.53)

Denklem (2.43) ve (2.53)’de verilen alt1 ¢izgili terimler Denklem (2.52b) i¢in de ayn1
sekilde ihmal edilir.

Daha oOnce cikarilan Denklem (2.6)’da yer alan kesit sekil yer degistirmesine
ugramamast (cross-section-nondeformability) sartin1 saglayan kirisler i¢in yapilan
kabullere uyumlu olarak yer degistirmeler Denklem (2.51a-c)’de goOsterilmistir.
Denklem (2.51d) ve (2.52) goriildiigti iizere hicbir kisita sahip olmayan bir kirige

uygulanan burulma momenti altinda w), 8. ve 0;, biiytikliikleri onemsizlesecek ve

X

€. =0 olacaktir. Buradan cikarilan sonug ise serbest carpilma yer degistirmesi

sirasida kirig yiizeyini olusturan elemanlarin uzunlugunun degismeden kaldigidir.

I, (= 28SZ) ve I, (= 28nz) kayma birim uzama bilesenlerini elde etmek amaciyla
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cidar kalinlig1 ile degisen orta hat dis1 tegetsel kayma sekil yer degistirmelerinin
ifade edildigi Denklem (2.31) kullanilir. Denklem (2.22b), (2.31)’de yerine yazilarak,
hem acik hem de kapali kesitli kirisler i¢in gegerli olacak bir W ifadesi bulunur.

W(S,z.n.t)=w,(z,1)+ X(5)8, (z.1)+ Y (50, (z.1)
p R,dS 2.53
—¢’(z,t)j R -26,n-0, i ds 233
o fis

Denklem (2.16) nin yardimiyla,

=y d_X+7/ d_Y+5 {andS
Xz ds ¥z

s ¢ §Sds

Denklem (2.21), (2.23) ve (2.25)’1 kullanarak,

r_(S,z,n1) ¢ (z,1)-26,n¢(z,1) (2.54)

{ RS _ §r.ds N

2n, (2.55)
§ds 3§ds
S
Sonug olarak,
dx dy
F s Ly ’t = ’t —+ s L)
L(s.znt)=y,,(z )ds Y, (2 )dS

(2.56)

+ 8{ + Zn}nq)'(z, t)—28,n¢'(z t)
fds

I

nz

Denklem (2.22a), (2.28) veya (2.43)’iin (2.26)’da yerine yazilmasi ile asagida

verildigi sekilde elde edilir.

Fnz (S’ Z’n’t) = 7/,{1 (Z’t)% - 7/yz (Z’t)
§ ]

dx

T (2.57)

Denklem (2.56) ve (2.57)’de kayma sekil degistirmesini kapsayan kiris teorisinde

I',, duvar kalinhg1 boyunca sabit kalirken I' ise lineer olarak degisir. Alternatif
yaklagimlar liretmek amaciyla Denklem (2.56) ve (2.57)’de yer alan I, ve I,

ifadeleri Denklem (2.16)’da gosterilen .. ve . ile degistirilir.

Kayma sekil yer degistirmesi icermeyen kiris teorisi ise asagida verilen denklemleri

ihtiva eder.
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frndS
fas

I, (s,z,n,1)= 0. +2n ng'(z,1)+ 250n¢'(z,t) (2.58a)

r =0 (2.58b)

nz

2.1.10 Acik Kesitli ve Kapah Kesitli Kirislerin Karsilastirilmasi

Acik kesitli ve kapali kesitli kirigleri karsilastirilmadan once, bu kirislerde burulma

momentini dengeleyen kayma gerilme dagiliminin konusu iizerinde diisiiniilecektir.

Acik kesitli bir kiris i¢in gerilme dagilimi kalinlik boyunca lineer olarak degisir ve
Sekil (2.6a)’da verildigi lizere kesitte kuvvetlerin sebep oldugu bir ¢cevrim olusur.
Kapal1 kesitli kirisler icin ise Sekil (2.6b)’de gosterildigi gibi tamamen farkli bir

gerilme dagilimi olusur.

la) i(h)
Sekil 2.5 : (a) Acik kesitlerde olusan kayma gerilmesi (b)Kapali kesitlerde
olusan kayma gerilmesi (Librescu ve Song 2006).

Ince cidarh kirisler icin kayma gerilmesi dagilimimnin kallik boyunca sabit kaldig1
kabulii yapilirken kalin kesitli kirislerde bu kabul daha dikkatli bir sekilde

incelenmelidir.

Sadece burulma moment yiikiine maruz kalan agik ve kapali kesitli kirigler arasinda

meydana gelen farklar1 vurgulamak amaciyla, r yaricaply, kapali dairesel bir kesite

Kapali kesit icin Denklem (2.52)’den yaralanilarak,
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M} =23 hG ¢ (2.59)

Agik kesitli kirigler igin ise Denklem (2.56) ve 7_=2nG_¢" bagntisinin
kullanilmast sonucundan Denklem (2.24) ve (2.25) ifadeleri ile birlikte asagida

verilen ifade elde edilir.

s h2

M =2 j j G ng'(r, + n)[l +r£jdnds (2.66a)
0 —h/2 n

M,Mik — 2?72’- rh3ng ¢’ (2.66b)

Her iki tiipiin de aym1 burulma yiikii altinda oldugu diisiiniiliirse ¢ orani asagida

verildigi sekilde ortaya cikar.

¢;Cik r ’
it _ of T (2.67)
¢kapali h

Ince cidarl kirislerde gerceklenmesi gereken r/h =20 oram ile kapali kesitli kirisler

acik kesitli kiriglere oranla burulma yiikii altinda 1200 kat daha fazla mukavemet
gosterirler. Kisa yariklar, ince cidarhi kirislerde boru sekline sahip yapilarin ig¢
bolgelerine gecis gerekli oldugunda dahi bunu imkansiz kilarlar (denizalt1 ve ugak
govdelerinde oldugu gibi). Ucak kanatlar1 ve helikopter palalar1 genel olarak burulma

yiiklerine maruz kaldiklarindan kapali kesitli kirigler olarak tasarlanirlar.

2.2 Geometrik Olarak Lineer Olmayan Teori

Pratikte yer alan bir¢cok problemin ¢6ziimiine iliskin ince cidarli kiris teorisinin
geometrik olarak lineer olmayan sekilde tiiretilmesi ihtiyaci gelisen yapilar ile
artmistir. Burkulma sonrasi (postbuckling) davranigin irdelenmesi ve burkulma
sonrast Ozellikle ugak yapilarinin tasiyacagi yiikk kapasitesinin giivenilir olarak
belirlenmesi bu tiir problemlere sadece bir Ornektir. Fakat genel olarak hava-uzay
yapilar1 ve deniz araclari bu teorinin tiiretilmesine olan ilgiyi ve dolayisiyla

gerekliligi artirmstir.

Teorinin formiilasyonunda elastik yer degistirmeler sonlu kiiciikliikte almirken, acik
kesitli kirislerin dogasindan kaynaklanan burulma elastikiyetine karsin burulma acis1

sonsuz biiyiikliikte kabul edilir.
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Lineer olmayan teori Oncelikli olarak ince cidarh kiriglerin metal yapilarini kapsayan
bircok caliymada aciklanmaya gidilmis, sonrasinda daha genel bir formulasyon
tretilmeye calisilarak Ozellikle helikopter palalart icin caliymalar yapilmistir
(Ascione ve Grimaldi, 1983; Attard, 1986; Ghobarach and Tso, 1971; Meredith ve
Withmer, 1981; Mollman, 1982a,b; Nishino ve Hagesawa, 1979; Grimaldi ve
Pignataro, 1979; Roberts ve Azizan, 1983; Van Erp, 1987; Bauchau ve Hong, 1987,
1988; Borri ve Merlini, 1986; Hodges ve Dowell, 1974; Minguet ve Dugunji,
1990a,b; Librescu ve Song, 2006).

2.2.1 Koordinat Sistemleri ve Yapilan Kabuller

Baslangicta hicbir deformasyona sahip olmayan diiz bir kiris i¢in sag el kuralina
uygun bir sekilde global ve lokal olarak swrasiyla (x,y,z) ve (n,s,z) koordinat
sistemleri secilir.
Burada yapilacak bircok kabul, dncesinde lineer teori formiilasyonunda yapilmis
olan kabuller ile aymidir (Boliim 2.1.3). Bu boliimde sadece bunlara ek olarak
kabullere deginilmistir.

1. x ve y dogrultularinda olusan sirasiyla u ve v yer degistirmeleri sonlu

kiiciikliikte kabul edilirken burulma acis1 ¢ sonlu biiyiikliikte kabul edilir.

2. Eksenel w yer degistirmesi u ve v yer degistirmelerinden daha kiiciik kabul
edilerek birim uzama-yer degistirme iligskilerinde w’ nun tiirevleri ithmal
edilir.

3. Birim uzamalar kiiciik oldugu icin lineer denge denklemlerinde ikinci Piola-
Kirchoff gerilme tansorleri, Green-Lagrange birim uzama tansorleri ile
iliskilendirilir.

2.2.2 Yer Degistirme Alani

Boliim 2.1.4°te varsayilan birinci kabulde kiris kesitinin herhangi bir noktasindaki u

ve v yer degistirmeleri secilen bir P(xp,yp) noktasinin up(z,t) ve v, (z,t) yer

degistirmeleri ile kesitin boylamasma eksendeki burulmasi ¢(z,7) cinsinden ifade

edilir. Genel olarak bu ifadeler, Denklem (2.69)’da verilir.

u(x, y, z,t) =u, (z,t)— (x - X, )(1 —COoSs (i)(z,t))— (y -y, )sin ¢)(z,t) (2.69a)
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u(x,y,z,t)= v, (z,1)- (x - X, )sin B(z.1)— (y -y, )(1 —cosd(z,1)) (2.69b)

Burada ¢ saat yonlerinin tersinde herhangi bir P noktasmnin ortalama ddnme

deplasmanm1 ve Denklem (2.69c)’de verildigi sekildedir. Bu boéliimde elde edilen

deplasmanlara kiiciik ac1 kabulii yapilmasi ile lineer teorideki eslegine doniistiiriiliir.

sin ¢(z,1) = l[a_v_a_uj

2.69
2{ox dy (2.63¢)

Orta hat disindaki herhangi bir nokta x, y koordinatlarmm X ve Y ile
degistirilmesi ile elde edilir ve Denklem (2.21)’de verilmistir. Green-Lagrange

gerilme tansorii kartezyen koordinat sisteminde yer degistirme bilesenleri v,

cinsinden yazilir.

GU_E

9V,
1[av, ; 9V, aVrj (2.70a)

ox; ’ ox, ’ ox; Ox;

Denklem (2.70a)’da verilen biiyiikliiklerin irdelenmesinin ardindan birim uzama-yer

degistirme iliskilerinden Lagrange birim uzama tansorlerinin 3 bileseni € _, £, ve

Xy

€,, elde edilir (Denklem 2.70).

ou 1l(ou) (ov)

= = 2.7

S 8x+2_[8xj +[8xj | (2:700)
ov 1_ ou ’ ov 2]

v Lfou) fov 270
E)) ay+2 (ayj +(ayj ( C)
e =L Ju dv dudu  0vIv (2.70d)

 2/dy dx Oxdy OJxOdy

Denklem (2.69)’in bu iligkilerde yerine yazilmasi 3 birim uzamanin da sifir degerini
alarak kesitin deforme olmayisini gosterir. Bu, Boliim 2.2.2°de yapilan 2. kabuldeki

kesitin deforme olmayisi ile birbirini tamamlar niteliktedir.

Lineer durumda ¢arpilma yer degistirmesi w, I', ve I’ birim uzamalarinin orta hat

disinda olduklar1 varsayilarak bulunur.
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r =% av aw Ju du avav _M(a_u_l_a_w_l_a_ua_u_l_ﬁﬁj
0z Ox O0xdz Oxo0z

3z 9y 9y oz ayoz 2.71)
+0.n_I(hG_)+8.nN_I(hG_)+25,n¢
Normalin dogrultu kosiniisleri L ve M kullanilarak,
r =9y, v, dudu ovov
0z dz oS 09S 0z 0S92 (2.72)

+0.n,_I(hG_)+3.nN_I(hG_)+25,n¢'

c "SZ

Denklem (2.69)’da verilen u ve v yer degistirme ifadeleri Denklem 2.73’de yerine
konulup Denklem (2.30)’daki ifadenin sag tarafina yazilarak esitlenir.

ow dY 15).¢
—=—0 —9 ) N hG,
YT (z.1)+ = (z.1)+6,n, 1(hG..) 273)

+0.nN_ I(hG_)—R,¢'(z,1)+26,n¢'(z,1)
Donmeler ise agagida verilen formda kullanilirlar.

6.(z,t)=y, +u',sing—v', cosg (2.74a)
0,(z,t)=y.+v, sing—u', cosg (2.74b)

Carpilma yer degistirmesi w igin Boliim 2.1.7°de yapilanlar uygulanarak n_ ve
N, biiyiikliikleri i¢in benzer ifadeler bulunur. Bu ifadeler lineer haldeki esleri ile

kiyaslandiginda ortaya ¢ikan tek fark 6, ve 6, donmelerindedir.

2.2.3 Birim Uzama Alam

Bolim 2.2.2°de verilen orta hat disindaki sifirdan farkli Lagrange birim uzama

tansorlerinin £ _, £ ve €,_bilesenleri Denklem (2.75)’de gosterilir.

z?

ow 1l(u) (o)
=—+4+—|| — — 2.75
£ afzﬂazj +[az” (2.753)

FSZ(EZSSZ):L av aw ou du QQ
' ' az ay ay az ay 0z

(au ow Odudu dv avj
-M —

0z Ox O0x 09z 0x0z

+38.nN_ /(hG_)+25,n¢'

+do,n,/(hG,,) (2.75b)

c YZ
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r (Ezgn):l{au aw ou du Qﬁj
‘ ‘ oz ox ax 9z ox oz

(2.75¢)
(av ow Jdudu OJv avj
+M

—_—t——t—
dz dy dyodz dyoz

Denklem (2.11)’e (2.21)’i yardimiyla Denklem (2.69)’da verilen yer degistirme
ifadeleri ve orta hat disindaki noktalar icin elde edilen w, Denklem (2.75)’de yerine

yazilarak £ ifadesi elde edilir.

e (s,z,n,t) =" +nelV + n2e? (2.76)
Burada,

e0 =i+ 36 +x8, - 0F(s)+ [V + 7]

+%(¢’)2 [e— )2 + (=, )] (2.77a)
-¢{[y(), cosg+ v/, sin @)+ x(u), sin —v/, cos @)

[ve (u}, cos g+, sin §)+ x, (i sin ¢ —v}, cos g}

=Dy Ly
ds = ds " (2.77b)
—gz{ (uPcos¢ vPsm¢)+d—(uP sm¢+vPcos¢)}+r(¢ )2
s
e = %((b’)z 2.77¢)

I', ve I’ Denklem (2.75b) ve (2.75¢)’den orta hat disidaki noktalar i¢in ¢ikarilan

yer degistirme ifadeleri kullanilarak elde edilebilecegi gibi, daha kolayca asagida
gosterildigi gibi de ¢ikarilabilir.

ifrnds

I, =Ly, -My_ + 5{ 3§d + 2n}¢’(z,t)+ 26,n¢'(z,1) (2.78a)
S

L.=Ly . +My, (2.79b)
Denklem (2.23) ve Denklem (2.69)’un Denklem (2.78)’de yerine yazilmasi ile,
L. (s,zn,6)= 7Y +ny? (2.80a)

T, (s,z,n1)=y" (2.80b)

nz

29



Burada,

Y = 0, ﬁ+ 0. ﬂ+ﬁ(u; sin @ +v, cos¢)+ﬂ(u; cos@—v’, sin @)
- " ds ds ds ds
frds (2.81a)
+ C
§ds
y =2¢’ (2.82b)
y = %(@y +V, sin @+ i, cos ¢)—%(ex — i, sin @+ v/, cos ) (2.83)

Bu ifadeler enlemesine kayma gerilmesi etkilerini igerirler. Bu etkilerin ihmal
edilmesi durumunda Euler-Bernoulli kiris modeli uyarlanarak Denklem (2.69)’da

verilen y,_ ve ¥ sifir kabul edililir ve agsagida verilen Denklem (2.84) bulunur.
6.(z.t)=u',sing—v', cosg (2.84a)
0,(z.t)=V',sing—u', cosg (2.84b)

Kayma sekil degisimi icermeyen kiris modelinde yer alan ve Denklem (2.81a) ve

(2.83)’te verilen swrasiyla y,_ ve py, ifadelerinde yer alan alti ¢izgili terimler

Oonemsiz hale gelir.

Denklem (2.80)’den (2.83)’e kadar olan ifadeler, tipki lineer teoride oldugu gibi

cidar kalinlig1 boyuncal’, ve I’ ’in degisim karakterini gosterir.

2.3 Cok Hiicreli ince Cidarh Kirisler

Hava-uzay yapilarmin kanatlari, gdvdeleri ve diger yapisal elemanlar1 ¢ok hiicreli
ince cidarl kiris kesitlerine sahiptirler. Genel olarak, bu tiir yapisal bilesenler sadece
hava-uzay yapilarinda degil, ingaat ve gemi insaat: mithendisliginde de yaygin olarak
kullanilmaktadirlar. Bu genis kullanim alanlarindan dolay1 son yillarda cok hiicreli
ince cidarl kiris konusu pek c¢ok bilim adami tarafindan iizerinde yogunlasilan
konulardan biri olmustur. Gerek metal gerekse kompozit kiris yapilar1 ise bunlardan
onemli ilerlemeler kaydetmis konulardan yalnizca iki tanesidir (Librescu ve Song,

2006).
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2.3.1 Cok Hiicreli Kirislerin Burulmasi

Bu alt boliimde burulan ¢ok hiicreli kirislerin kinematigi incelenecektir. Sekil 2.6’da
gosterilen rastgele bir kesite sahip ince cidarh bir kirig diisiiniilsiin. Bu her biri ince
bir perde ile ayrilmis olan rastgele sayida hiicreye sahip ¢ok hiicreli bir kiris olsun.
Burulma sirasinda kesit bozulmalarinin enlemesine giiclendirici elemanlar (kafes
veya kaburga) ile Onlendigi, dolayisiyla kendi diizleminde rijit, fakat bu diizleme
normal olan tiim deformasyonlara karsi miikemmel elastikiyet gosteren bir kiris
varsayilsin. Kiris kesitinin u¢ noktalarina esit ve ters yonlii burulma momenti
uygulandig1 ve hicbir kesitte carpilma kisit1 olmadigr da gbz Oniine almsin. Sonug
olarak, N tane sabit kayma akisi iceren N hiicreli bir kiris i¢in serbest burulma
modeli kullanilarak kesite ait bir dagilimla carpilma fonksiyonu bulunur. Bu kayma

akilarin1 belirleyebilmek adina ek denklemlere ihtiyag¢ vardir.

Sekil 2.6 : Burulma momentine maruz ¢ok-hiicreli kiris (Librescu ve Song, 06).

Bu sonucgla Denklem (2.49a) orta hat iistiindeki noktalar i¢cin 6zellestirilir. N tane
hiicreye sahip kirisin R. hiicresi, M . biiyiikliigiinde bir burulmaya maruz kaldiginda,

hiicredeki burulma acisinin degisimi asagidaki sekilde verilir.

n

—=——ds (2.85)
2Q,hG,

¢ =4

R

Burada dogru integrali R. hiicrenin orta hat ¢evresine kadar uzatilir ve €, ’de onun

orta ¢izgi dogrusu boyunca cevrelenen alanmi ifade eder. Ayrica bu denklem

asagidaki sekilde de kullanilabilir.
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O = ———=§—ds (2.86)

Burada h(s) olarak verilen biiyiikliik Denklem (2.48)’de gosterilmis olan agirlikli
kalinlik modiiliidiir.
Burulma momenti N bilesenli hiicreleri tarafindan paylasilir ve her biri, her cidar

elemanlarinda sabit bir kayma akis1 olusturarak, Bredt’s formiiliiyle ifade edilir.

Mevcut problemde ise burulma degisimi asagidaki formda ortaya ¢ikar.

1

¢1/e 20, G (QR5R QR—15R,R—1_QR+15R,R+1) (2.87)

Bu denklemde uyum saglanmasi agisindan, kayma akisi n_, gile gosterilirken ¢g,,
G > Yqr. 1le gosterilen ifadeler ise swrasiyla R., (R-1). ve (R+1). hiicreler
etrafindaki kayma akilaridir. 8,, 8, , ve J,,, ise R. hiicreyi ¢evreleyen tiim cidarlar
icin fds/ h integralini gosterir ve sirastyla R. ve (R—1). hiicrelerin ortak perdesi ile
R. ve (R+1). hiicrelerin ortak perdesidir. Acik formda bu ifadelerin gosterimi
asagidaki sekildedir.

=g 0= 4

R.R-

d
Sera= § & (2.88a-¢)

}||&

R,R+1

Denklem (2.88) bir dizi seklinde birbiriyle bagli, (hiicre 1, hiicre 2’ye; hiicre 2, hiicre
1 ve 3’e bagli)) c¢ok hiicreli kirislere uygulanabilir durumdadir. Hiicre R, m tane

hiicreye benzer sekilde bagh oldugu durumda ise Denklem (2.87) asagidaki hali alir.

1
: o, 2.89
¢R ZQ G (QR ZQr er ( )
Burada &,, R. ve r. hiicrelerin ortak perdesi iizerinde alman integraldir, asagida
gosterilmistir.
O.p= % (2.90)

r,R
Denklem (2.87) her R. hiicreye uygulanabilir ve asagidaki sonug elde edilir.

¢ =Sq (2.91)
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Burada N dizi hiicre i¢in,
0 =100 0. 0L (2.92)

q:{CIUCIz""’qN_l’qN}T (2.93)
Denklem (2.91)’den (2.93)’e kadar gosterilen ifadeler donme oraninin elastik
matrisidir. Burada { }, { } vektoriiniin transpozesini gosterir. Kiris kesiti icin Sekil

2.6’daen ¢ikarilan [S ] matrisi asagida verilmistir.

S=(0 0 O 0 Sgpry Sgr Sgga 0 O 0 0 (2.99)
0 e e cee 00 Syan S|
Matris elemanlari,
1 1 1
SR,R = ZQRE 5R > SR,R—I = mé‘R,R—l > SR,R+1 = ﬁé‘R,RH (2.95a-¢)

Denklem (2.91) birim bir kayma akisina maruz R. hiicresinin burulma oranmi S .

ile gosterilitken (g, =1,¢,, = ¢, =0) R. ve R+1. hiicrelerin ortak perdesi
boyunca birim kayma akisina maruz R. hiicrenin burulma oram iseSy ., ile

simgelendirilir.
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Kirisin kesitinin seklinine ugramamasi kabulii uygulanarak,

f=¢ == =0,=¢ (2.96)
Denklem (2.96) matris formunda yazilir ve burada / birim vektordiir.

¢'=1¢ (2.97)

Denklem (2.97)’den yola ¢ikarak, Denklem (2.91)’in tersi yazilirsa,

g=H¢’, (2.98)
Burada ,
H=S"] (2.99)

N hiicreli bir kiris i¢in, toplam burulma, her hiicredeki burulmalarin toplamu ile elde

edilir. Denklem (2.50)’yi kullanarak, asagidaki ifade elde edilir.

M,=2Q"q (2.100)
Burada,
o={0,,Q,,-Q, .Q,} (2.101)

Denklem (2.98) ve (2.99) Denklem (2.100)’da yerine koyularak,
M,=2Q"S"'I¢ (2.102)

Denklem (2.102), (2.52a) ile birlikte diisiiniilerek ¢ok hiicreli kiris icin global

burulma katilik matrisi elde edilir.

G7) e = 207571 (2.103)

global ¢/

N tane kayma akis1 ve burulma oram1 ¢ nin hesaplanmasi igin N +1 tane gerekli

ifade Denklem (2.98) ve (2.102)’den bulunur.

Bu denklem takiminin birlikte ¢oziilmesi ile her hiicre ve kapali olarak her perdedeki

kayma akilar1 hesaplanir. Ornek olarak R. ve (R+1) hiicreleri aywran duvar igin

Grre =49g —4gs 1fadesinde g p,, pozitif yukari tanimlanirken (R-1). ve R.
hiicreleri aymran duvar i¢in yazilan g, = q,, —q, ifadesinde ise g, ,, pozitif

asag sekilde tarif edilir.
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Denklem (2.98) ¢ok-hiicreli kirigin her bir hiicresi i¢in serbest burulma altinda kayma

akilarinin belirlenmesini saglar.

q, q, H,
41 9,4, H -H,
q, q, H,

- - ¢ (2.104)
qx» q; — 4, H,-H,

dy dn H,

Sonu¢ olarak Denklem (2.104)’te verilen kayma birim uzama dagilimi asagida

verilen hali alir.

71:' Hl/(hGSZ )1
712 (Hl - Hz )/(hGSZ )12
2 H,/\hG
Tl = +/ (10, ¢ (2.105)
7sz (H3 - H2 )/ (hGSZ )32
yY H, /(hG,),
Diger bir formda,
{r.}={a)y (2.106)

Burada {y,.} ve {1} (2N —1)x1 boyutundaki vektorlerdir.

Carpilma kisit1 altinda bir kiris icin bu sekilde eksenel yer degistirmeler elde
edilebilir. Kisim 2.1.7°de verildigi gibi devam edilirse, kirisin herhangi bir bolgesinin
eksenel yer degistirmesi enlemesine dagilimla ayni kabul edilerek w(s, z,7)’in

belirlenmesi tek-hiicreli kiriglerdekine benzer bir sekilde miimkiin hale gelir ve fark
carpilma fonksiyonu ile iliskilendirilmis burulmada ortaya ¢ikar.
2.3.2 Carpilma Fonksiyonlari

Sadece burulma momenti altinda ¢arpilma yer degistirmesi, ¢arpilma fonksiyonu ve

burulma oraninin ¢arpimlar: sekilde ifade edilir.

w(s, z,t)= F(s)¢(z.1) (2.107)

Burada,
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s):j(z—rn Ms+C (2.108)

Denklem (2.108)’de yer alan sabit C, ff (s)ds =0 kosulu saglanarak asagidaki
sekilde elde edilir.

C= ﬁds / § ds (2.109)

Burada gosterilen f()ds integrali, cok-hiicreli kiris kesitinin orta hat cevresinde

alinir.

ff (s)ds =0 sartinin saglanmasi ile asagida verilenler ve tersi gecerlidir.

§—ds = K=(,N) (2.110)
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3. ACIK/KAPALI KESITLi KIRISLER iCIN HAREKET DENKLEMLERI

3.1 Lineer Olmayan Formiilasyon

Bu bolimde geometrik olarak lineer olmayan Ozelliklere sahip kiris icin
denge/hareket denklemleri tiiretilecektir. Bu amagla 3-boyutlu elastik ortamda
genisletilmis Hamilton prensibinden yaralanilacaktir.

Bu anlayisla deforme olmus yapida birim alanda Olgiilen gerilmenin geleneksel
gosteriminin aksine, notasyon referansin deforme olmamis yapmin birim alaninda
Olciilen gerilme cinsinden ifade edilecektir (Librecu, 1975, 1987). Bu kullanim ilk
olarak Bhaskar ve Librescu (1995) tarafindan gelistirilmis olup hareket denklemleri
ve smir kosullarinda goriilen bircok ek terimin kaynagmimn uygun bir sekilde

aciklanmasini saglamistir.

3.1.1 Genel Tanimlar

Uzerine gelen biinye kuvvetleri (H ile yiizey kuvvetleri & altinda dengede olan
siirekli bir cisim diisiiniilsiin. Deforme olmamis cismin hacmi ¢ ve birbirini

kaplamayan parcalarin siir1 ,Q  ile (€, g0sterilirken, deforme olmamis toplam

cismin smir1 ,€ olsun ve yer degistirmeler ise ‘7[ ile simgelendirilsin. Temel vektor
(base vector) bilesenleri olarak ifade edilen V,, h, ve ;H, sirasiyla deforme olmamis
cismin yer degistirme, ivme ve 0 yogunlugundaki birim kiitlesine gelen biinye yiik
vektorleri olsunlar.

Hamilton prensibinde, geometrik sinir1 €, iizerinde tiim dinamik yollar baslangic
ve bitiste keyfi 7, ve ¢ aninda Vl.(x, y,z,1) yer degistirmeleri cinsinden gosterilir.

Gergek dinamik yol (denge kosuluna karsilik gelen konfigiirasyon) asagida verilen
denklemi saglayacak sekilde olacaktir.

& = ]dt [6,0e,d7 -k~ [6,6VdQ~[,p,H VdT |=0 (3.1)

fo 0Qs
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Burada &, deforme olmamis konfigiirasyondaki taban vektorleri ile ilgili olan 2.

Piola-Kirchoff simetrik gerilme tansoriidiir ve deforme olmus cisim i¢in birim

alandaki gerilme vektorii bilesenleri olarak kabul edilir. £; ise Green-Lagrange birim
uzama tansorii olup 7, ve ¢, keyfi iki zaman anm ifade eder. Latin alt simgeler 1, 2

ve 3’e kadar deger alirlar ve tekrarlandiklarinda toplami anlamma gelirler. Son
olarak ¢ varyasyon operatorii olarak tanimlanir.
1 .

w= [PV Jaz (3.2)
Denklem (3.2)’de yer alan ifade kinetik enerji olup, noktalar zaman tiirevini gosterir.
Ik olarak hareket denklemlerinin ve sinir kosullarmin 3-boyutlu elastisitede
geometrik olarak lineer olmayan durumlarina bakilacaktir. Bu amacgla Denklem
(3.1)’de yer alan terimler ayr1 ayr1 incelenecektir. Birinci terim virtiiel birim uzama
enerjisidir.

6, nin simetrikligi ve OV, varyasyonlarinmn smir yiizeyi ,Q, iizerinde kaybolacak

1

olmalar1 sebebiyle ve diverjans teoremini kullanarak,

jaégdf j— 6,0V, + OV, +V, &V, +oV,V, )t (3.3)

m,i= " m,j m,i m/

Burada &,, Kronecker delta ve n; ise (Q’e dogru dis yondeki birim normal

mi

bilesenleridir. Denklem (3.2)’den yaralanarak,

f@ﬁgﬁ—j[d,, 5zm+Vm V,dr+ [, (8, +V,,,)yn,0V,d% (3.4)
OQG
L e CA 39

t=t, vet, aninda 6V, =0 ifadesinden yaralanarak, Denklem (3.5)’in [to,tl] zaman

aralig1 izerinde integrali alinirsa,

j Skt = — j dt [ ,pV.&vdz (3.6)

ty o?

Denklem (3.4) ve (3.5) yardimiyla Denklem (3.1) yeniden yazilarak,
J=6(+7,)=0 (3.7)

Burada,
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al, = ]dt j {[61/ (51111 +V,. )]j+0p0Hm —oPh, }édeT =0 (3.8a)

ty o?

d]zz]'dt [{6,6,+v,,)n, -6 Jvaa=0 (3.8b)

i,
ly 08¢

Varyasyonlar 6V, ,7 hacmi boyunca ve ,Q smir1 iistiinde, [to,tl] zaman araliginda

keyfi olduklarindan ancak Denklem (3.8a) ve (3.8b)’da yer alan integrantta

katsayilar teker teker sifira esitlenmesi ile bulunur..

I.6ij (5” + Vr,i )Jj +oPoH .=y ph, (3.9a)
6,8, +V,,)hn; -0, =0 (3.9b)
V=, (3.10)

Burada, A =V ’dir.

Denklem (3.9) ve Denklem (3.10), 3-boyutlu lineer olmayan elastisite terosinin
verilen durumu icin hareket denklemleri ve smir kosullaridir (Green ve Adkins,
1960).

Kiigiik birim uzamalar ve yer degistirmeler i¢in Piola-Kirchoff &, ve Cauchy

gerilme tansorleri Oy birbiriyle dzdestir ve Lagrange birim uzama tansorii €;’ye

Denklem (2.49) yardimi ile indirgenir.
3.1.2 Hamilton Prensibinin ince Cidarh Kirislere Uygulanmasi

3.1.2.1 Birim Uzama Fonksiyoneli

Hamilton prensibinin uygulanmasi icin, Denklem (3.1)’de verilen c¢esitli
biiyiikliiklerin incelenmesi gerekmektedir.

[1k olarak, birim uzama enerjisi goz oniine almnir.

Lea
W= j 6,€,dt (3.11)

Kirisin hacim elemani dz Denklem (3.12)’de verilir.
dt = dndsdz 3.12)
Denklem (2.76) ve (2.79)’le uyumlu olarak,
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.[,[.“Gzzgzz—i'a r +6.I ] dndsdz

ZICh N A
:—”j{ €9 + el + n2e®] (3.13)
ZICh

W[+ npl ]+ 61y andsds
Cidar kalinlig: iistiinde integre edilerek kabuk gerilme bileskeleri ve gerilme ciftleri

asagida verildigi sekilde elde edilir.

W=— II[ 2€z +5anzgzz +5F21821 3.14)

FNGY + 8L 70 + N,y kdsdz
Bu denklem 2-boyutlu gerilme biiyiikliiklerini igerir ve yiiksek mertebeden gerilme

bileseni I' ise asagida verilir.

2
(N..L..T.)= [6_(Lnn)n, (3.15a)
—n/2
2
(N_,L,_ j .. (1,n)dn, (3.15b)
—n/2
2
N, = [6,.dn (3.15¢)
—n/2

Denklem (2.77c)’de sonsuz kiiciikliikte yer degistirmeleri i¢in 8 kaybolma51 birim
uzama enerjisinde I', terimini Onemsiz hale getirir. Denklem (2.77), (2.80) ve

(2.81)’de verilen birim uzama biiyiikliikleri kullanilarak orta hat etrafinda integral

alinarak asagida verilen ifade bulunur.

W:{f{n[w;+;((u;,>z+(v;,r)+¢'[y,,(u;cos¢+v;sm¢>

2

+X, (u;, sin @ — v; cos ¢)]]

+ Mx[é', [H; — ¢)’(u;, cos@ + v;, sin ¢))]+ 5€(u; sin ¢ —v; cos¢)] (3.16)
+M, [5, [49: — ¢’(u;, sin g -’ cos¢) -9, (v; sin @ +u;, cos ¢))] .
+6,0, (0‘ +V/ sin @ +u,, cos ¢))+ 3,0, (QX —u,,sin ¢+ v/, cos ¢))

+M_ ¢ ~35.B ¢ + %Az (gi)’)z}dz

Denklem (3.16)’da gosterilen 1-boyutlu gerilme biiyiikliikleri kabuk gerilme

bileskeleri ve gerilme ciftleri cinsinden ifade edilir.

40



T.(z1)=N_ds (3.17a)

0.(z,1)= i [N HLSN %jds (3.17b)
0,(z.1)=] [N D_sN, jds (3.17¢)
M, (z,0)=] [xN +6,L_ 2 jds (3.17d)
M (z1)=] [ S L. — ds (3.17¢)
M (z,t)= (5N w+6,2L_)ds (3.17f)
| [F(s)NU, = 8,1,(s)L.. ks (3.17g)
0= [V |0c—x, 7+ -y, P+ 2Lr, +T s (3.17h)
Burulma f(jnksiyonu Denklem (3.17i)’de verilir.
¥(s)= § Al (3.17i)
Hs)G, @MEZG)

G, (s) sadece katman 6zellikleri s ile degisirken gereklidir (Rehfield, 1985).

Eger h ve G, kiris konturu etrafinda sabit ise,

_ %ds _20Q .
Y= W‘ (_ ?J (3.17j)

f (-Ms , agik kesitli bir kiris icin uzunlamasmna kesitler s = s, ve s =y, arasmda orta
C

hat tizerindeki egrisel integrali, kapali kesitli kiris i¢in ise tiim merkez hat konturunu
cevreleyen bir integrali gosterir. Integral ifadelerinin bu sekilde fiziksel

karsiliklarinin  agiklanmasinin ardindan ifadelerde kolaylik saglamasi acisindan

f()ds yerine .[ (-)ds kullanilacaktir.

C

Denklem (3.17)’de yer alan T eksenel kuvveti; O ve Q sirasiyla veter ve agiklik

boyunca kesme kuvvetlerini, M, ve M ise yine sirasiyla x ve y dogrultularindaki
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egilme momentlerini gosterir. M, Saint-Venant burulma momenti, I', yiiksek
mertebeden burulma ile alakah gerilme ¢iftini, B, ise ¢carpilma burulmasi sirasindaki

bimomenti ifade eder. Denklem (3.17g)’deki ifadede yer alan kabuk gerilme
bileskesi N ve gerilme cifti I', i¢in moment kollar1 sirasiyla birincil ve ikincil
carpilma fonksiyonlarinda 6nemli rol oynar. Verilen biiytikliiklerin birimleri Cizelge

3.1°de 6zetlenmistir.

Cizelge 3.1 : Tanimlar ve boyutlar.

Tanun Boyut
T, Eksenel Kuvvet [F ]
0. Veter Boyunca Kesme Kuvveti [F]
Q, Flap boyunca Kesme Kuvveti [ F]
M, x-Dogrultusundaki Egilme Momenti [FL]
M, y-Dogrultusundaki Egilme Momenti [ FL]
M, Saint-Venant Burulma Momenti [ FL]

Yiiksek Mertebe Gerilme Ciftleri

L. Etkisindeki Burulma [FL2 ]
B, Carpilma Burulmasi IFLZJ

Birim uzama enerji fonksiyonelindeki terimler Denklem (3.16)’de genellestirilmis
kuvvet ve genellestirilmis birim uzamalarm carpimin sekilde gosterilir. Denklem
(3.16), (3.17)’de verilen hat parametresi J,, merkez hat kontur disinda sifirdan farklt
birim uzama bilesenleri tarafindan meydana gelen terimleri ifade ederken o, ve J,
biiytikliikleri ise sirasiyla kesme etkili ve kesme etkisiz modeller i¢in kullanilir.
Kesme etkili model i¢in 6, =1 and 6, =0 alnirken kesme etkisiz Euler-Bernoulli
kirisi icin 8, =0 and o, =1olarak kullanilir. Birim uzamanm genellestirilmesi

Denklem (3.16)’da vurgulanirken, bazi 6zel durumlar icin bu denklem kullanilarak
gerekli ifadeler elde edilebilir.
Denklem (3.14)’e geri donerek genellestirilmis yer degistirmelerin virtiiel

varyasyonu almir ve kismi integrasyon uygulanarak virtiiel yer degistirmeler
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diferansiyel formlarmdan kurtulur. Kesme etkili kiris modelinde birim uzama

enerjisini elde etmek amaciyla,

ped ped ped ped ped ped

W= H V.66 +6,L.86) + 6,1 5D + N,y + 5,107
+ an57’,(12)]d5dz
{178+ 7~ 0,06, + (7 ~ 0.0,

+ [[Tz{cosgb(u;yp VX, )+ sin ¢)(v;yp +ulx, )}]

- ngi)’{cos ¢)(v;yp +ulx, )+ sin ¢(v;xp —uy, )}

—{coso(M ., — M v, )+sin g ), + M )

+ [cos ¢)(M VMg +Qu ~ va;,)

+sin - M ¢+ M v 5+ 0V, +Qu)

+ 887+ (8.0) + M |+ {1, + 9y, cosg + x, sin g

+l0, - M #)cosg-(0, + 11 ¢')ino] i,

b+ 000, sin -3, cos ) + - (. + M #)sing
+ (Qy +M ygi)')cos ¢)I }& ) >dz

+ [Tz5w0 +M 06, +M 06, + {Tz [(ypv;, +x,u )sin @

+ (ypu; — xpv;, )cos ¢)] — [(Myu; + Mxv;, )sin @

+ (Mup -M v, )cos ¢]+ OB, +A ¢ +M, }5¢ —8.B,o¢
+ {TZ [u; + ¢)’(yp cos¢ + x, sin ¢))]

+[(o, + M g)sin g+ (0, - M ¢)cosplisu,

+ {TZ [v;, + ¢)’(yp sin ¢ — x,, cos ¢))]

+(0, + M ¢)cosp— (0, + M ¢)sin g}y, |

(3.18)

2=2,2,

Kesme etkisiz kirig modeli i¢in ise 6, ve @, ifadeleri yerine yazilir ve benzer

sekilde virtiie]l varyasyon aliarak kismi integrasyon ile virtiiel yer degistirmeler

diferansiyel formlarindan kurtulur.
3.1.2.2 Kinetik Enerji
Kirisin kinetik enerjisi,

K:% [[[opwli? +v* + 2 kindsaz (3.19)
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Denklem (3.1)’deki Hamilton fonksiyonelinde sadece .[ OKdt yer alir ve Denklem

Iy

(3.6) yardimu ile,
]5th = —]dt [[[ o 00) 6 + 358 + it Sw)dndsdz (3.20)

Denklem (3.1), (3.5) ve (3.6)’y1 kullanarak, virtiiel yer degistirmeler yerine yazilir.
Kiris cidar kalinlig1 boyunca, kesitin merkez hat konturu cevresinde integral alinir.
Gerekli oldugu durumlarda kismi integrasyon uygulanarak asagida verilen denklem

elde edilir.

Denklem (3.21)’de yer alan K, terimleri hem kesme etkili ve kesme etkisiz kiris

modeli i¢in birlestirilerek Cizelge 3.2°de verilmistir.
[ St = —jdtj[[l{l +6,(K, cos¢— K,sin @) }SAP

+ [Kz +6,(K cosg+ K, sin ¢)/}&/p +K.0w, +S,K,50,

+ 6K 06, +1K, cosp+ K,y sin p— K, — 5, [(K,v,

(3.21a)
— Ky, Jeosg— (K, + K/ )sin g iz ?
- jdt[— 0. (K,cosp— K, sin ¢)&4p — 3. (K cos¢
+ K, sin 9)5, + K95¢]7:7 7
Burada,
Alp) = dsin ¢+ ¢* cos ¢ (3.21b)
B(¢)=pcosp— @ sin ¢ (3.21¢)

T ve S kesme etkisiz modelde sirasiyla 8, ve éy ’yi belirtir ve Denklem (2.82)’de

verilmistir.

T =u'pcosp—u’,¢* sin ¢+ 2ii pcosg (3.22)
+ii’ sin g+ v sin ¢+ v/ ¢ cos g+ 2V dsin ¢ — i’ cos @
22 . ’ 7 D RV 7 .

S=v, ¢ sing—v @cos@—2v @gcosg—V sin@+u,sing (3.22b)
+u’ §” cos@+ 21/, psin ¢ —ii, cos ¢

Indirgenmis kiitle terimleri B, (i =1,15) asagidaki sekilde tanimlanur.
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(3B )= ool 5, M -, M-, Pl
(x —x, Ny -y, ) F,YF,XF,F?,Y,X,Y*, X? XY}

Cizelge 3.2 : Atalet terimlerinin acik halleri.

K, Bii, - B,A(¢)- B,B(9)

K, B, + B,B(p)—- B,A(p)

K, By, +B,(66.+6T)+ B, (66, +5,5)- B¢
K, B, — Byii, + (B, + B;)B(p)

K, =K, | Byt +B.(66.+5T)+B,(66,+6.5)-Bg
K, =K, | Bit,+B,(66,+5T)+B,(56,+65)-Bg
K, —|Byyi, + B,(66, + 57)+B,(66, +6.5)- B, |
K, ~|Biii, + B,i, |+ (B, + B,)A(g)

(3.23)

Burada F = F(n,s) biitiiniinde goriilen carpilma fonksiyonudur ve Denklem

(2.47)’de acik ve kapali kesitli kiris i¢in birlestirilmis formda verilmistir. Denklem

(2.21)’de gosterilen X ve Yise kesit merkez hat kontur disindaki noktalarin

koordinatlaridir.

Simetrik katmanl bir kiriste x, =y, =0 olur ve Denklem (2.21)’in yardimi ile B,

Denklem (3.23) sadeleserek asagidaki formu alir.

B, =b,,B,=b,,B,=b,,B, =b, +0,b,,,B; =bs +0,b,5, B, =b,
—onb,,B, =b,,B; =b; +0,b,,,B, =b, —0,b,,,B,, =b,, + I b,
B, =B,,B, =B,,B,=B,,B, =B,,B =B,

Burada,

(b,by,by, by, bs..sbrg by, by )

= jmo[l, v, x, v, x>, xy, F, yf,xf,fz,dx/ds,dy/ds]ds,

dx \(dy) (dx : dx dx dy ,
b ,b ,”',b = TN TSPl ”/}_’r}_,rt_’r} dS
( 13:014 18) jmzl:[dsj[dsj [dsj I s s

Bu denklemlerde indirgenmis m, ve m, terimleri verildigi gibi tanimlanir.

N
(mo,mz): z .[ Op(k)(l,nz)dn
k= 1)

lh(k
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3.1.2.3 Dis Yiikler ve Biinye Yiikleri ile Yapilan Is

Bu calismada yer alan, yapinin kendi agirlig: altindaki dinamik analizi olmasi, baska
bir deyisle herhangi bir dis yiik etkisinde kalmamasina ragmen, bir biitiinliik
saglamak amaciyla hareket denklemlerine dis1 yiikiin etkisi de dahil edilecektir.

Orta yiizeyde birim alana etkiyen yayil ¢q,,q,,q. yiiklerine, kirig kesiti birim alana

etkiyen korunumlu yiizey ¢ ,7 ,t. yiklerine ve birim kiitleye etkiyen

H ,H , H_biinye yiiklerine maruz kalan bir kirig diisiiniilsiin (agik kesitli kiriglerde
yiizey yiikleri 7,,7,,7, olarak s=s, ve s=s,’de uzunlamasmna kesitlerde birim
alana etkir). Biitiin bu biiyiikliiklerin alan {izerinde deforme olmus kiris
konfigiirasyonuna veya deforme olmamis kiriste hacim iizerinde etkidikleri
varsayilir. Denklem (3.1)’de yer alan son iki terim, bu kuvvetler tarafindan yapilan
istir ve asagidaki sekilde ifade edilir.

J = .”J. 0/O(qu +H v+ sz)dsdndz + ”(qxﬁ +q,v+ qZW)dsdz

+n, .”(txu +1,v+ tzwl dsdn + oyn, ” (fxu + v+ fzwl

=7, s=s,

(3.26)
) dndz

Burada, orta hat noktalar1 i¢in yer degistirme biiyiikliikleri siiperpoze edilirken n_ ve

n, ise asagidaki sekilde tanimlanir.

—l'dez =z —l'des =35,
n,= I'dez=2z, n,= I'des =, 3.27)
yada O yada O

z =2z, ve z =z, burada kiris kesitinin uglaridir. Hat parametresi J, kirisin agik veya
kapali kesitli olmasina gore sirasiyla O veya 1 degerini alir. Denklem (2.69) ve (3.26)
gbz Oniine almarak u, v ve w’nun varyasyonlar1 alinarak integral bulunur ve

biiyiikliikleri diferansiyel formdan kurtarmak icin kismi integrasyon yapilarak
asagidaki ifade elde edilir.
=8+, +d, (3.28)

Burada,

8 ='2 M +p. & +p.ow,+m.06. +m. 6. +(m_cosd+m’
1 Z[[px P p‘y P p‘, 0 x x y y ( z ¢ w (3.293)

+ A, sin )0 ]dz
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&,=n10 &, +Q u, +T 6w, +M 58, +M 86, + (M cosg

) , (3.29b)
+F S ¢_ 50’/;lw )5¢_§w5¢ }IZZZ 2
&, =4, j[pxcfu P&, + p.Owy + 1,00, + 1,08, + (i, cos -+ i,
' S ' (3.29¢)
+Z,T sin ¢)§¢]d
Burada D, (Z t) p, (Z,t),pz(z,t),mx (Z,t),m}, (Z,t),mz (Z,t),ﬂT(z,t),m¢(z,t) ve

deforme olmamus kiris icin birim agiklik boyunca 6l¢iilmiis efektif dis yiiklere ve
biinye yiiklerine ve ciftlerine bununla birlikte acik kesitli kirisler i¢cin uzunlamasina
kenarlardaki ylizey yiiklerine bagli olarak bunlarin esleri bir inceltme isareti ile

gosterilirler. 1-boyutlu genellestirilmis yiikler asagida verildigi sekilde ifade edilir.

p.(z1)=[q.ds+[[H dsdn (3.30a)
p,(z.t)=[q,ds+ [[H dsdn (3.30b)
p.(z.t)=[q.ds+ [[ H.dsdn (3.30¢)
m, (z,1) = j q. yds + j j H Ydsdn (3.30d)
m,(z,1)= j q.xds + j j H _Xdsdn (3.30e)

m(e.0)=[lg, (c=x,)-q. =y, s+ [[lo,(x - x,)- 1. (v =y, Jasan (3300

m, (z,t)= j q.Fds+ j j H Fdsdn (3.30g)

A (zt)=—[lg.(e=x, )+ q,(v-y, s = [[lor,(x = x, )+ 1 vy, Jasdn ~ (3.30h)
Kenar yiikleri,

=n,[[F..7,.7. ] dn (3.30i)

iyt i, =y )=, [0 X0 (% —x, )=,y — 3, )i F.

(= )i b=y, )| an 330
r..0.0 )=[(.t,.1 Jisdn (3.30k)
(M,,M,.B j t.(Y. X, F)dsdn (3.301)
M. =|[ [t X -x,)-1.(v -y, dsdn (3.30m)
r, =—[flr.(x —x,,)+ty (v -y, )Msdn (3.30n)
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Bu denklemlerde X (= x+ndy/ds) ve Y(= y—ndx/ds) ifadeleri kiris orta hat ¢izgisi

disindaki noktalarmn koordinatlar1 iken F (E F (s)) ve Fl=F (n,s)) ise sirastyla

birincil ve toplam carpilma fonksiyonlaridir.

3.1.3 Hareket Denklemleri

Hareket denklemleri ve sinir kosullar1 Denklem (3.18), (3.19) ve (3.21)’1 varyasyonel
formdaki Denklem (3.1)’de yerine yazip virtiiel genellestirilmis yer degistirmelerin
katsayilar1 bir araya toplanarak ayr1 ayri sifira esitlenmesi ile elde edilir. Bu sekilde

belirlenen hareket denklemleri asagida verilmistir.

au, <[5, +¢/(y, cosp+x, sin O +l(Q. ~ M ¢)cosg

(3.31a)
(0, +M ¢)sing] —K, +p, +3,p, =0,
&, :[r 4 +9(y, sing—x, cosg)l] +[-(0, +M,¢')sin ¢ 1)
- (Q‘y + M},gb')cos ¢I ~K,+p,+3,p, =0, .
Swy T/ —K,+p.+08,p. =0, (3.31c¢)
80,: M’ —Q, — K, +m, +3yn, =0, (3.31d)
80,: M, —Q, —K,+m, +3yh, =0, (3.31¢)

op [T {cosgf)(u;,yp —-Vox, )+ sin ¢)(v;,yp +ulx, )}I
—ngi)'[cos ¢)(v;,yp +ux, )+ sin ¢(v;,xp —uy, )]
~eosp(v u’, —m 7 )+ sin gl v+ )]
+lcosp(br v g+ M ¢+ QU -01) (3.31f)
+sing(—M ¢+ M V.5 + 0V, +0u )]
+0.B, (Azgz)’)/ +M. —K,cos¢p—K,,sinp+K; +m_cos¢
+ A sing+m, + 50(1?11 cosg+ A, sin ¢)+ﬁlw): 0

Denklem (3.31)’de goriildiigii iizere acik kesitli kirisler i¢in uzunlamasima kenarlara

etkiyen statik olarak es c¢izgi yiikleri seklinde goziiken yiizey kuvvetleri hareket

denklemleri i¢cinde kaybolmustur. Bu kapsam varyasyonel bir uyum ile yapilmstir.

Kapali kesitli kirigler i¢in Denklem (3.30)’dad, =0 almarak ve .[ (-Ms integrali

§( )ds integraline doniistiiriilerek hareket denklemleri elde edilir.
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3.1.4 Simir Kosullar

Denklem (3.18), (3.19) ve (3.21)’de verilen &P,&P,&vo,(fex,(fﬁy,(fgbve5(1‘)'

terimlerinin integral formunda olmayan katsayilar1 ayri1 ayr1 sifira esitlenerek

7 =2,,2, deki smir kosullar1 asagidaki sekilde bulunur.

u,=u,, veya T, {u; + ¢'(yp cos@+ x, sin ¢)}+ {— (Qy + Mygi)’)sin @

+(0, -M,¢)cosp}=n.0 ., (332
v, =v,, veya Tz{v;, + ¢'(yp sin ¢ — x , cosg)+ {(Qy +My¢')cos¢
" ' ' (3.32b)
—(Q, +M ¢)sing}=n_Q .
0. =60, veyaM =n M, (3.32¢)
6,=0, veya M, =n M (3.32d)

w, =¢ veya T, {sin ¢(ypv;, + xpu;,)+ cos(ypu;, - X,V )}— {sin ¢(Myu;,
+M V) +cosg(M i, —M V) )|+ 5.B, + A.¢ (3.32¢)
+M_ +Kym, = nz(Mz cosgp+T, sin¢—50ﬁ1w)

¢’=¢ veya B,=n_B, (3.32f)

3.1.5 Kesme Etkisiz Kiris Modeli

Denklem (2.82)’de verilen enlemesine kesme etkileri &, ve 8 ihmal edilir ve

asagidaki ifade bulunur.

Hareket Denklemleri:
ou, : [Tz {u; + ¢)’(yp cos@+x , sin ¢)}I —[(MX sing—M | cosgb)”

4

+(m, sin g—m, cosg) } _ K, —(K, cosp— K, sin ) (3.33a)

’

+p.+6,D, —50(ﬁzx singi)—rﬁy cos¢) =0,
o, :[Tz{v;, +¢)’(yp sing—x, cosgi))}r +[(MX cosg+M | sin ¢))”

+(m, cosg+m, sin ) } —K, - (K cos¢+ K, sin ) (3.33b)
+p.+6,p, + 50(ﬁzx cosgf)+rﬁy sin ¢)) =0,

ow,: T/ —K,+p, +6,p. =0, (3.33¢)
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5¢:[Tz{cos¢(u;,yp— )+s1n¢v y, +u,x, }I
—ngi)'[cosgb(v;,yp +upxp)+s1n ¢(vp X, —upyp)]
~[eosg(v1 u” —p v )+sin gl v+ M u” )]
+5,Bw+(A ¢)/+M;—K4cos¢—K10sin¢+K; (3.33d)
[cos ¢)(K6vp - K, )— sin ¢(K6u;, + Ky, )]
+m_cos@+ A, sing+m, + [COS ¢(mxu; —-mv, )
+sin ¢(mxv;, +mu, )]+ J, {ﬁzz cos@+ A, sin g+ i,
+cos ¢(ﬁzxu;, — Vv, )+ sin ¢(ﬁzxv;, +iu, =0

Z =2,,2, deki siir kosullar1

u,=u, veya Tz{u;+¢'(ypcos¢+x singi))}—(M sing—M | cos¢)/
—(Kycosg— K, sin ¢)—(m, sin ¢ —m, cos¢)— &, (7, sin ¢ (3.34a)
— cos¢): nQ .,

v, =v, veya Tz{v; + ¢'(yp sin @ —x , cos¢)}+ (MX cos@+ M  sin ¢))’
— (K, cos g+ K, sin )+ (m, cosg+m, sin g)+ 8, (i, cosg (3.34b)
+ 7, sin ¢)=n.Q |,

w,=u’, veya |sing(M  +n M )-cosglM +n M )|=0 (3.34¢)
v =u’ veya [sing(M, +n M )+cosg(M, +n M )|=0 (3.34d)
w,=w, veya I, =n,T, (3.34e)

g=¢ or T {sin ¢(ypv;, +xpu;,)+ Cos¢(ypu;, - X,V )}
+0.B, +A ¢ +M_+K,+m, +nz{(Myu;

R , j (3.34f)
+MXV,, )sm ¢+cos¢(qup —M‘yvp)}
—n_(M . cosgp+T, sin g— 8,1, ) =0
0,¢'=06,¢" veya 6,B,=n_0,B, (3.34¢)

Enlemesine kesme etkilerinin ihmal edilse de edilmese yedi sinir kosulu ile on dort
hareket denklemi elde edilmedir (Polillo ve digerleri, 1998). Serbest carpilma
modelinde ise her ugta 6 tane sinir kosulu bulunurken, sistem on ikinci derecedendir.

Lineer formiilasyon, lineer olmayan denklemlere sin ¢ = ¢ ve cos¢ =1 yaklasimlari

yapilarak enerji ifadeleri benzer sekilde cikarilir ve hareket denklemleri elde edilir.
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3.2 Yer Degistirme Formiilasyonu

Ince cidarh Kkiris teorisinde gerilme-birim uzama iligkileri cesitli biiyiikliikler
kullanilarak yazilabilir. Bunlardan en uygun gosterim sekli olan yer degistirmeler

cinsinden ifadesidir. Bu ylizden yukarida elde edilen hareket denklemleri bu boliimde

yer degistirme terimleri ile ifade edilecektir.

Anisotropik kesme etkili

u P,v,,,wo,ﬁx,ﬁy ve ¢@’dir. Sistemin uygun diferansiyel denklemlerini belirlemek

kiriglerde 1-boyutlu yer degistirme biiytikliikleri

icin agagida fiziksel anlamlari ile yer alan ifadelerden yaralamilir (Cizelge 3.3).

Cizelge 3.3 : Katilik biiyiikliikleri, tanimlar ve boyutlar.

Katilhik

Tanim

Icerdigi
etkilesim

Boyut

'[Knds

Eksenel Uzama

[F]

'“Knx"' K, (d)’/ds)]ds

Eksenel uzama-
veter boyunca
egilme

[F.L]

[ (K. y =K, (dx/ds)lds

Eksenel uzama-
veter boyunca
egilme

[F.L]

'[ K, (dx/ds)ds

Eksenel uzama-
flaplama

[F.L]

[ K\, (dy/ds)ds

Eksenel uzama-
veter boyunca
enlemesine kesme

'[[KIIF —K14r,]ds

Eksenel uzama-
carpilma

[F]

'[Knds

Eksenel uzama-
burulma

|F.2]

'HKIIX2 +2xK, (dy/ds)_KM (dy/ds)2 st

Veter boyunca
egilme

[F.L]

'“Knxy —-xK,, (dx/ds)_ K, (d)’/ds)
— K, (dy/ds)(dx/ds)lds

Veter boyunca
egilme-flaplama

|F.2]

'[ [K . x(dx/ds)+ K ,, (dx/ds)dy/ds)lds

Veter boyunca
egilme-veter
boyunca
enlemesine kesme

[F.L]

[& o xldy/ds)+ K, (dy/ds)* bs

Veter boyunca
egilme-flap
boyunca
enlemesine kesme

[F.L]

'“KHXF_KMX’? - FK,, (d)’/ds)
— K1 (dy/ds)lds

Veter boyunca
egilme-carpilma

|F.r?|

'“Knx"' Ky (d)’/ds)]ds

Veter boyunca
egilme-burulma

|F.r?|
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Cizelge 3.3: Katilik biiyiikliikleri, tanimlar ve boyutlar (devami).

Katilik Tanun Etkilesim Boyut
a,, '[ lKn y? +2yK,, (dx/ds)+ K, (dx/ds) st Flaplama [F.L2 ]
Flaplama-veter

[l y(av/as)- K., (av/as) s e | TP.L]
kesme
Flaplama-flap
s [ (K, y(dy/ds)- K, (dx/ds)dy/ds)lds oyunea | [F.L]
kesme

'“KnyF_Kmyrr —FK14(dx/ds) Flaplama
+ K, r,(dx/ds)ds carpimast
a,, '[ (K y - K, (dx/ds)lds Flaplama- [F .L2]

burulma

|F.r?|

5 5 Veter boyuca
a, '[ lK22 (dx/ds) -A, (dy/ds) st enlemesine [F]
kesme
Veter boyuca
enlemesine

ay | [[Knlax/dsNdy/ds)= A dy/ds)ax/ds)las | “pore P | [F]

enlemesine
kesme
Veter boyuca

a, '[ [FK,, (dx/ds)— K ,r,(dx/ds)lds enlemesine [F V5 ]

kesme
carpilmasi

Veter boyuca
a,, '[ K,, (dy /ds )ds enlemesine [F .L]

kesme burulmasi
Flap boyuca
a; '[ lK L, (dy/ds) + A, (dx/ds)’ st enlemesine [F]
kesme
Veter boyuca
enlemesine
kesme
carpilmasi
Veter boyuca
as, '[ K, (dx/ds)ds enﬁ:’;l;s;ne [F.L]
burulmasi

Qg '[[KHFz - 2K, Fr+ K44r,2st Carpilma [F.L4]

1 _
Qg; '[(KBF - K, )ds %alffélzz [F.L3]

a,, 0, '[ WK ,,ds +2 '[ K, ds burulma [F .L2]

g, [[FK., (dy/ds) - Koyr,(dy/ds)ls |F.2|

Denklem (3.33a-d)’de denge/hareket denklemleri verilmisti. 1-boyutlu gerilme

bileskeleri ve gerilme ciftleri, 1-boyutlu birim uzamalar ile iligkilendiren biinye
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denklemleri ve birim uzama bilesenlerinden 1-boyutlu yer degistirme biiyiikliiklerine
gecisi ifade eden kinematik denklemler kullanilarak yer degistirmeler cinsinden

hareket denklemleri elde edilmeye calisilir.

Kesme etkili kiris teorisi icin aciklik olan z dogrultusu boyunca kiris 6zeliklerinin
sabit olmadig1 ve yayilma etkilerinin ihmal edildigi kabulii ile elde edilen hareket
denklemleri asagidaki yer alir.

’

oW, : (311""6) + (3129; )/ + (3139; )/ + [a14 (”‘; + ey )I + [a15 (V; +6, )]

/’

P , (3.34a)
- (316¢”) + (a17¢/) p.+ 50151 =K,
a0, (321""6) + (3229; ) + (3239;) + [a24 (”‘; +0, )I + [azs (V; +6, )]
- (326¢”) + (a27¢/) - a41W(/) - 3420; - 3430; Ay (“; + ey ) (3.34b)
- dys (V; +06, )+ a46¢” - a47¢/+ m, + 50';% =K
8, : (aywj) + (3329;) +(2,,6;) + [a34 (’"; +0, )I + [a35 (v, +6, )]
- (336(””) + (a37¢/) _351W;) - 3526; _3539; —asy (’"; + ey) (3.34¢)
- dss (V; +6, )+ 356¢” - a57¢/ +m +6,m, =K,
Oup : (341""(/) ) /+ (3429; )/ + (3439;) + [a44 (”‘; + ey )I + [a45 (V; +0, )] (3.34d)
- (346¢”) + (a47¢’) +p,+6,p, =K,
ovp (351W(/)) + (3529;) + (3539;) + [a54 (”‘; + ey )I + [ass (V; +6, )]
(3.34¢)

_(356¢”) +(a57¢’) +p, +50ﬁy =K,

o9 : (361""(/) )” + (3620; )” + (3630; )” + [a64 (’"; + ey )]” + [a65 (V; +0, )]”

- (a66¢”)” + (a67 ¢/) - (371"";) )/ - (3729; )/ - (3739; )/ - [a74 (”‘; + 0}' )I (3.34f)

- [a75 (V; +0, )] + (376¢”) _(a77¢/) +m, + m:v
50(';% +ﬁl:v): K, _K;

Sinir kosullar1 da ayni terimler ile asagidaki sekilde ifade edilir.

’
. ’ ’ ’ ’ ’
Owy :aywy +a,8, +a,l) +ay, (MP +0y)+a15 vy +9x)
” ’
- a9 =nT.

(3.35a)
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’ 4 4 ’ ’
00, : ayw, +anl, +ayb, +ay, (“P +0y)+a25 (VP +9x)

] / (3.35b)
-~y +aud =nM,
50X : 331W(/) +a320: +a330; tay (I/t; +0v)+ dss (V; +0)‘) (3.35¢)
) ; JdC
-y +ayg =nM,
51/11_, . a41W6 +a420; + 3430; +a44 (I/l; +0)')+a45 (V; +0X) (3 35d)
_a46¢”+a47¢/:anx .
v, agwy+a,l +ayl +ay,lu,+86,)+as (v, +6,)
p:asWy tast 53 54( P ) ss\Wp (3.35e)

- 356¢” tas ¢/ = any

’ /’

op : (a6lw(/)) + (3629; )/ + (3639; )/ + [a64 (’"; +0, )I + [a65 (V; +0, )]

- (a66¢”) + (a67¢/) —a, W) — a726‘: —a,0; —a, (”‘; + ey) (3.351)
- dss (V; +0, )+ 0" —an9 + K, = n, (Mz - 50’;%)

04" agw +a620; +ag0; +dg (u; +0y)+a65 0, + ex)

~ag ¢’ +agd =5.n.B, (.352)
Geometrik sinir kosullar1 ise asagida verilmistir.
Up =0, vy =Vp; wy =i,; 0, =6, (3.36a-d)
0,=6,;0=0; 6,¢=6¢ (3.36e-g)

Yukarida elde edilen hareket denklemleri ve sinir kosullari, enlemesine kesme,
carpma kisit1 iceren ve agiklik boyunca kesitin sabit kalmadigir anisotropik
kompozit ince cidarli bir kiris icindir. Elde edilen hareket denklemleri ve geometrik
smir kosullar1 Song (1990), Librescu ve Song (1991, 1992) ve Song ve Librescu
(1993) tarafindan elde edilmis olan genellestirilmis denklemlerdir.

3.2.1 Kesme Etkisiz Kiris Modeli icin Hareket Denklemleri

Bu teoride daha oncede belirtildigi gibi enlemesine kesme etkileri dikkate alinmaz.

Denklem (3.35b) ve (3.35c)'deki ay,(u,+6,) ve ay(v,+6,) terimlerinde
6, = —u, ve 6 = v, hareket denklemlerinde yerlerine yazilarak, Euler-Bernoulli

kirisi denklemleri bulunur.

oup : (322”;) +(323V;) _(321W6) +(326¢”) _(a27¢/) (3.37a)
=p.+6,p, +m, + 5y, — (K, +K.)
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ovp (332”;) +(a33V;) _(331W6) +(a36¢”) _(a37¢/) (3.37b)
=p,+8,p, +m, +8,m, (K, +K;)

o, : (311""6) _(312“;) _(313";) _(316¢”) +(a17¢/) (3.37¢)
:_(pz +50151)+K3

”

op : - (a66¢”)” + (a67 ¢/)” + (376¢”)/ - (a77 ¢/)/ + (361""(/))

—(aguy) —(agvy) +lanw)) —(anur) —(agyvy) (3.37d)
=—~(m_+m.)-8,(m_+m,)+ (K, —K})

Sinir Kosullar1

(322”;) + (323";) - (a21W6) + (a26¢”) - (a27¢/) (3.38a)
— (m‘y + 0y, )+ K, =-n,Q, veya éu, =0

(3321/[;) + (333\/;) —(331W6) + (336¢”) —(6137¢/) (3.38b)
—(m, +8yn )+ K, = —n_.Q, veya ov, =0

Aplly +a,V, —ay Wy +a,p —ay,d =-n.M, veya du, =0 (3.38¢)

ayply, +ay,V, —a, Wy +a,@ —an,@ =-n M _ veya év, =0 (3.38d)

a, W, —a,i, —a,v,—aP +a,0 =nT. veya ow, =0 (3.38¢)

- (a66¢”) + (a67¢/) +a, 0 —a,¢ + (361""6) - (362”;)_ (363";) (3.38f)

/7 ” ” A
ta,wy—anUp, —anv, =—Kg+n, (Mz _50mw) veya 69 =0

~a P +agd tagu, —agv, +agw, =0.n B, veya 659 =0 (3.38g)

Goriildiigii tizere kesme etkilerinin ithmal edildigi modelde de hareket denklemleri
mertebesi ve sinir kosullar1 ayni kalmaktadir.

Baska 6zel bir durum ise serbest ¢carpilma modelidir. Bu modelin denklem sistemi on
dordiincii mertebeden on ikinci mertebeye diiser ve her kenarda alti sinir kosulu
vardr.

Hem kesme etkili hem de kesme etkisiz model i¢in ¢ikarilan hareket denklemleri
acik veya kapali kesitli kirisler i¢cin kullanilabilir haldedir. Fakat hangi durum soz

konusu ise, dikkatlice incelenerek a; katilik biiyiikliikleri ve kuvvet terimleri hatasiz

belirlenmelidir.
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4. SERBEST TiTRESIM

Elyaflarla gii¢lendirilmis kompozit malzemelerden yapilmis ince cidarli kirigler
yiikksek mukavemet/agirhik ve yiiksek katilik/agirlhik oranlari ile ugak, uzay araclari,
helikopter palalar1 ve gelismis bir¢ok sistem tasarimda onemli bir rol oynar. Bu tiir
kompozit malzemelerin dogrultusal o6zelliklerinden kaynaklanan cesitli elastik
etkilesimler sayesinde yapinin istenen statik ve dinamik cevabini iiretmesi ve
gelistirmesi saglanabilir. Bu amagla kompozit malzemelerdeki liflerin dogasmdan
kaynaklanan dogrultularinin sebep oldugu anisotropik 6zellik kirisin serbest titresim
karakteristigini gelistirmede kullanilacaktir. Bu boliimde ise anisotropik kapali kesitli

ince/kalin cidarli kirislerin serbest titresimi incelenecektir.

Problemin pratik 6nemine ragmen bu alanda yapilan ¢alismalar oldukca azdir. Kisaca
yapilan caligmalar kirislerin malzemelerine goére smiflandirilirsa, kapali kesitli
metalik ince cidarh kiriglerin dinamik davraniginin Budiansky ve Kruszewski (1952),
Gay ve Boudet (1980), Rehfield (1990) ve Bishop (1983) ve digerleri tarafindan
yapilmistir. Armanios ve Badir (1995), Song ve Librescu (1991, 1993, 1995, 1996,
1997), Librescu ve digerleri (1993, 1996), Librescu ve Na (1997, 1998, 2001), Na ve
Librescu (1999), Qin ve Librescu (2001, 2002) ve Song ve digerleri (2001, 2002)

tarafindan ise ince cidarli kompozit kirislerin dinamik davranisi arastirilmastir.

/1<0.1 ve h

‘maks

Enlemesine kesmenin dahil edilmesi ile kiris teorisi, A / [>0.1

‘maks
ifadesini gercekleyen hem ince hem de kalin cidarli kirislere uygulanabilir hale

getirmistir.

4.1 iki Yapisal Etkilesim Konfigiirasyonu

Bu boliim yapisal 6zel etkilesimlere sahip iki konfigiirasyonu inceler. Ilk olarak
Rehfield ve Atilgan (1989) tarafindan uygulanan biri Cevresel Sabit Katiliga sahip
(circumferentially uniform stiffness) ve Cevresel Asimetrik Katiliga sahip
(circumferentially asymmetric stiffness) konfigiirasyonlardir. Katman agilarinin z-

eksenine yonelimlerine gore uygulanabilir durumda olan bu iki konfigiirasyon
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ilerideki boliimlerde Ingilizcede yer alan kisaltmalar1 olan CUS ve CAS olarak
kullanilacaktir.

4.1.1 CUS Konfigiirasyonu

Ince cidarli dikdortgen kesite sahip bir kiris i¢in katman elyaf yonelimi sirasiyla iist,
alt ve yan yiizeylerinde 6(y)=6(-y) ve 8(x)=6(-x) seklinde olur. Sekil 4.1’de

ayrintili olarak gosterilmistir.

by

Sekil 4.1 : CUS konfigiirasyonu.
CUS konfigiirasyonu i¢in C\,C,c Cs,,C,s katilik biiyiikliikleri hem kargi elemanlar
icin hem de kompozit malzemenin [A] ve [D] matris bilesenlerini i¢cin ayni1 isaretle
hesaplanir. Eksenel, eksenel-elastiklik ve elastik katihik biiyiikliikleri sirasiyla A,

B; ve D, kesit hat kalinligi boyunca sabittir, bu nedenle iist ve alt yiizeylerde

modifiye olmus lokal katilik biiyiikliikleri asagida verilen Denklem (4.1)’1 saglarlar.
K;(y)=K;(-): K;(x)= K, (-x) 1)

Bu denklemler ve simetrik sinir kosullar1 birgok global katilik elemanlar a; "yi sifir

yapar.

Ay =015 =g =0y =Ayy =0y = Uy = U35 =Uzg = U3 = Uys = Uy (4.2a)
=dy, =dss =ds; =dg; =0

§x[1, y,(dx/ds),F,r s =0 §y[1, x,(dy/ds),F,r, ds =0 (4.2b)
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fdx/ds [1 (dy/ds), F,r ]ds—
fdy/ds [1 (dx/ds), F,r ]ds—

§(F. 1 s =0

Sonu¢ olarak CUS  konfigiirasyonunda  dogrudan

(4.2¢)
(4.2d)

(4.2¢)

katihk  biiytikliikleri

a,,,0y,05,0,,,0s,04,0,,,1le capraz katihik biiyiiklikleri a,,,a,; ve a,, sifirdan

farkl deger alir.

Denklem (4.2)’de bir¢ok kiitle teriminin sifir oldugu gosterilir. Bunlarin arasindan

b,,b,,bs,b,,.b,.b ve by sifirdan farkh olarak kalan terimlerdir. Bu sebeple F ve

D vektorleri asagidaki sekilde ayrik halde gosterilir.
F,=AD,ve F,=A,D,
Burada,
FIT = {Tz’Mz’Bw}
F={,.m.0.0}
= {W;) s ¢/’_¢”}

T _{ 4 ’ ’ 7

D! ={6,,6/,u}, +6,,v, +6.}

ap a; 0
A= a, 0
Simetrik Qs
a,, 0 0 a,
A = ay; ay 0
, =
a, 0O
Simetrik ss

Yapilanlara benzer olarak, i¢ ice girmemis kiitle matrisi,

my, 0 0
M, = me 0
Simetrik m.,
m, 0 0 0
M, = my, 0 0
my, 0
Simetrik My
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(4.4¢)

(4.4d)

(4.5a)

(4.5b)
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(4.5d)



Katman elyaf yonelimi sistem hareket denklemlerini ve ilgili sinir kosullarini iki

tamamen bagimsiz gruba bolerek verir.

Onceki grup eksenel uzama,burulma etkilesimini icerir.

ow, : (a,w)) +(a,@) +p.+6,p. =b, (4.6a)
5¢ . (a66¢”) + (a71W;)) + (a77¢/) + mz + m:v + 50 (ﬁlz + ﬁl:v) (4 6b)
= [(b4 + b )+ 5,1 (b14 +bs )]¢ - [(blo + 5nb18 )¢/I
Ilgili homojen smir kosullarmdan geometrik olanlar,
=¢=¢ =0 (4.7a-¢)
Statik olanlari,
oW, a, Wy +a,9" =0 (4.8)
op : - (a66¢”) + a71W;) + a77¢/+ (blo +0,byg )¢/ =0 (4.8b)
op : agd” = (4.8¢)

Denklem (4.6)’da ve smir kosullarinin verildigi Denklem (4.7) ve (4.8)’de alt1 tek
cizgili ve iki ¢izgili terimler sirasiyla carpilma kisitlamasini ve dinamik carpilmay1

ifade ederler.

Denklem altinc1 mertebeden bir sistemdir. Carpilma kisitlama etkisi ihmal
edildiginde 1ilgili sistemin mertebesi dorde, smnir kosullari ise tiim kenarlarda

saglanarak, ikiye diiser.

CUS konfigiirasyonuna ait sonraki grup dikey egilme veya yatay egilme ile agiklik

veya veter boyunca enlemesine kesme ile etkilesim gosterir.

Sit, : (a,8) +ag (e, +6,) [ +p.+6,p. =bii, (4.92)
&, (ag, )+[a55 vP+l9)]+p +8,p, = by, (4.9b)
40, ( ) +[a,s (v, + 6, )] —a,,0, —a44(u; +(9y)+ m, + oy,
‘ ) e ‘ (4.9¢)
= (bs +5nb15 )ey
50X:(a330;)/+[a34( +0 I—asz ass(vP+0)+m + 0,
(4.9d)

Ilgili homojen smir kosullarmdan geometrik olanlar,
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up=v,=6,=6,=0

Statik sinir kosullar: ise yer degistirmeler cinsinden yazilir.

iy a0 +aylu,+6,)=0

&y agb, +as(v, +6,)=0

)
86, : a8 +ay (v, +6,)=0

86, : a0, +ay,(u,+6,)=0

(4.10a-d)

(4.11a)
(4.11b)
4.11c¢)

(4.11d)

Sistem sekizinci mertebeden olup her ucta tammlanmis dort tane smir kosulu

mevcuttur.

Denklem (4.9)’da verilen alt1 dalga ile cizgili terimler donme ataletini ifade ederler.

Ayrica Denklem (4.9)’da verilen Atilgan ve Rehfield (1990) tarafindan bulunan

hareket denklemleri ile aynidir.

4.1.2 CAS Konfigiirasyonu

Ince cidarli dikdortgen kesite sahip bir kiris i¢in katman elyaf yonelimi sirasiyla iist,

alt ve yan yiizeylerinde 6(y)=

—0(-y) ve 6(x)

—6(- x) seklinde ise bu CAS

konfigiirasyonu olarak tanimlanir ve Sekil 4.2°de daha ayrintili gosterilmistir.

n

Sekil 4.2 : CAS konfigiirasyonu

CUS konfigiirasyonunda oldugu burada da global katilik elemanlarindan sifirdan

farkli deger alarak kalanlar

Q150 033,044,055,065,077,
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biiyiikliikkleri a,,a,, ve a dir. Bunlara ek olarak kiitle terimlerinden

b,.b,.bs.b,,.b,, tiir.

Bu sebeple F' ve D vektorleri asagidaki sekilde ayrik halde gosterilir.

F,=AD,ve F,=A,D, (4.12a,b)
Burada,
FIT = {Mx’Qy’Bw’Mz} (4.133)
Fr={m.m.0.0} (4.13b)
Dl ={6,.v, +6,-¢".¢'} (4.13¢)
DI ={w;.0.u, +6,} (4.13d)
s 0 0 ay
0
A = fa e (4.14a)
ae O
Simetrik a,
a, 0 ay
A, = a, 0 (4.14b)
Simetrik ay,

[gili kiitle matrisi,

my, 0 0 0
0 0
M, = o (d.14c)
me 0
Simetrik m,,
My, 0 O
M, = m, 0 (4.144d)
Simetrik Mis

Tamamen i¢ ice girmis denklem sistemi ve sinir kosullar: iki bagimsiz gruba boliiniir.
Bunlardan birincisi, burulma ve agiklik boyunca olusan egilme ve enlemesine
kesmeyi igerirken, ikincisi ise eksenel uzama, veter boyunca olusan egilme ve

enlemesine kesmeyi igerir.

Burulma-agiklik boyunca egilme-aciklik boyunca kesme etkilesimi gosteren

denklemler asagida verilmistir.

u, : [ass (V; +6, )] - (356¢/) +p,+6,b, =by, (4.15a)
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o0, : (3339; )/ + (337¢/)/ —dss (V; +6, )+ 356¢” +m, + Oy, = (b4 +3,b, )ex (4.15b)

........... (4.15¢)
)i, +1) = (b, +,)+ 8, by + b [, + 5,0, )]

Ilgili homojen smir kosullarmdan geometrik olanlar,

v,=60.=¢=¢" =0 (4.16a-d)
Statik olanlar,

du,:as(vh+6.)— ad =0 (4.17a)
00, : a0 +a, ¢ =0 (4.17b)
3« -(agd") +ang +las (v, +0,)] +25,60+ (by +8,b,)0" =0 (4.17¢)
8¢ as(v, +6,)-ad = (4.17d)

Benzer sekilde alti cizgili terimler carpilma-enlemesine kesme etkilesimini ifade
ederler. Carpilma ve enlemesine etkiler gbz Oniine alindiginda sifirdan farkli deger

alirlar.

Carpilma kisitlamasim dikkate alan denklemler sekizinci mertebeden ve her kenarda
tanimlanmis dort tane smir kosulu vardir. Serbest kisitlama modelinde alt1 ¢izgili
terimler 6nemsizlesir ve denklem altinci mertebeye smnir kosullar1 ise her kenarda

olmak lizere iice diiser.

CAS konfigiirasyonunun igerdigi ikinci grup ise eksenel uzama, veter boyunca

olusan egilme ve enlemesine kesme etkilesimidir. Denklemleri asagidaki sekilde

verilir.

Sy (anw)) +lan(ul +6,) + p. +8,p. =byi, (4.182)
Sty (agw)) +lawlu, +6,) + p. +8,p. =bii, (4.18b)
50, —auw,—ay(u)+6,)+(an8) +m, + 8, = (b +8,bs )8, (4.18¢)

Ilgili homojen smir kosullarmdan geometrik olanlar,
wy=up,=6,=0 (4.19a-c)

Statik olanlar yer degistirme terimleri cinsinden ifade edilerek,
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Swy s a,wy+ay,lup+6,)=0 (4.20a)

iy s aywy+aylu, +6,)=0 (4.20b)

89, : a0, =0 (4.200)

Sistem altinc1 mertebeden olup her ucta tanimlanmais ti¢ tane sinir kosulu mevcuttur.
Bu sistem de Atilgan ve Rehfield (1990) tarafindan bulunan hareket denklemleri ile

aynidir.

4.2 Temel Yaklasimlar ve Hareket Denklemleri

Keyfi kapali bir kesite sahip olan ince cidarl bir kiris diisiiniilsiin. Kiris yapisinin

noktalar1 3-boyutlu bir koordinat sistemi (x, y, z) tarafindan belirlenir. z koordinati
aciklik boyunca uzanirken x ve y ise kesit koordinatlarin1 simgeler. Sekil 2.1°de

Ozetlenen bu geometri yine Boliim 2’de yapilan kabuller ile hareket denklemleri

cikarilmsti.

Hareket denklemlerinde yer alan dis yiik terimleri sifir kabul edilerek serbest titresim
analizi yapilir. Ankastre ve CUS konfigiirasyonu sahip bir kiris i¢in,
¢ FEksenel uzama,burulma etkilesimi iceren denklemler,

ow, : a,wy +a, @ =bw, (4.21a)

8 1 -aud” +a,wy+a,p =[b,+b;)+35,(b,+b;)lp—(b,+3,by)p" (4.21b)

z = 0’daki smir kosullari,
wy=¢=¢" =0 (4.22a-c)

z = L deki smir kosullari,

Swy:a,wy+a,9 =0 (4.23a)
0 - a d” +a,w,+a,¢ +(b,+5by)d =0 (4.23b)
O : ap = (4.23c)

¢ Egilme-egilme-enlemesine kesme etkilesimi igeren denklemler,

Sy a0 +ayluy+6)=biii, (4.24a)

&yt ay8) +as(vy +0))=bi, (4.24b)
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80,1 4,0 +ay (v, +6) 2,0, —a,(u,+6,)= (bs+5,b,)8, (4.24¢)
80, : a,0] +ay, ) +6,)-a,60 —as(v)+6,)= (b, +8,b, ), (4.24d)
z =0’daki smir kosullari,

Up=v,=6,=6,=0 (4.25a-d)
z = L ’deki smir kosullari,

iy a0 +ay,lu,+6,)=0 (4.25a)
&yt ayl +as(v,+6,)=0 (4.25b)
86, : a8 +ay (v, +6,)=0 (4.25¢)
86, : a,0 +a,lup+6,)=0 (4.25d)

Ankastre ve CAS konfigiirasyonu sahip bir kiris icin ise,
¢ Eksenel uzama-yatay egilme-enlemesine kesme etkilesimi iceren denklemler

(6. mertebeden),

Swy = a,wy +ay, uh +6)= by, (4.26a)
Sy s aywl +ayluy +6)=biii, (4.26b)
80, —a ) —ay(u, +6,)+a,8 = (b +8,b)0, (4.26¢)
z = 0’daki smir kosullari,

Wy =u, =6, =0 (4.27a-c)
z = L deki smir kosullari,

Swy s a,wy+ay,lup+6,)=0 (4.28a)
iy s aywy +ayluy, +6,)=0 (4.28b)
8, : 2,6, =0 (4.28¢)

e Burulma-aciklik boyunca egilme-enlemesine kesme etkilesimi iceren
denklemler (8. mertebeden),

o9 : '366¢M+a77¢ + ass(vp +6 )+a736 ass(vp +0, )

e . (4.292a)

00, : a339;’ +a37¢”_ass(v; +ex)+ assq)” = (b4 +90 bl4)é

(4.29b)

u,:as(vh+6.)— a9 =by, (4.29¢)
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z = 0’daki smir kosullari,
v, =0, =¢=¢" =0 (4.30a-d)

z = L deki smir kosullari,

0 :-a,d +a.d + a,(vi+0))+a 0 + (b, +35,bs ) =0 (4.31a)
00 as(v,+6.)-a.p = (4.31b)
30 : a0 +a,¢ =0 (4.31¢)
du,:as(vh+6.)— a,d =0 (4.31d)

CUS ve CAS konfigiirasyonlarinda ayr1 ayr1 incelenen etkilesim ile ankastre bir kirig
modeline uygun olarak, Hamilton prensibi kullanilarak elde edilen genel haldeki
hareket denklemlerindeki dis yiikler sifir alinarak serbest titresimin i¢in uygun

denklemler bulunur.
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5. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME

Malzeme olarak kompozit kullaniminin son yillarda hizla arttig1 ucak yapilar: biiyiik
Olciide ince cidarli kiris elemanlar kullamilir. Daha detayli bir bakis acisindan
degerlendirildiginde ince cidarli kompozit kirigler tasarim gerekliliklerini karsilamak
icin ek bir elastikiyet saglarlar. Kisaca bu tiir yapilar eksenel uzama, egilme ve
burulma deformasyon modlar1 arasindaki etkilesim sebebiyle istenen dinamik cevabi

veya aeroelastik davranigi tiretecek bir ayarlama yapma imkani saglar.

Onceki boliimlerde daha detayli olarak agiklandigi sekilde ucak kanadinm yapisal

modeli olarak ince cidarlh kiris modeli se¢ilmistir.

Bu boliimde yapilan sayisal analizler ile yapida olusan klasik olmayan cesitli etkiler
degerlendirerek dogal frekanslar hesaplanmistir. Ucak kanadinm yapisal modeli
dikdortgensel kesite (kutu kiris) sahip ankastre bir kirig olarak tasarlanmistir. Bu
yapisal model daha once tanitilan CUS ve CAS konfigiirasyonlari ile analiz edilerek
elde edilen katilik biiyiikliikleri ve dogal frekans degerleri giincel literatiir sonuclari
ile karsilastirilmustir. Yapilan analizlerde 2 farkhh ¢oziim teknigi kullamilmustir.
Bunlardan birincisi, Bolim 3’de elde edilen hareket denklemlerinin ve sinir
kosullarmin daha basitlestirilerek diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢oziilmesi
ile etkilesim deformasyonlarmi1 kapsayan denklemlerin Diferansiyel Doniisiim
Yontemi (DTM) adi verilen metotla ¢oziimiidiir. Bu yontemin detaylar1 ilerideki

boliimlerde agiklanacaktir.

5.1 CUS Konfigiirasyonu icin Sonuclar

Bu boliim eksenel uzama-burulma etkilesimini kapsayan CUS konfigiirasyonu i¢in

kullanilan yontemleri ve mevcut literatiir ile karsilastirilmis sonuclar icermektedir.

5.1.1 Katihk Biiyiikliikleri

Ornek olarak bir kutu kiris incelenerek modlar1 bulunmustur. Fakat daha &ncesinde

dogal frekans hesabr i¢in gerekli olan, kompozit malzemenin katilik biiytikliiklerinin
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bulunmasidir. Bu amacla Rehfield, Atilgan ve Hodges (1990)’daki caliymalarinda
kullanmis olduklar1 boru kesite sahip kiris incelenmistir. Sekil 5.1°de kirisin
geometrisi ve boyutlar1 ile Cizelge 5.1’de kompozit malzemenin Ozellikleri

verilmistir.

R=1" y
t =0.0055"

Sekil 5.1 : Dairesel kesite sahip kirigin sematik gosterimi

Sekilde goriilen CUS konfigiirasyonuna sahip IM6/R6376 Grafit/Epoksi kompozit
malzemesi kullanilarak katmanlarin, elyaf yodlenmesinin [20,—70,20,—70,—70,20]T
seklinde oldugu bir kiristir.

Cizelge 5.1 : Malzeme (IM6/R6376 grafit/epoksi) 6zellikleri

E,, (psi) 23.1x10°
E,, (psi) 1.4x10°
Vi, 0.338

G, (psi) 0.73x10°

CUS konfigiirasyonu icin gerekli olan dokuz tane katilik sabitinin denklemleri

asagida verilmistir.

C,, =§K,ds (5.1a)
r
dy
C,=¢K,ds (5.1b)
1 i 1 dS
dy ?
C,, = Kzz[—j ds (5.1¢)
i ds
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d
Cys =§K, d—i}zds (5.1d)

dz )’
Cy, =K, = | ds (5.1e)
33 ;f ZZ[dsj
dz
C, =—¢K,,— yds (5.1)
36 i 12 dsy
24, Y
C, = §K,ds (5.1g)
c. )4
C, = § K, Zds (5.1h)
r
Cos = § K\ y ds (5.1i)
r

Burada A, ve C_, swasiyla kesitin gevreledigi alan ve kesit cevresidir. Hat

integrallerinin igerisinde yer alan K, K|, ve K,, ise sirasiyla eksenel uzamaya,

etkilesim modiiliine ve kesmeye karsilik gelmekte ve klasik kompozit teorisinde

katmanlar i¢in hesaplanan katilik matrisindeki A terimleri ile ifade edilmektedir.

K, =A (5.2a)
1 1 A,
AL A

K, =A ;2126 (5.2b)
2
A2

Ky =Ag - AZ6 (5.2¢)

N katmanli, diizlem gerilme katiliklar1 Q.j olan bir kompozit tabaka i¢cin asagida

verildigi sekilde hesaplanmaktadir.

N —
A, =209 (i,j=12.6) (5.3)
k=

—_

Verilen malzeme Ozelliklerine kompozit kirisin kartezyen koordinat sisteminde

tanimlanan kesiti polar koordinat sistemine asagidaki ifadeler ile doniistiiriiliirken,
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Denklem (5.1a)’den (5.1i)’ye kadar olan ifadelerde yer halan hat integralleri ise

cizgisel integrale doniistiiriiliir.
y=Rsiné (5.4a)

z=Rcos@ (5.4b)

Mathematica paket yazilimi kullanilarak gelistirilen kod ile Cizelge 5.2°de
hesaplanan katilik biiyiiklerinin referans kaynakla karsilastirilmasi gosterilmis, bagil

hata hesaplanmigtir.

Cizelge 5.2 : Hesaplanan katilik biiyiikliiklerinin karsilastirilmasi

Kargilastirllan Degerler .
Katilik Hesaplanan Bagil Hata
(Rehfield, Atilgan ve
Biiyiikliikleri Degerler (%)
Hodges, 1990)
C,, (Ib) 1.9720x10° 0.19720x10’ -
C,, (Ib-in) 0.6676x10° 0.6680%10° 0.06
Cy, (Ib) 0.2317x10° 0.2317x10° -
C,s (Ib-in) ~0.3338%10° ~0.3340%10° 0.06
C;; (Ib) 0.2317%10° 0.2317x10° -
Cs (Ib-in) —0.3338%10° —0.3340%10° 0.06
-2
C,, (Ib-in) 0.4634x10° 0.4634x10° )
-2
Css (Ib-in%) 0.9860%10° 0.9862x10° 0.02
-2
C (Ib-in%) 0.9860%10° 0.9862x10° 0.02

Cizelgede goriildiigii iizere katilik biiytikliikleri % 1°den ¢ok diisiik hatalar ile dogru

olarak hesaplanmustir.

5.1.2 Dogal Frekanslar

Dogal frekanslar i¢in gerekli katilik biiyiiklerinin bu sekilde saglanmasinin ardindan
katman elyaf yonelimi aynmi olan dikdortgen kesitli bir kiris i¢in serbest titresim
analizi yapilacaktir. Dikdortgen kesite sahip kiris geometrisi, koordinat sistemi ve

kinematik degiskenler Sekil 5.2’de gosterilmistir.
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e =e"rd

P A AP
.

e fﬁ"fﬁ"f’ffﬂ”ﬁﬂ

444444

Sekil 5.2 : Kirig geometrisi, koordinat sistemi ve kinematik degiskenler

5.1.2.1 Hareket Denklemleri Coziimii

Boliim 3’de elde edilen hareket denklemlerinde yer alan dis ve biinye yiikleri serbest
titresim analizi i¢in sifir alinarak ve CUS konfigiirasyonun denklemlere uyarlanir.

C,=C,=C,=C, =C,, =0 olmasi ile sadelesen denklemler asagida verilmistir.

Cou”+C, 0 —m i =0 (5.42)
Coit” +Co’ —1.=0 (5.4b)
Cyw”” +m, i =0 (5.4¢)
Cv +mi=0 (5.4d)

Burada verilen C; katsayillari CAS konfigiirasyonunda da kullanilmak iizere

yukarida verilen ifadelerden biraz farklihik gostererek asagidaki sekilde

tanmimlanmaktadir.
K 2
B
K,’ §(des
C,=¢| K, ——L—Uds+ 5.5a
W= K, K : ( 1}4 (5.52)
— s
KC
K
A, (BJJS
C. = c/ (5.5b)
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(5.5d)

(5.5¢)

(5.59)

(5.5g)

(5.5h)

(5.51)

(5.5j))



Burada K,, K, ve K. daha dnceden verilen K,,, K,, ve K,, biiyiikliikleri ile ayn1

112

fiziksel anlama sahip genisletilmis ifadelerdir ve asagida verilirler.

A
K,(s)=4, -2 (5.62)
Alz
A.A
K,(s)=2 A, - Z 26} (5.6b)
22
A 2
K.(s)=4 A, - A% j (5.6¢)
22

Daha oOncede tamtildigr iizere CUS konfigiirasyonu eksenel uzama-burulma
etkilesimi gosterir. Bu etkilesime sahip hareket denklemlerine Denklem (5.7)’de

verilen basit harmonik hareket kabulii yapilir.
u(x,t)=uwe™e'™ (5.7a)
o(x,t) = pe™e'™ (5.7b)

Basitlestirilmis hareket denklemlerinden Denklem (5.4a) ve (5.4b) es zamanl olarak
coOziilerek, [ uzunlugunda bir kiris i¢in eksenel uzama-burulma (EU-B) modlarinin

dogal frekanslar1 asagida verildigi sekilde bulunur.

o = % A (5.82)

Burada,

2= 2206 (5.8b)
LE\p°—4am.l,

a=C,Cy,—(C,) (5.8¢)

B=C,I +C,m, (5.8d)

y ekseni etrafinda olusan dikey yondeki egilmeden (DE) kaynaklanan dogal

frekanslar,
C

o =k’ |78 (5.9)
m
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x ekseni etrafinda olusan yatay yondeki egilmeden (YE) kaynaklanan dogal

frekanslar,
w, =k’ Cs (5.10)

cos(kL)cosh(kL)+1=0 ozdeger denklemi coziilerek 6zdegerlerin ilk iigii asagida

verildigi sekilde bulunur.

k, =1.87510 (5.11a)
k, =4.69409 (5.11b)
k, =7.85476 (5.11¢)

Ug titresim modu icin gosterilen dogal frekanslar sematik hali Sekil 5.3’de verilen
kutu kiris i¢in hesaplanmistir. CUS konfigiirasyonuna sahip kirigin malzemesi

T300/5208 Grafit/Epoksi ve katman elyaf ydnlenmesi [20,—70,20,—70,—70,20]T

seklindedir (Rehfield ve digerleri, 1991). Kullamilan kompozit malzemenin

ozellikleri ise Cizelge 5.3’de verilmistir.

T300/5208 Grafit/Epoksi
[20,-70,20,—70,~70,20],

h=0.033"

vvvvvvvvvv

Fy
. S

b, =1.32"

Sekil 5.3 : Kutu kirigin sematik gosterimi
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Cizelge 5.3 : Malzeme (T300/5208 Grafit/Epoksi) ve geometri 6zellikleri

E,, (psi) 20.59x10°
E,, (psi) 1.42x10°
Viy 0.42

G,, (psi) 0.89x10°
p (Ibsec’/in’) 1.501x107*
[ (in) 100

b, (in) 0.66

b, (in) 1.32

t (katman kalnhgy) (in) | 0.05792

Her ti¢c mod icin hesaplanan dogal frekans degerleri Cizelge 5.4’de verilmistir.
Rehfield, Atilgan ve Hodges tarafindan yapilan NABSA programu ile elde edilen
dogal frekanslar ve her iki caligma ile kiyaslandiginda bulunan sonuglar kabul

edilebilir dl¢iidedir.

Cizelge 5.4 : Modlara gore dogal frekanslar (Hz).

Mod NABSA (Hodges, Hesaplanan Hodges, ve
ve digerleri, 1991) | Dogal Frekanslar | digerleri, 1991
1. DE 3.00 3.107 2.9585
2.DE 19.04 19.471 18.54
3.DE 54.65 54.518 51.92
1. YE 5.19 5.252 5.10
2.YE 32.88 32.911 31.98
3.YE 93.39 92.153 89.55
1. EU-B 180.32 178.612 177.05
2.EU-B 544.47 535.836 531.15
3.EU-B - 893.06 -

Ayn1 yontemi kullanarak literatiirden baska bir CUS konfigiirasyonuna sahip 6rnek
almmustir (Song ve Librescu, 1993). Kanat geometrisi Sekil 5.2°de verilen kutu kanat
ile benzer olup boyutlar1 ve malzemenin fiziksel 6zellikleri ile birlikte Cizelge 5.5°te

Ozetlenmistir.
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Cizelge 5.5 : Malzeme (Grafit/Epoksi) ve geometri dzellikleri

E,, (psi) 30x10°
E,, = E., (psi) 0.75x10°
G,, (psi) 0.45x10°
G; =G, (psi) 0.37x10°
Vi, =Vi3 =V 0.25

p (Ibsec’/in") 14.3x107°
L (in) 10.0

b, (in) 0.2

b, (in) 1.0

Dikey egilme ve yatay egilme dogal frekanslarinin; elyaf yonlenme acilarina gore
cizdirilen grafigi Sekil 5.4°te verilirken, Sekil 5.5’te ise eksenel uzama-burulma

etkilesiminin elyaf yonlenme agilar1 ile degisimini ifade edilmistir.

5000 |

—+—— Yatay Egilme

4000 L

—+—— Dikey Egilme

3000}

Librescu YE

2000 |

Dogal Frekanslar (rad/s)

1000

20 40 60 80
Elyaf Yonlenme Acisi (derece)

Sekil 5.4 : CUS konfigiirasyonu i¢in egilme dogal frekanslarinin elyaf yonlenme
acilarina gore degisimi (Song ve Librescu, 1993)
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Dogal Frekanslar (rad/s)

—— Eksenel Uzama -Burulma Etkilesimi

20 40 60 80
Elyaf Yonlenme Acisi (derece)

Sekil 5.5 : CUS konfigiirasyonu i¢in eksenel uzama-burulma etkilesimi dogal
frekanslarinin elyaf yonlenme acilarina gére degisimi

Sekil 5.4 ile verilen grafikte ayn1 zamanda Song ve Librescu (1993) nun elde ettikleri
dogal frekans degerleri de cizdirilerek kiyaslanmistir. Sonug olarak Song ve Librescu
(1993)’nun degerleri Laplace doniisiim yontemi ile elde edilmis olup, hesaplanan

degerler ile arasinda goriilen sapmanin sebebi olarak gosterilebimektedir.

5.1.2.2 Diferansiyel Doniisiim Metodu Coziimii

Eksenel uzama ve burulmanin etkilesim i¢inde oldugu hareket denklemleri 6nceden
de bahsedildigi gibi diferansiyel doniisiim yontemi kullanilarak ¢oziiliir ve etkilesim

modlar1 hesaplanir. Bu sebeple 6ncellikle yontem tanitilacaktir.

Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Ik olarak elektrik devreleri analizi icin lineer ve nonlineer baslangic deger
problemlerinde diferansiyel doniisim yontemini kullanmistir. Yontem, hem adi
diferansiyel denklemlere hem de kismi diferansiyel denklemlere uygulanabildigi i¢in
kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii iki boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi
ile yapilabilmektedir. Diferansiyel doniisiim yontemi, Taylor seri agilimina dayanan
ve diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan bir
doniisiim teknigidir. Bu yontemde, bir probleme ait diferansiyel denklemlere ve smir
kosullarma belirli doniisiim kurallar1 uygulanarak denklemler, basit analitik ifadelere

donustiiriliir ve bu analitik ifadelerin ¢oziilmesi ile istenilen sonuglar biiyiik bir
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hassasiyetle elde edilir. Bu yontem, Taylor yonteminden farkhidir ¢iinkii Taylor seri

aciliminda oldugu gibi bir fonksiyonun tiirevlerinin hesaplanmasi gerekmez.

D bolgesinde analitik olan bir f(x) fonksiyonu ve ayni bolgede bulunan x = X,
noktas: gozoniine almirsa, f(x) fonksiyonu x=x, civarida bir seri agilimla

asagidaki gibi ifade edilebilir.

f(x):i(x_kx‘)) (d / (X)J (5.12)

! dx*

Asil fonksiyon, f (x) ve donistiiriilmiis fonksiyon, F [k] olmak iizere asil

fonksiyonun diferansiyel doniisiimii asagidaki gibi tanimlanabilir.

F[k]:l(dkf(x)J (5.13)

kIl dx”

Denklemler (5.12) ve (5.13) gozoniine alindiginda asil fonksiyon ile doniistiiriilmiis
fonksiyon arasindaki baglantiya ulasilir.

£ =3 (- x0)" Flk] (5.14)

Asil fonksiyonun seri a¢iliminda sonlu sayida terim almak genel bir yaklagimdir. Bu

nedenle Denklem (5.14)’iin {ist siir1 sonlu bir g sayist ile ifade edilebilir. Bu ¢ iist

smirinin degerini elde edilen sonuglarin yakinsama hizi belirler.
N k
f) =) (x=x,) Flk] (5.15)
k=0

Diferansiyel denklemlerin doniistiiriilmesi i¢in kullanilan bazi teoremler asagida

verilmektedir

Teorem 5.1:
fx)=g(x)xnlx) = Flk]=Gk]+H[K] (5.16a)
Teorem 5.2:

fx)=4g(x) =  Flk]=Glk] (5.16b)
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Teorem 5.3:
f(x)=g(xnlx) = Flk]= IZI;;G[k ~1H]l] (5.16¢)

Teorem 5.4:

1)=8 (e (-, (0, () =FKI= Y 333Gk k) g
%G, (K, ~k, )G, (k—k, )
Teorem 5.5:
F(x)= dndg Sx) —  Flk]= (k+n) ”) Glk +n] (5.16¢)
X
Teorem 5.6:
f)=x" = Flk]=6(k-n)= {O fok#n (5.16f)
1 if k=n

Teorem 5.7:

1) =Le, (s )-8, (e, ] B le). (O it =

Xo

Flk]= Z Z ZZ—H [k, —1H, [k, -k ].H,_ [k, ~k,,H, [k, ~k,,] (5.16g)

o=l K 1k11 m

XGl [km+1 - km ]G2 [km+2 m+1]‘ G —1 [kﬂ’H’Il*l T Rnn—2 ]Gn [k - km+nfl ]

Sinir  kosullarinin  doniistiiriilmesi i¢in  kullanilan teoremler Cizelge 5.6°da

verilmektedir (Ozdemir, 2005).
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Cizelge 5.6 : Sinir sartlarina uygulanan diferansiyel doniisiim kurallari

x=0 x=1
Asil Doniistiiriilmiis | Asul Doniistiiriilmiis
Sinr Sart1 Swnr Sart1 Swnr Sart1 Sinr Sart1
f0)=0 Flo]=0 f)=0 > Flk]=0
k=0

df (0) df (1) 3

dx [ ] dx z [ ]

2 2
a’f00) _, F[2]=0 a’f) _, S (k= 1)kFlk]=0

dx? dx’ k=0

3 3 oo
d’f0) _, F[3]=0 ') _, (k- 2)(k — kF{k] =0

dx’ dx’ =0

Diferansiyel Doniisiim Yonteminin CUS Konfigiirasyonuna Uygulanmasi
Kisim 5.1.2.2°de detaylar1 ile agiklanan diferansiyel doniisiim yOontemi, denklem
(4.9) ile verilen boyutsuz hareket denklemine uygulanirsa asagidaki doniistiiriilmiis

ifadeye ulasilir.

Cu" +Cpe" —mii=0 (5.17a)
Cpu”"+Cp9"—1,9=0 (5.17b)
C,, (k+ 1)k +2ulk+2]+C,, (k+1)k +2)dk +2]+m atu = (5.17¢)
C,(k+1)k+2ulk +2]+C,, (k+1)(k +2)dk +2]+1 &P =0 (5.17d)

Diferansiyel doniisim yontemi uygulanarak elde edilen denklemler, Mathematica
bilgisayar programinda kodlanarak hesaplamalar yapilmistir. Elde edilen dogal
frekans sonug¢larinin dogrulugunu kontrol etmek amaciyla literatiirdeki ¢caligmalarin

sonuclart ile karsilastirilmalar yapilmistir.

Cizelge 5.6’da verilen sonuglardan da goriilebilecegi iizere, CUS konfiiirasyonu i¢in
yapilan diferansiyel doniisim coziimii Rehfield, Atilgan ve Hodges (2000)’1n

sonuglari ile uyumludur.
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Cizelge 5.7 : CUS konfigiirasyonu dogal frekanslarin karsilastirilmasi (Hz.).

Mod Hesaplanan NABSA (Hodges, Hodges, ve
Dogal Frekanslar | ve digerleri, 1991) | digerleri, 1991

I.EU-B 178.434 180.32 177.05

2. EU-B 535.303 544.47 531.15

Eksenel uzama-burulma etkilesimini modelleyen CUS konfigiirasyonu i¢in bir kutu
kirig Ornegi incelenmis ve bu bolim i¢cin mevcut karsilastirmalar yapilarak

degerlendirmeler 6zetlenmistir.

5.2 CAS Konfigiirasyonu icin Sonuclar

Boliim 3’de elde edilen hareket denklemlerinde yer alan dis ve biinye yiikleri serbest
titresim analizi igcin CAS Kkonfigiirasyonun denklemlere uyarlanmas: ile
C,=C,=C,=C,, =C,, =0 sadelesen denklemler asagida verilmistir (Dancila
ve Armanios, 1997).

Cou” —m ii =0 (5.18a)
Cpr"+Coyw” —1,6=0 (5.18b)
Cp 0 +CoyW” +m_ v =0 (5.18¢)
C,v" +mi=0 (5.18d)

CAS konfigiirasyonunda da degiskenlerin ayrik olarak yer aldig1 ve ici ice girdigi iki
ayrt denklem grubu vardir. Denklemlerde ayrik olan yer alan degiskenler eksenel
uzama ile yatay egilmedir. Bunlardan Denklem (5.18a)’nin ¢6ziimii asagida verildigi

sekilde elde edilir. Bulunan frekans eksenel uzama dogal frekansidir.

o =17 S (5.18¢)
20 \| m,

Dikey egilme ve burulma ise etkilesim i¢cinde olan denklem degiskenleridir. Ayrik
olan diferansiyel denklemler dogrudan ¢oziilebilirken, 6nemli olan i¢ ige girmis
denklemlerin ¢Oziimiidiir. Bu etkilesime sahip hareket denklemlerine asagida

gosterildigi gibi basit harmonik hareket kabulii yapilir.

w(x,t)=we™e'™ (5.19a)
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plx,t)= pe™e™ (5.19b)
Karakteristik denklem asagidaki sekilde elde edilir.
(c,C—C2 W + @ Cl & - Coym 22 —m 10" =0 (5.20)

Karakteristik denklemin 0©zel yapisi dikkate alinarak c¢oziim verilen ifade ile

gosterilir.

w(x,1)= lwle’i‘x +w,e™ +we™ +we™ +we +we Je“’“ (5.21a)
o(x,t)= lgole/l‘x + @, + et + @™ + g™ e’ Je“‘“ (5.21b)
Burada,

A(i=12...6)=*k (j =12.3) (5.21¢)

Denklemin genel ¢oziimii, asagidaki sekilde de gosterilebilir.

w(x,t) = [w1 sin (klx)+ w, cos(klx)+ w;, sin (kzx)

' S5.22a
+w, cos(k,x)+ w, sinh (k,x)+ w, cosh(k,x)}e™ ( :

o(x.1) =g sin (k,x) + @, cos(k, x) + @, sin(k,x) (5.22b)
+ @, cos(k,x)+ @ sinh (k,x)+ @, cosh(k,x)]e™ .

Karakteristik determinant, izotropik bir kiriste de olduguna benzer sekildedir.

Buradaki k, degerleri Denklem (5.11a-d)’de verilmistir. k, degeri ise asagida

gosterilmistir.
k, = (2";1)75, m=0,12... (5.23)

Dogal frekanslar ise A =xik, ve A=xik, icin asagida verilen denklem ile elde

edilir.

_ |- (szmcﬂz -C, I ) " \/(CZchlz -Cl A )2 +am 1 (C22C33 - C232 )16 (5.24)
ZmCIX - zmclx

Incelenen kanat geometrisi Sekil 5.2°de verilen kutu kanat ile benzerdir. CAS
konfigiirasyonuna sahip kompozit kirisin olup boyutlar1 ve malzeme 6zellikleri ise

Cizelge 5.8’de verilmistir (Dancilia ve Armanios, 1997).
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Dogal frekanslar aciklandigi sekilde Cizelge 5.8’de verilen kutu kiris icin

hesaplanarak Cizelge 5.9’da gosterilmistir.

3000

2500 |

Dogal Frekanslar (Hz.)

Cizelge 5.8 : Kanat geometrisi ve malzeme 6zellikleri.

E, (psi) 20.59x10°
Ey = E5; (psi) 1.42x10°
Vi, =V, 0.42
Vo 0.50
G, =G5 (psi) 0.87x10f
G,; (psi) 0.7x10°
p (Ibsec’/in’) 1.501x107*
[ (in) 33.25
Kesit Genisligi (in) 0.953
Kesit Yiiksekligi (in) 0.53
¢t (katman kalinligr) (in) 0.005
Katman Sayis1 6

1.E  2.E B 2.3

2000 |
1500 |
1000 |

500 §

20 40 60 80

Elyaf Yonlenme Acisi (derece)
Sekil 5.6 : CAS konfigiirasyonu ic¢in 1. 2. egilme ve burulma dogal frekanslarinin
elyaf yonlenme agilarina gore degisimi.
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Cizelge 5.9 : CAS konfigiirasyonu i¢in hesaplanan dogal frekanslar ve literatiir
karsilastirilmasi (Dancila ve Armanios, 1997) (Hz).

Katman Modlar 1. DE 2. DE 1. EU 2.EU
YoOnelimi
0° 43.39 271.50 | 455.84 | 1367.54
00 43.76 27422 | 483.17 | 1449.51
15° 30.18 188.92 | 66649 | 1999.5
150 30.57 191.10 | 70176 | 2113.63
30° 19.62 12277 | 82266 | 2467.9
300 * 19.92 12474 | 862.68 | 2593.55
45° 14.46 90.53 74590 | 2237.72
450 % 14.69 92.03 78242 | 2352.00
60° 12.36 77.36 627.03 | 1881.11
60° * 12.52 78.43 660.07 | 1983.03
750 11.59 72.53 52829 | 1584.87
750 % 11.70 73.30 557.98 | 1673.97
90° 11.40 71.35 455.84 | 1367.54
90° * 11.49 72.01 483.17 | 1449.51

Ozetle, hesaplanan 1. ve 2. egilme ve burulma dogal frekanslar1 grafiksel olarak ifade
edilerek Sekil 5.6’da verilmistir. Beklendigi lizere daha yiiksek modlarda daha biiyiik

frekans degerleri elde edilirken, burulma dogal frekansi egilmeye gore daha biiyiik
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deger almistir. Elde edilen grafik Dancilia ve Armanios (1997) tarafindan yayinlanan

caligmada hesaplanan degerler ile uyum ic¢indedir.

5.3 Degerlendirme

Kullanimlari ilk olarak konvansiyonel metal mazlemelerle baglamis olan ince cidarh
kirisler ozellikle son on bes yil i¢inde kompozit kirisler icin de uygulanmaya
gecilerek, katmanlarda kullanilan elyaflar yonlerinin amaca ugun bir sekilde
ayarlanmas1 ile olusabilecek birtakim aeroelastik kararsizliklarin  Oniine
gecilebilmigtir. Bunun yaninda sahip olduklar1 yiiksek katilik/agirlik; yiiksek
mukavemet/agirhik oranlari; yiikksek korozyon rezistanslari; yiliksek soniimlemelerti;
metalik malzemelere oranla daha yiiksek yorulma dayanimi ve anisotropik dogalar1
geregi kompleks statik ve dinamik yiiklere maruz kalan ¢ogu sistemde yaygin olarak

kullanilmaktadir.

Bu c¢alismada yapilan, malzemenin kompozit dogas1 geregi belli cevaplara karsilik
verebilen 0zel kongfigiirasyonlar: kullanarak, sistemin dogal frekanslarini elde etmek
olmustur. Bu amagcla eksenel uzama-burulma etkilesimi modelleyen CUS ve egilme-
burulma etkilesimini modelleyen CAS konfigiirasyonlarim1 kullanilarak benzer
geometrilere, farkli boyutsal biiyiikliikklere ve malzeme Ozelliklerine sahip kanatlar
icin katilik biiyiikliikleri ve dogal frekans degerleri hesaplanarak cesitli cizelge ve
grafikler olusturulmus, detayli bir bicimde karsilastirilamalar yapilarak, elde edilen
veriler yorumlanmustir. Konfigiirasyonlarin son on, on bes yildir yaygimlasmasindan
dolay1 literatiirde yer alan ¢aligmalarin heniiz bir diizene oturmamis olmasi sebebiyle

elde edilen sonuglarin mukayese agsamast zor olmustur.

Dogal frekans modlarmin elyaf yonlenme acilariyla degisimlerin gosterildigi
grafiklerde burulma modu dogal frekans degeri 45°de en yiiksek degerini alirken,
egilme modlar1 dogal frekans degerleri ise 60°den itibaren artmakta 90°’de en biiyiik
degerini almaktadir. Burulma modunu, eksenel uzama ile etkilesimde oldugu CUS
konfigiirasyonunda baskin cikarken; CAS konfigiirasyonunda ise egilme ile olan

etkilesimde tamamen farkli bir davranis gostermistir.

Kompozit malzemelerde elyaf yonlerinin degisminin kontrol edilebilmesi 6zellikle
mod etkilesimleri sayesinde tetiklenen bir dizi olaymn Oniine gecilmesini

saglamaktadir. Genel olarak egilme-burulma etkilesimi igeren c¢irpmnma
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kararsizligmin  Onlenmesi admna, ileride yapilacak c¢aligmalar icin CAS
konfigiirasyonu istenen davranisi1 tam olarak modelleyebilidigi icin daha biiyiik bir
Onem tasimaktadir. Bu amagcla, sistemin ilk olarak dinamik davranisinin incelenerek
kavranmis olmasi, gerek karmasik geometriye ve konfigiirasyona; gerekse kompleks
yikkleme durumlarma sahip kanatlar i¢in ileride yapilacak olan ¢alismalara bir 151k

yakabilmesi agisindan ¢ok gerekli bir yer tutmaktadir.

86



KAYNAKLAR

Armanios E. A. and Badir, A. M., 1995. Free Vibration Analysis of Anisotropic
Thin- Walled Closed-Section Beams, AIAA Journal, Vol. 33, No. 10,
pp- 1905-1910.

Ascione, L. and Grimaldi, A., 1983. On the Stability and Post-buckling Behavior of
Elastic Beams, Thin-Walled Structures, (1), pp. 325-351.

Atilgan, A. R. and Rehfield, L. W., 1990. Vibrations of Composite Thin-Walled
Beams with Designing in Elastic Couplings, in Achievements in
Composites in Japan and the United States, A. Kobayashi (Ed.),
Tokyo, Japan, pp. 687-694.

Attard, M. M., 1986. Non-Linear Theory of Non-Uniform Torsion of Thin-Walled
Open Beams, Thin-Walled Structures, (4), pp. 101-134.

Bauchau, O. A. and Hong, C. H., 1987a. Finite Element Approach to Rotor Blade
Modeling, Journal of the American Helicopter Society, Vol. 32, No.
1, pp. 60-67.

Bauchau, O. A. and Hong, C. H., 1987b. Large Displacement Analysis of Naturally
Curved and Twisted Composite Beams, AIAA Journal, Vol. 25, No.
10, pp. 1469-1475.

Bauchau, O. A. and Hong, C. H., 1988. Non-linear Composite Beam Theory,
Journal of Applied Mechanics, Trans. ASME, Vol. 55, No. 1, pp.
156-163.

Bhaskar, K. and Librescu, L., 1995. A Geometrically Non-Linear Theory for
Laminated Anisotropic Thin-Walled Beams, International Journal of
Engineering Science, Vol. 33, No. 9, pp. 1331-1344.

Borri, M. and Merlini, T., 1986. A Large Displacement Formulation for
Anisotropic Beam Analysis, Meccanica, Vol. 21, pp. 30-37.

Bruhn, E. F. (Ed.) (1973) Analysis and Design of Flight Vehicle Structures, Jacobs
Publ. Inc.

Budiansky, B. and Kruszewski, T., 1952. Transverse Vibrations of Hollow Thin-
Walled Cylindrical Beams, NACA TN 2682.

Gay, D. and Boudet, R., 1980. A Technical Theory of Dynamical Torsion for
Beams of Any Cross-Section Shapes, ASME Paper No. 79-DET-59,
pp. 1-6.

Ghobarach, A. A. and Tso, W. K., 1971. A Non-Linear Thin-Walled Beam Theory,
International Journal of Mechanical Sciences, Vol. 13, (12), pp.
1025-1038.

Gjelsvik, A., 1981. The Theory of Thin Walled Beams, Wiley, New York, NY.

&7



Grimaldi, A. and Pignataro, M., 1979. Post-buckling Behavior of Thin-Walled
Open Cross- Section Compression Members, Journal of Structural
Mechanics, Vol. 7, No. 2, pp. 143-159.

Giirgoze M., 1984. Analitik Metotlarla Titresimlerin Etiid, Istanbul Teknik
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii Yaymn No:1.

Hodges, D. H. and Dowell, E.H., 1974. Non-linear Equations of Motion for the
Elastic Bending and Torsion of Twisted Non-uniform Rotor Blades,
NASA TN D-7818.

Hodges, D. H., Atilgan, A. R., Cesnik, C. E. S. and Fulton, M. V., 1992. On a
Simplified Strain Energy Function for Geometrically Nonlinear
Behavior of Anisotropic Beams, Composites Engineering, Vol. 2,
Nos. 5-7, pp. 513-526.

Librescu, L., 1969. Statics and Dynamics of Elastic Anisotropic and Heterogeneous
Structures, Publishing House of the Romanian Academy of Science,
290 pp. (in Romanian).

Librescu, L., 1975. Elastostatics and Kinetics of Anisotropic and Heterogeneous
Shell-Type Structures, Noordhoff International Publishing, Leyden,
Netherlands, 598 pp.

Librescu, L., 1987. Refined Geometrically Non-Linear Theories of Anisotropic
Laminated Shells, Quarterly of Applied Mathematics, Vol. 45, No. 1,
pp- 1-22,,

Librescu, L. and Na, S. S., 2001. Active Vibration Control of Doubly Tapered
Thin-Walled Beams Using Piezoelectric Actuation, Thin-Walled
Structures, Vol. 39, No. 1, pp. 65-82.

Librescu, L. and Song, O., 1991. Behavior of Thin-Walled Beams Made of
Advanced Composite Materials and Incorporating Non-Classical
Effects, Applied Mechanics Reviews, Vol. 44, No. 11, Part 2,
November, pp. 174-180.

Librescu, L. and Song, O., 1992. On the Static Aeroelastic Tailoring of Composite
Aircraft Swept Wings Modeled as Thin-Walled Beam Structures,
Composites Engineering, Vol. 2, Nos. 5-7 (Special Issue: Use of
Composites in Rotorcraft and Smart Structures), pp. 497-512.

Librescu, L. and Song, O., 2006. Thin-Walled Composite Beams, Theory and
Application, Springer, Netherlands.

Megson, T. H. G., 1990. Aircraft Structures for Engineering Students, Second
Edition, Halstedt Press.

Meredith, D. and Witmer, E. A., 1981., A Nonlinear Theory of General Thin-
Walled Beams, Computers & Structures, Vol. 13, pp. 3-9.

Minguet, P. and Dugundji, J., 1990 a, b. Experiments and Analysis for Composite
Blades Under Large Deflections, AIAA Journal, Part I, Vol. 28, pp.
1573-1579; Part II: Vol. 28, pp. 1580-1588.

Mollmann, H., 1982a, b. Finite Displacements of Thin-Walled Beams, Parts 1 and 2,
Danish Center for Application Mathematics and Mechanics,
Technical University of Denmark, Reports Nos. 252 and 253.

88



Nishino, F., Hasegawa, A. and Natori, E., 1977. Thin-Walled Rectangular Beams
with Shear Deformation and Cross Sectional Distortion, Mechanics of
Engineering, ASCE-EMD, University of Waterloo.

Nishino, F., and Hasegawa, A., 1979. Thin-Walled Elastic Members, Journal of the
Faculty of Engineering, the University of Tokyo CB, Vol. XXXV,
No. 2, pp. 109-190.

Oden, J. T. and Ripperger, E. A., 1981. Mechanics of Elastic Structures, Second
Edition, Hemisphere Publication Corp., Washington.

Polillo,V. R., Garcia, L. F.T. and Villaca, S. F., 1998. Discussion about
Geometrically Nonlinear Formulations for Combined Flexure and
Torsion of Thin-Walled Open Bars, Journal of the Brazilian Society of
Mechanical Sciences, Vol. XX, No 1, pp. 103-115.

Polillo, V. R., Villaca, S. F. and Garcia, L. F. T., 1992. Variational Approach for
Geometrically Nonlinear Analysis of Combined Flexure and Torsion
of Thin-Walled Bars with Open Cross Section Under Dynamic

Loading, Revista Brasileira de Engenharia Estructural, Vol. 8, No. 2,
pp. 33-56.

Qin, Z. and Librescu, L., 2002a. Static/Dynamic Solutions and Validation of a
Refined Anisotropic Thin-Walled Beam Model, AIAA-2002-1394, in
Proceedings of 43 AIAA/ASME/ASCE/AHS/ASC  Structures,

Structural Dynamics and Materials Conference, 10th
AIAA/ASME/AHS Adaptive Structures Conference, April 22-25,
Denver, Co.

Qin, Z. and Librescu, L., 2002b. On a Shear-Deformable Theory of Anisotropic
Thin-Walled Beams: Further Contribution and Validations, Composite
Structures, Vol. 56, No. 4, June, pp. 435-358.

Ozdemir O., 2006. Bir Helikopter Palinin Dinamik ve Aeroelastik Analizi, Yiiksek
Lisans Tezi, ITU.

Rehfield, L. W., 1985. Design Analysis Methodology for Composite Rotor Blades,
Proceedings of the 7th DoD/NASA Conference on Fibrous
Composites in Structural Design, June, Denver, Co.

Rehfield, L.W.,Atilgan, A. R. and Hodges, D. H., 1990. Non-classical Behavior of
Thin-Walled Composite Beams with Closed Cross Sections, Journal
of the American Helicopter Society, Vol. 35, pp. 42-50.

Roberts, T. M. and Azizian, Z. G., 1983. Non Linear Analysis of Thin-Walled Bars
of Open Cross Section, International Journal of Mechanical Sciences,
Vol. 25, No. 8, pp. 565-577.

Rosen, A. and Friedmann, P. P., 1979. The Non-Linear Behavior of Elastic Slender
Straight Beams Undergoing Small Strains and Moderate Rotations,
Journal of Applied Mechanics, Trans. ASME, Vol. 46, March, pp.
161-168.

Song, O., 1990. Modeling and Response Analysis of Thin-Walled Beams Structures
Constructed of Advanced Composite Materials, Ph.D. Dissertation,
Virginia Polytechnic Institute and State University, Blacksburg, VA.

&9



Song, O., Kim, J-B. and Librescu, L., 2001. Synergistic Implications of Tailoring
and Adaptive Materials Technology on Vibration Control of
Anisotropic  Thin-Walled Beams, [International Journal of
Engineering Science, Vol. 39, No. 1, December, pp. 71-94.

Song, O. and Librescu, L., 1991. Free Vibration and Aeroelastic Divergence of
Aircraft Wings Modeled as Composite Thin-Walled Beams, in
Proceedings of the 32nd Structures, Structural Dynamics and
Material Conference, Baltimore, Maryland, Paper AIAA 91-1187-CP.

Song, O. and Librescu, L., 1993. Free Vibration of Anisotropic Composite Thin-
Walled Beams of Closed Cross-Section Contour, Journal of Sound
and Vibration, Vol. 167, No. 1, pp. 129-147.

Song, O. and Librescu, L., 1995. Bending Vibration of Cantilevered Thin-Walled
Beams Subjected to Time-Dependent External Excitations, Journal of
the Acoustical Society of America, Vol. 98, No. 1, June, pp. 313-319.

Song, O. and Librescu, L., 1996. Bending Vibrations of Adaptive Cantilevers with
External Stores, International Journal of Mechanical Sciences, Vol.
38, No. 5, pp. 483-498.

Song, O. and Librescu, L., 1997a. Structural Modeling and Free Vibration Analysis
of Rotating Composite Thin-Walled Beams, Journal of the American
Helicopter Society, Vol. 42, No. 4, October, pp. 358-369.

Song, O. and Librescu, L., 1997b. Anisotropy and Structural Coupling on Vibration
and Instability of Spinning Thin-Walled Beams, Journal of Sound and
Vibration, Vol. 204, No. 3, pp. 477-494.

Song, O., Oh, S-Y. and Librescu, L., 2002. Dynamic Behavior of Elastically
Tailored Rotating Blades Modeled as Pre-twisted Thin-Walled Beams
and Incorporating Adaptive Capabilities, International Journal of
Rotating Machinery, Vol. 8, No. 1, pp. 13-25.

Van Erp, G. M., 1987. The Non-linear Flexural Torsional Behavior of Straight
Slender Elastic Beams with Arbitrary Cross-Sections, Eindhoven
University of Technology, EVT Rept. WRWS87-050, Eindhoven,
Netherlands.

Vlasov, V. Z., 1940. Russian original book; Stroizdat, Moscow [1961, English
Translation, National Science Foundation, Washington, DC, Israel,
Program for Scientific Translation, Jerusalem, Israel].

Vlasov, V. Z., 1961. Thin Walled Elastic Beams, National Science Foundation,
Washington, DC, Israel Program for Scientific Translation, Jerusalem,
Israel [First edition — Stroizdat (in Russian) Moscow, 1940].

Wallerstein, D. V., 2002. A Variational Approach to Structural Analysis, John
Wiley & Sons, Inc.

90



EKLER

EK A.1: KOMPOZIT MALZEMENIN KATILIK BUYUKLERI HESABI

Katmanli bir yapiya sahip kompozit bir kirisin asal dogrultular1 her katman
bileseninde farklihik gosterir. Tailoring tekniginin kompozit malzemeler ile
uygulanabilir olmasi bu yiizdendir. Bu tiir durumlarda biinye denklemlerinin global
koordinat sistemine doniistiiriilmesi gereklidir.

Ana malzemedeki biinye denklemi davranist x/,x, (= x})biliniyorsa tansor doniisiim

kurallar1 uygulanir.

X Xz
@
X!
/(
0 =
X, X5

!

Sekil A.1 : Orijinal ve dondiiriilmiis malzeme koordinat sistemi

Birincil koordinat sisteminde biinye denklemleri, x, ekseni etrafinda, x, —x,

eksenlerinde diizlem-i¢i bir doniisle verilen Denklem (A.1) seklinde kabul edilir.

Oy = Ci’j’k’l’(gk’l’ - ak’l’T - IBk’l’M) (A.D)
Burada,

O, =4a;a;,0,, (A.2a)
Evr = A, p € s (A.2b)
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Qy =ap,ap,Q&,,, (A.20)

IBk'l' = ak'pal'qlgpq (A.Zd)

Denklem (A.2)’de a;;, x, ve x; eksenleri arasinda kalan aginin dogrultu kosiniisleri

olarak asagida tanimlanir.

m n 0
[a]= a;=|—-n m 0 (A.3)
0 0 1

Burada m =cos@ ve n =sin 8 olarak [O,27r] araliginda saat yonlerinin tersinde x;, -

ekseni etrafinda pozitif olarak kabul edilir. [a] ortogonal bir matristir.

Denklem (A.2a)’te verilen matris esitligini kullanarak,

{o'}=Ir.}c} (A4)
Burada,
[ m? n 0 0 0 2mn |
n’ m> 0 0 0 —2mn
0 0O 1 0 0 0
T..8)= A.5
(6) 0 0 0 m -n O (4.3
0 0 0 n m 0
|—mn  mn 00 0 m- nz_

Denklem (A.5) ile verilen ifade doniisiim matrisidir. Benzer sekilde birim uzamalar

Denklem (A.6) doniisiim matrisi ise Denklem (A.7)’de verilir.

=l (A.6)
[ m? n 0 0 0 mn |
n’ m> 0 0 0 —mn
~ 0 0 1 0 O 0
T.\80)= (A.7)
(6) 0 0 0 m -n 0
0 0 0 n m 0
|- 2mn 2mn 0 0 0 m*-— nz_

Iki doniisiim matrisi arasindaki iliski,

92



L)=Ir"] =[r-6r (A.8)
Bu denklemler matris formunda,

lot=[clir}-Aair - {pM) (A9)

Burada,

{ot={o,.0,.0,.0,.0,.0,}. (A.10a)
{rt={e.0.65.75. 7. 71 (A.10Db)
{e}=[r, ] {o} =1, 0. 2,500, ), (A.10¢)

{BY=[r,]'{8}=18..5,.58:.00.8,} . (A.10d)
c]=[r.}[c]F] (A11)
[c=[C,y] and [1,0)]" =[13(-6)] (A.12)

Denklem (A.9) verilen ifadeler ile asagida verilen Denklem (A.13) halini alir.

Oy C1111 C1122 C1133 0 0 C1112 gll_allT_:BnM

0-22 C2211 C2222 C2233 O O C2212 822 - 0“/22T - ﬁ 22M

0-33 — C3311 C3322 C3333 O O C3312 833 - 0“/33T - ﬁ33M (A.13)
0-23 O O O C2323 C233 1 0 723

0-31 O O O C3123 C3131 0 731

Oy, _C1211 C1222 C1233 0 0 C1212 | Vo~ alZT - :Ble

Son olarak, ortotropik malzemenin elastik katsayilar1 asagidaki sekilde elde edilir.

C,, =Cpom* +2(Cpy +2Cg Jm*n* +Cyyn®, (A.14a)
C, =(Cpy +Cpy —4C Jm*n? +Cpy(m* +n*), (A.14b)
C,=Cpym’ +C,yn’, (A.14¢)
C,, =—Cyymn’ +Cpom’n—(C,y +2Cgq )mn(m2 —n’ ) (A.14d)
C,, =Cyym* +2(Cpy +2Cg . Jm*n* +Cpon®, (A.14e)
C,, =Cpyn’ +Cyym’, (A.14f)
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C,, =Cpymn’ = Cpym’n+(Cpy +2Cyq )mn(m2 -n’ ), (A.14g)

Cy, =Cyy, (A.14h)
C,, =(Cpy = Cyy )mn, (A.14i)
C, =C,om’>+Cyon’, (A.14))
C, =(Cyy —Cyp)mn, (A.14Kk)
Ci =Cyyn® +Cyom?, (A.141)
Cy =(Cpy +Cyy —2C, Jm*n’ + Cyy(m® —n* ) (A.14m)

Bunun yaninda,

— E

Q,=—— (A.15a)
1- VioVa

— E

le — 1V21 _ E2V12 (A.ISb)

1- ViaVa 1- ViaVa

E,

0, =—"— (A.15¢)
1-v,v,

Oy =Cq =G, (A.15d)

0,, =Gy, (A.15€)

05 =G, (A.150)

Sekil A.2’de n katmanlh bir kirisin geometrisi gosterilmistir. Buna gore katihik

biiytikliikleri Denklem (A.16)’da vertilir.
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n — X
s
z
Z
n
{\ N
M-1
h ) f M)
2 LK | " M1
S - V. 1 Mik-1] k]
n
i2)
n / T !
2 2 | (o)
\ 1 ]

Sekil A.2 : N tabakali bir kompozitin geometrisi.

(A.162)
k=1

B :li_f“[n —n] (A.16b)

0T & (k) (k1)

. (A.16¢)
k=1
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