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İNCE CİDARLI KOMPOZİT BİR UÇAK KANADININ DİNAMİK ANALİZİ 

ÖZET 

Gelişmekte olan yeni nesil hava ve uzay yapılarının tasarımı mukavemet/ağırlık ve 
yüksek katılık/ağırlık oranları sahip elyaflar ile güçlendirilmiş katmanlı kompozit 
kalın veya ince cidarlı kiriş yapılarına bağlıdır. Son on yıl içerisinde bu konu 
üzerinde birçok inceleme yapılmış ve elde edilen sonuçlar hem sayısal hem de 
deneysel olarak doğrulanmıştır. 

Bu çalışmada uçak kanadına keyfi kesite sahip, tek hücreli ince cidarlı  bir kiriş 
modeli uygulanarak serbest titreşim davranışı incelenmiştir. İnce cidarlı kompozit 
kiriş yapısal modeli enlemesine kesme, malzeme anizotropisi, ve çarpılma 
kısıtlaması gibi çeşitli klasik olmayan etkilere maruz kalmaktadır. Kanat modelinin 
hareket denklemlerini ve sınır koşullarını elde etmek amacı ile 3-boyutlu elastiste 
için Hamilton prensibi kullanılmıştır. Belirli katman özelliklerine sahip Çevresel 
Simetrik Katılık (ÇSK) ve Çevresel Asimetrik Katılık (ÇAK) adı verilen iki 
konfigürasyon uygulanarak, hareket denklemleri elde edilmiş, ardından dış yükler 
sıfır alınarak serbest titreşim incelenmiştir. Dikdörtgen tek hücreli kesite sahip ince 
cidarlı kirişin geometri ve malzeme özellikleri literatürden alınarak, Mathematica 
paket programı ile yazılmış olan kodlar yardımıyla doğal frekanslar hesaplanmıştır. 
Bunun yanında, ÇSK konfigürasyonuna sahip kiriş için elde edilmiş olan denklemler 
Diferansiyel Dönüşüm Metodu adı verilen ve Taylor seri açılımına bağlı olan bir 
teknik ile de çözülmüştür. Sonuç olarak hesaplanan değerler çeşitli grafik ve 
çizelgelerde gösterilerek, literatür ile karşılaştırılmış ve iyi sonuçlar verdiği 
gözlemlenmiştir. 
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DYNAMIC ANALYSIS OF A THIN-WALLED COMPOSITE AICRAFT 
WING 

SUMMARY 

The design of the recent and exclusively the forthcoming generation of the 
aeronautical and aerospace constructs are highly dependent on the fiber-reinforced 
laminated composite thick and thin walled beam structures in consequence of their 
advantageous features of relatively high strength-to-weight and high stiffness-to-
weight ratios. In the last decade, various structural models have been proposed and 
either numerical or experimental validations of these findings are reported.  

In the present study, the aircraft wing is modeled as a single-cell of arbitrary cross-
section thin-walled composite beam. Free vibration behavior of the aircraft wing is 
investigated by means of employing this model. The structural model of the thin-
walled composite beam takes the interferences created by a number of non-classical 
effects such as transverse shear, material anisotropy and warping restraint into 
consideration. Hamilton’s principle for 3-D elasticity theory is used in order to derive 
the equations of motion and the associated boundary conditions. After implementing 
specific lay-ups referred to CUS (circumferentially uniform stiffness configuration) 
and CAS (circumferentially asymmetric stiffness configuration) in the present study, 
equations of motion are derived, later than setting external forces zero, free vibration 
is examined. Geometrical and material properties of a rectangular cross-section of 
single-cell beam are taken from the literature. Computer codes are written in 
Mathematica and natural frequencies are calculated using these codes for both lay-
ups. Besides, for CUS configuration in order to solve the equations of motion another 
technique called differential transform method (DTM) which is based on Taylor 
series expansion is used. Finally, the calculated results are tabulated in several tables 
and graphics that showed good agreement with the literature.  
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1.  GİRİŞ 

Gerçek mekanik sistemlerin incelenmesi, uygun şekilde seçilen matematik modeller 

yardımıyla yapılır. Matematik modelden beklenen şey, vereceği sonuçların gerçek 

mekanik sistemde tespit edilen ve gözlemlenen davranışlara mümkün mertebe yakın 

olmasıdır. Model yardımıyla elde edilecek sonuçların gerçek sistemden bildiğimiz 

davranış ve karakteristikleri uyumlu olarak aksetteriebilmesi doğrudan modelin 

uygunluğunu belirlemektedir (Gürgöze, 1984). 

Bu bilgiler ışığında, ince cidarlı bir kiriş olarak modellenecek uçak kanadı gerçekte 

varolan davranışa benzerlik göstermesi açısından  “mümkün mertebe basit ama 

gerektiğince komplike” olarak tanıtılan bir model olarak karşımıza çıkmakta ve 

özellikle son yıllarda yapılan çalışmaları kapsayan bir biçimde kullanımları 

artmaktadır. Uçak yapılarının tasarımıyla uğrasan her mühendisin elindeki başlıca 

eserlerden biri olarak gösterilen Bruhn’un ansiklopedik eseri de (1973) bu 

sepeblerden dolayı büyük ölçüde ince-cidarlı kirişlere adanmıştır.  

Dahası, uydular üzerine kurulan boru seklindeki kirişlerin yaygın uygulama alanları 

yüzünden, ince cidarlı kirişlerin önemi gittikçe artmaktadır. Güneş radyasyona maruz 

kalan bu kirişler ısıl çırpınma kararsızlığı gösterdiklerinden, 60’larda başlayan yoğun 

bir araştırma bu aroelastik olaya ve bu olayın engellenmesine adanmıştır.  

İnce-cidarlı kirişlerle ilgili araştırmaların ilerlemesindeki bir diğer etken de elyaflarla 

güçlendirilmiş polimerik kompozit malzemelerin ortaya çıkması ve bu malzemelerin 

hava-uzay yapılarında, robot kollarında ve köprü yapımında ve diğer ileri teknoloji 

sistemlerindeki kullanımıdır. 

Yüksek katılık/ağırlık, yüksek mukavemet/ağırlık oranlarını; yüksek korozyon 

dirençlerini; yüksek sönümleme ve konvansiyonel metal materyallere oranla daha 

yüksek yorulma dayanımını kapsayan avantajları ve aynı zamanda tasarım 

gereksinimlerini karşılayan anizotropik doğaları gereği, kompozit ince-cidarlı kirişler 

kompleks statik ve dinamik yüklere maruz kalan sistemlerde kullanılmaktadır. 
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İnce cidarlı kiriş genel anlamda karakteristik geometrik boyutlarının farklı 

mertebelerden olduğu narin bir yapısal element olarak tanımlanır. Kalınlığı kesit 

boyularına göre küçük iken boyu gayet uzundur. İnce cidarlı kirişler bundan başka 

geometrik özelliklerine göre sabit veya sabit olmayan, açık ya da kapalı, düz ya da 

eğrisel kesitler olarak sınıflandırılabilir. Ağırlık/mukavemet oranlarının çok küçük 

olmasından kaynaklanan yüksek verimlerinden dolayı bu yapısal elemanlar uzun bir 

süredir inşaat ve makine mühendisliği alanlarında ve ayrıca gemi, liman yapılarında 

bulunan kirişler, kolonlar, kafesler ve kafes yapısına sahip gövdelerde 

kullanılmaktadır.  Ancak bu tür yapıların teorik ve pratik anlamlardaki gelişimi en 

çok uçan araç tasarımlarındaki uygulamalarına yaptıkları katkı ile ilgilidir. İkinci 

dünya savaşının hemen öncesinde ve ilerisindeki yıllarda yapılan birçok sayıdaki 

çalışma uçak sanayisinde kullanılan ince cidarlı metal yapılarının modellenmesine 

adanmıştır. Tüm bu çalışmaların ayrıca Vlasov ‘un (1940, 1961) ve Umansky’nin 

(1939) öncüleri olduğu tek konu incelemelerinin sonucu olarak ince cidarlı kiriş 

teorisi yeni bir dal olarak doğmuştur (Librescu ve Song, 2006). Metalik ince-cidarlı 

elemanların son teknoloji mükemmel araştırmalarını kapsayan çok fazla sayıdaki 

referansların arasında ayrıca Nowinski (1959) ve Panovko (1960) ve Chilver (1967) 

tarafından düzenlenmiş makaleler vardır (Librescu ve Song, 2006). 

1.1 Tezin Amacı ve Kapsamı 

Kanat modellemesinde kullanılan yapısal modeller giderek daha 

kompleksleşmelerinin yanı sıra doğal olarak gerçeğe çok daha yakın sonuçlar 

vermekte bu sebeple son zamanların en çok araştırılan konularından biri olarak 

birçok çalışmalarda yer almaktadır. 

Gereksinimleri, mukayeselerine göre verimli bir şekilde karşılamalardından dolayı 

hava-uzay yapılarının tasarımında yaygın olarak uygulanmaya başlanan ince cidarlı 

kirişler ve teorisinin kavranması amaçlanmıştır. Düşünülen uçak kanadını şu an 

gerçeğe en yakın yapısal model olarak mevcut olan ince cidarlı kompozit bir kiriş 

olarak modellenerek dinamik olarak analizi yapılacaktır. Bu şekilde elde edilecek 

tabii frekanslar literatür ile kıyaslanacak ve uyumu gösterilecektir. Eksenel uzama-

burulma etkileşimi ve aeroelastik modellerde kullanılan eğilme-burulma etkileşimi 

özellikle son on yılda yaygınlaşan özel konfigürasyonlar kullanılarak modellenecek 

ve kanat malzemesi olarak seçilen kompozit malzemenin özellikleri ve 
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katmanlardaki elyaf yönlenme açılarının değişimi ile istenen etkileşim elde edilerek 

doğal frekans eğrileri çizdirelecektir. Elde edilen serbest titreşim karakteristikleri 

kirişin özellikle ince cidarlı yapısı ve bununla ortaya çıkan klasik olmayan etkiler 

ışığında yorumlanacaktır. 
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2.  İNCE CİDARLI KİRİŞLERİN KİNEMATİĞİ 

Şu anki modern yapısal mühendislik değişik formlardaki katı cisimler ile ilgilenir. 

Bu formlar kabaca, plak ve kabuklar, dolu kesitli kirişler ve ince/kalın cidarlı kirişler 

olarak sınıflandırabilir. Bu sınıflandırmada göz önüne alınan belirleyici özellik, bu 

yapıların bağıl fiziki boyutlarının birbirine göre kıyaslanmasıdır. 

Bu yapılar büyüklüklerinin kıyaslanabilir ölçüde olduğu üç tane fiziki boyuta 

sahiptir. Örneğin, plak ve kabukların diğerlerine oranla çok küçük kalan kalınlıkları 

tek fiziki boyutlarıdır. Katı kirişlerin ise kesit boyutları, uzunlamasına boyutları göre 

küçüktür. Bunların yanında ince/kalın cidarlı kirişlerde ise üç boyutun tümü farklı 

büyüklük derecelerine sahiptir. Cidar kalınlığı her zaman kesit boyutlarına oranla, 

kesit boyutları ise uzunlamasına doğrultudaki boyuta oranla küçük kabul 

edilmektedir. 

Gerek dolu kesitli kirişler, gerekse ince/kalın cidarlı kirişler ve plak ve kabuk yapıları 

için gerekli denklemler, sahip oldukları fiziki boyutlardaki farklılıkların da 

yardımıyla 3-boyutlu sürekli ortamlar teorisi kullanılarak çıkarılır. Bu anlamda plak 

ve kabuk teorisi 3-boyutlu elastisite teorisinin 2-boyutlu yaklaşımı ile kurulurken, 

kiriş teorisi ise 3-boyutlu sürekli ortamlar teorisinin 1-boyutlu yaklaşımı ile elde 

edilir. 

İnce/kalın cidarlı kirişler ile katı kirişlerin bu manada gösterdiği ortak özelliğe 

rağmen teorileri temelde çok farklıdır.  

Bu bölümde geometrik olarak lineer ve lineer olmayan ince cidarlı kirişlerin 

açık/kapalı kesitli veya tek/çok hücreli formları için kinematik denklemleri 

çıkarılacak, serbest ve kısıtlı çarpılma etkileri incelenecektir. 
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2.1 Geometrik Olarak Lineer Teori 

2.1.1 Genel Tanımlar ve Koordinat Sistemleri 

Silindirik veya prizmatik uniform bir kesite sahip narin ince/kalın cidarlı bir yapı göz 

önüne alınsın.  Cidar kalınlığını sembolize eden h büyüklüğü açıklık boyunca sabit 

kalırken, kesit çevresinin orta hattı boyunca değişken olduğu varsayılarak  

olarak gösterilsin.  Kesitin herhangi bir karakteristik boyutu (genişliği ya da 

yüksekliği) l ile simgelenirken, uzunluğu L olarak gösterilsin. 

0.1Ll              ,1.0 ≤≤lhmaks                                           (2.1) 

En büyük cidar kalınlığı olarak gösterilen maksh  büyüklüğünün, kesit karakteristik 

büyüklüğüne olan oranı Denklem (2.1)’ de gösterilmektedir.  Bu eşitsizliği sağlayan 

kirişler ince narin kiriş, diğerleri ise kalın cidarlı olarak sınıflandırılmaktadır. 

 

Şekil 2.1 : İnce cidarlı bir kirişin geometrisi. 

İnce/kalın cidarlı kirişler kesitlerine göre açık ve kapalı kesit olmak üzere iki kısıma 

ayrılır. Cidarların açık yada kapalı hat oluşturmaları kesit orta hattını oluşturan 
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noktalarının yeri ile ilişkilidir Hattın çevrelediği alana hücre denir. Kapalı kesitli ince 

cidarlı kirişler tek hücreli veya çok hücreli olabilirler. Bu tür tek/çok hücreli 

ince/kalın cidarlı kirişler uçakların gövde, kanat, kuyruk yapılarında ve helikopterler 

palalarında görülür. Bunun yanı sıra ince cidarlı kirişler orta hatlarının geometrik 

karakterlerine göre doğrusal ya da eğrisel veya kesitlerinin uniform/uniform olmayan 

hallerine göre de sınıflara ayrılabilirler. Bu çalışmada orta hattının doğrusal olduğu 

ince cidarlı elemanların oluşturduğu sistemler incelenecektir. 

Plak ve kabuklarda olduğu gibi, ince cidarlı kiriş teorisinde de önemli bir rol 

oynayan orta hat; kesitin alt ve üst yüzeyden eşit uzaklıktaki noktaların oluşturduğu 

yer olarak tanımlanır. Genel olarak orta hat silindirik kabuklar sınıfına aittir. Orta 

yüzeyi kirişin boylamasına eksenine paralel olarak orta yüzey boyunca uzanan 

doğrular oluştururlar. Kesit orta hat, orta yüzeyle bu doğrulara dik bir düzlemin 

kesişmesi ile tanımlanır. Kinematik denklemleri elde edilirken cidar kalınlığı ile ilgili 

bir kısıtlamaya gidilmeksizin ince cidarlı kirişlerin genelleyici bir terminolojisi 

kullanılmıştır. 

Kirişin kinematiğini tanımlarken iki koordinat sistemi seçilir. Bunlardan biri Şekil-

2.2’de görüldüğü üzere referans eksen alınan kiriş kesitinin koordinatları olan x ve y 

ekseni ile kesit boyu doğrultusunda olan z ekseninden oluşan kartezyen koordinat 

sistemidir. Orta yüzey üzerindeki orta hattı tam olarak tanımlayabilmek için x, y, z 

ve X, Y, Z koordinatlarından yararlanılır. Diğer büyüklükleri nitelendirmek için de 

aynı eksen sistemi kullanılmıştır.  

Şekil 2.2’de gösterildiği üzere tanımlanan diğer sistem ise dik doğal koordinat (n, s, 

z) sistemidir.  s koordinatı orta yüzeye saat yönünün tersinde teğet ve orta hatta 

uygun bir orijin seçilerek alınırken, n ( 22 hnh ≤≤− ) koordinatı ise s’e dik olarak 

verilmektedir. 
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Şekil 2.2 : Orta yüzey dışında ve üstündeki noktaların koordinatları. 

Bu iki koordinat sistemi arasındaki ilişki, kirişin boylamasına ekseni olan z-

ekseninden kirişin orta yüzeyinde bulunan rastgele bir noktaya olan konumu 

( )( )zsrr , 
��

≡  vektörü kullanılarak elde edilecektir. 

( ) ( ) ( ) kzjsyisxzsr
����

++=,                                              (2.2) 

i, j ve k birim vektörleri sırasıyla kartezyen koordinatlarla (x, y, z) ile 

ilişkilendirilirken, kirişin orta yüzeyinde rastgele bir noktanın konumunu belirleyen 

vektör R ise aşağıda verildiği şekilde ifade edilir.  

n
enrR
���

+=                                                           (2.3) 

Burada, n koordinatının birim vektörü 
n

e
�

 ile gösterilmektedir. 

Kartezyen (x, y, z) ve doğal (n, s, z) koordinat sistemleri arasındaki ilişkiyi Denklem 

(2.1) ve (2.2)’de belirlenmiştir.  Orta hat sırasıyla teğet ve normal olan birim 

vektörler et ve en aşağıda verilmiştir. 

( ) ( )
,j

ds

sdy
i

ds

sdx

ds

dr
e

t
+==                                                (2.4a) 
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( ) ( )
j

ds

sdx
i

ds

sdy
kee

tn
−=×=                                           (2.4b) 

2.1.2 Yapılan Kabuller 

Kirişin yanal yüzeylerinin ve uçlarının iki eksenli eğilme, burulma momenti, kesme 

ve eksenel yükler gibi kompleks dış yüklere maruz kaldığı göz önüne alınsın. 

Bununla beraber kirişin orta yüzeyinin çevresel ve normal doğrultularıyla değişen 

anisotropik bir malzemeden yapıldığı farz edilsin. Eğilme-burulma, uzama-burulma 

etkileşimi ve bu deformasyonlar modları arasında oluşabilecek etkileşimler göz 

önüne alınacaktır. 

İnce cidarlı kiriş teorisini çıkarmak için aşağıda sırasıyla verilen bir dizi kinematik 

kabul mevcuttur. 

1. Kesitin biçimi ve tüm geometrik boyutları kendi düzleminde değişmeden 

kalır. Bu kiriş kesitlerinin kendi düzlemleri içinde rijit olduğunu anlamına 

gelir ( 0=== xyyyxx εεε ). Fakat kendi düzlemlerindeki çarpılmaları göz 

önüne alınır. İnce cidarlı kirişlerin, orijinal kesit şekilleri enlemesine destek 

sistemleri (kaburga ve bölmeler) sayesinde korunur. Bunlar kendi 

düzlemlerinde rijit fakat kendi düzlemlerine normal doğrultulardaki 

deformasyonlara karşı mükemmel elastikiyete sahiptir. Yapılan bu kabul 

gerçek fiziki davranışa uygun bir matematik model üretir. 

2. Enlemesine kesme uzamaları kiriş kesiti boyunca uniformdur. 

3. Herhangi bir noktada ölçülen cidar kalınlığının eğrilik yarıçapına oranı 1’den 

çok küçüktür ve ihmal edilebilir. Bu kabul gerçekte lineer parçalardan 

oluşmuş prizmatik bir ince cidarlı kirşler için tam olarak geçerli olmakla 

beraber sığ eğriliğe sahip yüzeyler için ise çok yaklaşık sonuçlar vermektedir. 

Ayrıca yer değiştirmelerin sonsuz küçüklükte olduğu varsayılır. İleriki bölümlerde 

bu teori sonlu yer değiştirmeler için de formüle edilecektir. 

2.1.3 Yer Değiştirme Alanı 

Bir kesit kendi düzleminde deformasyona uğramıyor ise (Kabul 1), kendi düzleminde 

yapması muhtemel tek hareketi rijit harekettir.  Kiriş kesitinin orta hattındaki 

herhangi bir noktada x ve y doğrultularında ölçülen u ve v  yer değiştirmeleri 
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rastgele bir ( )PP yxP ,  kutup noktası ile tanımlanır. Kiriş kesitinin P noktası 

etrafındaki dönme açısı ise saat yönünün tersi pozitif kabul edilmek üzere ( )tz,φ  ile 

gösterilir. u ve v  yer değiştirmeleri küçük dönmeler için Şekil 2.3’te gösterilmiş ve 

Denklem (2.6)’da tanımlanmıştır.  

 

Şekil 2.3 : Bozulmamış kiriş kesitinin yer değiştirmesi. 

( ) ( ) ( ) ( )tzyytzutzyxu pp ,,,,, φ−−=                                     (2.6a) 

( ) ( ) ( ) ( )tzxxtzvtzyxv pp ,,,,, φ−+=                                      (2.6b) 

Burada t zaman, up ve vp P noktasının sırasıyla x ve y doğrularındaki yer 

değiştirmelerini, ( )tz,φ  ise P noktası etrafındaki dönmeyi simgeler ve aşağıda ifade 

edildiği şekilde verilir. 

( )
pp yyxxx

u

x

v
tz

==










∂

∂
−

∂

∂
=

;2

1
,φ                                             (2.7) 

Denklem (2.6)’da verilen kiriş kesit düzleminde oluşan yer değiştirmeler, kutup 

noktasının yer değiştirmeleri ve ekseni etrafındaki dönme (P’den geçen z eksenine 

paralel olan eksen) ile ifade edilirken, Denklem 2.7 ise φ ’nin kiriş kesiti boyunca 

sabit kaldığını açıklar. 

Kolaylık sağlaması açısından yer değiştirme vektörü u kiriş orta yüzeyinde 

tanımlanan global ve lokal koordinat sistemi kullanılarak temsil edilir. 

m (x, y) 

P (xP, yP) 

   Z 

P' 

u 

uP 

  v 
     vP 

     O 

         O' 

 φ  

     X 

      Y 

m' (x', y') 

  Kesit Hattı 
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( ) wkvjuitzyxu ++=,,,                                               (2.8a) 

( ) wkeueutzsu ttnn ++=,,                                             (2.8b) 

Yer değiştirme vektörleri u ve v , daha önce Denklem (2.4) ve (2.5) verilen birim 

vektörler en ve et cinsinden ifade edilerek aşağıdaki şekilde verilir. 

( )
ds

dx
v

ds

dy
ueutzsu nn −=⋅=,,                                          (2.9a) 

( )
ds

dy
v

ds

dx
ueutzsu tt +=⋅=,,                                           (2.9b) 

Denklem (2.6) yardımı ile elde edilen yer değiştirme bileşenleri Denklem (2.10)’da 

gösterilir. 

φtppn r
ds

dx
v

ds

dy
uu −−=                                               (2.10a) 

φnppt r
ds

dy
v

ds

dx
uu ++=                                              (2.10b) 

Burada rn ve rt ifadeleri P noktasından kiriş orta hattının teğet ve normaline olan dik 

uzaklıklarını belirtir ve Şekil 2.4 verilir. 

 

Şekil 2.4 : Kutup ve kirişin lokal koordinat sistemi. 

( ) ( )
ds

dx
yy

ds

dy
xxsr ppn −−−=)(                                        (2.11a) 

( ) ( )
ds

dy
yy

ds

dx
xxsr ppt −+−=)(                                        (2.11b) 
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P noktasından ölçülen kiriş orta hattının konum vektörünü Denklem (2.11c)’de 

tanımlanır. 

( ) ( )jyyixx pp −+−=ρ                                              (2.11c) 

Bir başka şekilde rn ve rt uzaklıkları nn er ⋅= ρ  ve tt er ⋅= ρ  gibi ifade edilerek, 

Denklem (2.11d) elde edilir. 

( ) ( )222222

pptn yyxxrr −+−=+=≡ ρρ                               (2.11d) 

ttnn erer +=ρ                                                       (2.11e) 

2.1.4 Serbest ve Kısıtlı Çarpılma 

İnce cidarlı bir kirişin hiçbir kısıta sahip olmayan kesit uçlarına eşit ve zıt yüklü 

burulma momenti uygulandığında, kiriş serbest burulmaya maruz kalır. Bu durumda 

her kiriş kesitinde sadece kayma gerilmeleri oluşur. Bu gerilmelerin dağılımı kesitin 

formuna bağlı ve her kesit için aynıdır. Ek olarak kiriş ekseni boyunca burulma açısı 

değişimi ( )dzdφφ ≡′ sabittir. 

Başka bir durum ise kiriş kesitleri çarpılma serbestliğine sahip olmadığı ve/veya 

burulma momentinin kiriş boyunca değiştiği hallerde ortaya çıkar. Bu durumda 

çarpılma yer değiştirmeleri kiriş boyunca değişir ve burulmanın yanı sıra 

boylamasına elyaflar boyunca çekme ve basma da oluşur. Bu sebeple kiriş ekseni 

boyunca burulma açısı değişmeye başlar, başka bir deyişle φ ′  artık sabit değil, 

boylamsal koordinat z’nin bir fonksiyonu olarak ( )tz,φφ ′=′  şeklinde gösterilir. 

Kiriş ekseni boyunca kesitinin ve/veya burulma momentinin değişimi uniform 

olmayan burulma davranışına katkı yapan faktörlerdendir.  Çarpılma yer 

değiştirmesinde kısmi veya toplam kısıt ortaya çıktığında, uygulanan kuvvetleri 

dengeleyen temel gerilme sisteminden başka, kendi kendini dengeleyen normal ve 

teğetsel gerilmeler takip eden ardışık kesitte oluşur. Kısıtlı çarpılma durumunda kiriş 

sadece burulma momentine maruz bırakılırsa, yan gerilme sistemi ile ilgili bileşke 

kuvvet ve eğilme momentlerini denge koşullarının gerektirdiği gibi sıfır olur. 
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2.1.5 Açık Kesitli Kirişler 

2.1.5.1 Çarpılma Yer Değiştirmesi ve Birincil Çarpılma Fonksiyonu 

Açık kesitli kirişlerin orta yüzeyinin her noktasında doğrudan kayma birim uzama 

(direct shear strain) bileşeni szγ  sıfır olarak kabul edilir.  Sadece burulma etkisi 

altında normal kayma birim uzaması φγ ′= nsz 2  olarak verilir (Megson,1990; Oden 

ve Ripperger, 1981; Walterstein, 2002). Bu ifadeye enlemesine kesme etkilerinden 

kaynaklanan birim uzamalar superpoze edilmelidir. İnce cidarlı kompozit kirişler ve 

hatta cidar kalınlığı Denklem (2.1)’de verilen kriteri sağlamayan metal olanları için 

de yapılması bir gerekliliktir. 

Böyle durumlar için, z-ekseninin kartezyen (x, y, z) ve normal koordinatlarda (n, s, 

z) ortak olduğu unutulmadan ikinci mertebeden tansörler için dönüşüm kuralı 

kullanılarak aşağıda verilen ifade elde edilir. 

φγγγ ′+−= nml xzyzsz 2                                                (2.12) 

Bu denklemde verilen szγ  mühendislik membran kayma birim uzaması; yzγ ve xzγ  

enlemesine kayma bileşenleri; ( )( )xnl ,cos≡  ve ( )( )ynm ,cos≡  ise n normalinden dışa 

doğru verilen doğrultu kosinüsleridir ve aşağıda verildiği şekilde ifade edilirler. 

dn

dx
l = ,                                                            (2.13a) 

dn

dy
m =                                                             (2.13b) 

Şekil 2.5 incelendiğinde elde edilecek olan ifadelerin alternatif halleri Denklem 

(2.13)’de verilir. 

( )( )αcos≡=
ds

dy
l ,                                                   (2.13c) 

( )( )αsin≡−=
ds

dx
m                                                   (2.13d) 

Burada α , n ve x’in pozitif doğrultuları arasındaki açıdır. 

Denklem (2.10b) ve (2.12)’yi, szγ ’in verilen tanımı ile birleştirilerek, 
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s

w

z

u
t

sz
∂

∂
+

∂

∂
=γ                                                       (2.14) 

Kiriş orta yüzeyi üstündeki noktalar için 0=n  hali ile aşağıda verilen Denklem 

(2.15)’te elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( )tzsr
ds

dx
tz

ds

dy
tz

s

w
nyx

,,, φθθ ′−+=
∂

∂
                                (2.15) 

Burada, kesitin x ve y eksenindeki herhangi bir P  noktasının sırasıyla dönmelerini 

belirten ( )tz
x

,θ  ve ( )tzy ,θ aşağıda verildiği şekilde ifade edilirler.  

( ) pyzx vtz ′−= γθ , ,                                                   (2.16a) 

( ) pxzy utz ′−= γθ ,                                                     (2.16b) 

Denklemlerde görülen üst işareti z koordinatına göre türevi belirtir. Denklem 

(2.15)’te verilen ifade seçilen uygun bir kontur orijini ( )00 y ,x o ’dan herhangi bir m 

noktasına kadar s üzerinde integre edilerek yer değiştirme aşağıdaki gibi hesaplanır. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sFtztzsxtzsytzwtzsw yx ,,,,,, 0 φθθ ′−++=                   (2.17) 

Burada, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tzsxtzsytzwtzw yx ,,,, 000 θθ −−= ,                            (2.18) 

( ) ( )
os

s

n sdsrsF Ω== ∫ 2
0

                                               (2.19) 

Orta hatta bulunan generik orijin noktası o ’dan ( )0=s  m noktasına 

( )ss = giderken; ( )sF , orijini kutup noktası P’de bulunan yarıçap vektörü 
n

r  

tarafından taranan 
os

Ω  alanının iki katı olarak tanımlanır. Bu alan sektörel alan 

(sectorial area) olarak adlandırılır. 

Denklem (2.17)’de verilen 0w , o  noktasının boylamasına yer değiştirmesi olarak 

verilirken; ( )sx  ve ( )sy  ise M noktasının kartezyen koordinatlarıdır. o  noktası 

sektörel orijin olarak, P noktası ise sektörel alanlarının kutup noktası olarak 

isimlendirilir. ( )sF , kutup noktası P ’nin ve orijin noktası o ’nun seçilen konumları 

için birincil (kontur) çarpılmasına karşılık gelir. Ayrıca enlemesine kayma birim 
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uzamaları yzγ ve 
xz

γ  ihmal edildiği zaman Euler-Bernoulli hipotezi uygulanabilir 

hale gelir (Vlasov, 1961; Gjelsvik, 1981). 

2.1.6 İkincil Çarpılma Fonksiyonu 

Denklem (2.17)’den yola çıkılarak, eksenel birim uzama dağılımı belirlenebilir. Bu 

denklem sadece orta hatta ilişkin büyüklükleri göz önüne alır. Denklem (2.1)’de ince 

cidarlı bir kiriş tanımını içeren eşitsizliğin sağlanmaması durumuna rağmen, cidar 

kalınlığı boyunca bir ikincil birim uzama/gerilme sistemi geliştirilir. Bu tür 

durumlarda kiriş kesiti ikincil çarpılmaya maruz kalır. Bu ikincil birim 

uzama/gerilme sistemi kesit orta yüzeyinden uzaktaki noktaların eksenel yer 

değiştirmeleri ile ilişkilidir. 

Bu etkilerin niceliklerini belirlemek amacıyla tansör dönüşüm kanunu; kiriş orta 

yüzeyinden uzaktaki noktalar ile ilişkilendirilen 
nz

Γ  kayma birim uzaması aşağıdaki 

denklem ile verilir. 

yzxznz ML γγ +=Γ                                                     (2.20) 

Yukarıda verilen Denklem (2.20)’de anlam karışıklığını önlemek için kullanılan 

büyüklüklere ilişkin noktaların orta yüzey hattının üstünde veya dışında olmasına 

göre sırasıyla küçük ve büyük harfler ile kullanılmıştır.  

( )tnzsw ,,,  ifadesini elde etmek amacı ile, başlangıç olarak çeşitli adımlar 

uygulanmalıdır. Noktaların kiriş orta hattının dışında veya üstünde olmalarını 

tanımlamak için koordinatları arasında bulunan ilişkilerden yararlanılır. 

ds

dy
nxiRX +=⋅=                                                  (2.21a) 

ds

dx
nyjRY −=⋅=                                                  (2.21b) 

zZ =                                                              (2.21c) 

Denklem (2.10)’da verilen ifadeler daha uygun bir form olarak aşağıdaki şekilde 

gösterilebilir. 

( ) φ
tPPn

R
dS

dX
v

dS

dY
utnzsU −−=,,,                                     (2.22a) 
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( ) φ
nPPt

R
dS

dY
v

dS

dX
utnzsU ++=,,,                                     (2.22b) 

Orta hattın dışındaki noktalar için doğrultu kosinüsleri ( )dSdYL ≡  ve 

( )dSdXM −≡  tam olarak ( )dsdyl ≡  ve ( )dsdxm −≡  ifadelerine 

indirgenebilmektedir. Böylece, 

lL =  ve mM =                                                   (2.23a,b) 

Burada orta hatta paralel olan dS  yay elementi aşağıdaki şekilde belirlenir. 

ds
r

n
dS

n








+= 1                                                       (2.24) 

nrR
nn

+=  ve 
tt

rR =                                             (2.25a,b) 

Denklem (2.11)’de verilen ve orta hat dışında kalan kısımları simgelemek amacıyla 

yukarıda verilen ifadeler arasındaki ilişki göz önüne alınarak Denklem (2.26) yazılır. 

n

W

z

U
n

nz
∂

∂
+

∂

∂
=Γ                                                    (2.26) 

Denklem (2.26)’da yer alan nW ∂∂  ifadesi aşağıdaki şekilde elde edilebilir. 

( ) ( ) ( )tzr
ds

dx
tz

ds

dy
tz

n

W
txy

,,, φθθ ′+−=
∂

∂
                                 (2.27) 

Denklem (2.26)’da görülen 
n

U  ve W  ifadeleri orta hat dışında gösterilen eşleri olan 

n
u  ve w ’yi simgeler. Denklem (2.27) cidar kalınlığı üzerinde [ )n,0  aralığında 

integre edilir ve Denklem (2.17)’de verilen alışılmış notasyona dönüştürülerek 

aşağıdaki ifade elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )snFtz
ds

dx
nsytz

ds

dy
nsxtztzwtnzsw

x

y

,,,                    

,,,,, 0

φθ

θ

′−





−+







++=

                         (2.28) 

Denklem (2.28) enlemesine kayma deformasyonuna sahip eşlerinin çarpılma yer 

değiştirmelerini gösterir (Gjelsvik, 1981). Kesme etkisiz kiriş teorisi için çıkarılan bu 

ifadede görülen ( )snF ,  açık kesitli kirişler için çarpılma fonksiyonudur. Denklem 

(2.29c)’de verilen ( )sF , ( )snF ,  ise sırasıyla orta hattın üstünde ve dışındaki 
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noktalar ile ilişkili olup, yine sırasıyla kontur (birincil) ve kalınlık (ikincil) çarpılma 

fonksiyonlarını belirtirler.  

( ) ( ) ( )snFsFsnF ,, +=                                               (2.29a) 

( ) ( ) sdsrsF

s

n∫=
0

                                                     (2.29b) 

( ) ( )snrsnF t−=,                                                     (2.29c) 

Sonraki aşamada görülmek üzere, px v′−=θ  ve py u′−=θ   şeklindedir. 

2.1.7 Tek Hücreli Kapalı Kesitli Kirişler 

İnce cidarlı kiriş teorisinde açık kesitli kirişlerin aksine, kapalı kesitli kirişler kesme 

ve burulma yüklerini taşıyabilir kabiliyettedir. Enlemesine kesme etkileri de dâhil 

edilerek cidar kalınlığı doğrultusunda (n) lineer bir değişim gösteren 3-boyutlu 

kirişte kayma gerilmelerinin ortaya çıktığı düşünülerek, kiriş kesitinin her hangi bir 

noktasına ait net kayma birim uzamasının szΓ  olarak verilir (Nishino ve diğerleri, 

1977). 

( ) ( )szszszszxzyzsz hGnNhGnML ++−=Γ γγ                              (2.30) 

Bu denklemde ( )sGsz  katmanın teğetsel kayma modülüdür. Denklem 2.1.31’de 

görüldüğü üzere szn ve szN sırasıyla ortalama ve kalınlık boyunca kayma akısını 

belirtir ve ifadelerde yer alan ve 2/hn =  ve 2/hn −= ’ de hesaplanan szN̂ ve szN
ˆ̂

 

büyüklükleri ise S-z düzleminde teğetsel kayma akılarını gösterir. 

Denklem (2.14)’de verilen orta hat dışındaki eşleri aşağıda verilen denklem ileifade 

edilir. 

z

U

S

W t

sz
∂

∂
+

∂

∂
=Γ                                                      (2.31) 

Denklem (2.22b) ve (2.30) yardımıyla Denklem (2.32) elde edilir. 

( ) ( ) φγγ ′−++′−+′−=
∂

∂
n

sz

sz

sz

sz
pyzpxz R

hG

N
n

hG

n

dS

dY
v

dS

dX
u

S

W
                  (2.32) 

Kapalı kesit hattı çevresinde W  sürekli olacağından, aşağıda verilen koşul geçerli 

hale gelir. 
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0=
∂

∂
∫S dS

S

W
                                                        (2.33) 

Denklem (2.32)’de yerine yazılarak, 

0=







′−+∫S n

sz

sz

sz

sz dSR
hG

N
n

hG

n
φ                                         (2.34) 

szn  ve szN  büyüklüklerinin S koordinatından bağımsız oldukları göz önüne alınarak 

Denklem (2.35) elde edilir. 

( ) ( )

( )tz

SGSh

dS

dSR
nNn

S
sz

S
n

szsz ,φ ′=+

∫

∫
                                       (2.35) 

Yapının kesitlerinin düzlem parçalarından oluştuklarını düşünerek 0=∫ nrds  ifadesi 

elde edilir ve Denklem (2.25a) ve (2.25b) kullanılarak, Denklem (2.35)’te verilen 

ilişki bulunur. 

( ) ( )

( )tz

SGSh

dS

dSr
n

sz

n

sz
,φ ′=

∫

∫
                                           (2.36a)      

( ) ( )

( )tz

SGSh

dS

dS
N

sz

sz
,

2
φ ′=

∫

∫
                                            (2.36b) 

Burada ( )ds∫ ⋅  ve ( )∫ ⋅
S

dS sırasıyla orta hat çevresi üzerinde ve orta hatta paralel bir 

çevrede alınan integralleri belirtirler. Daha kısa olması açısından aşağıda verilen 

notasyon kullanılacaktır. 

( ) ( )∫=
sGsh

ds
L

sz

                                                    (2.36c) 

Denklem (2.36), (2.32)’de yerine yazılıp orijini ( )00 Y ,X O ’da olan uygun bir hat 

üstünde S’ye bağlı integrali alınırsa, 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

sd
r

n

LsGsh
n

LsGsh
nsrtz

ds

dx
nytz

ds

dy
nxtztzwtnzsW

n

s

szsz

n

xy









+








−

Ω
−+′−









−+








++=

∫ 1
22

2,                   

,,,,,,

0

0

β
φ

θθ

   (2.37) 

1<<
n

rn  olduğunu bilinerek, Denklem (2.21) ve (2.25a)’dan yararlanarak Denklem 

(2.37) aşağıda verildiği şekilde elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

sd
r

n

LsGsh
n

LsGsh
nsrtz

ds

dx
nytz

ds

dy
nxtztzwtnzsW

n

s

szsz

n

xy









+








−

Ω
−+′−









−+








++=

∫ 1
22

2,                   

,,,,,,

0

0

β
φ

θθ

   (2.38) 

Aşağıda verilen denklemlerden (2.39a) kiriş kesitinin orta çizgisi tarafından 

çevrelenen alanın iki katını, Denklem (2.39b) ise orta çizgisinin çevresini ifade eder. 

∫ Ω= 2dsrn  ve ∫ = βds                                            (2.39a,b) 

Denklem (2.10)’de verilen adımlar 
nz

Γ  ifadesi için tekrar izlenerek aşağıdaki 

denklem elde edilir. 

φθθ ′+−=
∂

∂
txy

R
dS

dX

dS

dY

n

W
                                           (2.40) 

Denklem (2.25b)’den yararlanarak yukarıdaki ifadenin n değişkenine göre integrali 

alınır. Bununla beraber Denklem (2.38)’i kullanarak ( )tzsw ,,  terimi çekilirse, 

( ) ( ) ( ) 







′+−++= φθθ txy r

ds

dx

ds

dy
ntzswtzwtnzsW ,,,,,, 0                    (2.41) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

sd
LsGsh

srtzytzxtztnzsw

s

sz

nxy ∫ 






 Ω
−′−+=

0

2
,,,,,, φθθ            (2.42) 

elde edilir. Denklem (2.42), (2.41)’de yerine yazılarak 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

sd
LsGsh

nsnFsFtz

ds

dx
nytz

ds

dy
nxtztzwtnzsW

s

sz

xy

∫











−−+′−









−+








++=

0

0

1
2

2,,                   

,,,,,,

β
φ

θθ

                (2.43) 

Burada ( )sF  ve ( )sψ , 
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( ) ( ) ( )[ ] sdssrsF

s

n∫ −=
0

ψ  ve ( ) tnrsnF −=,                             (2.44a,b) 

( )
( ) ( )LsGsh

s
sz

Ω
=

2
ψ                                                   (2.44c) 

( )sψ  büyüklüğü, burulma fonksiyonu olarak adlandırılır. Kalınlık ve membran 

kayma modülünün kiriş çevresi boyunca sabit olduğu kabul edilirse, burulma 

fonksiyonu aşağıda verilen hali alır. 

( )

∫
∫

=
ds

dssrn

ψ                                                        (2.44d) 

Serbest burulmada, ( )zφ  z koordinatı ile lineer olarak değişirken ya da bir başka 

deyişle z’ye göre türevi sabit bir değer iken, kısıtlı burulmada ( )zφ  z’nin rastgele bir 

fonksiyonu olabilmektedir. 

Denklem (2.1)’de verilen kriteri sağlayan bir kiriş için 
sz

N  ihmal edilebilecek bir 

değerdedir. Bu sebeple Denklem (2.43)’de verilen altı çizilmiş terim ihmal edilmiştir. 

h  ve 
sz

G ’nin s-koordinatı ile değişmeden sabit kaldığı kabul edilirse, aynı sonuç 

uygulanabilecektir. 

( ) ( ) ssdsrsF os

s

n
ββ

Ω
−Ω=







 Ω
−= ∫

2
2

2

0

                                  (2.45) 

Her iki durumda da (2.46a,b)’de verilen hat parametresi ile birlikte Denklem (2.45), 

(2.47)’deki hali alır. 

( ) ( )∫=
sGsh

ds

sz

δ ,                                                    (2.46a) 

( ) ( )∫=
s

sz

os
sGsh

sd

0

δ                                                    (2.46b) 

( ) 








Ω

Ω
−Ω−= osossF

δ

δ
2                                               (2.47) 

Burada elde edilen Smith ve Chopra (1990) tarafından bulunan birincil çarpılma 

fonksiyonu ile aynıdır. Sadece burulma momenti altında, 
n

r  ve 
sz

G  sabit alınarak 
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ikincil çarpılmanın oluşmadığı koşulun garanti edilmesi ile kapalı kesitli kirişlerde 

çarpılma oluşmaz denebilir (Smith ve Chopra, 1990, 1991; Megson 1974, 1990). 

Kalınlık ve kayma modülünün çevresel olarak sabit kaldığı dairesel kesitli kirişlerde 

( )sF ’in sıfıra eşit olduğu Denklem (2.47)’de görülür. Bu durumun aynısı yine 

çevresel olarak sabit kalınlık ve kayma modülüne sahip poligon kesitli kirişler için de 

geçerlidir. Yine benzer bir durum yatay ve düşey cidar kalınlıkları sırası ile 
w

h  ve 

F
h , boylarının ise 

w
c  ve 

F
c  olan dikdörtgen kesitli bir kirişte 

FwFw
hcch =  

koşulunun sağlanması halinde gerçekleşir. Sabit kalınlıklı kare kesitli kirişlerde 

ikincil çapılmanın yanı sıra birincil çarpılma da oluşmaz. Bu durum göz önüne 

alındığında çarpılma gerilmelerini sadece burulmadan kaynaklanan ikincil çarpılma 

üretir. İnce/kalın cidarlı kirişlerin bu tür halleri için ikincil çarpılmanın etkisi mutlaka 

hesaba katılmalıdır. 

2.1.8 Çarpılma Fonksiyonun Birleştirilmiş Formu 

Açık ve kapalı kesitli kirişlerdeki w  ifadeleri karşılaştırıldığında ortaya çıkan tek 

fark çarpılma fonksiyonu ( )snF , ’in tanımlanmasıdır.  

( )

( ) ( )

( ) ( )[ ]
( )

( ) ( )

( ) ( )









































−−

−−

−

=

∫
∫

∫
∫

∫

∫

icinkirisler  kesitli Kapali 

12

icinkirisler  kesitliAcik                                             

,

0

00

0

ds
sGsh

ds
n

sGsh

sd

L

dssr
snrsdsr

snrsdsr

snF

s

sz

sz

s
n

s

tn

t

s

n

(2.48) 

Altı çizilmiş terimler Denklem (2.43)’de yapılana benzer bir şekilde ihmal edilir. 

h  ve szG ’nin kiriş çevresi boyunca sabit kaldığı durumlarda açık ve kapalı kesitler 

için birleştirilmiş tek bir ifade kullanılır (Denklem 2.48) 

( ) ( ) ( )
( )

sd
ds

dssr
snrsdsrsnF

s
n

c

s

tn ∫
∫

∫
∫ −−=

00

, δ                               (2.49) 

Burada sırasıyla açık ve kapalı kesitli kirişler için hat parametresi 1=cδ  ve 0=cδ  

olarak alınır. İkincil çarpılmanın ihmal edildiği durumlar için kullanılan denklem, 

Nishino ve Hagesawa (1979) tarafından elde edilen ifadeyle aynıdır. 
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2.1.9 Birim Uzama Alanı 

Sonsuz küçüklükteki yer değiştirmeler için 3-boyutlu elastisite teorisine bağlı 

kalarak, birim uzama-yer değiştirme ilişkisi Denklem (2.49)’da verildiği üzere 

yazılır. 

( )1,2,3ji,                 ,
2

1
=















∂

∂
+

∂

∂
=

i

j

j

i

ij
x

V

x

V
ε                                (2.50) 

Denklem (2.49)’da yer alan büyüklüklerin daha iyi irdelenmesinin ardından Denklem 

(2.50)’de elde edilir.. 










∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
=

x

v

y

u

y

v

x

u
xyyyxx

2

1
     ,     , εεε                              (2.51a-c) 










∂

∂
+

∂

∂
=









∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
=

y

w

z

v

x

w

z

u

z

w
yzxzzz

2

1
     ,

2

1
     , εεε                     (2.51d-f) 

Denklem (2.6)’yı kullanarak, elde edilen birim uzama bileşenleri Denklem (2.51)’de 

verilir. 

0     ,0     ,0 === xyyyxx εεε                                          (2.52a-c) 

( ) ( ) ( )   ,,,,,,,, )1()0( tzstzstnzs zzzzzz εεε +=                                    (2.52d) 

Burada, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tzsrtz
ds

dx
tz

ds

dy
tzs txyzz ,,,,,)1( φθθε ′′+′−′=                          (2.53a) 

Denklem (2.43) ve (2.53)’de verilen altı çizgili terimler Denklem (2.52b) için de aynı 

şekilde ihmal edilir. 

Daha önce çıkarılan Denklem (2.6)’da yer alan kesit şekil yer değiştirmesine 

uğramaması (cross-section-nondeformability) şartını sağlayan kirişler için yapılan 

kabullere uyumlu olarak yer değiştirmeler Denklem (2.51a-c)’de gösterilmiştir. 

Denklem (2.51d) ve (2.52) görüldüğü üzere hiçbir kısıta sahip olmayan bir kirişe 

uygulanan burulma momenti altında 0w′ , xθ ′  ve yθ ′  büyüklükleri önemsizleşecek ve 

0=xxε  olacaktır. Buradan çıkarılan sonuç ise serbest çarpılma yer değiştirmesi 

sırasında kiriş yüzeyini oluşturan elemanların uzunluğunun değişmeden kaldığıdır. 

( )szsz ε2≡Γ  ve ( )nznz ε2≡Γ  kayma birim uzama bileşenlerini elde etmek amacıyla 
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cidar kalınlığı ile değişen orta hat dışı teğetsel kayma şekil yer değiştirmelerinin 

ifade edildiği Denklem (2.31) kullanılır. Denklem (2.22b), (2.31)’de yerine yazılarak, 

hem açık hem de kapalı kesitli kirişler için geçerli olacak bir W  ifadesi bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) sd
dS

dSR
ntz

tzSYtzSXtzwtnzSW

s

S

S
n

c

xy

∫
∫
∫














−−′−

++=

0

0n

0

2R,                    

,,,,,,

δδφ

θθ

                        (2.53) 

Denklem (2.16)’nın yardımıyla, 

( ) ( ) ( )tzntz
dS

dSR

dS

dY

dS

dX
tnzS

S

S
n

cyzxzsz ,2,,,, 0 φδφδγγ ′−′++=Γ

∫
∫

            (2.54) 

Denklem (2.21), (2.23) ve (2.25)’i kullanarak, 

n
dS

dSr

dS

dSR
n

S

S
n

2+=

∫
∫

∫
∫

,                                                (2.55) 

Sonuç olarak, 

( ) ( ) ( )

( ) ( )t,zn2 t,znn2
dS

dSr
                    

dS

dy
t,z

ds

dx
t,zt,n,z,s

0

n

c

yzxzsz

φ′δ−φ′













+δ+

γ+γ=Γ

∫
∫

                       (2.56) 

nzΓ , Denklem (2.22a), (2.28) veya (2.43)’ün (2.26)’da yerine yazılması ile aşağıda 

verildiği şekilde elde edilir. 

( ) ( ) ( )
dS

dx
tz

ds

dy
tztnzs yzxznz ,,,,, γγ −=Γ                                   (2.57) 

Denklem (2.56) ve (2.57)’de kayma şekil değiştirmesini kapsayan kiriş teorisinde 

nzΓ  duvar kalınlığı boyunca sabit kalırken szΓ  ise lineer olarak değişir. Alternatif 

yaklaşımlar üretmek amacıyla Denklem (2.56) ve (2.57)’de yer alan nzΓ  ve szΓ  

ifadeleri Denklem (2.16)’da gösterilen xzγ  ve yzγ  ile değiştirilir. 

Kayma şekil yer değiştirmesi içermeyen kiriş teorisi ise aşağıda verilen denklemleri 

ihtiva eder. 
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( ) ( ) ( )tzntznn
dS

dSr
tnzs

n

csz ,2,2,,, 0 φδφδ ′+′













+=Γ

∫
∫

                      (2.58a) 

0=Γnz                                                             (2.58b) 

2.1.10 Açık Kesitli ve Kapalı Kesitli Kirişlerin Karşılaştırılması  

Açık kesitli ve kapalı kesitli kirişleri karşılaştırılmadan önce, bu kirişlerde burulma 

momentini dengeleyen kayma gerilme dağılımının konusu üzerinde düşünülecektir. 

Açık kesitli bir kiriş için gerilme dağılımı kalınlık boyunca lineer olarak değişir ve 

Şekil (2.6a)’da verildiği üzere kesitte kuvvetlerin sebep olduğu bir çevrim oluşur. 

Kapalı kesitli kirişler için ise Şekil (2.6b)’de gösterildiği gibi tamamen farklı bir 

gerilme dağılımı oluşur. 

 

Şekil 2.5 : (a) Açık kesitlerde oluşan kayma gerilmesi (b)Kapalı kesitlerde 
oluşan kayma gerilmesi (Librescu ve Song 2006). 

İnce cidarlı kirişler için kayma gerilmesi dağılımının kalınlık boyunca sabit kaldığı 

kabulü yapılırken kalın kesitli kirişlerde bu kabul daha dikkatli bir şekilde 

incelenmelidir. 

Sadece burulma moment yüküne maruz kalan açık ve kapalı kesitli kirişler arasında 

meydana gelen farkları vurgulamak amacıyla, r  yarıçaplı, kapalı dairesel bir kesite  

ve uzunluğu boyunca görülen bir yarığa sahip (açık kesitli) iki tüp düşünülsün. 

Kapalı kesit için Denklem (2.52)’den yaralanılarak, 
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φπ ′= sz

kapali

t hGrM 32                                                  (2.59) 

Açık kesitli kirişler için ise Denklem (2.56) ve φτ ′= szsz nG2  bağıntısının 

kullanılması sonucundan Denklem (2.24) ve (2.25) ifadeleri ile birlikte aşağıda 

verilen ifade elde edilir. 

( ) dnds
r

n
nrnGM

n

n

s h

h

sz

acik

t 







++′= ∫ ∫

−

12
0

2

2

φ                                 (2.66a) 

φ
π

′= sz

acik

t GrhM 3

3

2
                                                 (2.66b) 

Her iki tüpün de aynı burulma yükü altında olduğu düşünülürse φ ′  oranı aşağıda 

verildiği şekilde ortaya çıkar. 

2

3 







=

′

′

h

r

kapali

acik

φ

φ
                                                       (2.67) 

İnce cidarlı kirişlerde gerçeklenmesi gereken 20=hr  oranı ile kapalı kesitli kirişler 

açık kesitli kirişlere oranla burulma yükü altında 1200 kat daha fazla mukavemet 

gösterirler. Kısa yarıklar, ince cidarlı kirişlerde boru şekline sahip yapıların iç 

bölgelerine geçiş gerekli olduğunda dahi bunu imkânsız kılarlar (denizaltı ve uçak 

gövdelerinde olduğu gibi). Uçak kanatları ve helikopter palaları genel olarak burulma 

yüklerine maruz kaldıklarından kapalı kesitli kirişler olarak tasarlanırlar. 

2.2 Geometrik Olarak Lineer Olmayan Teori 

Pratikte yer alan birçok problemin çözümüne ilişkin ince cidarlı kiriş teorisinin 

geometrik olarak lineer olmayan şekilde türetilmesi ihtiyacı gelişen yapılar ile 

artmıştır. Burkulma sonrası (postbuckling) davranışın irdelenmesi ve burkulma 

sonrası özellikle uçak yapılarının taşıyacağı yük kapasitesinin güvenilir olarak 

belirlenmesi bu tür problemlere sadece bir örnektir. Fakat genel olarak hava-uzay 

yapıları ve deniz araçları bu teorinin türetilmesine olan ilgiyi ve dolayısıyla 

gerekliliği artırmıştır.  

Teorinin formülasyonunda elastik yer değiştirmeler sonlu küçüklükte alınırken, açık 

kesitli kirişlerin doğasından kaynaklanan burulma elastikiyetine karşın burulma açısı 

sonsuz büyüklükte kabul edilir. 
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Lineer olmayan teori öncelikli olarak ince cidarlı kirişlerin metal yapılarını kapsayan 

birçok çalışmada açıklanmaya gidilmiş, sonrasında daha genel bir formulasyon 

üretilmeye çalışılarak özellikle helikopter palaları için çalışmalar yapılmıştır 

(Ascione ve Grimaldi, 1983; Attard, 1986;  Ghobarach and Tso, 1971; Meredith ve 

Withmer, 1981; Mollman, 1982a,b; Nishino ve Hagesawa, 1979;  Grimaldi ve 

Pignataro, 1979; Roberts ve Azizan, 1983;  Van Erp, 1987; Bauchau ve Hong, 1987, 

1988; Borri ve Merlini, 1986; Hodges ve Dowell, 1974; Minguet ve Dugunji, 

1990a,b; Librescu ve Song, 2006). 

2.2.1 Koordinat Sistemleri ve Yapılan Kabuller 

Başlangıçta hiçbir deformasyona sahip olmayan düz bir kiriş için sağ el kuralına 

uygun bir şekilde global ve lokal olarak sırasıyla ( )zyx ,,  ve ( )zsn ,,  koordinat 

sistemleri seçilir. 

Burada yapılacak birçok kabul, öncesinde lineer teori formülasyonunda yapılmış 

olan kabuller ile aynıdır (Bölüm 2.1.3). Bu bölümde sadece bunlara ek olarak 

kabullere değinilmiştir. 

1. x  ve y  doğrultularında oluşan sırasıyla u  ve v  yer değiştirmeleri sonlu 

küçüklükte kabul edilirken burulma açısı φ  sonlu büyüklükte kabul edilir. 

2. Eksenel w  yer değiştirmesi u  ve v  yer değiştirmelerinden daha küçük kabul 

edilerek birim uzama-yer değiştirme ilişkilerinde w ’ nun türevleri ihmal 

edilir. 

3. Birim uzamalar küçük olduğu için lineer denge denklemlerinde ikinci Piola-

Kirchoff gerilme tansörleri, Green-Lagrange birim uzama tansörleri ile 

ilişkilendirilir. 

2.2.2 Yer Değiştirme Alanı 

Bölüm 2.1.4’te varsayılan birinci kabulde kiriş kesitinin herhangi bir noktasındaki u  

ve v  yer değiştirmeleri seçilen bir ( )pp yxP ,  noktasının ( )tzu p ,  ve ( )tzv p ,  yer 

değiştirmeleri ile kesitin boylamasına eksendeki burulması ( )tz,φ  cinsinden ifade 

edilir. Genel olarak bu ifadeler, Denklem (2.69)’da verilir.  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )tzyytzxxtzutzyxu ppp ,sin,cos1,,,, φφ −−−−−=             (2.69a) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tzyytzxxtzvtzyxu ppp ,cos1,sin,,,, φφ −−−−−=             (2.69b) 

Burada φ  saat yönlerinin tersinde herhangi bir P  noktasının ortalama dönme 

deplasmanı ve Denklem (2.69c)’de verildiği şekildedir. Bu bölümde elde edilen 

deplasmanlara küçük açı kabulü yapılması ile lineer teorideki eşleğine dönüştürülür.  

( )
pp yyxx

y

u

x

v
tz

==










∂

∂
−

∂

∂
=

,
2

1
,sin φ                                        (2.69c) 

Orta hat dışındaki herhangi bir nokta x , y  koordinatlarının X  ve Y  ile 

değiştirilmesi ile elde edilir ve Denklem (2.21)’de verilmiştir. Green-Lagrange 

gerilme tansörü kartezyen koordinat sisteminde yer değiştirme bileşenleri iv  

cinsinden yazılır. 
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Denklem (2.70a)’da verilen büyüklüklerin irdelenmesinin ardından birim uzama-yer 

değiştirme ilişkilerinden Lagrange birim uzama tansörlerinin 3 bileşeni xxε , xyε  ve 

yyε  elde edilir (Denklem 2.70). 
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Denklem (2.69)’in bu ilişkilerde yerine yazılması 3 birim uzamanın da sıfır değerini 

alarak kesitin deforme olmayışını gösterir. Bu, Bölüm 2.2.2’de yapılan 2. kabuldeki 

kesitin deforme olmayışı ile birbirini tamamlar niteliktedir. 

Lineer durumda çarpılma yer değiştirmesi w , szΓ  ve nzΓ  birim uzamalarının orta hat 

dışında oldukları varsayılarak bulunur. 
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Normalin doğrultu kosinüsleri L  ve M  kullanılarak, 

( ) ( ) '2//        0 φδδδ nhGnNhGn

z

v

S

v

z

u

S

u

S

w

z

u
M

z

v
L

szszcszszc

sz

+++

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
=Γ

                            (2.72) 

Denklem (2.69)’da verilen u  ve v   yer değiştirme ifadeleri Denklem 2.73’de yerine 

konulup Denklem (2.30)’daki ifadenin sağ tarafına yazılarak eşitlenir.  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )tzntzRhGnN
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                           (2.73) 

Dönmeler ise aşağıda verilen formda kullanılırlar. 

( ) φφγθ cos'sin', ppyzx vutz −+=                                      (2.74a) 

( ) φφγθ cos'sin', ppxzy uvtz −+=                                      (2.74b) 

Çarpılma yer değiştirmesi w  için Bölüm 2.1.7’de yapılanlar uygulanarak 
sz

n  ve 

sz
N büyüklükleri için benzer ifadeler bulunur. Bu ifadeler lineer haldeki eşleri ile 

kıyaslandığında ortaya çıkan tek fark 
x

θ  ve  yθ  dönmelerindedir. 

2.2.3 Birim Uzama Alanı 

Bölüm 2.2.2’de verilen orta hat dışındaki sıfırdan farklı Lagrange birim uzama 

tansörlerinin 
zz

ε , 
sz

ε  ve 
nz

ε bileşenleri Denklem (2.75)’de gösterilir. 
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Denklem (2.11)’e (2.21)’i yardımıyla Denklem (2.69)’da verilen yer değiştirme 

ifadeleri ve orta hat dışındaki noktalar için elde edilen w , Denklem (2.75)’de yerine 

yazılarak zzε  ifadesi elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( )2210,,, zzzzzzzz nntnzs εεεε ++=                                        (2.76) 

Burada, 
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( ) ( )22

2

1
φε ′=zz                                                        (2.77c) 

szΓ  ve nzΓ  Denklem (2.75b) ve (2.75c)’den orta hat dışıdaki noktalar için çıkarılan 

yer değiştirme ifadeleri kullanılarak elde edilebileceği gibi, daha kolayca aşağıda 

gösterildiği gibi de çıkarılabilir. 
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                  (2.78a) 

yzxznz ML γγ +=Γ                                                    (2.79b) 

Denklem (2.23) ve Denklem (2.69)’un Denklem (2.78)’de yerine yazılması ile, 

( ) ( ) ( )10,,, szszsz ntnzs γγ +=Γ                                              (2.80a) 

( ) ( )0,,, nznz tnzs γ=Γ                                                    (2.80b) 
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Burada, 
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( ) φγ ′= 21
sz

                                                          (2.82b) 

( ) ( ) ( )φφθφφθγ cossincossin0
PPxPPynz
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dx
uv

ds
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′+′−−′+′+=              (2.83) 

Bu ifadeler enlemesine kayma gerilmesi etkilerini içerirler. Bu etkilerin ihmal 

edilmesi durumunda Euler-Bernoulli kiriş modeli uyarlanarak Denklem (2.69)’da 

verilen 
xz

γ  ve yzγ  sıfır kabul edililir ve aşağıda verilen Denklem (2.84) bulunur. 

( ) φφθ cos'sin', ppx vutz −=                                           (2.84a) 

( ) φφθ cos'sin', ppy uvtz −=                                           (2.84b) 

Kayma şekil değişimi içermeyen kiriş modelinde yer alan ve Denklem (2.81a) ve 

(2.83)’te verilen sırasıyla 
sz

γ  ve 
nz

γ  ifadelerinde yer alan altı çizgili terimler 

önemsiz hale gelir. 

Denklem (2.80)’den (2.83)’e kadar olan ifadeler, tıpkı lineer teoride olduğu gibi 

cidar kalınlığı boyunca
sz

Γ  ve 
nz

Γ ’in değişim karakterini gösterir. 

2.3 Çok Hücreli İnce Cidarlı Kirişler 

Hava-uzay yapılarının kanatları, gövdeleri ve diğer yapısal elemanları çok hücreli 

ince cidarlı kiriş kesitlerine sahiptirler. Genel olarak, bu tür yapısal bileşenler sadece 

hava-uzay yapılarında değil, inşaat ve gemi inşaatı mühendisliğinde de yaygın olarak 

kullanılmaktadırlar. Bu geniş kullanım alanlarından dolayı son yıllarda çok hücreli 

ince cidarlı kiriş konusu pek çok bilim adamı tarafından üzerinde yoğunlaşılan 

konulardan biri olmuştur. Gerek metal gerekse kompozit kiriş yapıları ise bunlardan 

önemli ilerlemeler kaydetmiş konulardan yalnızca iki tanesidir (Librescu ve Song, 

2006). 
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2.3.1 Çok Hücreli Kirişlerin Burulması 

Bu alt bölümde burulan çok hücreli kirişlerin kinematiği incelenecektir. Şekil 2.6’da 

gösterilen rastgele bir kesite sahip ince cidarlı bir kiriş düşünülsün. Bu her biri ince 

bir perde ile ayrılmış olan rastgele sayıda hücreye sahip çok hücreli bir kiriş olsun.  

Burulma sırasında kesit bozulmalarının enlemesine güçlendirici elemanlar (kafes 

veya kaburga) ile önlendiği, dolayısıyla kendi düzleminde rijit, fakat bu düzleme 

normal olan tüm deformasyonlara karşı mükemmel elastikiyet gösteren bir kiriş 

varsayılsın. Kiriş kesitinin uç noktalarına eşit ve ters yönlü burulma momenti 

uygulandığı ve hiçbir kesitte çarpılma kısıtı olmadığı da göz önüne alınsın. Sonuç 

olarak, N  tane sabit kayma akısı içeren N  hücreli bir kiriş için serbest burulma 

modeli kullanılarak kesite ait bir dağılımla çarpılma fonksiyonu bulunur. Bu kayma 

akılarını belirleyebilmek adına ek denklemlere ihtiyaç vardır. 

 

Şekil 2.6 : Burulma momentine maruz çok-hücreli kiriş (Librescu ve Song, 06). 

Bu sonuçla Denklem (2.49a) orta hat üstündeki noktalar için özelleştirilir. N  tane 

hücreye sahip kirişin .R  hücresi, 
t

M  büyüklüğünde bir burulmaya maruz kaldığında, 

hücredeki burulma açısının değişimi aşağıdaki şekilde verilir. 

ds
hG

n

R szR

sz

R ∫ Ω
=′

2
φ                                                    (2.85) 

Burada doğru integrali  .R  hücrenin orta hat çevresine kadar uzatılır ve 
R

Ω ’de onun 

orta çizgi doğrusu boyunca çevrelenen alanını ifade eder. Ayrıca bu denklem 

aşağıdaki şekilde de kullanılabilir. 
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φ                                                   (2.86) 

Burada ( )sh  olarak verilen büyüklük Denklem (2.48)’de gösterilmiş olan ağırlıklı 

kalınlık modülüdür. 

Burulma momenti N  bileşenli hücreleri tarafından paylaşılır ve her biri, her cidar 

elemanlarında sabit bir kayma akısı oluşturarak, Bredt’s formülüyle ifade edilir. 

Mevcut problemde ise burulma değişimi aşağıdaki formda ortaya çıkar. 

( )1,11,1
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1
++−− −−
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G
δδδφ                               (2.87) 

Bu denklemde uyum sağlanması açısından, kayma akısı 
sz

n , q ile gösterilirken 
R

q , 

1−R
q , 1+R

q  ile gösterilen ifadeler ise sırasıyla .R , ( ).1−R  ve ( ).1+R  hücreler 

etrafındaki kayma akılarıdır. 
R

δ , 1−R
δ  ve 1+R

δ  ise .R  hücreyi çevreleyen tüm cidarlar 

için ∫ hds  integralini gösterir ve sırasıyla .R  ve ( ).1−R  hücrelerin ortak perdesi ile 

.R  ve ( ).1+R  hücrelerin ortak perdesidir. Açık formda bu ifadelerin gösterimi 

aşağıdaki şekildedir. 

∫=
R

R
h

ds
δ , ∫

−

− =
1,

1,

RR

RR
h

ds
δ , ∫

+

+ =
1,

1,

RR

RR
h

ds
δ                             (2.88a-c) 

Denklem (2.88) bir dizi şeklinde birbiriyle bağlı, (hücre 1, hücre 2’ye; hücre 2, hücre 

1 ve 3’e bağlı)  çok hücreli kirişlere uygulanabilir durumdadır. Hücre R , m tane 

hücreye benzer şekilde bağlı olduğu durumda ise Denklem (2.87) aşağıdaki hali alır. 









−

Ω
=′ ∑

=

m

r

RrrRR

R

R qq
G 1

,
2

1
δδφ                                         (2.89) 

Burada Rr ,δ  .R  ve .r  hücrelerin ortak perdesi üzerinde alınan integraldir, aşağıda 

gösterilmiştir. 

∫=
Rr

Rr
h

ds

,

,δ                                                          (2.90) 

Denklem (2.87) her .R  hücreye uygulanabilir ve aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sq=′φ                                                              (2.91) 
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Burada N  dizi hücre için, 

{ }T

NN
φφφφφ ′′′′=′

− ,,,, 121 �                                               (2.92) 

{ }T

NN
qqqqq ,,,, 121 −= �                                               (2.93) 

Denklem (2.91)’den (2.93)’e kadar gösterilen ifadeler dönme oranının elastik 

matrisidir. Burada { }T , { } vektörünün transpozesini gösterir. Kiriş kesiti için Şekil 

2.6’daen çıkarılan [ ]S  matrisi aşağıda verilmiştir. 

 

Şekil 2.7 : Çok hücreli kirişlerde kayma akısı. 
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      (2.94) 

Matris elemanları, 

R

R

RR
G

S δ
Ω

=
2

1
, , 1,1,

2

1
−−

Ω
=

RR

R

RR
G

S δ , 1,1,
2

1
++

Ω
=

RR

R

RR
G

S δ             (2.95a-c) 

Denklem (2.91) birim bir kayma akısına maruz .R  hücresinin burulma oranını RRS ,  

ile gösterilirken ( )0,1 11 === +− RRR
qqq  .R  ve .1+R  hücrelerin ortak perdesi 

boyunca birim kayma akısına maruz .R  hücrenin burulma oranı ise 1, +RRS  ile 

simgelendirilir. 
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Kirişin kesitinin şeklinine uğramaması kabulü uygulanarak, 

φφφφφ ′≡′=′==′=′
− NN 121 �                                            (2.96) 

Denklem (2.96) matris formunda yazılır ve burada I  birim vektördür. 

φφ ′=′ I                                                             (2.97) 

Denklem (2.97)’den yola çıkarak, Denklem (2.91)’in tersi yazılırsa, 

φ ′= Hq ,                                                            (2.98) 

Burada , 

ISH 1−=                                                            (2.99) 

N  hücreli bir kiriş için, toplam burulma, her hücredeki burulmaların toplamı ile elde 

edilir. Denklem (2.50)’yi kullanarak, aşağıdaki ifade elde edilir. 

qM T

t Ω= 2                                                         (2.100) 

Burada, 

{ }T

NN ΩΩΩΩ=Ω − ,,, 121 �                                            (2.101) 

Denklem (2.98) ve (2.99) Denklem (2.100)’da yerine koyularak, 

φ ′Ω= − ISM T

t

12                                                     (2.102) 

Denklem (2.102), (2.52a) ile birlikte düşünülerek çok hücreli kiriş için global 

burulma katılık matrisi elde edilir. 

( ) IS
M

JG
Tt

global

12 −Ω=
′

=
φ

                                           (2.103) 

N  tane kayma akısı ve burulma oranı φ ′ ’nin hesaplanması için 1+N  tane gerekli 

ifade Denklem (2.98) ve (2.102)’den bulunur. 

Bu denklem takımının birlikte çözülmesi ile her hücre ve kapalı olarak her perdedeki 

kayma akıları hesaplanır. Örnek olarak .R  ve ( ).1+R  hücreleri ayıran duvar için 

11, ++ −= RRRR qqq  ifadesinde 1, +RRq  pozitif yukarı tanımlanırken ( ).1−R  ve .R  

hücreleri ayıran duvar için yazılan RRRR qqq −= −− 1,1  ifadesinde ise RRq ,1−  pozitif 

aşağı şekilde tarif edilir. 
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Denklem (2.98) çok-hücreli kirişin her bir hücresi için serbest burulma altında kayma 

akılarının belirlenmesini sağlar. 

φ ′
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                                      (2.104) 

Sonuç olarak Denklem (2.104)’te verilen kayma birim uzama dağılımı aşağıda 

verilen hali alır. 
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                                      (2.105) 

Diğer bir formda, 

{ } { }φλγ ′=
sz

                                                        (2.106) 

Burada { }
sz

γ  ve { }λ  ( ) 112 ×−N  boyutundaki vektörlerdir. 

Çarpılma kısıtı altında bir kiriş için bu şekilde eksenel yer değiştirmeler elde 

edilebilir. Kısım 2.1.7’de verildiği gibi devam edilirse, kirişin herhangi bir bölgesinin 

eksenel yer değiştirmesi enlemesine dağılımla aynı kabul edilerek ( )tzsw ,, ’in 

belirlenmesi tek-hücreli kirişlerdekine benzer bir şekilde mümkün hale gelir ve fark 

çarpılma fonksiyonu ile ilişkilendirilmiş burulmada ortaya çıkar. 

2.3.2 Çarpılma Fonksiyonları 

Sadece burulma momenti altında çarpılma yer değiştirmesi, çarpılma fonksiyonu ve 

burulma oranının çarpımları şekilde ifade edilir. 

( ) ( ) ( )tzsFtzsw ,,, φ ′=                                                 (2.107) 

Burada, 
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( ) ( ) CdsrsF

s

n +−= ∫
0

λ                                                (2.108) 

Denklem (2.108)’de yer alan sabit C , ( )∫ = 0dssF  koşulu sağlanarak aşağıdaki 

şekilde elde edilir. 

∫∫= dsdsFC                                                      (2.109) 

Burada gösterilen ( )ds∫ ⋅  integrali, çok-hücreli kiriş kesitinin orta hat çevresinde 

alınır. 

( )∫ = 0dssF  şartının sağlanması ile aşağıda verilenler ve tersi geçerlidir. 

( )N1,K                0 ==
∂

∂
∫ ds

s

w

K

                                        (2.110) 
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3.  AÇIK/KAPALI KESİTLİ KİRİŞLER İÇİN HAREKET DENKLEMLERİ 

3.1 Lineer Olmayan Formülasyon 

Bu bölümde geometrik olarak lineer olmayan özelliklere sahip kiriş için 

denge/hareket denklemleri türetilecektir. Bu amaçla 3-boyutlu elastik ortamda 

genişletilmiş Hamilton prensibinden yaralanılacaktır. 

Bu anlayışla deforme olmuş yapıda birim alanda ölçülen gerilmenin geleneksel 

gösteriminin aksine, notasyon referansın deforme olmamış yapının birim alanında 

ölçülen gerilme cinsinden ifade edilecektir (Librecu, 1975, 1987). Bu kullanım ilk 

olarak Bhaskar ve Librescu (1995) tarafından geliştirilmiş olup hareket denklemleri 

ve sınır koşullarında görülen birçok ek terimin kaynağının uygun bir şekilde 

açıklanmasını sağlamıştır. 

3.1.1 Genel Tanımlar 

Üzerine gelen bünye kuvvetleri H0  ile yüzey kuvvetleri σ̂0  altında dengede olan 

sürekli bir cisim düşünülsün. Deforme olmamış cismin hacmi τ0  ve birbirini 

kaplamayan parçaların sınırı σΩ0  ile νΩ0  gösterilirken, deforme olmamış toplam 

cismin sınırı Ω0  olsun ve yer değiştirmeler ise 
i

V
~

 ile simgelendirilsin. Temel vektör 

(base vector) bileşenleri olarak ifade edilen 
i

V , 
i

h  ve 
i

H0  sırasıyla deforme olmamış 

cismin yer değiştirme, ivme ve ρ0  yoğunluğundaki birim kütlesine gelen bünye yük 

vektörleri olsunlar. 

Hamilton prensibinde, geometrik sınırı νΩ0  üzerinde tüm dinamik yollar başlangıç 

ve bitişte keyfi 
o

t  ve 1t anında ( )tzyxV
i

,,,  yer değiştirmeleri cinsinden gösterilir. 

Gerçek dinamik yol (denge koşuluna karşılık gelen konfigürasyon) aşağıda verilen 

denklemi sağlayacak şekilde olacaktır. 

 0ˆˆ
1

0 0 00

00 =











−Ω−−= ∫ ∫ ∫∫

Ω

t

t

iiiiijij
dVHdVddtJ

τ τ

τδρδσδκτδεσδ
σ

                  (3.1) 
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Burada ijσ̂  deforme olmamış konfigürasyondaki taban vektörleri ile ilgili olan 2. 

Piola-Kirchoff simetrik gerilme tansörüdür ve deforme olmuş cisim için birim 

alandaki gerilme vektörü bileşenleri olarak kabul edilir. ijε  ise Green-Lagrange birim 

uzama tansörü olup 
o

t  ve 1t  keyfi iki zaman anını ifade eder. Latin alt simgeler 1, 2 

ve 3’e kadar değer alırlar ve tekrarlandıklarında toplamı anlamına gelirler. Son 

olarak δ  varyasyon operatörü olarak tanımlanır. 

( )∫=
τ

τρκ
0

02

1
dVV

ii
��                                                     (3.2)  

Denklem (3.2)’de yer alan ifade kinetik enerji olup, noktalar zaman türevini gösterir.  

İlk olarak hareket denklemlerinin ve sınır koşullarının 3-boyutlu elastisitede 

geometrik olarak lineer olmayan durumlarına bakılacaktır. Bu amaçla Denklem 

(3.1)’de yer alan terimler ayrı ayrı incelenecektir. Birinci terim virtüel birim uzama 

enerjisidir. 

ijσ̂ ’ nin simetrikliği ve 
i

Vδ  varyasyonlarının sınır yüzeyi νΩ0  üzerinde kaybolacak 

olmaları sebebiyle ve diverjans teoremini kullanarak, 

( )∫ ∫ +++=
τ τ

τδδδδστδεσ
o

dVVVVVVd
jmimjmimijjiijijij

0

,,,,,,ˆ
2

1
ˆ                     (3.3) 

Burada 
mi

δ  Kronecker delta ve jn0  ise Ω0 ’e doğru dış yöndeki birim normal 

bileşenleridir. Denklem (3.2)’den yaralanarak, 

( )[ ] ( )∫∫∫
Ω

Ω+++−=

σ

δδστδδσδεσ
ττ 000

0,, ˆˆˆ dVnVdVV
mjimmiijmjimmiijijij

              (3.4) 

( ) ∫∫∫ −
∂

∂
==

τττ

τδρτδρτδρδκ
000

000 dVVdVV
t

dVV
iiiiii

�����                          (3.5) 

10   ve ttt =  anında 0=
i

Vδ  ifadesinden yaralanarak, Denklem (3.5)’in [ ]10 , tt  zaman 

aralığı üzerinde integrali alınırsa, 

∫∫∫ −=
τ

τδρδκ
0

1

0

1

0 dVVdtdt
ii

t

t

t

to

��                                               (3.6) 

Denklem  (3.4) ve (3.5) yardımıyla Denklem (3.1) yeniden yazılarak, 

( ) 021 =+= JJJ δδ                                                     (3.7) 

Burada, 
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( )[ ]{ } 0ˆ
0

1

0

000,1 =−++= ∫∫
τ

τδρρδσδ dVhHVdtJ
mmmjimmiij

t

t

                       (3.8a) 

( ){ } 0ˆˆ
0

1

0

0,2 =Ω−+= ∫∫
Ωσ

δσδσδ dVnVdtJ
iijriirjr

t

t

                              (3.8b) 

Varyasyonlar 
i

Vδ  τ0  hacmi boyunca ve Ω0  sınırı üstünde, [ ]10 , tt  zaman aralığında 

keyfi olduklarından ancak Denklem (3.8a) ve (3.8b)’da yer alan  integrantta 

katsayılar teker teker sıfıra eşitlenmesi ile bulunur.. 

( )[ ] rrjirriij hHV ρρδσ 000,ˆ =++                                                  (3.9a) 

( )[ ] 0ˆ 0, =−+ rjirriij nV σδσ                                               (3.9b) 

ii VV =                                                              (3.10) 

Burada, 
r r

h V=
�

’dir. 

Denklem (3.9) ve Denklem (3.10), 3-boyutlu lineer olmayan elastisite terosinin 

verilen durumu için hareket denklemleri ve sınır koşullarıdır (Green ve Adkins, 

1960). 

Küçük birim uzamalar ve yer değiştirmeler için Piola-Kirchoff ijσ̂  ve Cauchy 

gerilme tansörleri ijσ  birbiriyle özdeştir ve Lagrange birim uzama tansörü ijε ’ye 

Denklem (2.49) yardımı ile indirgenir. 

3.1.2 Hamilton Prensibinin İnce Cidarlı Kirişlere Uygulanması 

3.1.2.1 Birim Uzama Fonksiyoneli 

Hamilton prensibinin uygulanması için, Denklem (3.1)’de verilen çeşitli 

büyüklüklerin incelenmesi gerekmektedir. 

İlk olarak, birim uzama enerjisi göz önüne alınır. 

∫=
τ

τεσ
0

ˆ
2

1
dW ijij                                                      (3.11) 

Kirişin hacim elemanı τd  Denklem (3.12)’de verilir. 

dndsdzd =τ                                                         (3.12) 

Denklem (2.76) ve (2.79)’le uyumlu olarak, 
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[ ]( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )}dndsdzn
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dndsdzW
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z C h
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∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

                              (3.13) 

Cidar kalınlığı üstünde integre edilerek kabuk gerilme bileşkeleri ve gerilme çiftleri 

aşağıda verildiği şekilde elde edilir. 

( ) ( ) ( )[

( ) ( ) ( )]dsdzNL

LNW

nznzszsznsz

z

z C

zzzznzzzznzzzz

010
sz

210

N      

2

1 2

1

γγδγ

εδεδε

+++

Γ++= ∫ ∫                                    (3.14) 

Bu denklem 2-boyutlu gerilme büyüklüklerini içerir ve yüksek mertebeden gerilme 

bileşeni zzΓ  ise aşağıda verilir. 

( ) ( ) ,,,1ˆ,,
2

2

2

∫
−

=Γ
h

h

zzzzzzzz dnnnLN σ                                       (3.15a) 

( ) ( ) ,,1ˆ,
2

2
∫

−

=
h

h

szszsz dnnLN σ                                              (3.15b) 

∫
−

=
2

2

ˆ
h

h

nznz dnN σ                                                      (3.15c) 

Denklem (2.77c)’de sonsuz küçüklükte yer değiştirmeleri için ( )2
zzε  kaybolması birim 

uzama enerjisinde zzΓ terimini önemsiz hale getirir. Denklem (2.77), (2.80) ve 

(2.81)’de verilen birim uzama büyüklükleri kullanılarak orta hat etrafında integral 

alınarak aşağıda verilen ifade bulunur. 

( ) ( )( ) ( )[

( )]]
( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )

( ) dzBM

vuQuvQ
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φφ
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             (3.16) 

Denklem (3.16)’da gösterilen 1-boyutlu gerilme büyüklükleri kabuk gerilme 

bileşkeleri ve gerilme çiftleri cinsinden ifade edilir. 
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( ) ∫=
C

zzz dsNtzT ,                                                     (3.17a) 

( ) ∫ 







+=

C

zntszx ds
ds

dy
N

ds

dx
NtzQ δ,                                       (3.17b) 

( ) ∫ 







−=

C

zntszy ds
ds

dx
N

ds

dy
NtzQ δ,                                      (3.17c) 

( ) ∫ 







+=

C

zznzzy ds
ds

dy
LxNtzM δ,                                       (3.17d) 

( ) ∫ 







−=

C

zznzzx ds
ds

dx
LyNtzM δ,                                       (3.17e) 

( ) ( )∫ +=
C

sznszcz dsLNtzM 2, δψδ                                       (3.17f) 

( ) ( ) ( )[ ]∫ −=
C

zztnzzw dsLsrNsFtzB δ,                                     (3.17g) 

( ) ( ) ( )[ ][ ]∫ Γ++−+−=Λ
C

zznzzppzzz dsrLyyxxNtz 2, 22                     (3.17h) 

Burulma fonksiyonu Denklem (3.17i)’de verilir. 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )∫

∫
=Ψ

sGsh

sd
sGsh

sdsr
s

sz

sz

n

                                         (3.17i) 

( )sGsz  sadece katman özellikleri s ile değişirken gereklidir (Rehfield, 1985).  

Eğer h ve szG  kiriş konturu etrafında sabit ise, 








 Ω
≡=Ψ

∫
∫

β

2

ds

dsrn
                                                   (3.17j) 

( )ds
C

∫ ⋅ , açık kesitli bir kiriş için uzunlamasına kesitler 1ss =  ve 2ss =  arasında orta 

hat üzerindeki eğrisel integrali, kapalı kesitli kiriş için ise tüm merkez hat konturunu 

çevreleyen bir integrali gösterir. İntegral ifadelerinin bu şekilde fiziksel 

karşılıklarının açıklanmasının ardından ifadelerde kolaylık sağlaması açısından 

( )ds
C

∫ ⋅  yerine ( )∫ ⋅ ds  kullanılacaktır. 

Denklem (3.17)’de yer alan zT  eksenel kuvveti; xQ  ve yQ  sırasıyla veter ve açıklık 

boyunca kesme kuvvetlerini, xM  ve yM  ise yine sırasıyla x ve y doğrultularındaki 
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eğilme momentlerini gösterir. zM  Saint-Venant burulma momenti, zzΓ  yüksek 

mertebeden burulma ile alakalı gerilme çiftini, wB  ise çarpılma burulması sırasındaki 

bimomenti ifade eder. Denklem (3.17g)’deki ifadede yer alan kabuk gerilme 

bileşkesi zzN  ve gerilme çifti zzΓ  için moment kolları sırasıyla birincil ve ikincil 

çarpılma fonksiyonlarında önemli rol oynar. Verilen büyüklüklerin birimleri Çizelge 

3.1’de özetlenmiştir. 

Çizelge 3.1 : Tanımlar ve boyutlar. 

 Tanım Boyut 

zT  Eksenel Kuvvet [ ]F  

xQ  Veter Boyunca Kesme Kuvveti [ ]F  

yQ  Flap boyunca Kesme Kuvveti [ ]F  

xM  x-Doğrultusundaki Eğilme Momenti [ ]FL  

yM  y-Doğrultusundaki Eğilme Momenti [ ]FL  

zM  Saint-Venant Burulma Momenti [ ]FL  
 

 

 

zΓ  
Yüksek Mertebe Gerilme Çiftleri 

Etkisindeki Burulma 
[ ]2FL  

wB  Çarpılma Burulması [ ]2FL  

Birim uzama enerji fonksiyonelindeki terimler Denklem (3.16)’de genelleştirilmiş 

kuvvet ve genelleştirilmiş birim uzamaların çarpımın şekilde gösterilir. Denklem 

(3.16), (3.17)’de verilen hat parametresi nδ , merkez hat kontur dışında sıfırdan farklı 

birim uzama bileşenleri tarafından meydana gelen terimleri ifade ederken  tδ  ve eδ  

büyüklükleri ise sırasıyla kesme etkili ve kesme etkisiz modeller için kullanılır. 

Kesme etkili model için 1=tδ  and 0=eδ  alınırken kesme etkisiz Euler-Bernoulli 

kirişi için 0=tδ  and 1=eδ olarak kullanılır. Birim uzamanın genelleştirilmesi 

Denklem (3.16)’da vurgulanırken, bazı özel durumlar için bu denklem kullanılarak 

gerekli ifadeler elde edilebilir. 

Denklem (3.14)’e geri dönerek genelleştirilmiş yer değiştirmelerin virtüel 

varyasyonu alınır ve kısmi integrasyon uygulanarak virtüel yer değiştirmeler 
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diferansiyel formlarından kurtulur. Kesme etkili kiriş modelinde birim uzama 

enerjisini elde etmek amacıyla, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[

( )]

( ) ( )

( ) ( ){ }[ ][
( ) ( ){ }

( ) ( ){ }
( )[

( )]

( ) ( ){ }[ ]{

( ) ( )[ ] }
( ){ }[ ] ( )[{

( ) ] }
( )[{[

( ) ] ( )[
( ) ] }

( )[ ]{
( ) ( )[ ]}

( )[ ]{
( ) ( ) } ]

21

2

1

2

1

,

x

p

0

r

z

0

0
nz

10210

sincos      

cossin      

cossin      

sincos      

cosM      

sincosy      

sin      

cos      

sincossin      

sincos      

sincos      

sin      

cos      

sincos      

sincos      

sincosT      

      

N        

zzzpxxyy

pppz

pxxyy

pppz

wrzzwrpyp

pxpyppp

ppppzyyxxz

pyy

xxpppz

pyyxx

pppzzzw

pxpypypx

pxpypypx

pypxpypx

ppppppppz

pppppppp

z

z

yxyxyxz

nz

z

z

szsznszszzzzznzzzznzzzz

vMQMQ

xyvT

uMQMQ

xyuT

BMBvMu

vMuMvxu

uxvyTMMwT

dzvMQ

MQxyvT

uMQMQ

xyuTMB

uQvQvMuM

vQuQuMvM

uMvMvMuM

yuxvxuyvT

xuyvxvyu

QMQMwT

dsdz

LNLNW

=
′+−′++

−′+′+

′−+′+−+

+′+′+

′−+′Λ+′+′−′+

′+′−′−′+

′+′++++

′′++

′+−+
′

−′+′+

′′+−′−+

′
+′+′+


′+

′′Λ+′′+

′+′+′′+′′−+

′−′+′′+′′+

′′+′+′−′−

′−′+′+′′−

′+′+′−′+

−′+−′+′−=

+

++Γ++=

∫

∫ ∫

δφφφφ

φφφ

δφφφφ

φφφ

φδδδφφδφ

φφ

φδθδθδ

δφφ

φφφφφ

δφφφφ

φφφδφφδ

φφφ

φφφ

φφ

φφφ

φφ

δθδθδ

δγ

δγδγδεδδεδδεδ

              (3.18) 

Kesme etkisiz kiriş modeli için ise xθ  ve yθ , ifadeleri yerine yazılır ve benzer 

şekilde virtüel varyasyon alınarak kısmi integrasyon ile virtüel yer değiştirmeler 

diferansiyel formlarından kurtulur. 

3.1.2.2 Kinetik Enerji 

Kirişin kinetik enerjisi, 

( )[ ]∫∫∫ ++= dndsdzwvuk

222
02

1
���ρκ                                       (3.19) 
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Denklem (3.1)’deki Hamilton fonksiyonelinde sadece ∫
1

0

t

t

Kdtδ  yer alır ve Denklem 

(3.6) yardımı ile, 

( )( )∫∫∫∫∫ ++−= dndsdzwwvvuudtdt k

t

t

t

t

δδδρδκ ������0

1

0

1

0

                           (3.20)  

Denklem (3.1), (3.5) ve (3.6)’yı kullanarak, virtüel yer değiştirmeler yerine yazılır. 

Kiriş cidar kalınlığı boyunca, kesitin merkez hat konturu çevresinde integral alınır. 

Gerekli olduğu durumlarda kısmi integrasyon uygulanarak aşağıda verilen denklem 

elde edilir. 

Denklem (3.21)’de yer alan iK  terimleri hem kesme etkili ve kesme etkisiz kiriş 

modeli için birleştirilerek Çizelge 3.2’de verilmiştir. 

( )

( )

([{
) ( ) ]} ]

( ) ([

) ]
21

1

0

1

0

1

,96

886

868

691045t

73682

861

sin              

cossincos              

sincos              

sincos              

sincosK              

sincos

zzzp

epe

t

t

ppp

pey

xtope

pe

t

t

t

t

KvK

KuKKdt

dzvKuKuK

vKKKKK

KwKvKK

uKKKdtdt

o

=
++

−−−−

′+′−′−

′−′−+++

++




 ′

+++








 ′

−+−=

∫

∫∫∫

δφδφ

φδδφφδ

δφφφ

δφφδθδ

δθδδδφφδ

δφφδδκ

            (3.21a) 

Burada, 

( ) φφφφφ cossin 2��� +=A                                               (3.21b) 

( ) φφφφφ sincos 2��� −=B                                               (3.21c) 

T  ve S  kesme etkisiz modelde sırasıyla xθ��  ve yθ�� ’yi belirtir ve Denklem (2.82)’de 

verilmiştir. 

φφφφφφφφ

φφφφφφ

cossin2cossinsin     

cos2sincos

2

2

ppppp

ppp

vvvvu

uuuT

′−′+′+′+′+

′+′−′≡

���������

�����

                (3.22a) 

φφφφφ

φφφφφφφφ

cossin2cos     

sinsincos2cossin

2

2

ppp

ppppp

uuu

uvvvvS

′−′+′+

′+′−′−′−′≡

�����

�������

                 (3.22b) 

İndirgenmiş kütle terimleri iB  ( )15,1=i  aşağıdaki şekilde tanımlanır. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( )( ) }XYXYXYFXFYFFyYxX

xXyYxXyYBBB

pp

pppp

,,,,,,,,,                       

,,,,,1,...,

222

22
01521

−−

−−−−= ∫∫ ρ
            (3.23) 

Çizelge 3.2 : Atalet terimlerinin açık halleri. 

1K  ( ) ( )φφ BBABuB p 231 −−��  

2K  ( ) ( )φφ ABBBvB p 231 −+��  

3K  ( ) ( ) φδθδδθδ ′−++++ �������� 7121101 BSBTBwB eytext  

4K  ( ) ( )φBBBuBvB pp 5423 ++− ����  

65 KK =  ( ) ( ) φδθδδθδ ′−++++ �������� 91415012 BSBTBwB eytext  

87 KK =  ( ) ( ) φδθδδθδ ′−++++ �������� 81513011 BSBTBwB eytext  

9K  ( ) ( )[ ]φδθδδθδ ′−++++− �������� 109807 BSBTBwB eytext  

10K  [ ] ( ) ( )φABBvBuB pp 5423 +++− ����  

Burada ( )snFF ,=  bütününde görülen çarpılma fonksiyonudur ve Denklem 

(2.47)’de açık ve kapalı kesitli kiriş için birleştirilmiş formda verilmiştir. Denklem 

(2.21)’de gösterilen X  ve Y ise kesit merkez hat kontur dışındaki noktaların 

koordinatlarıdır. 

Simetrik katmanlı bir kirişte 0== PP yx  olur ve Denklem (2.21)’in yardımı ile iB  

Denklem (3.23) sadeleşerek aşağıdaki formu alır. 

615514413312211

181010179916887713

6615551444332211

,,,,

,,,,,

,,,,,

BBBBBBBBBB

bbBbbBbbBbBnb

bBbbBbbBbBbBbB

nnn

nn

=====

+=−=+==−

=+=+====

δδδδ

δδ

          (3.24a) 

Burada, 

( )

[ ]

( ) dsr
ds

dy

ds

dx
r

ds

dx
r

ds

dx

ds

dy

ds

dx
mbbb

dsdsdydsdxFFxFyFxyxyxym

bbbbbbbb

ttt




































=

=

∫

∫

2
t

2

2181413

222
0

12111054321

,r,,,,,...,,

,,,,,,,,,,,,1

,,,...,,,,,

           (3.24b) 

Bu denklemlerde indirgenmiş 0m  ve 2m  terimleri verildiği gibi tanımlanır. 

( ) ( ) ( )
( )

( )

∑ ∫
=

−

=
N

k

h

h

k

k

k

dnnmm
1

2
020

1

,1, ρ                                          (3.25) 
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3.1.2.3 Dış Yükler ve Bünye Yükleri ile Yapılan İş 

Bu çalışmada yer alan, yapının kendi ağırlığı altındaki dinamik analizi olması, başka 

bir deyişle herhangi bir dış yük etkisinde kalmamasına rağmen, bir bütünlük 

sağlamak amacıyla hareket denklemlerine dışı yükün etkisi de dahil edilecektir. 

Orta yüzeyde birim alana etkiyen yayılı zyx qqq ,,  yüklerine, kiriş kesiti birim alana 

etkiyen korunumlu yüzey zyx ttt ,,  yüklerine ve birim kütleye etkiyen 

zyx HHH ,, bünye yüklerine maruz kalan bir kiriş düşünülsün (açık kesitli kirişlerde 

yüzey yükleri zyx ttt ˆ,ˆ,ˆ  olarak 1ss =  ve 2ss = ’de uzunlamasına kesitlerde birim 

alana etkir). Bütün bu büyüklüklerin alan üzerinde deforme olmuş kiriş 

konfigürasyonuna veya deforme olmamış kirişte hacim üzerinde etkidikleri 

varsayılır. Denklem (3.1)’de yer alan son iki terim, bu kuvvetler tarafından yapılan 

iştir ve aşağıdaki şekilde ifade edilir.  

( ) ( )

( ) ( )∫∫∫∫

∫∫∫ ∫∫

==
++++++

+++++=

dndzwtvtutndsdnwtvtut

dsdzwqvquqdsdndzwHvHuHJ

ssszyxszzzzyx

zyxzyx

2121 ,0,z

0

ˆˆˆn     δ

ρ
       (3.26) 

Burada, orta hat noktaları için yer değiştirme büyüklükleri süperpoze edilirken zn  ve 

sn  ise aşağıdaki şekilde tanımlanır. 









=

=−

=

0    da ya      

 de'1      

 de'1   

2

1

zz

zz

nz   








=

=−

=

0    da ya      

de'1      

 de'1   

2

1

ss

ss

ns                               (3.27) 

1zz =  ve 2zz =  burada kiriş kesitinin uçlarıdır. Hat parametresi 0δ  kirişin açık veya 

kapalı kesitli olmasına göre sırasıyla 0 veya 1 değerini alır. Denklem (2.69) ve (3.26) 

göz önüne alınarak u , v  ve w ’nun varyasyonları alınarak integral bulunur ve 

büyüklükleri diferansiyel formdan kurtarmak için kısmi integrasyon yapılarak 

aşağıdaki ifade elde edilir. 

321 JJJJ δδδδ ++=                                                   (3.28) 

Burada, 

([

) ]dz

mmmmwpvpupJ

z

z

wzyyxxzpypx

δφφλ

φδθδθδδδδ

sin        

cos

T

01

2

1

+

′++++++= ∫          (3.29a) 
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({
) }

21 ,0

02

ˆsin        

cos

zzzwwT

zyyxxzpypxz

Bm

MMMwTuQuQnJ

=
′−−Γ+

+++++=

φδδφδφ

φδθδθδδδδ
          (3.29b) 

([

) ]dz

mmmmwpvpupJ

z

z

wzyyxxzpypx

δφφλ

φδθδθδδδδδ

sinˆ        

ˆcosˆˆˆˆˆˆ

T

003

2

1

+

′++++++= ∫        (3.29c) 

Burada ( )tzpx , , ( )tzp y , , ( )tzpz , , ( )tzmx , , ( )tzm y , , ( )tzmz , , ( )tz,Γλ , ( )tzm ,ϕ  ve 

deforme olmamış kiriş için birim açıklık boyunca ölçülmüş efektif dış yüklere ve 

bünye yüklerine ve çiftlerine bununla birlikte açık kesitli kirişler için uzunlamasına 

kenarlardaki yüzey yüklerine bağlı olarak bunların eşleri bir inceltme işareti ile 

gösterilirler. 1-boyutlu genelleştirilmiş yükler aşağıda verildiği şekilde ifade edilir. 

( ) ∫∫∫ += dsdnHdsqtzp xxx ,                                           (3.30a) 

( ) ∫∫∫ += dsdnHdsqtzp yyy ,                                          (3.30b) 

( ) ∫∫∫ += dsdnHdsqtzp zzz ,                                           (3.30c) 

( ) ∫∫∫ += YdsdnHydsqtzm zzx ,                                        (3.30d) 

( ) ∫∫∫ += XdsdnHxdsqtzm zzy ,                                        (3.30e) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫∫∫ −−−+−−−= dsdnyYHxXHdsyyqxxqtzm pxpypxpyz ,    (3.30f) 

( ) ∫∫∫ += FdsdnHdsFqtzm zzw ,                                       (3.30g) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫∫∫ −+−−−+−−= dsdnyYHxXHdsyyqxxqtz pypxpypxT ,λ   (3.30h) 

Kenar yükleri, 

( ) [ ]∫ =
= dntttnppp

ssszyxszyx
21 ,

ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆ                                      (3.30i) 

 

( ) [ ( ) ( )

( ) ( )] dnyYtxXt

FtyYtxXtXtYtnmmmm

ssspypx

zpxpyzzsTwzyx

21 ,
ˆˆ                                    

,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

=
−+−

−−−=− ∫λ
           (3.30j) 

( ) ( )∫∫= dsdntttQQT yxzyxz ,,,,                                         (3.30k) 

( ) ( )∫∫= dsdnFXYtBMM zwyx ,,,,                                     (3.30l) 

( ) ( )[ ]∫∫ −−−= dsdnyYtxXtM pxpyz                                  (3.30m) 

( ) ( )[ ]∫∫ −+−−=Γ dsdnyYtxXt pypxT                                   (3.30n) 
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Bu denklemlerde ( )dsdynxX +=  ve ( )dsdxnyY −=  ifadeleri kiriş orta hat çizgisi 

dışındaki noktaların koordinatları iken ( )( )sFF ≡  ve ( )( )snFF ,≡  ise sırasıyla 

birincil ve toplam çarpılma fonksiyonlarıdır. 

3.1.3 Hareket Denklemleri 

Hareket denklemleri ve sınır koşulları Denklem (3.18), (3.19) ve (3.21)’i varyasyonel 

formdaki Denklem (3.1)’de yerine yazıp virtüel genelleştirilmiş yer değiştirmelerin 

katsayıları bir araya toplanarak ayrı ayrı sıfıra eşitlenmesi ile elde edilir. Bu şekilde 

belirlenen hareket denklemleri aşağıda verilmiştir. 

( ){ }[ ] ( )[

( ) ] ,0ˆsin       

cossincos:

01 =++−
′′+−

′−+
′

+′+′

xxyy

xxpppzp

ppKMQ

MQxyuTu

δφφ

φφφφφδ
                 (3.31a) 

( ){ }[ ] ( )[

( ) ] ,0ˆcos       

sincossin:

02 =++−
′′+−

′+−+
′

−′+′

yyyy

xxpppzp

ppKMQ

MQxyvTv

δφφ

φφφφφδ
                (3.31b) 

,0ˆ: 030 =++−′
zzz ppKTw δδ                                         (3.31c) 

,0ˆ: 07 =++−−′
xzxyxx mmKQM δδθ                                     (3.31d) 

,0ˆ: 05 =++−−′
yyxyy mmKQM δδθ                                   (3.31e) 

( ) ( ){ }[ ]
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
( )[

( )]

( )

( ) 0ˆsinˆcosˆsin      

cossincos      

sin      

cos      

sincos      

sincos      

sincos:

0

9104

=+++′++

+′+−−′+
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′+′+′′+′′−+

′−′+′′+′′+

′′+′+′−′−

′−′+′+′′−

′′+′+′−′

wTzwT

zzzwr

pxpypypx

pxpypypx

pypxpypx

ppppppppz

ppppppppz

mmm

mKKKMB

uQvQvMuM

vQuQuMvM

uMvMvMuM

yuxvxuyvT

xuyvxvyuT

φλφδφλ

φφφφδ

φφφ

φφφ

φφ

φφφ

φφδφ

           (3.31f) 

Denklem (3.31)’de görüldüğü üzere açık kesitli kirişler için uzunlamasına kenarlara 

etkiyen statik olarak eş çizgi yükleri şeklinde gözüken yüzey kuvvetleri hareket 

denklemleri içinde kaybolmuştur. Bu kapsam varyasyonel bir uyum ile yapılmıştır. 

Kapalı kesitli kirişler için Denklem (3.30)’da 00 =δ  alınarak ve ( )ds∫ ⋅  integrali 

( )ds∫ ⋅  integraline dönüştürülerek hareket denklemleri elde edilir. 
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3.1.4 Sınır Koşulları 

Denklem (3.18), (3.19) ve (3.21)’de verilen φδδφδθδθδδδ ′  ve,,,,, 0 yxPP wvu  

terimlerinin integral formunda olmayan katsayıları ayrı ayrı sıfıra eşitlenerek 

21 , zzz = ’deki sınır koşulları aşağıdaki şekilde bulunur. 

( ){ } ( ){
( ) } ,cos      

sinsincos    veya,

xzxy

yypppzpp

QnMQ

MQxyuTuu

=′−+

′+−++′+′=

φφ

φφφφφ
        (3.32a) 

( ){ } ( ){
( ) } ,sin      

coscossin    veya,

yzxx

yypppzpp

QnMQ

MQxyvTvv

=′+−

′++−′+′=

φφ

φφφφφ
          (3.32b) 

xzxxx MnM ==     veyaθθ                                            (3.32c) 

yzyyy MnM ==     veyaθθ                                            (3.32d) 

( ) ( ){ } ({
) ( )}

( )wTzzwz

zwrpypxpx

pyppppppppz

mMnmKM

BvMuMvM

uMvxuyuxvyTw

ˆsincos       

cos       

sincossin    veya

09

0

δφφ

φδφ

φφφ

−Γ+=++

′Λ+′+′−′+′+

′−′−′+′+′=

      (3.32e) 

wzw BnB =
′

=′     veyaφφ                                              (3.32f) 

3.1.5 Kesme Etkisiz Kiriş Modeli  

Denklem (2.82)’de verilen enlemesine kesme etkileri yx veθθ    ihmal edilir ve 

aşağıdaki ifade bulunur. 

Hareket Denklemleri: 

( ){ }[ ] ( )

( ) ( )

( ) ,0cosˆsinˆˆ       

sincoscossin       

cossinsincos:

00

861

=
′

−−++

′
−−−


′−+


 ″

−−
′

+′+′

φφδδ

φφφφ

φφφφφδ

yxxx

yx

yxpppzp

mmpp

KKKmm

MMxyuTu

            (3.33a) 

( ){ }[ ] ( )

( ) ( )

( ) ,0sinˆcosˆˆ       

sincossincos       

sincoscossin:

00

682

=
′

++++

′
+−−


′++


 ″

++
′

−′+′

φφδδ

φφφφ

φφφφφδ

yxxx

yx

yxpppzp

mmpp

KKKmm

MMxyvTv

            (3.33b) 

,0ˆ: 030 =++−′
zzz ppKTw δδ                                         (3.33c) 
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( ) ( ){ }[ ]
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( )
( ) ( )[ ]

( )[
( )] {
( ) ( )} 0ˆˆsinˆˆcos      

ˆsinˆcosˆsin      

cossincos      

sincos      

sincos      

sincos      

sincos      

sincos:

0

8686

9104

=′+′+′−′+

+++′+′+

′−′+′+++

′+′−′−′+

′+−−′+
′′Λ+′′+

′′′+′′+′′−′′−

′−′+′+′′−

′′+′+′−′

pypxpypx

wTzpypx

pypxwTz

pppp

zzwr

pypxpypx

ppppppppz

ppppppppz

umvmvmum

mmumvm

vmummm

vKuKuKvK

KKKMB

uMvMvMuM

yuxvxuyvT

xuyvxvyuT

φφ

φλφδφ

φφλφ

φφ

φφφδ

φφ

φφφ

φφδφ

                   (3.33d) 

21 , zzz = ’deki sınır koşulları 

( ){ } ( )
( ) ( ) (

) ,cosˆ      

sinˆcossinsincos      

cossinsincos    veya

086

xzy

xyx

yxpppzpp

Qnm

mmmKK

MMxyuTuu

=−

−−−−−

′
−−+′+′=

φ

φδφφφφ

φφφφφ

       (3.34a) 

( ){ } ( )
( ) ( ) (

) ,sinˆ      

cosˆsincossincos      

sincoscossin    veya

068

yzy

xyx

yxpppzpp

Qnm

mmmKK

MMxyvTvv

=+

++++−

′
++−′+′=

φ

φδφφφφ

φφφφφ

        (3.34b) 

( ) ( )[ ] 0cossin    veya =+−+′=′
yzyxzxpp MnMMnMuu φφ                (3.34c) 

( ) ( )[ ] 0cossin    veya =+++′=′
xzxyzypp MnMMnMuv φφ                (3.34d) 

zzzo TnTww ==     veya0                                             (3.34e) 

( ) ( ){ }
({

) ( )}
( ) 0ˆsincos               

cossin               

               

cossinor    

0

9

=−Γ+−

′−′+′+

′++++′Λ+′+

′−′+′+′=

wTzz

pypxpx

pyzwzzwr

ppppppppz

mMn

vMuMvM

uMnmKMB

vxuyuxvyT

δφφ

φφ

φδ

φφφφ

                     (3.34f) 

wrzwrrr BnB δδφδφδ =′=′     veya                                      (3.34g) 

Enlemesine kesme etkilerinin ihmal edilse de edilmese yedi sınır koşulu ile on dört 

hareket denklemi elde edilmedir (Polillo ve diğerleri, 1998). Serbest çarpılma 

modelinde ise her uçta 6 tane sınır koşulu bulunurken, sistem on ikinci derecedendir. 

Lineer formülasyon, lineer olmayan denklemlere φφ ≈sin  ve 1cos ≈φ  yaklaşımları 

yapılarak enerji ifadeleri benzer şekilde çıkarılır ve hareket denklemleri elde edilir. 
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3.2 Yer Değiştirme Formülasyonu 

İnce cidarlı kiriş teorisinde gerilme-birim uzama ilişkileri çeşitli büyüklükler 

kullanılarak yazılabilir. Bunlardan en uygun gösterim şekli olan yer değiştirmeler 

cinsinden ifadesidir. Bu yüzden yukarıda elde edilen hareket denklemleri bu bölümde 

yer değiştirme terimleri ile ifade edilecektir. 

Anisotropik kesme etkili kirişlerde 1-boyutlu yer değiştirme büyüklükleri 

yxPP wvu θθ ,,,, 0  ve φ ’dir. Sistemin uygun diferansiyel denklemlerini belirlemek 

için aşağıda fiziksel anlamları ile yer alan ifadelerden yaralanılır (Çizelge 3.3). 

Çizelge 3.3 : Katılık büyüklükleri, tanımlar ve boyutlar. 

Katılık Tanım 
İçerdiği 
etkileşim 

Boyut 

11a  ∫ dsK11  Eksenel Uzama [ ]F  

12a  ( )[ ]∫ + dsdsdyKxK 1411  
Eksenel uzama-
veter boyunca 

eğilme 
[ ]LF.  

13a  ( )[ ]∫ − dsdsdxKyK 1411  
Eksenel uzama-
veter boyunca 

eğilme 
[ ]LF.  

14a  ( )∫ dsdsdxK12  Eksenel uzama-
flaplama 

[ ]LF.  

15a  ( )∫ dsdsdyK12  
Eksenel uzama-
veter boyunca 

enlemesine kesme 
[ ]F  

16a  [ ]∫ − dsrKFK t1411  Eksenel uzama-
çarpılma 

[ ]F  

17a  ∫ dsK13  Eksenel uzama-
burulma [ ]2.LF  

22a  ( ) ( )[ ]∫ −+ dsdsdyKdsdyxKxK
2

4414
2

11 2  Veter boyunca 
eğilme 

[ ]LF.  

23a  
( ) ( )[

( )( )]dsdsdxdsdyK

dsdyyKdsdxxKxyK

44

141411

    −

−−∫  Veter boyunca 
eğilme-flaplama [ ]2.LF  

24a  ( ) ( )( )[ ]∫ + dsdsdydsdxKdsdxxK 2412  

Veter boyunca 
eğilme-veter 

boyunca 
enlemesine kesme 

[ ]LF.  

25a  ( ) ( )[ ]∫ + dsdsdyKdsdyxK
2

2412  

Veter boyunca 
eğilme-flap 

boyunca 
enlemesine kesme 

[ ]LF.  

26a  
( )[

( )]dsdsdyrK

dsdyFKxrKxFK

t

t

44

141411

    −

−−∫  Veter boyunca 
eğilme-çarpılma [ ]3.LF  

27a  ( )[ ]∫ + dsdsdyKxK 4313  Veter boyunca 
eğilme-burulma [ ]2.LF  
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Çizelge 3.3: Katılık büyüklükleri, tanımlar ve boyutlar (devamı). 

Katılık Tanım Etkileşim Boyut 

33a  ( ) ( )[ ]∫ ++ dsdsdxKdsdxyKyK
2

4414
2

11 2  Flaplama [ ]2.LF  

34a  ( ) ( )[ ]∫ − dsdsdxKdsdxyK
2

2412  

Flaplama-veter 
boyunca 

enlemesine 
kesme 

[ ]LF.  

35a  ( ) ( )( )[ ]∫ − dsdsdydsdxKdsdyyK 2412  

Flaplama-flap 
boyunca 

enlemesine 
kesme 

[ ]LF.  

36a  
( )[

( )]dsdsdxrK

dsdxFKyrKyFK

t

t

44

141411

    +

−−∫  Flaplama 
çarpılması [ ]3.LF  

37a  ( )[ ]∫ − dsdsdxKyK 4313  Flaplama-
burulma [ ]2.LF  

44a  ( ) ( )[ ]∫ − dsdsdyAdsdxK
2

44

2

22  
Veter boyuca 
enlemesine 

kesme 
[ ]F  

45a  ( )( ) ( )( )[ ]∫ − dsdsdxdsdyAdsdydsdxK 4422  

Veter boyuca 
enlemesine 
kesme-flap 

boyunca 
enlemesine 

kesme 

[ ]F  

46a  ( ) ( )[ ]∫ − dsdsdxrKdsdxFK t2421  

Veter boyuca 
enlemesine 

kesme 
çarpılması 

[ ]2.LF  

47a  ( )∫ dsdsdyK 23  
Veter boyuca 
enlemesine 

kesme burulması 
[ ]LF.  

55a  ( ) ( )[ ]∫ + dsdsdxAdsdyK
2

44

2

22  
Flap boyuca 
enlemesine 

kesme 
[ ]F  

56a  ( ) ( )[ ]∫ − dsdsdyrKdsdyFK t2421  

Veter boyuca 
enlemesine 

kesme 
çarpılması 

[ ]2.LF  

57a  ( )∫ dsdsdxK 23  

Veter boyuca 
enlemesine 

kesme 
burulması 

[ ]LF.  

66a  [ ]dsrKFrKFK tt

2

4414
2

11 2 +−∫  Çarpılma [ ]4.LF  

67a  ( )dsrKFK t∫ − 4313  Çarpılma-
burulma 

[ ]3.LF  

77a  ∫∫ + dsKdsKc 5323 2ψδ  burulma [ ]2.LF  

Denklem (3.33a-d)’de denge/hareket denklemleri verilmişti. 1-boyutlu gerilme 

bileşkeleri ve gerilme çiftleri, 1-boyutlu birim uzamalar ile ilişkilendiren bünye 
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denklemleri ve birim uzama bileşenlerinden 1-boyutlu yer değiştirme büyüklüklerine 

geçişi ifade eden kinematik denklemler kullanılarak yer değiştirmeler cinsinden 

hareket denklemleri elde edilmeye çalışılır. 

Kesme etkili kiriş teorisi için açıklık olan z  doğrultusu boyunca kiriş özeliklerinin 

sabit olmadığı ve yayılma etkilerinin ihmal edildiği kabulü ile elde edilen hareket 

denklemleri aşağıdaki yer alır. 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) 301716

151413120110

ˆa-         

aaa  :

Kppa

vauaww

zz

xPyPxy

=+
′′+

′′′

′
+′+

′
+′+

′′+
′′+

′′

δφφ

θθθθδ
          (3.34a) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) ( )
( ) 50474625

4443420412726

25242322021

ˆa-         

aaaa-         

aaa  :

Kmmava

uawa

vauaw

yyxP

yPxy

xPyPxyy

=++′−′′++′

+′−′−′−′−
′′+

′′′

′
+′+

′
+′+

′′+
′′+

′′

δφφθ

θθθφφ

θθθθδθ

         (3.34b) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) ( )
( ) 70575655

5453520513736

35343332031

ˆa-         

aaaa-         

aaa  :

Kmmava

uawa

vauaw

xxxP

yPxy

xPyPxyx

=++′−′′++′

+′−′−′−′−
′′+

′′′

′
+′+

′
+′+

′′+
′′+

′′

δφφθ

θθθφφ

θθθθδθ

         (3.34c) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) 104746

45444342041

ˆa-         

aaa  :

Kppa

vauawu

xx

xPyPxyP

=++
′′+

′′′

′
+′+

′
+′+

′′+
′′+

′′

δφφ

θθθθδ
         (3.34d) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) 205756

55545352051

ˆa-         

aaa  :

Kppa

vauawv

yy

xPyPxyP

=++
′′+

′′′

′
+′+

′
+′+

′′+
′′+

′′

δφφ

θθθθδ
         (3.34e) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ] ( ) ( )
( ) 940

777675

7473720716766

65646362061

ˆˆ         

a-         

aaaa-         

aaa  :   

KKmm

mmava

uawa

vauaw

wz

wzxP

yPxy

xPyPxy

′−=′+

′++
′′−

′′′+
′

+′

′
+′−

′′−
′′−

′′−
″′+

″′′

″
+′+

″
+′+

″′+
″′+

″′

δ

φφθ

θθθφφ

θθθθδφ

     (3.34f) 

Sınır koşulları da aynı terimler ile aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

( ) ( )

zz

xPyPyy

Tna

vauaww

=′+′′

+′++′+
′′+′+′

φφ

θθθθδ

1716

151412120110

a-         

aaa  :
                  (3.35a) 
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( ) ( )

yz

xPyPxyy

Mna

vauaw

=′+′′

+′++′+′+′+′

φφ

θθθθδθ

2726

25242322021

a-         

aaa  :
                  (3.35b) 

( ) ( )

xz

xPyPxyx

Mna

vauaw

=′+′′

+′++′+′+′+′

φφ

θθθθδθ

3736

35343332031

a-         

aaa  :
                   (3.35c) 

( ) ( )

xz

xPyPxyP

Qna

vauawu

=′+′′

+′++′+′+′+′

φφ

θθθθδ

4746

45444342041

a-         

aaa  :
                 (3.35d) 

( ) ( )

yz

xPyPxyP

Qna

vauawv

=′+′′

+′++′+′+′+′

φφ

θθθθδ

5756

55545352051

a-         

aaa  :
                   (3.35e) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) ( )
( ) ( )wzzxP

yPxy

xPyPxy

mMnKava

uawa

vauaw

ˆa -         

aaaa-         

aaa  :   

09777675

7473720716766

65646362061

δφφθ

θθθφφ

θθθθδφ

−=+′−′′++′

+′−′−′−′−
′′+

′′′

′
+′+

′
+′+

′′+
′′+

′′

         (3.35f) 

( ) ( )

wzr

xPyPxyr

Bna

vauaw

δφφ

θθθθφδ

=′+′′

+′++′+′+′+′′

6766

65646362061

a-         

aaa  : 
                  (3.35g) 

Geometrik sınır koşulları ise aşağıda verilmiştir. 

PP uu ~= ; PP vv ~= ; 00
~ww = ; xx θθ

~
=                                  (3.36a-d) 

yy θθ
~

= ; φφ
~

= ;  φδφδ
~
′=′

rr                                       (3.36e-g) 

Yukarıda elde edilen hareket denklemleri ve sınır koşulları, enlemesine kesme, 

çarpılma kısıtı içeren ve açıklık boyunca kesitin sabit kalmadığı anisotropik 

kompozit ince cidarlı bir kiriş içindir. Elde edilen hareket denklemleri ve geometrik 

sınır koşulları Song (1990), Librescu ve Song (1991, 1992) ve Song ve Librescu 

(1993) tarafından elde edilmiş olan genelleştirilmiş denklemlerdir. 

3.2.1 Kesme Etkisiz Kiriş Modeli için Hareket Denklemleri 

Bu teoride daha öncede belirtildiği gibi enlemesine kesme etkileri dikkate alınmaz. 

Denklem (3.35b) ve (3.35c)’deki ( )yPua θ+′44  ve ( )xPva θ+′
55  terimlerinde 

Py u ′−⇒θ  ve Px v′⇒θ  hareket denklemlerinde yerlerine yazılarak, Euler-Bernoulli 

kirişi denklemleri bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )5100

27260212322

ˆˆ         

aaaa  :

KKmmpp

awvuu

yyxx

PPP

′+−+++=

″′−
″′′+

″′−
″′′+

″′′

δδ

φφδ
                  (3.37a) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )7200

37360313332

ˆˆ         

aaaa  :

KKmmpp

awvuv

xxyy

PPP

′+−+++=

″′−
″′′+

″′−
″′′+

″′′

δδ

φφδ
                  (3.37b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 30

171613120110

ˆ         

aaaa  :

Kpp

avuww

zz

PP

++−=

′′+
″′′−

′′′−
′′′−

′′

δ

φφδ
                    (3.37c) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )940

73720716362

06177766766

ˆˆ -         

aaaaa         

aaa-  :   

KKmmmm

vuwvu

waa

wzwz

PPPP

′−+′+′+−=

′′′−
′′′−

′′+
″′′−

″′′−

″′+
′′−

′′′+
″′+

″′′

δ

φφφφδφ

                 (3.37d) 

Sınır Koşulları 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0    veyaˆ         

aaaa

50

27260212322

=−=++−

′′−
′′′+

′′−
′′′+

′′′

Pxzyy

PP

δuQnKmm

awvu

δ

φφ
                        (3.38a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0    veyaˆ         

aaaa

70

37360313332

=−=++−

′′−
′′′+

′′−
′′′+

′′′

Pyzxx

PP

δvQnKmm

awvu

δ

φφ
                        (3.38b) 

0    veyaaaaa 27260212322 =′−=′−′′+′−′′+′′
PyzPP uδMnawvu φφ               (3.38c) 

0    veyaaaaa 37360313332 =′−=′−′′+′−′′+′′
PxzPP vδMnawvu φφ               (3.38d) 

0     veyaaaaa 017161312011 ==′+′′−′′−′′−′ δwTnavuw zzPP φφ                 (3.38e) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0     veyaˆ aaa         

aaaaa-

097372071

636206177766766

=−+−=′′−′′−′+

′′′−′′−
′′+′−′′+

′′+
′′′

φδ

φφφφ

δmMnKvuw

vuwaa

wzzPP

PP         (3.38f) 

0     veyaaaaa- 06163626766 =′=′+′′−′′+′+′′ φδδφφ δBnwvua rwzrPP            (3.38g) 

Görüldüğü üzere kesme etkilerinin ihmal edildiği modelde de hareket denklemleri 

mertebesi ve sınır koşulları aynı kalmaktadır. 

Başka özel bir durum ise serbest çarpılma modelidir. Bu modelin denklem sistemi on 

dördüncü mertebeden on ikinci mertebeye düşer ve her kenarda altı sınır koşulu 

vardır. 

Hem kesme etkili hem de kesme etkisiz model için çıkarılan hareket denklemleri 

açık veya kapalı kesitli kirişler için kullanılabilir haldedir. Fakat hangi durum söz 

konusu ise, dikkatlice incelenerek ija  katılık büyüklükleri ve kuvvet terimleri hatasız 

belirlenmelidir. 
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4.  SERBEST TİTREŞİM 

Elyaflarla güçlendirilmiş kompozit malzemelerden yapılmış ince cidarlı kirişler 

yüksek mukavemet/ağırlık ve yüksek katılık/ağırlık oranları ile uçak, uzay araçları, 

helikopter palaları ve gelişmiş birçok sistem tasarımda önemli bir rol oynar. Bu tür 

kompozit malzemelerin doğrultusal özelliklerinden kaynaklanan çeşitli elastik 

etkileşimler sayesinde yapının istenen statik ve dinamik cevabını üretmesi ve 

geliştirmesi sağlanabilir. Bu amaçla kompozit malzemelerdeki liflerin doğasından 

kaynaklanan doğrultularının sebep olduğu anisotropik özellik kirişin serbest titreşim 

karakteristiğini geliştirmede kullanılacaktır. Bu bölümde ise anisotropik kapalı kesitli 

ince/kalın cidarlı kirişlerin serbest titreşimi incelenecektir. 

Problemin pratik önemine rağmen bu alanda yapılan çalışmalar oldukça azdır. Kısaca 

yapılan çalışmalar kirişlerin malzemelerine göre sınıflandırılırsa, kapalı kesitli 

metalik ince cidarlı kirişlerin dinamik davranışının Budiansky ve Kruszewski (1952), 

Gay ve Boudet (1980), Rehfield (1990) ve Bishop (1983) ve diğerleri tarafından 

yapılmıştır. Armanios ve Badir (1995), Song ve Librescu (1991, 1993, 1995, 1996, 

1997), Librescu ve diğerleri (1993, 1996), Librescu ve Na (1997, 1998, 2001), Na ve 

Librescu (1999), Qin ve Librescu (2001, 2002) ve Song ve diğerleri (2001, 2002) 

tarafından ise ince cidarlı kompozit kirişlerin dinamik davranışı araştırılmıştır. 

Enlemesine kesmenin dâhil edilmesi ile kiriş teorisi, 1.0<lhmaks  ve 1.0>lhmaks  

ifadesini gerçekleyen hem ince hem de kalın cidarlı kirişlere uygulanabilir hale 

getirmiştir.  

4.1 İki Yapısal Etkileşim Konfigürasyonu 

Bu bölüm yapısal özel etkileşimlere sahip iki konfigürasyonu inceler. İlk olarak 

Rehfield ve Atılgan (1989) tarafından uygulanan biri Çevresel Sabit Katılığa sahip 

(circumferentially uniform stiffness) ve Çevresel Asimetrik Katılığa sahip 

(circumferentially asymmetric stiffness) konfigürasyonlardır. Katman açılarının z-

eksenine yönelimlerine göre uygulanabilir durumda olan bu iki konfigürasyon 
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ilerideki bölümlerde İngilizcede yer alan kısaltmaları olan CUS ve CAS olarak 

kullanılacaktır. 

4.1.1 CUS Konfigürasyonu 

İnce cidarlı dikdörtgen kesite sahip bir kiriş için katman elyaf yönelimi sırasıyla üst, 

alt ve yan yüzeylerinde ( ) ( )yy −= θθ  ve ( ) ( )xx −= θθ  şeklinde olur. Şekil 4.1’de 

ayrıntılı olarak gösterilmiştir. 

 

Şekil 4.1 : CUS konfigürasyonu. 

CUS konfigürasyonu için 4536,2616 ,, CCCC  katılık büyüklükleri hem karşı elemanlar 

için hem de kompozit malzemenin [ ]A  ve [ ]D  matris bileşenlerini için aynı işaretle 

hesaplanır. Eksenel, eksenel-elastiklik ve elastik katılık büyüklükleri sırasıyla ijA , 

ijB  ve ijD  kesit hat kalınlığı boyunca sabittir, bu nedenle üst ve alt yüzeylerde 

modifiye olmuş lokal katılık büyüklükleri aşağıda verilen Denklem (4.1)’i sağlarlar. 

( ) ( )yKyK ijij −= ; ( ) ( )xKxK ijij −=                                       (4.1) 

Bu denklemler ve simetrik sınır koşulları birçok global katılık elemanları ija ’yi sıfır 

yapar. 

0     67575647

464537363527262423161514

=====

===========

aaaa

aaaaaaaaaaaa
          (4.2a) 

( )[ ] 0,,,,1 =∫ dsrFdsdxyx t  ( )[ ] 0,,,,1 =∫ dsrFdsdyxy t                     (4.2b) 
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( ) ( )[ ] 0,,,1 =∫ dsrFdsdydsdx t                                          (4.2c) 

( ) ( )[ ] 0,,,1 =∫ dsrFdsdxdsdy t                                          (4.2d) 

( ) 0, =∫ dsrF t                                                        (4.2e) 

Sonuç olarak CUS konfigürasyonunda doğrudan katılık büyüklükleri 

,,,,,,, 77665544332211 aaaaaaa ile çapraz katılık büyüklükleri 2517 ,aa  ve 34a  sıfırdan 

farklı değer alır. 

Denklem (4.2)’de birçok kütle teriminin sıfır olduğu gösterilir. Bunların arasından 

151410541 ,,,,, bbbbbb  ve 18b  sıfırdan farklı olarak kalan terimlerdir. Bu sebeple F  ve 

D  vektörleri aşağıdaki şekilde ayrık halde gösterilir. 

111 DAF =  ve 222 DAF =                                             (4.3a,b) 

Burada, 

{ }wzz

T BMTF ,,1 =                                                    (4.4a) 

{ }yxxy

T QQMMF ,,,2 =                                                (4.4b) 

{ }φφ ′′−′′= ,,01 wDT                                                     (4.4c) 

{ }xPyPxy

T vuD θθθθ +′+′′′= ,,,2                                          (4.4d) 

















=

66

77

1711

1 0

0

aSimetrik

a

aa

A                                             (4.5a) 



















=

55

44

3433

2522

2 0

0

00

aSimetrik

a

aa

aa

A                                        (4.5b) 

Yapılanlara benzer olarak, iç içe girmemiş kütle matrisi, 

















=

77

66

33

1 0

00

mSimetrik

m

m

M                                           (4.5c) 



















=

55

44

22

11

2 0

00

000

mSimetrik

m

m

m

M                                      (4.5d) 
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Katman elyaf yönelimi sistem hareket denklemlerini ve ilgili sınır koşullarını iki 

tamamen bağımsız gruba bölerek verir.  

Önceki grup eksenel uzama,burulma etkileşimini içerir.  

( ) ( ) 010170110 ˆa  : wbppaww zz
��=++

′′+
′′ δφδ                               (4.6a) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )[ ]′′+−+++=

′++′++
′′+

′′+
″′′

φδφδ

δφφδφ

����
1810151454

07707166

bbbb         

ˆˆa-  :   

nn

wzwz

bb

mmmmawa
               (4.6b) 

İlgili homojen sınır koşullarından geometrik olanlar, 

00 =′==
−−−

φφw                                                    (4.7a-c) 

Statik olanları, 

0a  : 170110 =′+′ φδ aww                                                 (4.8a) 

( ) ( ) 0bba-  :   181077071
----------------

66 =′++′+′+
′′′

−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−

φδφφδφ ��
nawa                        (4.8b) 

 0a  :  
------------

66 =′′′ φφδ                                                      (4.8c) 

Denklem (4.6)’da ve sınır koşullarının verildiği Denklem (4.7) ve (4.8)’de altı tek 

çizgili ve iki çizgili terimler sırasıyla çarpılma kısıtlamasını ve dinamik çarpılmayı 

ifade ederler. 

Denklem altıncı mertebeden bir sistemdir. Çarpılma kısıtlama etkisi ihmal 

edildiğinde ilgili sistemin mertebesi dörde, sınır koşulları ise tüm kenarlarda 

sağlanarak, ikiye düşer. 

CUS konfigürasyonuna ait sonraki grup dikey eğilme veya yatay eğilme ile açıklık 

veya veter boyunca enlemesine kesme ile etkileşim gösterir.  

( ) ( )[ ] PxxyPxP ubppuau ��104443 ˆa  : =++
′

+′+
′′ δθθδ                          (4.9a) 

( ) ( )[ ] PyyxPyP vbppvav ��105552 ˆa  : =++
′

+′+
′′ δθθδ                          (4.9b) 

( ) ( )[ ] ( )
( )

~~~~~~~~~~~~~~~~~~
155

044432522

         

ˆaa  :

yn

yyyPxxPyy

bb

mmuava

θδ

δθθθθδθ

��+=

+++′−′−
′

+′+
′′

            (4.9c) 

( ) ( )[ ] ( )

( )
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

144

055523433

         

ˆaa  :

xn

xxxPyyPxx

bb

mmvaua

θδ

δθθθθδθ

��+=

+++′−′−
′

+′+
′′

            (4.9d) 

İlgili homojen sınır koşullarından geometrik olanlar, 
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0==== yxPP vu θθ                                              (4.10a-d) 

Statik sınır koşulları ise yer değiştirmeler cinsinden yazılır. 

( ) 0a  : 4443 =+′+′
yPxP uau θθδ                                          (4.11a) 

( ) 0a  : 5552 =+′+′
xPyP vav θθδ                                          (4.11b) 

( ) 0a  : 2522 =+′+′
xPyy va θθδθ                                          (4.11c) 

( ) 0a  : 3433 =+′+′
yPxx ua θθδθ                                          (4.11d) 

Sistem sekizinci mertebeden olup her uçta tanımlanmış dört tane sınır koşulu 

mevcuttur. 

Denklem (4.9)’da verilen altı dalga ile çizgili terimler dönme ataletini ifade ederler. 

Ayrıca Denklem (4.9)’da verilen Atılgan ve Rehfield (1990) tarafından bulunan 

hareket denklemleri ile aynıdır. 

4.1.2 CAS Konfigürasyonu 

İnce cidarlı dikdörtgen kesite sahip bir kiriş için katman elyaf yönelimi sırasıyla üst, 

alt ve yan yüzeylerinde ( ) ( )yy −−= θθ  ve ( ) ( )xx −−= θθ  şeklinde ise bu CAS 

konfigürasyonu olarak tanımlanır ve Şekil 4.2’de daha ayrıntılı gösterilmiştir. 

 

Şekil 4.2 : CAS konfigürasyonu 

CUS konfigürasyonunda olduğu burada da global katılık elemanlarından sıfırdan 

farklı değer alarak kalanlar ,,,,,,, 77665544332211 aaaaaaa  ile çapraz katılık 
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büyüklükleri 3714 , aa  ve 56a ’dır. Bunlara ek olarak kütle terimlerinden 

1410541 ,,,, bbbbb ’tür. 

Bu sebeple F  ve D  vektörleri aşağıdaki şekilde ayrık halde gösterilir. 

111 DAF =  ve 222 DAF =                                            (4.12a,b) 

Burada, 

{ }zwyx

T MBQMF ,,,1 =                                               (4.13a) 

{ }yxxy

T QQMMF ,,,2 =                                                (4.13b) 

{ }φφθθ ′′′−+′′= ,,,1 xPx

T vD                                             (4.13c) 

{ }yPy

T uwD θθ +′′′= ,,02                                                (4.13d) 



















=

77

66

5655

3733

1 0

0

00

aSimetrik

a

aa

aa

A                                       (4.14a) 

















=

44

22

1411

2 0

0

aSimetrik

a

aa

A                                            (4.14b) 

İlgili kütle matrisi, 



















=

77

66

22

44

1 0

00

000

mSimetrik

m

m

m

M                                     (4.14c) 

















=

55

11

33

2 0

00

mSimetrik

m

m

M                                          (4.14d) 

Tamamen iç içe girmiş denklem sistemi ve sınır koşulları iki bağımsız gruba bölünür. 

Bunlardan birincisi, burulma ve açıklık boyunca oluşan eğilme ve enlemesine 

kesmeyi içerirken, ikincisi ise eksenel uzama, veter boyunca oluşan eğilme ve 

enlemesine kesmeyi içerir.  

Burulma-açıklık boyunca eğilme-açıklık boyunca kesme etkileşimi gösteren 

denklemler aşağıda verilmiştir. 

( )[ ] ( ) PyyxPP vbppvau ��10
.......

5655 ˆa  : =++
′′−

′
+′

−−−−−−−

δφθδ                         (4.15a) 
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( ) ( ) ( ) ( )
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

1440
.......

56553733 ˆaaa  : xnxxxPxx bbmmva θδδφθφθδθ ��+=++′′++′−
′′+

′′
−−−−−

 (4.15b) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

18101514540

5573
...........

567766

ˆˆ         

aaa-  :   

′
′+−+++=′+

′+++′−
′′+

″
+′+

′′+
″′′

−−−−−−−−−−−−

φδφδδ

θθθφφδφ

���� bbbbbbmm

mmvava

nnwz

wzxPxxP

 (4.15c) 

İlgili homojen sınır koşullarından geometrik olanlar, 

0=′===
−−−

φφθ xPv                                                (4.16a-d) 

Statik olanlar, 

( ) 0a  :
.......

5655 =′−+′
−−−−−−−

φθδ xPP vau                                        (4.17a) 

0aa  : 3733 =′+′ φθδθ xx                                                (4.17b) 

( ) ( )[ ] ( ) 0aaa-  :   
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

181073
...........

567766 =′++′+
′

+′+′+
′′′

−−−−−−−−−−−−

φδθθφφδφ ��bbva nxxP          (4.17c) 

( ) 0a-  :  66
...........

65 =′′+′′
−−−−−−−−−−−−

φθφδ xPva                                         (4.17d) 

Benzer şekilde altı çizgili terimler çarpılma-enlemesine kesme etkileşimini ifade 

ederler. Çarpılma ve enlemesine etkiler göz önüne alındığında sıfırdan farklı değer 

alırlar. 

Çarpılma kısıtlamasını dikkate alan denklemler sekizinci mertebeden ve her kenarda 

tanımlanmış dört tane sınır koşulu vardır. Serbest kısıtlama modelinde altı çizgili 

terimler önemsizleşir ve denklem altıncı mertebeye sınır koşulları işe her kenarda 

olmak üzere üçe düşer. 

CAS konfigürasyonunun içerdiği ikinci grup ise eksenel uzama, veter boyunca 

oluşan eğilme ve enlemesine kesme etkileşimidir. Denklemleri aşağıdaki şekilde 

verilir. 

( ) ( )[ ] 010140110 ˆa  : wbppuaww zzyP
��=++

′
+′+

′′ δθδ                         (4.18a) 

( ) ( )[ ] PxxyPP ubppuawu ��1044041 ˆa  : =++
′

+′+
′′ δθδ                        (4.18b) 

( ) ( ) ( )
~~~~~~~~~~~~~~~~~~

15502244041 ˆaa  : ynyyyyPy bbmmuaw θδδθθδθ ��+=++
′′++′−′−         (4.18c) 

İlgili homojen sınır koşullarından geometrik olanlar, 

00 === yPuw θ                                                   (4.19a-c) 

Statik olanlar yer değiştirme terimleri cinsinden ifade edilerek, 



 
64 

( ) 0a  : 140110 =+′+′
yPuaww θδ                                              (4.20a) 

( ) 0a  : 44041 =+′+′
yPP uawu θδ                                                                         (4.20b) 

0a  : 22 =′
yy θδθ                                                                                                (4.20c) 

Sistem altıncı mertebeden olup her uçta tanımlanmış üç tane sınır koşulu mevcuttur. 

Bu sistem de Atılgan ve Rehfield (1990) tarafından bulunan hareket denklemleri ile 

aynıdır. 

4.2 Temel Yaklaşımlar ve Hareket Denklemleri 

Keyfi kapalı bir kesite sahip olan ince cidarlı bir kiriş düşünülsün. Kiriş yapısının 

noktaları 3-boyutlu bir koordinat sistemi ( )zyx ,,  tarafından belirlenir. z  koordinatı 

açıklık boyunca uzanırken x  ve y  ise kesit koordinatlarını simgeler. Şekil 2.1’de 

özetlenen bu geometri yine Bölüm 2’de yapılan kabuller ile hareket denklemleri 

çıkarılmıştı.  

Hareket denklemlerinde yer alan dış yük terimleri sıfır kabul edilerek serbest titreşim 

analizi yapılır. Ankastre ve CUS konfigürasyonu sahip bir kiriş için, 

• Eksenel uzama,burulma etkileşimi içeren denklemler, 

01170110 a  : wbaww ��=′+′′ φδ                                             (4.21a) 

( ) ( )[ ] ( )
−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−

′′+−+++=′′+′′+′′′′ φδφδφφδφ ����
181015145477071

--------------
66 bbbba-  :   nn bbawa   (4.21b) 

0=z ’daki sınır koşulları, 

00 =′==
−−−

φφw                                                     (4.22a-c) 

Lz = ’deki sınır koşulları, 

0a  : 170110 =′+′ φδ aww                                                (4.23a) 

( ) 0bba-  :   181077071
----------------

66 =′++′+′+′′′

−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−

φδφφδφ ��
nawa                       (4.23b) 

 0a  :  
------------

66 =′′′ φφδ                                                     (4.23c) 

• Eğilme-eğilme-enlemesine kesme etkileşimi içeren denklemler, 

( ) PyPxP ubuau ��14443a  : =′+′′+′′ θθδ                                       (4.24a) 

( ) PxPyP vbvav ��15552a  : =′+′′+′′ θθδ                                        (4.24b) 
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( ) ( ) ( )
~~~~~~~~~~~~~~~~~~

15544432522 aa  : ynyPxxPyy bbuava θδθθθθδθ ��+=+′−′−′+′′+′′            (4.24c) 

( ) ( ) ( )
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

14455523433 aa  : xnxPyyPxx bbvaua θδθθθθδθ ��+=+′−′−′+′′+′′           (4.24d) 

0=z ’daki sınır koşulları, 

0==== yxPP vu θθ                                               (4.25a-d) 

Lz = ’deki sınır koşulları, 

( ) 0a  : 4443 =+′+′
yPxP uau θθδ                                          (4.25a) 

( ) 0a  : 5552 =+′+′
xPyP vav θθδ                                          (4.25b) 

( ) 0a  : 2522 =+′+′
xPyy va θθδθ                                          (4.25c) 

( ) 0a  : 3433 =+′+′
yPxx ua θθδθ                                          (4.25d) 

Ankastre ve CAS konfigürasyonu sahip bir kiriş için ise, 

• Eksenel uzama-yatay eğilme-enlemesine kesme etkileşimi içeren denklemler 

(6. mertebeden), 

( ) 01140110 a  : wbuaww yP
��=′+′′+′′ θδ                                       (4.26a) 

( )
PyPP ubuawu ��144041a  : =′+′′+′′ θδ                                       (4.26b) 

( ) ( )
~~~~~~~~~~~~~~~~~~

1552244041 aa  :
ynyyPy

bbuaw θδθθδθ ��+=′′++′−′−                      (4.26c) 

0=z ’daki sınır koşulları, 

00 === yPuw θ                                                   (4.27a-c) 

Lz = ’deki sınır koşulları, 

( ) 0a  : 140110 =+′+′
yPuaww θδ                                          (4.28a) 

( ) 0a  : 44041 =+′+′
yPP uawu θδ                                         (4.28b) 

0a  : 22 =′
yy θδθ                                                      (4.28c) 

• Burulma-açıklık boyunca eğilme-enlemesine kesme etkileşimi içeren 

denklemler (8. mertebeden), 

( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

1810151454

5573
...........

567766

         

aaa-  :   

φδφδ

θθθφφδφ

′′+−+++=

+′−′′+′′+′′′+′′+′′′′
−−−−−−−−−−−−

���� bbbbbb

vava

nn

xPxxP

                (4.29a) 

( ) ( )
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

x14n4
.......

56xP5537x33x bbavaaa  : θδ+=φ ′′+θ+′−φ ′′+θ ′′δθ
−−−−−

��               (4.29b) 

( ) PxPP vbvau ��1
.......

5655 a  : =′′−′+′′
−−−−−−−

φθδ                                     (4.29c) 
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0=z ’daki sınır koşulları, 

0=′===
−−−

φφθ
xP

v                                                (4.30a-d) 

Lz = ’deki sınır koşulları, 

( ) ( ) 0aaa-  :   
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

181073
...........

567766 =′++′+′+′′+′+′′′
−−−−−−−−−−−−

φδθθφφδφ ��bbva nxxP            (4.31a) 

( ) 0a-  :  66
...........

65 =′′+′′
−−−−−−−−−−−−

φθφδ xPva                                         (4.31b) 

0aa  : 3733 =′+′ φθδθ
xx

                                               (4.31c) 

( ) 0a  :
.......

5655 =′−+′
−−−−−−−

φθδ xPP vau                                        (4.31d) 

CUS ve CAS konfigürasyonlarında ayrı ayrı incelenen etkileşim ile ankastre bir kiriş 

modeline uygun olarak, Hamilton prensibi kullanılarak elde edilen genel haldeki 

hareket denklemlerindeki dış yükler sıfır alınarak serbest titreşimin için uygun 

denklemler bulunur. 
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5.  SONUÇLAR VE DEĞERLENDİRME 

Malzeme olarak kompozit kullanımının son yıllarda hızla arttığı uçak yapıları büyük 

ölçüde ince cidarlı kiriş elemanlar kullanılır. Daha detaylı bir bakış açısından 

değerlendirildiğinde ince cidarlı kompozit kirişler tasarım gerekliliklerini karşılamak 

için ek bir elastikiyet sağlarlar. Kısaca bu tür yapılar eksenel uzama, eğilme ve 

burulma deformasyon modları arasındaki etkileşim sebebiyle istenen dinamik cevabı 

veya aeroelastik davranışı üretecek bir ayarlama yapma imkânı sağlar. 

Önceki bölümlerde daha detaylı olarak açıklandığı şekilde uçak kanadının yapısal 

modeli olarak ince cidarlı kiriş modeli seçilmiştir. 

Bu bölümde yapılan sayısal analizler ile yapıda oluşan klasik olmayan çeşitli etkiler 

değerlendirerek doğal frekanslar hesaplanmıştır. Uçak kanadının yapısal modeli 

dikdörtgensel kesite (kutu kiriş)  sahip ankastre bir kiriş olarak tasarlanmıştır. Bu 

yapısal model daha önce tanıtılan CUS ve CAS konfigürasyonları ile analiz edilerek 

elde edilen katılık büyüklükleri ve doğal frekans değerleri güncel literatür sonuçları 

ile karşılaştırılmıştır. Yapılan analizlerde 2 farklı çözüm tekniği kullanılmıştır. 

Bunlardan birincisi, Bölüm 3’de elde edilen hareket denklemlerinin ve sınır 

koşullarının daha basitleştirilerek diferansiyel denklemlerin analitik olarak çözülmesi 

ile etkileşim deformasyonlarını kapsayan denklemlerin Diferansiyel Dönüşüm 

Yöntemi (DTM) adı verilen metotla çözümüdür. Bu yöntemin detayları ilerideki 

bölümlerde açıklanacaktır.  

5.1 CUS Konfigürasyonu için Sonuçlar 

Bu bölüm eksenel uzama-burulma etkileşimini kapsayan CUS konfigürasyonu için 

kullanılan yöntemleri ve mevcut literatür ile karşılaştırılmış sonuçları içermektedir. 

5.1.1 Katılık Büyüklükleri 

Örnek olarak bir kutu kiriş incelenerek modları bulunmuştur. Fakat daha öncesinde 

doğal frekans hesabı için gerekli olan, kompozit malzemenin katılık büyüklüklerinin 
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bulunmasıdır. Bu amaçla Rehfield, Atılgan ve Hodges (1990)’daki çalışmalarında 

kullanmış oldukları boru kesite sahip kiriş incelenmiştir. Şekil 5.1’de kirişin 

geometrisi ve boyutları ile Çizelge 5.1’de kompozit malzemenin özellikleri 

verilmiştir. 

 

Şekil 5.1 : Dairesel kesite sahip kirişin şematik gösterimi 

Şekilde görülen CUS konfigürasyonuna sahip IM6/R6376 Grafit/Epoksi kompozit 

malzemesi kullanılarak katmanların, elyaf yölenmesinin [ ]T20,70,70,20,70,20 −−−  

şeklinde olduğu bir kiriştir. 

Çizelge 5.1 : Malzeme (IM6/R6376 grafit/epoksi) özellikleri 

(psi) 11E   6101.23 ×  

22E  (psi) 6104.1 ×  

12ν   338.0  

12G  (psi) 61073.0 ×  

CUS konfigürasyonu için gerekli olan dokuz tane katılık sabitinin denklemleri 

aşağıda verilmiştir. 

∫
Γ

= dsKC 1111                                                         (5.1a) 

∫
Γ

= ds
ds

dy
KC 1214                                                     (5.1b) 

∫
Γ









= ds

ds

dy
KC

2

2222                                                   (5.1c) 

''0055.0=t  
''1=R  y  

z  
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∫
Γ

= zds
ds

dy
KC 1225                                                    (5.1d) 

∫
Γ









= ds

ds

dz
KC

2

2233                                                   (5.1e) 

∫
Γ

−= yds
ds

dz
KC 1236                                                   (5.1f) 

∫
Γ









= dsK

C

A
C

c

e

22

2

44

2
                                                 (5.1g) 

∫
Γ

= dszKC 2
1155                                                       (5.1h) 

∫
Γ

= dsyKC 2
1166                                                      (5.1i) 

Burada 
e

A  ve 
c

C  sırasıyla kesitin çevrelediği alan ve kesit çevresidir. Hat 

integrallerinin içerisinde yer alan 11K , 12K  ve 22K  ise sırasıyla eksenel uzamaya, 

etkileşim modülüne ve kesmeye karşılık gelmekte ve klasik kompozit teorisinde 

katmanlar için hesaplanan katılık matrisindeki A  terimleri ile ifade edilmektedir.  

12

2
12

1111
A

A
AK −=                                                      (5.2a) 

22

2612
1612

A

AA
AK −=                                                    (5.2b) 

22

2

26
6622

A

A
AK −=                                                     (5.2c) 

N  katmanlı, düzlem gerilme katılıkları ijQ  olan bir kompozit tabaka için aşağıda 

verildiği şekilde hesaplanmaktadır. 

( ) ( )1,2,6ji,        
1

==∑
=

N

k

k

k

ijij nQA                                           (5.3) 

Verilen malzeme özelliklerine kompozit kirişin kartezyen koordinat sisteminde 

tanımlanan kesiti polar koordinat sistemine aşağıdaki ifadeler ile dönüştürülürken, 
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Denklem (5.1a)’den (5.1i)’ye kadar olan ifadelerde yer halan hat integralleri ise 

çizgisel integrale dönüştürülür. 

θsinRy =                                                           (5.4a) 

θcosRz =                                                           (5.4b) 

Mathematica paket yazılımı kullanılarak geliştirilen kod ile Çizelge 5.2’de 

hesaplanan katılık büyüklerinin referans kaynakla karşılaştırılması gösterilmiş, bağıl 

hata hesaplanmıştır.  

Çizelge 5.2 : Hesaplanan katılık büyüklüklerinin karşılaştırılması 

Katılık 

Büyüklükleri 

Hesaplanan  

Değerler 

Karşılaştırılan Değerler 

(Rehfield, Atılgan ve 

Hodges, 1990) 

Bağıl Hata 

( )%  

11C  (lb) 6109720.1 ×  
71019720.0 ×  - 

14C  (lb-in) 6106676.0 ×  
6106680.0 ×  0.06  

22C  (lb) 6102317.0 ×  
6102317.0 ×  - 

25C  (lb-in) 6103338.0 ×−  
6103340.0 ×−  0.06 

33C  (lb) 6102317.0 ×  
6102317.0 ×  - 

36C   (lb-in) 6103338.0 ×−  
6103340.0 ×−  0.06 

44C  (lb-in2) 6104634.0 ×  
6104634.0 ×  - 

55C  (lb-in2) 6109860.0 ×  
6109862.0 ×  0.02 

66C  (lb-in2) 6109860.0 ×  6109862.0 ×  0.02 

Çizelgede görüldüğü üzere katılık büyüklükleri 1 % ’den çok düşük hatalar ile doğru 

olarak hesaplanmıştır.  

5.1.2 Doğal Frekanslar 

Doğal frekanslar için gerekli katılık büyüklerinin bu şekilde sağlanmasının ardından 

katman elyaf yönelimi aynı olan dikdörtgen kesitli bir kiriş için serbest titreşim 

analizi yapılacaktır. Dikdörtgen kesite sahip kiriş geometrisi, koordinat sistemi ve 

kinematik değişkenler Şekil 5.2’de gösterilmiştir. 
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Şekil 5.2 : Kiriş geometrisi, koordinat sistemi ve kinematik değişkenler 

5.1.2.1 Hareket Denklemleri Çözümü 

Bölüm 3’de elde edilen hareket denklemlerinde yer alan dış ve bünye yükleri serbest 

titreşim analizi için sıfır alınarak ve CUS konfigürasyonun denklemlere uyarlanır. 

03424231413 ===== CCCCC  olması ile sadeleşen denklemler aşağıda verilmiştir. 

01211 =−′′+′′ umCuC
c
��ϕ                                                (5.4a) 

02212 =−′′+′′ ϕϕ ��
s

ICuC                                                (5.4b) 

033 =+′′′′ wmwC
c
��                                                     (5.4c) 

044 =+′′′′ vmvC
c
��                                                      (5.4d) 

Burada verilen ijC  katsayıları CAS konfigürasyonunda da kullanılmak üzere 

yukarıda verilen ifadelerden biraz farklılık göstererek aşağıdaki şekilde 

tanımlanmaktadır. 

ds
K

ds
K

K

ds
K

K
KC

C

C

B

C

B

A

∫

∫
∫



























+









−=

1

2

2

11                                   (5.5a) 

ds
K

ds
K

K
A

C

C

C

B

e

∫

∫



















=
1

12                                                    (5.5b) 

ux,  

wz,  

vy,  

L  

ϕ  
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ds
K

dsz
K

K
ds

K

K

dsz
K

K
KC

C

C

B

C

B

C

B

A

∫

∫∫
∫



























−









−−=

1

2

13                           (5.5c) 

ds
K

dsy
K

K
ds

K

K

dsy
K

K
KC

C

C

B

C

B

C

B

A

∫

∫∫
∫


















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







−









−−=

1

2

14                          (5.5d) 

ds
K

A
C

C

e

∫ 







=

1

2

22                                                      (5.5e) 

ds
K

zds
K

K
A

C

C

C

B

e

∫

∫



















−=
1

23                                                 (5.5f) 

ds
K

yds
K

K
A

C

C

C

B

e

∫

∫



















−=
1

24                                                 (5.5g) 

ds
K

dsz
K

K

dsz
K

K
KC

C

C

B

C

B

A

∫

∫
∫





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








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
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
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
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33                                (5.5h) 

ds
K

dsz
K

K
dsy

K

K
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K
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B

C

B

C

B

A

∫

∫∫
∫





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







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
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
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
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
−=
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2

34                         (5.5i) 

ds
K

dsy
K

K

dsy
K

K
KC

C
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B
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B

A

∫

∫
∫





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
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


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44                                (5.5j) 
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Burada 
A

K , 
B

K  ve 
C

K  daha önceden verilen 11K , 12K  ve 22K  büyüklükleri ile aynı 

fiziksel anlama sahip genişletilmiş ifadelerdir ve aşağıda verilirler. 

( )
12

2
12

11
A

A
AsK A −=                                                    (5.6a) 

( ) 







−=

22

2612
162

A

AA
AsK B

                                              (5.6b) 

( ) 












−=

22

2
26

664
A

A
AsK

C
                                               (5.6c) 

Daha öncede tanıtıldığı üzere CUS konfigürasyonu eksenel uzama-burulma 

etkileşimi gösterir. Bu etkileşime sahip hareket denklemlerine Denklem (5.7)’de 

verilen basit harmonik hareket kabulü yapılır.  

( ) tixeeutxu ωλ=,                                                      (5.7a) 

( ) tixeetx ωλϕϕ =,                                                      (5.7b) 

Basitleştirilmiş hareket denklemlerinden Denklem (5.4a) ve (5.4b) eş zamanlı olarak 

çözülerek, l  uzunluğunda bir kiriş için eksenel uzama-burulma (EU-B) modlarının 

doğal frekansları aşağıda verildiği şekilde bulunur. 

λ
π

ω
l

n
n 2

=                                                           (5.8a) 

Burada,  

sc
Imαββ

α
λ

4

2
2

2

−±
=                                               (5.8b) 

( )2

122211 CCC −=α                                                    (5.8c) 

cs
mCIC 2211 +=β                                                     (5.8d) 

y ekseni etrafında oluşan dikey yöndeki eğilmeden (DE) kaynaklanan doğal 

frekanslar, 

c

nn
m

C
k 332

=ω                                                        (5.9) 
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x ekseni etrafında oluşan yatay yöndeki eğilmeden (YE) kaynaklanan doğal 

frekanslar, 

c

nn
m

C
k 332

=ω                                                       (5.10) 

( ) ( ) 01coshcos =+kLkL  özdeğer denklemi çözülerek özdeğerlerin ilk üçü aşağıda 

verildiği şekilde bulunur. 

87510.11 =k                                                          (5.11a) 

69409.42 =k                                                        (5.11b) 

85476.73 =k                                                        (5.11c) 

Üç titreşim modu için gösterilen doğal frekanslar şematik hali Şekil 5.3’de verilen 

kutu kiriş için hesaplanmıştır. CUS konfigürasyonuna sahip kirişin malzemesi 

T300/5208 Grafit/Epoksi ve katman elyaf yönlenmesi [ ]T20,70,70,20,70,20 −−−  

şeklindedir (Rehfield ve diğerleri, 1991). Kullanılan kompozit malzemenin 

özellikleri ise Çizelge 5.3’de verilmiştir. 

 

Şekil 5.3 : Kutu kirişin şematik gösterimi 
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Çizelge 5.3 : Malzeme (T300/5208 Grafit/Epoksi) ve geometri özellikleri 

(psi) 11E   61059.20 ×  

22E  (psi) 61042.1 ×  

12ν   42.0  

12G  (psi) 61089.0 ×  

ρ  (lbsec2/in2) 410501.1 −×  

l  (in) 100  

1b  (in) 66.0  

2b  (in) 32.1  

t  (katman kalınlığı) (in)  05792.0  

Her üç mod için hesaplanan doğal frekans değerleri Çizelge 5.4’de verilmiştir. 

Rehfield, Atilgan ve Hodges tarafından yapılan NABSA programı ile elde edilen 

doğal frekanslar ve her iki çalışma ile kıyaslandığında bulunan sonuçlar kabul 

edilebilir ölçüdedir. 

Çizelge 5.4 : Modlara göre doğal frekanslar (Hz). 

Mod 
NABSA (Hodges, 

ve diğerleri, 1991)  

Hesaplanan 

Doğal Frekanslar 

Hodges, ve 

diğerleri, 1991 

1. DE 00.3  107.3  9585.2  

2. DE 04.19  471.19  54.18  

3. DE 65.54  518.54  92.51  

1. YE 19.5  252.5  10.5  

2. YE 88.32  911.32  98.31  

3. YE 39.93  153.92  55.89  

1. EU-B 32.180  612.178  05.177  

2. EU-B 47.544  836.535  15.531  

3. EU-B - 06.893  - 

Aynı yöntemi kullanarak literatürden başka bir CUS konfigürasyonuna sahip örnek 

alınmıştır (Song ve Librescu, 1993). Kanat geometrisi Şekil 5.2’de verilen kutu kanat 

ile benzer olup boyutları ve malzemenin fiziksel özellikleri ile birlikte Çizelge 5.5’te 

özetlenmiştir.  
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Çizelge 5.5 : Malzeme (Grafit/Epoksi) ve geometri özellikleri 

(psi) 11E   61030×  

3322 EE =  (psi) 61075.0 ×  

12G  (psi) 61045.0 ×  

2313 GG =  (psi) 61037.0 ×  

231312 ννν ==   25.0  

ρ  (lbsec2/in4) 5103.14 −×  

L  (in) 0.10  

1b  (in) 2.0  

2b  (in) 0.1  

Dikey eğilme ve yatay eğilme doğal frekanslarının; elyaf yönlenme açılarına göre 

çizdirilen grafiği Şekil 5.4’te verilirken, Şekil 5.5’te ise eksenel uzama-burulma 

etkileşiminin elyaf yönlenme açıları ile değişimini ifade edilmiştir.  

20 40 60 80

1000

2000

3000

4000

5000

Librescu DE

Librescu YE

Dikey Egilme

Yatay Egilme

 

Şekil 5.4 : CUS konfigürasyonu için eğilme doğal frekanslarının elyaf yönlenme 
açılarına göre değişimi (Song ve Librescu, 1993) 

Elyaf Yönlenme Açısı (derece) 

D
oğ

al
 F
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k

an
sl
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 (
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d

/s
) 
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Şekil 5.5 : CUS konfigürasyonu için eksenel uzama-burulma etkileşimi doğal 
frekanslarının elyaf yönlenme açılarına göre değişimi 

Şekil 5.4 ile verilen grafikte aynı zamanda Song ve Librescu (1993)’nun elde ettikleri 

doğal frekans değerleri de çizdirilerek kıyaslanmıştır. Sonuç olarak Song ve Librescu 

(1993)’nun değerleri Laplace dönüşüm yöntemi ile elde edilmiş olup, hesaplanan 

değerler ile arasında görülen sapmanın sebebi olarak gösterilebimektedir.  

5.1.2.2 Diferansiyel Dönüşüm Metodu Çözümü 

Eksenel uzama ve burulmanın etkileşim içinde olduğu hareket denklemleri önceden 

de bahsedildiği gibi diferansiyel dönüşüm yöntemi kullanılarak çözülür ve etkileşim 

modları hesaplanır.  Bu sebeple öncellikle yöntem tanıtılacaktır.  

Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi  

İlk olarak elektrik devreleri analizi için lineer ve nonlineer başlangıç değer 

problemlerinde diferansiyel dönüşüm yöntemini kullanmıştır. Yöntem, hem adi 

diferansiyel denklemlere hem de kısmi diferansiyel denklemlere uygulanabildiği için 

kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünü iki boyutlu diferansiyel dönüşüm yöntemi 

ile yapılabilmektedir. Diferansiyel dönüşüm yöntemi, Taylor seri açılımına dayanan 

ve diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerini elde etmek için kullanılan bir 

dönüşüm tekniğidir. Bu yöntemde, bir probleme ait diferansiyel denklemlere ve sınır 

koşullarına belirli dönüşüm kuralları uygulanarak denklemler, basit analitik ifadelere 

dönüştürülür ve bu analitik ifadelerin çözülmesi ile istenilen sonuçlar büyük bir 

Elyaf Yönlenme Açısı (derece) 

D
oğ

al
 F

re
k

an
sl

ar
 (

ra
d

/s
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hassasiyetle elde edilir. Bu yöntem, Taylor yönteminden farklıdır çünkü Taylor seri 

açılımında olduğu gibi bir fonksiyonun türevlerinin hesaplanması gerekmez.  

D  bölgesinde analitik olan bir ( )xf  fonksiyonu ve aynı bölgede bulunan 0xx =  

noktası gözönüne alınırsa, ( )xf  fonksiyonu 0xx =  civarıda bir seri açılımla 

aşağıdaki gibi ifade edilebilir.  

∑
∞

= =








−
=

0

0

0

)(

!

)(
)(

k xx

k

kk

dx

xfd

k

xx
xf                                        (5.12) 

Asıl fonksiyon, ( )xf  ve dönüştürülmüş fonksiyon, [ ]kF  olmak üzere asıl 

fonksiyonun diferansiyel dönüşümü aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 

[ ]
0

)(

!

1

xx

k

k

dx

xfd

k
kF

=









=                                                (5.13) 

Denklemler (5.12) ve (5.13) gözönüne alındığında asıl fonksiyon ile dönüştürülmüş 

fonksiyon arasındaki bağlantıya ulaşılır. 

[ ]∑
∞

=

−=
0

0 )()(
k

k
kFxxxf                                                (5.14) 

Asıl fonksiyonun seri açılımında sonlu sayıda terim almak genel bir yaklaşımdır. Bu 

nedenle Denklem (5.14)’ün üst sınırı sonlu bir q  sayısı ile ifade edilebilir. Bu q  üst 

sınırının değerini elde edilen sonuçların yakınsama hızı belirler. 

[ ]∑
=

−=
q

k

k
kFxxxf

0
0 )()(                                                    (5.15) 

Diferansiyel denklemlerin dönüştürülmesi için kullanılan bazı teoremler aşağıda 

verilmektedir  

Teorem 5.1: 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]kHkGkFxhxgxf ±=⇒±=                                (5.16a) 

Teorem 5.2: 

( ) ( ) [ ] [ ]kGkFxgxf λλ =⇒=                                        (5.16b) 
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Teorem 5.3: 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]∑
=

−=⇒=
k

l

lHlkGkFxhxgxf
0

                              (5.16c) 

Teorem 5.4: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )

( ) ( )1211

122
0 0 0 0

11121 .........
1

1

2

3

2

2
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= = = =
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k

k

k

k

k

k

k

nn

kkGkkG

kkGkGkFxgxgxgxgxf
n

n

n
  (5.16d) 

Teorem 5.5: 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ]nkG
k

nk
kF

dx

xgd
xf

n

n

+
+

=⇒=
!

!
                               (5.16e) 

Teorem 5.6: 

( ) [ ] ( )




=

≠
=−=⇒=

nkif

nkif
nkkFxxf

n

1

0
δ                              (5.16f) 

Teorem 5.7: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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   (5.16g) 

Sınır koşullarının dönüştürülmesi için kullanılan teoremler Çizelge 5.6’da 

verilmektedir (Özdemir, 2005).  
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Çizelge 5.6 : Sınır şartlarına uygulanan diferansiyel dönüşüm kuralları 

0=x  1=x  
Asıl  

Sınır Şartı 

Dönüştürülmüş  
Sınır Şartı 

Asıl  

Sınır Şartı 

Dönüştürülmüş  
Sınır Şartı 

( ) 00 =f  [ ] 00 =F  ( ) 01 =f  [ ] 0
0

=∑
∞

=k

kF  

( )
0

0
=

dx

df
 [ ] 01 =F  

( )
0

1
=

dx

df
 [ ] 0

0

=∑
∞

=k

kkF  

( )
0

0
2

2

=
dx

fd
 [ ] 02 =F  

( )
0

1
2

2

=
dx

fd
 ( ) [ ] 01

0

=−∑
∞

=k

kkFk  

( )
0

0
3

3

=
dx

fd
 [ ] 03 =F  

( )
0

1
3

3

=
dx

fd
 ( )( ) [ ] 012

0

=−−∑
∞

=k

kkFkk  

Diferansiyel Dönüşüm Yönteminin CUS Konfigürasyonuna Uygulanması 

Kısım 5.1.2.2’de detayları ile açıklanan diferansiyel dönüşüm yöntemi, denklem 

(4.9) ile verilen boyutsuz hareket denklemine uygulanırsa aşağıdaki dönüştürülmüş 

ifadeye ulaşılır. 

01211 =−′′+′′ umCuC
c
��ϕ                                               (5.17a) 

02212 =−′′+′′ ϕϕ ��
s

ICuC                                               (5.17b) 

( )( ) [ ] ( )( ) [ ] 0221221 2
1211 =++++++++ umkkkCkukkC

c
ωϕ                     (5.17c) 

( )( ) [ ] ( )( ) [ ] 0221221 2
2212 =++++++++ ϕωϕ

s
IkkkCkukkC                     (5.17d) 

Diferansiyel dönüşüm yöntemi uygulanarak elde edilen denklemler, Mathematica 

bilgisayar programında kodlanarak hesaplamalar yapılmıştır. Elde edilen doğal 

frekans sonuçlarının doğruluğunu kontrol etmek amacıyla literatürdeki çalışmaların 

sonuçları ile karşılaştırılmalar yapılmıştır. 

Çizelge 5.6’da verilen sonuçlardan da görülebileceği üzere, CUS konfiürasyonu için 

yapılan diferansiyel dönüşüm çözümü Rehfield, Atılgan ve Hodges (2000)’ın 

sonuçları ile uyumludur.  
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Çizelge 5.7 : CUS konfigürasyonu doğal frekansların karşılaştırılması (Hz.). 

Mod 
Hesaplanan 

Doğal Frekanslar 

NABSA (Hodges, 

ve diğerleri, 1991)  

Hodges, ve 

diğerleri, 1991 

1. EU-B 434.178  32.180  05.177  

2. EU-B 303.535  47.544  15.531  

Eksenel uzama-burulma etkileşimini modelleyen CUS konfigürasyonu için bir kutu 

kiriş örneği incelenmiş ve bu bölüm için mevcut karşılaştırmalar yapılarak 

değerlendirmeler özetlenmiştir. 

5.2 CAS Konfigürasyonu için Sonuçlar 

Bölüm 3’de elde edilen hareket denklemlerinde yer alan dış ve bünye yükleri serbest 

titreşim analizi için CAS konfigürasyonun denklemlere uyarlanması ile 

03424141312 ===== CCCCC  sadeleşen denklemler aşağıda verilmiştir (Dancila 

ve Armanios, 1997). 

011 =−′′ umuC
c
��                                                      (5.18a) 

02322 =−′′′+′′ ϕϕ ��
s

IwCC                                              (5.18b) 

03323 =+′′′′+′′′ wmwCC
c
���ϕ                                             (5.18c) 

044 =+′′′′ vmvC
c
��                                                     (5.18d) 

CAS konfigürasyonunda da değişkenlerin ayrık olarak yer aldığı ve içi içe girdiği iki 

ayrı denklem grubu vardır. Denklemlerde ayrık olan yer alan değişkenler eksenel 

uzama ile yatay eğilmedir. Bunlardan Denklem (5.18a)’nin çözümü aşağıda verildiği 

şekilde elde edilir. Bulunan frekans eksenel uzama doğal frekansıdır. 

c

n
m

C

l

n 11

2

π
ω =                                                      (5.18e) 

Dikey eğilme ve burulma ise etkileşim içinde olan denklem değişkenleridir. Ayrık 

olan diferansiyel denklemler doğrudan çözülebilirken, önemli olan iç içe girmiş 

denklemlerin çözümüdür. Bu etkileşime sahip hareket denklemlerine aşağıda 

gösterildiği gibi basit harmonik hareket kabulü yapılır. 

( ) tixeewtxw ωλ=,                                                    (5.19a) 
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( ) tixeetx ωλϕϕ =,                                                     (5.19b) 

Karakteristik denklem aşağıdaki şekilde elde edilir. 

( ) 042
22

24
33

262

233322 =−−+− ωλωλωλ
sccs

ImmCICCCC                   (5.20) 

Karakteristik denklemin özel yapısı dikkate alınarak çözüm verilen ifade ile 

gösterilir. 

( ) [ ] xixxxxxx
eewewewewewewtxw ωλλλλλλ 654321

654321, +++++=             (5.21a) 

( ) [ ] xixxxxxx
eeeeeeetx ωλλλλλλ ϕϕϕϕϕϕϕ 654321

654321, +++++=               (5.21b) 

Burada,  

( ) ( )3,2,162,1 =±== jki ji …λ                                         (5.21c) 

Denklemin genel çözümü, aşağıdaki şekilde de gösterilebilir. 

( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( )] xiexkwxkwxkw

xkwxkwxkwtxw

ω
363524

231211

coshsinhcos              

sincossin,

+++

++=
                   (5.22a) 

( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( )] xiexkxkxk

xkxkxktx

ωϕϕϕ

ϕϕϕϕ

363524

231211

coshsinhcos             

sincossin,

+++

++=
                    (5.22b) 

Karakteristik determinant, izotropik bir kirişte de olduğuna benzer şekildedir. 

Buradaki 3k  değerleri Denklem (5.11a-d)’de verilmiştir. 1k  değeri ise aşağıda 

gösterilmiştir. 

( )
…0,1,2m       ,

2

12
1 =

+
= π

l

m
k                                         (5.23) 

Doğal frekanslar ise 1ik±=λ  ve 3ik±=λ  için aşağıda verilen denklem ile elde 

edilir. 

( ) ( ) ( )
sc

scsc

sc

sc

Im

CCCImICmC

Im

ICmC

2

4

2

62
233322

24
33

2
22

4
33

2
22

λλλλλ
ω

−+−
±

−−
=     (5.24) 

İncelenen kanat geometrisi Şekil 5.2’de verilen kutu kanat ile benzerdir. CAS 

konfigürasyonuna sahip kompozit kirişin olup boyutları ve malzeme özellikleri ise 

Çizelge 5.8’de verilmiştir (Dancilia ve Armanios, 1997).  
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Doğal frekanslar açıklandığı şekilde Çizelge 5.8’de verilen kutu kiriş için 

hesaplanarak Çizelge 5.9’da gösterilmiştir. 

Çizelge 5.8 : Kanat geometrisi ve malzeme özellikleri. 

(psi) 11E   61059.20 ×  

3322 EE =  (psi) 61042.1 ×  

1312 νν =  42.0  

23ν   50.0  

1312 GG =  (psi) 61087.0 ×  

23G  (psi) 6107.0 ×  

ρ  (lbsec2/in2) 410501.1 −×  

l  (in) 25.33  

Kesit Genişliği (in) 953.0  

Kesit Yüksekliği  (in) 53.0  

t  (katman kalınlığı) (in)  005.0  

Katman Sayısı 6 

20 40 60 80

500

1000

1500

2000

2500

3000

1.E 2.E 1.B 2.B

 

Şekil 5.6 : CAS konfigürasyonu için 1. 2. eğilme ve burulma doğal frekanslarının 
elyaf yönlenme açılarına göre değişimi. 

Elyaf Yönlenme Açısı (derece) 

D
oğ

al
 F

re
k

an
sl

ar
 (

H
z.

) 
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Çizelge 5.9 : CAS konfigürasyonu için hesaplanan doğal frekanslar ve literatür       
karşılaştırılması (Dancila ve Armanios, 1997)  (Hz). 

 
1. DE 2. DE 1. EU 2. EU 

00  43.39 271.50 455.84 1367.54 

00 * 43.76 274.22 483.17 1449.51 

015  30.18 188.92 666.49 1999.5 

015 * 30.57 191.10 701.76 2113.63 

030  19.62 122.77 822.66 2467.9 

030 * 19.92 124.74 862.68 2593.55 

045  14.46 90.53 745.90 2237.72 

045 * 14.69 92.03 782.42 2352.00 

060  12.36 77.36 627.03 1881.11 

060 * 12.52 78.43 660.07 1983.03 

075  11.59 72.53 528.29 1584.87 

075 * 11.70 73.30 557.98 1673.97 

090  11.40 71.35 455.84 1367.54 

090 * 11.49 72.01 483.17 1449.51 

 

Özetle, hesaplanan 1. ve 2. eğilme ve burulma doğal frekansları grafiksel olarak ifade 

edilerek Şekil 5.6’da verilmiştir. Beklendiği üzere daha yüksek modlarda daha büyük 

frekans değerleri elde edilirken, burulma doğal frekansı eğilmeye göre daha büyük 

Katman  
Yönelimi 

                         Modlar 
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değer almıştır. Elde edilen grafik Dancilia ve Armanios (1997) tarafından yayınlanan 

çalışmada hesaplanan değerler ile uyum içindedir. 

5.3 Değerlendirme 

Kullanımları ilk olarak konvansiyonel metal mazlemelerle başlamış olan ince cidarlı 

kirişler özellikle son on beş yıl içinde kompozit kirişler için de uygulanmaya 

geçilerek, katmanlarda kullanılan elyaflar yönlerinin amaca ugun bir şekilde 

ayarlanması ile oluşabilecek birtakım aeroelastik kararsızlıkların önüne 

geçilebilmiştir. Bunun yanında sahip oldukları yüksek katılık/ağırlık; yüksek 

mukavemet/ağırlık oranları; yüksek korozyon rezistansları; yüksek sönümlemeleri; 

metalik malzemelere oranla daha yüksek yorulma dayanımı ve anisotropik doğaları 

gereği kompleks statik ve dinamik yüklere maruz kalan çoğu sistemde yaygın olarak 

kullanılmaktadır. 

Bu çalışmada yapılan, malzemenin kompozit doğası gereği belli cevaplara karşılık 

verebilen özel kongfigürasyonları kullanarak, sistemin doğal frekanslarını elde etmek 

olmuştur. Bu amaçla eksenel uzama-burulma etkileşimi modelleyen CUS ve eğilme-

burulma etkileşimini modelleyen CAS konfigürasyonlarını kullanılarak benzer 

geometrilere, farklı boyutsal büyüklüklere ve malzeme özelliklerine sahip kanatlar 

için katılık büyüklükleri ve doğal frekans değerleri hesaplanarak çeşitli çizelge ve 

grafikler oluşturulmuş, detaylı bir biçimde karşılaştırılamalar yapılarak, elde edilen 

veriler yorumlanmıştır. Konfigürasyonların son on, on beş yıldır yaygınlaşmasından 

dolayı literatürde yer alan çalışmaların henüz bir düzene oturmamış olması sebebiyle 

elde edilen sonuçların mukayese aşaması zor olmuştur.  

Doğal frekans modlarının elyaf yönlenme açılarıyla değişimlerin gösterildiği 

grafiklerde burulma modu doğal frekans değeri 45˚de en yüksek değerini alırken, 

eğilme modları doğal frekans değerleri ise 60˚den itibaren artmakta 90˚’de en büyük 

değerini almaktadır. Burulma modunu, eksenel uzama ile etkileşimde olduğu CUS 

konfigürasyonunda baskın çıkarken; CAS konfigürasyonunda ise eğilme ile olan 

etkileşimde tamamen farklı bir davranış göstermiştir.  

Kompozit malzemelerde elyaf yönlerinin değişminin kontrol edilebilmesi özellikle 

mod etkileşimleri sayesinde tetiklenen bir dizi olayın önüne geçilmesini 

sağlamaktadır. Genel olarak eğilme-burulma etkileşimi içeren çırpınma 
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kararsızlığının önlenmesi adına, ileride yapılacak çalışmalar için CAS 

konfigürasyonu istenen davranışı tam olarak modelleyebilidiği için daha büyük bir 

önem taşımaktadır. Bu amaçla, sistemin ilk olarak dinamik davranışının incelenerek 

kavranmış olması, gerek karmaşık geometriye ve konfigürasyona; gerekse kompleks 

yükleme durumlarına sahip kanatlar için ileride yapılacak olan çalışmalara bir ışık 

yakabilmesi açısından çok gerekli bir yer tutmaktadır. 
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EKLER 

EK A.1: KOMPOZİT MALZEMENİN KATILIK BÜYÜKLERİ HESABI  

Katmanlı bir yapıya sahip kompozit bir kirişin asal doğrultuları her katman 

bileşeninde farklılık gösterir. Tailoring tekniğinin kompozit malzemeler ile 

uygulanabilir olması bu yüzdendir. Bu tür durumlarda bünye denklemlerinin global 

koordinat sistemine dönüştürülmesi gereklidir. 

Ana malzemedeki bünye denklemi davranışı ( )321 , xxx ′≡′′ biliniyorsa tansör dönüşüm 

kuralları uygulanır. 

 

Şekil A.1 : Orijinal ve döndürülmüş malzeme koordinat sistemi 

Birincil koordinat sisteminde bünye denklemleri, 3x  ekseni etrafında, 21 xx −  

eksenlerinde düzlem-içi bir dönüşle verilen Denklem (A.1) şeklinde kabul edilir. 

( )MTC lklklklkjiji ′′′′′′′′′′′′ −−= βαεσ                                          (A.1) 

Burada, 

lmmjliji aa σσ ′′′′ =                                                      (A.2a) 

,pqqlpklk aa εε ′′′′ =                                                      (A.2b) 
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,pqqlpklk aa αα ′′′′ =                                                     (A.2c) 

 

pqqlpklk aa ββ ′′′′ =                                                      (A.2d) 

Denklem (A.2)’de jia ′ , 
i

x ′  ve jx  eksenleri arasında kalan açının doğrultu kosinüsleri 

olarak aşağıda tanımlanır. 

[ ]
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














−=≡ ′

100

0

0

mn

nm

aa ji                                                 (A.3) 

Burada θcos=m  ve θsin=n  olarak [ ]π2,0  aralığında saat yönlerinin tersinde 3x -

ekseni etrafında pozitif olarak kabul edilir. [ ]a  ortogonal bir matristir. 

Denklem (A.2a)’te verilen matris eşitliğini kullanarak, 

{ } [ ]{ }σσ 3T=′                                                          (A.4) 

Burada, 

( )
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T θ                                (A.5) 

Denklem (A.5) ile verilen ifade dönüşüm matrisidir. Benzer şekilde birim uzamalar 

Denklem (A.6) dönüşüm matrisi ise Denklem (A.7)’de verilir. 

{ } [ ]{ }γγ 3

~
T=′                                                           (A.6) 
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00022
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T θ                              (A.7) 

İki dönüşüm matrisi arasındaki ilişki, 
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( ) [ ] ( )[ ]TT

TTT θθ −== −
3

1
33

~
                                               (A.8) 

Bu denklemler matris formunda, 

{ } [ ] { } { } { }( )MTC βαγσ −−=                                             (A.9) 

Burada,  

{ } { } ,,,,,, 123123332211

T
σσσσσσσ =                                     (A.10a) 

{ } { } ,,,,,, 123123332211

T
γγγεεεγ =                                         (A.10b) 

{ } [ ] { } { } ,,0,0,,, 12332211

1

3

T
T αααααα =′≡

−                                (A.10c) 

{ } [ ] { } { } ,,0,0,,, 12332211

1

3

T
T ββββββ =′≡

−                                (A.10d) 

[ ] [ ] [ ][ ]3

1

3

~
TCTC ′=

−                                                     (A.11) 

[ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ]θθ −=≡′ −

′′′′ 3
1

3  and  TTCC lkji                                     (A.12) 

Denklem (A.9) verilen ifadeler ile aşağıda verilen Denklem (A.13) halini alır. 
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      (A.13) 

Son olarak, ortotropik malzemenin elastik katsayıları aşağıdaki şekilde elde edilir. 

( ) ,22 4
22

22
6621

4
1111 nCnmCCmCC ′′′′′′′′ +++=                             (A.14a) 

( ) ( ),4 44
21

22
66221112 nmCnmCCCC ++−+= ′′′′′′′′                          (A.14b) 

,2
32

2
3113 nCmCC ′′′′ +=                                               (A.14c) 

( ) ( )22
6621

3
11

3
2216 2 nmmnCCnmCmnCC −+−+−= ′′′′′′′′                    (A.14d) 

( ) ,22 4
11

22
6621

4
2222 nCnmCCmCC ′′′′′′′′ +++=                            (A.14e) 

,2
32

2
3123 mCnCC ′′′′ +=                                                (A.14f) 
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( ) ( ),2 22
6621

3
22

3
1126 nmmnCCnmCmnCC −++−= ′′′′′′′′                     (A.14g) 

,3333 ′′= CC                                                          (A.14h) 

( ) ,323136 mnCCC ′′′′ −=                                                 (A.14i) 

,2
55

2
4444 nCmCC ′′′′ +=                                                (A.14j) 

( ) ,445545 mnCCC ′′′′ −=                                                 (A.14k) 

,2
55

2
4455 mCnCC ′′′′ +=                                               (A.14l) 

( ) ( )222
66

22
21221166 2 nmCnmCCCC −+−+= ′′′′′′′′                         (A.14m) 

Bunun yanında, 

2112

1
11

1 νν−
=

E
Q                                                      (A.15a) 

2112

122

2112

211
12

11 νν

ν

νν

ν

−
=

−
=

EE
Q                                             (A.15b) 

2112

2
22

1 νν−
=

E
Q                                                       (A.15c) 

126666 GCQ ==                                                      (A.15d) 

2344 GQ =                                                           (A.15e) 

3155 GQ =                                                           (A.15f) 

Şekil A.2’de n  katmanlı bir kirişin geometrisi gösterilmiştir. Buna göre katılık 

büyüklükleri Denklem (A.16)’da verilir. 
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Şekil A.2 : N tabakalı bir kompozitin geometrisi. 
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