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GENELLESTIRILNIIS ELASTIK BIiR ORTAMDA KUPLE
YUKSEK MERTEBE NONLINEER SCHRODINGER
DENKLEMLERI

OZET

Diger birgok olayda gdzlendigi gibi elastik kristallerde de yeteri kadar yiliksek
bir enerji diizeyine ulagilirsa nonlineer etkiler énemli olmaya baglar. Eger
nonlineer etkiler ile dispersif etkiler dengelenebilirse, yalmz dalgalar gibi ilging
nonlineer yapilar ortaya cikabilir. Son zamanlarda, bu olaylar birgok uygulamah
matematikgi ve teorik fizikginin ilgisini cekmekte, elastik kristallerdeki nonlineer
dalgalar hakkindaki yaymlar giderek artmaktadir. Cisimdeki ortalama pargactk
biliylikligiiniin karakteristik bir uzunlukla karsilagtirlabilir mertebede oldugu
bir ortam icinde yiiksek frekansh dalga yayihmu ele alindiginda, ortamdaki
parcaciklar hareketten etkilenebilir. Bu durumda bu pargaciklarin kendi
baglarina yaptiklar: hareketler de goz oniine alinmahdir. Bdyle olaylan klasik
elastisite siurlan iginde kalarak agiklamak miimkiin degildir ve maddenin
i¢ yapism biinye denklemlerinde icermek igin yeni silirekli ortam teorilerine
gerek vardir. Bu teoriler arasinda, yerel olmayan pargacik etkilesimleri,
parcacigin yerel donmeleri ve yliksek-mertebe gradyan teorileri sayilabilir. Bu
calismada; sonsuz, homojen, yiiksek-mertebe yer degistirme gradyanlarim igeren
zaylf nonlineer ve zayif dispersif elastik bir ortamda yiiksek frekansh dalga
yaylhmu ele ainmigtir. Ortamdaki dalgalarin uzun-zaman davramgini belirleyen
yiiksek-mertebe nonlineer ve dispersif etkileri igeren iki kuple nonlineer evoliisyon
denklemi elde edilmistir.

Bu caligmamn anahatlan agagida verilmigtir: Ik béliim girig olup nonlineer
dalgalar, Gzellikle nonlineer Schrédinger denkleminin degigik formlan hakkinda
genel bilgi vermektedir. 2. Boliimde, lineer ve nonlineer dalgalarm kisa
bir tamtim ve daha sonra dalgalann asimptotik davramgim incelemek igin
kullanilacak pertiirbasyon yontemi verilmigtir. Daha sonra, yiliksek-mertebe
gradyanlar1 igeren {gilincli mertebe nonlineer elastik bir katimn hareket
denklemleri kisaca Gzetlenmis; boyuna ve enine dalga modlan igin dispersiyon
bagintilar1 3. Bolimde verilmigtir. 4. Bolimde, genellegtirilmis elastik
ortamda yayilan enine dalgalarin nonlineer modiilasyonu problemi, hemen
hemen tek dalga sayili dalga ¢oziimlerinin ¢ok oOlgekli agthmi kullamlarak
incelenmigtir. Ozellikle, evoliisyon denklemlerinde yiiksek-mertebe nonlineer
ve dispersif etkileri icermek icin, yiiksek-mertebe pertiirbasyon denklemleri ele
alinmig ve iki enine dalganin degigiminin bir ift kuple yliksek-mertebe nonlineer
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Schrodinger (YMNLS) denklemleri ile verildigi gosterilmistir. Enine dalgalardan
birinin olmamasi durumunda, kuple YMNLS denklemlerinin daha 6nce nonlineer
optikte elde edilen tek YMNLS denklemine indirgendigi bulunmustur. Kuple
YMNLS denklemlerinin sech-sech ve tanh-tanh gibi yalmz dalga seklindeki
baz1 6zel ¢bziimleri de aym boliimde verilmigtir. 5. Béliimde, kuple NLS
denklemlerindeki nonlineer terimlerin katsayisim sifir yapan kritik bir dalga
sayist civarinda ayni ortamda yayllan iki enine dalganin nonlineer degigimi
problemi ele alinmigtir. Kuple NLS denklemlerinde nonlineer terimlerin diigmesi
ve bdylece kuple NLS denklemlerin gegerli olmamas: nedeniyle, marjinal durum
denen kritik dalga sayisi civarinda bagimli degigkenler igin -yeni pertiirbasyon
agihmlan g6z Oniine alinmigtir. Kuple evoliisyon denklemlerinde dispersif
etkileri dengelemek amaci ile daha yiiksek-mertebe nonlineer terimleri igermek
_ Igin, agihimlardaki nonlineerligin etkisi arttirlmigtir. Marjinal durum civarinda

iki enine dalganin degigiminin genellegtirilmis nonlineer Schrédinger (GNLS)
denklemleri denen bir ¢ift kuple evoliisyon denklemi ile verildigi gosterilmistir.
Enine dalgalardan birinin olmamasi durumunda kuple GNLS denklemlerinin,
Bengamin-Feir kararsizhig) olarak adlandirilan & = 1.363 kritik dalga sayis:
civarinda su dalgalarimin hareketini karakterize eden tek GNLS denkleminin
formuna indirgendigi gosterilmigtir. Kuple GNLS denklemlerinin baz1 6zel
¢Oziimleri de aym boliimde verilmistir. Son olarak, bu galigmamn sonuglar 6.
Béliimde verilmigtir.



COUPLED HIGHER-ORDER NONLINEAR SCHRODINGER
EQUATIONS IN A GENERALIZED ELASTIC MEDIUM

SUMMARY

As in many physical system nonlinearities become important when a sufficiently
high level of energy is reached in elastic crystals. If nonlinear effects are balanced
with the effect of dispersion, remarkable nonlinear structures such as solitary
waves may exist. These phenomena have attracted many applied mathematicians
and theoretical physicists recently, and a great amount of literature on nonlinear
waves in elastic crystals is steadily growing. If high frequency wave propagation
in a material body is considered, where the length scale is comparable with
the average grain size in the body, then the individual constituents may get
excited. In such a case the intrinsic motions of those constituents must be
considered. Such a phenomenon cannot be explained within the limits of
classical elasticity, and new continuum theories should be considered in order to
include internal structure of matter into the constitutive equations. Among those
theories, nonlocal particle interactions, local intrinsic rotations and higher-order
gradient theories may be mentioned. In the present study; high frequency wave
propagation in an infinite, homogeneous, weakly nonlinear and weakly dispersive
elastic medium with higher-order displacement gradients are considered. Two
coupled nonlinear evolution equations that include higher-order nonlinear and
dispersive effects, are obtained for determining the long-time behavior of waves.

The outline of the present study is as follows: The first section is the introduction
and gives general information about nonlinear wave equations, especially various
forms of the nonlinear Schrédinger equations. Brief reviews of linear waves,
nonlinear ‘waves, and eventually, the multi-scale perturbation method to be
used in determining the asymptotic behavior of waves are presented in Section
2. Then, the governing equations for a cubically nonlinear elastic solid with
higher order gradients are briefly summarized and the dispersion relations for
the longitudinal and transverse modes are presented in Section 3. In Section
4, the nonlinear modulation of transverse waves propagating in the generalized
elastic solid are studied using a multi-scale expansion of quasi-monochromatic
wave solutions. In particular, to include the higher-order nonlinear and dispersive
effects in the evolution equations, higher-order perturbation equations are
considered, and it is shown that the modulation of two transverse waves is
governed by a pair of the coupled higher-order nonlinear Schrédinger (HONLS)
equations. It is found that the coupled HONLS equations reduce to the single
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HONLS equation which has already been obtained in the context of nonlinear
optics, in the absence of one of the transverse waves. Some special solutions,
such as sech-sech and tanh-tanh solitary waves, to the coupled HONLS equations
are also presented in the same section. In Section 5, the problem of nonlinear
wave modulation of two transverse waves propagating in the same medium is
considered about a critical wave number for which the coefficients of the nonlinear
terms in the coupled NLS equations are zero. New perturbation expansions for
the dependent variables near the critical wave number, called the marginal state,
are considered since the nonlinear terms drop from the coupled NLS equations,
and thus the coupled NLS equations are no longer valid. In order to include
higher order nonlinear terms in the coupled evolution equations to balance the
effect of dispersion, the effect of nonlinearity is intensified in the expansions. It
_ is shown that the modulation of two transverse waves near the marginal state
is governed by a pair of the coupled evolution equations called the generalized
nonlinear Schrédinger (GNLS) equations. It is found that the coupled GNLS
equations reduce to the same form of the single GNLS equation which has already
been obtained for a description of the behavior of water waves about the critical
wave number, k= 1.363 , called Benjamin-Feir instability, in the absence of one
of the transverse waves. Some special solutions of the coupled GNLS equations
are also presented in the same section. Finally, a conclusion of the present study
is presented in Section 6.
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1. GIRIS

Miihendislik, fizik ve dogal bilimlerdeki birgok sistem nonlineerdir ve nonlineer
denklemlerle modellenir. Lineer ve nonlineer sistemler arasindaki temel fark
ise lineer sistemlerde siiperpozisyon prensibinin uygulanabilmesidir. Diger bir
deyigle lineer sistemin herhangi iki ¢O6ziminin toplami ayni sistemin yeni
¢6zimini olugturur. Bu o6zellik nonlineer sistemler igin gegerli degildir.
Lineer sistemlerdeki bu siiperpozisyon prensibi lineer sistemi, her bir parcasi
Fourier veya Laplace donlgimleri ile g¢oziilebilecek pargalara ayirma imkani
verir ve elde edilen ¢éziimlerin toplam: da orijinal sistemin yeni bir ¢oziimudir.
Stiperpozisyon prensibinin yoklugunun dogurdugu zorluklara ragmen; son 40
yildir nonlineer sistemlerin geligen bilgisayarlarin yardimu ile sayisal ¢ozimi ve
ters sagilma déniigimi gibi yeni yontemlerle analitik olarak ¢dzimlerinin elde

edilebilmesi i¢in buytk bir ¢aba vardir.

Lineer olmayan bilimin bir dali olan dalga yayilimi, son yillarda ¢ok yaygin
olarak caligilmig konulardan biridir. Dalga yayilimi problemlerinde aragtirma,
genel olarak deneysel bir sistemin davranigina bir yaklagim veren bir boyutlu
kismi diferansiyel denklemlerin (KDD) incelenmesi ile baglar. Dalga genliginin
sistemdeki karakteristik bir uzunluk ile kargilagtirilabilir bir mertebede olmasi,
dalga hareketini yoneten KDD’lerin nonlineer olmasina yol agar. Nonlineer
kismi diferansiyal denklemlerin tam ¢dziimlerinin bulunmasinin zor, ¢ogunlukla
miimkiin olmadig bilinen bir gergektir. Bu durumda orijinal KDD ile ugragmak
yerine, birgok basitlegtirici fiziksel kabul altinda, kii¢ik bir parametrenin de
katildig: asimptotik metotlar kullanarak [1, 2], uzay ve zaman degigkenlerinin
belli deger bolgelerinde orijinal sistemin hareketini karakterize eden evoliisyon

denklemi veya denklemleri ile ugragmak goklukla takip edilen yollardan biridir.



Birgok degigik asimptotik yontemle elde edilmig bu model denklemler, uzun
dalga yaklagim: kabulii altinda genellikle Korteweg-de Vries (KdV) veya kuple
Korteweg-de Vries simifindaki denklemler ve dalga modilasyonu problemleri
icin nonlineer Schrédinger (NLS) veya kuple nonlineer Schrodinger denklemleri
olarak elde edilir. Asimptotik yontemler ile elde edilen bu nonlineer
evoliisyon denklemlerin integre edilebilir ya da kismen integre edilebilir olmalari,
aragtiricilarin bu denklemlerle ugragmalarinin en énemli nedenlerinden biridir.
Integre edilebilirlifin esas olarak o&zel dalga modlarnin siiperpoze edilmesi
anlamina geldigi diginilirse, béylece bircok nonlineer probleme ¢oziim bulma

imkan: ortaya ¢ikar.

Baglangicta oldukga basit olan model denklemlere disipatif terimler, zorlayic:
kuvvetler, yiksek mertebe nonlineer ve/veya dispersif etkiler gibi yeni fiziksel
etkilerin eklenmesi ile model KDD’ler daha karmagik bir yapiya sahip olurlar.
Ornegin, KdV tipi denklemler disipatif terimleri de igeren KdV-Burgers tipindeki
denklemlere, NLS denklemleri ise kaynak terimini ve/veya disipatif terimleri de
iceren NLS’nin genellestirilmig formlarina dénigilirler. Ancak daha karmagik
olan bu denklemler dogal olarak daha zengin dinamikleri de agiklayabilen
yapiya sahiptir. Ayrica elde edilen KDD denklem veya denklem sistemlerinin
karmagik bir yapida olmas: denklemlerin ¢dziimlerini elde etmek igin yeni
problemleri de beraberinde getirir. Diger yandan; disipasyon, yiksek mertebe
nonlineer ve ylksek mertebe dispersif etkilerin model denklemlerin ¢oziimlerine
getirdigi katkinin deneysel sonuglarla kargilagtirilmas: baz1 malzeme sabitlerinin

belirlenmesine yol agabilir.

Doga lineer olmayan dalga ornekleri ile doludur. Nonlineer dalga
problemlerindeki aragtirmalar, ozellikle su dalgalarinda olaylarn gozle gorintr
olmasi nedeniyle akigkanlar dinamiginde birgok ilerlemelere neden olmugtur
[3, 4, 5]. Ayrica ¢ok-hizh optik iletigim hatlarinda uygulama bulmasi nedeniyle
optik ortamlardaki nonlineer dalga yayilimu ¢ok yaygin olarak aragtirma yapilan
konularin baginda gelmektedir [6]. Elastik ortamlarda yayilan dalgalarin su

dalgalarina gore ¢ok hizli olmasi, dalgalarin su dalgalarinda oldugu gibi kolay
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gorilebilir olmamas:1 elastik dalgalarin hak ettigi ilgiyi gorememesine neden
olmugtur. Buna ragmen, son yillarda elastik kristallerde nonlineer dalga yayilimi
problemleri genig olarak aragtirilmaya baglanmig ve bu konudaki literatiir de

artarak geligmektedir [7, 8, 9].

Elastik kristallerde yeteri kadar yiiksek bir enerji diizeyine ulagildiginda
nonlineerligin énemli oldugu bilinen bir gercektir, Eger elastik ortamda ortaya
¢itkan bu nonlineer etkiler dispersif etkiler ile dengelenebiﬁrse, ortamda yalniz
dalgalar (solitary waves) gibi ilging nonlineer yapilarin ortaya g¢ikma olasilig
ortaya ¢ikar. Bir cisimdeki ortalama parcacik biyikligd ile karakteristik
dalga uzunlugun ayni mertebede olabildigi yiksek frekansh dalga yayilim
incelendiginde, malzemedeki tek tek pargaciklarin bagimsiz hareketi s6z konusu
olabilir. Buna benzer olaylarin s6z konusu oldugu durumlar: klasik elastisite
sinirlar iginde kalarak agiklamak miimkiin olmayabilir. Bu durumda malzemenin
ig, ayrik, yapisim klasik elastisite teorisine katan ve dolayisiyla katida dispersif
dalga yayihmina neden olan, yeni siirekli ortam teorileri géz oniine alinmalidir.
Bu teoriler arasinda pargacik etkilegimlerini hesaba katan yerel olmayan teorileri,
parcaciklarin mikro donmelerini ele alan mikropolar teoriyi ve yerdegistirme
alaninin ytksek mertebe gradyanlarini hesaba katan kuple elastisite teorisi
sayilabilir. Bu galismada, blinye denklemleri fiziksel orijinli nonlineer etkileri
ve mikro yapinin neden oldugu dispersif etkileri iceren genellegtirilmis elastik bir

ortamda yliksek frekansli dalga yayilimu problemi incelenecektir.

Nonlineer optik bir ortamda [10], zayif nonlineer ve zayif dispersif elastik
bir katida [11], akigkan ve plazma gibi ortamlarda yayilan yari-monokromatik
(hemen hemen tek dalga sayili) dalga paketlerinin yavag degisen genliginin
hareketi, bilindigi gibi tek bir nonlineer Schrédinger (NLS) denklemi ile verilir:

1A, + pAe + q|A|2A =0. (1.1)

Burada ¢ ve 7 sirasi ile yavag degigsen konum ve zaman degigkenleri, A ise yavag
degisen kompleks genlik fonksiyonudur. (1.1) evoliisyon denklemi, bircok fiziksel
problemdeki orijinal alan denklemlerinin gok olgekli asimptotik pertiirbasyon
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yontemleri ile indirgenmesinden elde edilmistir. Benzer sekilde, eger ortamda
aym anda iki dalga yayiliyorsa dalgalarin uzun zaman davranigi bir ¢ift kuple
nonlineer Schrodinger (KNLS) denklemleri ile verilir. Gergekten nonlineer optik
bir ortamda yayilan iki dalganin [12]; sonsuz ve homojen mikropolar elastik
ortamda yayilan iki enine dalganin [13] uzak alan davramslar: iki kuple nonlineer
Schrodinger denklemleri ile karakterize edilir.

Siirekli ortamlarda yayilan dalgalarin zarflannin davramsgim veren tek NLS
veya KNLS denklemleri tiiretilirken, uygun fiziksel kogullar altinda yiiksek
. mertebe nonlineer ve dispersif etkiler ihmal edilmektedir. Diger bir deyisle, €
nonlineerligin ve dispersif etkilerin zayifligim Slgen kiigiik bir parametre olmak
lizere, tek NLS ve KNLS denklemleri ilerleyen dalga hareketini e ’a gore ikinci
mertebeye kadar dogru karakterize eder. Ancak baz durumlarda, miihendislik,
fizik ve dogal bilimlerin diger dallarindaki ¢ok hizh olaylarin anlagilmasinda
Onemli olabilecek olan ok kisa dalga hareketi incelendiginde daha yukar: mertebe
nonlineerlik ve dispersif etkilerin hesaba katilmasi gerekebilir. Bu durumda tek
NLS ve KNLS denklemleri dalga hareketini dogru olarak betimleyemediginden
yiiksek mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin uygun bi¢imde bu denklemlere
katilmasi gerekir. Yilksek mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin tek NLS
denklemine uygun bicimde katilmas: ilk olarak nonlineer optik alaminda Kodama
[14], Kodama ve Hasegawa [15] tarafindan gerceklestirilmigtir. Bir lifte (fiber)
yayllan 191k dalgasimin zarf denklemi olarak Yiiksek Mertebe NLS (YMNLS)
denklemi, Taniuiti [16] tarafindan geligtirilmig olan indirgeyici pertiirbasyon
metodu olarak adlandirilan pertiirbasyon teknigi kullanilarak, Kodama ve
Hasegawa [15], tarafindan elde edilmistir:

iA; +pAge + QIAPA +ielAgee + B AP A)e +BA(AP)] = O(F).  (12)

Burada A izl degigen 151k dalgasimn zarfim gosteren kompleks genlik, ¢

ve T yavag degigkenler olup katsayilardaki sabitler § = g/, @ = a/e® ve
b=1b/e® olarak tammlanmgtir. Ayrica A = eu; +¢%u, birinci ve ikinci mertebe
genliklerin toplam olan bagimh degiskendir. Bu yaklagimda, biitin yitksek
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mertebe terimler tek NLS denklemine pertiirbasyonlar olarak kabul edilmistir.
(1.2) ile verilen YMNLS denklemi, yavag degigen dalga genligininin uzun zaman
davranigimi € kii¢ik parametresine gore ikinci mertebe terimleri igerecek
sekilde karakterize eder. Gergekte (1.2) denklemi ilk olarak Hirota tarafindan
incelendiginde denklem bir fiziksel problemi modelleyen bir denklem degildi [17].
Hirota adi gecen bu galigmada, bu denklemi degigtirilmig KdV denklemi ile NLS
denkleminin birlegimi olan bir evollisyon denklemi olarak ele almigtir. Ayrica,
glinimiizde Hirota metodu olarak adlandirilan direkt bir metod kullanarak
katsay1 fonksiyonlarinin 6zel degerleri icin bu denklemlere soliton tipinde
¢oziimler bulmugtur. Nonlineer optik alaninda tek YMNLS denkleminin YMNLS
denklemlerine genigletilmesi yakin zamandaki bir cahgmada verilmigtir [18]. Bu
caligmada, tek YMNLS denklemini saglayan genligin sag- ve sol-polarize olmug
dalgalarin topla;m1 olarak yazilabilecegi varsayilmig ve tek YMNLS denklemi
iki dalga genligi icin kuple YMNLS denklemine donigtirilmigtir. Ancak
gercek bir fiziksel probleminin modellenmesinde ortaya cikabilecek karmagik
kuplaj terimlerinin bdyle bir genigletme ile kapsanip kapsanamiyacag agik
degildir. Bagka bir galigmada da, kuple NLS denklemlerine yiliksek mertebe
terimlerin katilmasi ele alinmugtir [19]. Bu galigmada, kuple denklemlerin integre
edilebilir olma o6zelligini koruyacak sekilde yiksek mertebe terimlerin kuple
NLS denklemlerine katilmasi igin, Hermityen simetrik uzaylarinin matematiksel
yapis1 kullamilarak sistematik bir yol 6nerilmigtir. Ancak elde edilen integre
edilebilir kuple YMNLS denklemlerinin herhangi bir fiziksel problemi modelleyip
modellemedigi acik degildir. Simdiki ¢aligmanin amaglarindan biri tek YMNLS
denkleminin genellegtirilmiy kuple halini genellegtirilmig elastik bir ortamda
yayilan enine dalgalar igin elde etmek, denklemin katsayilarini agik olarak dalga

say1si, frekans ve malzeme sabitlerine bagh olarak elde etmektir.

(1.1) NLS denklemine yol agan bu asimptotik yontemler, zayif nonlineer ve
zayif dispersif etkiler arasinda denge saglanmas: esasina dayanir. Nonlineerlik
ve dispersif etkilerin dengesi ise, NLS denkleminin soliton geklindeki ¢oziimleri

kabul etmesine yol agar. Ancak, gJA|2A nonlineer teriminin pAg dispersif



terimi yaninda ¢ok kiiglik olmast bu dengenin bozulmasina yol acar ve NLS
denklemi gegerli olmaktan gikar. Bu durum, 6zellikle belli &£ dalga sayilar igin
NLS denkleminin nonlineer teriminin katsayisi sifir olmasi ile ortaya ¢ikabilir.
Pertiirbasyon  acilimu bakimindan bu durum, e kiigiik bir parametre ve
k. kritik dalga sayisi olmak lizere, g¢(k.) = Oe) << O(1) = p , yani
pq ~ € geklinde ifade edilebilir. k. , dispersif terimin negatif olmasi
durumunda, NLS denkleminin diizlem dalga ¢éziimlerinin kararlh (pg < 0)
oldugu bolgeden kararsiz (pg > 0) oldugu bélgeye gecise karg: gelen dalga sayisi
~ oldugundan sistemin marjinal durumu olarak da tammlamr. Marjinal durum
civarinda nonlineerligin dalga yayihmina etkisini incelemek igin daha detayh bir
pertiirbasyon agilimu kullamlmalhdir, yani dalga paketlerinin hareketini marjinal
durum civarinda dogru olarak karakterize etmek igin yiikksek mertebe nonlineer
etkilerin hesaba katildig1 pertiirbasyon agihimlart goz oniline alinmalidir. Buna
gore NLS denklemini elde etmek igin € parametresinin kuvvet serisi geklinde
olan ¢dzlim, yeni agihimda ¢ 'nin kuvvetlerine gore olmahdir. Yeni Slgekleme
ile nonlineer terimlerin etkisi arttirldigindan NLS yerine elde edilecek evoliisyon
denkleminde yiiksek mertebe nonlineer terimler ortaya gikacaktir. Marjinal
durum civarinda dalga modiilasyonunu karakterize eden genellegtirilmig NLS
(GNLS) denklemi ilk olarak Johnson [20]; Kakutani ve Michihiro [21] tarafindan
sonlu derinlige sahip akigkanlarda Stokes dalgalar: igin elde edilmistir:

iAr +pAge + | APA+ @l AI*A + (g5 + iga) A AIP)¢ + igs| APAg = 0. (L.3)

(1.3) GNLS denklemi, akigkan dolu tiiplerde [22] ve genel bir dispersif sistemde
[23] marjinal durum civarinda dalga modiilasyonunu karakterize eden denklem
olarak elde edilmigtir. Bu gahgmanin ikinci amac ise tek GNLS denkleminin
genellegtirilmig kuple halini zayif nonlineer ve dispersif elastik bir ortamda
yayilan enine dalgalar icin elde etmek, denklemin katsayilanim agik olarak dalga
sayisi, frekans ve malzeme sabitlerine bagh olarak elde etmektir.

Bu galismada zayif nonlineer ve zayif dispersif elastik bir ortamda yayilan enine
dalgalarin modiilasyonu problemi ele alinmmg ve modiile olmug dalgalara yiiksek
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mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin katkis: aragtirilmigtir. Caligma esas olarak
alt1 boliimden olugmaktadir ve girig boliminden sonraki ikinci bolimde, lineer ve
nonlineer dalgalar ele alinmug, dispersiyon ve nonlineerligin etkileri tartigilmgtir.
Aymi boliimde, zayif nonlineer ve dispersif elastik bir ortamda yayilan (1+1)
boyutlu enine dalgalarin modiilasyonu problemini incelemek igin kullanilacak
olan indirgeyici pertiirbasyon metodu kisaca tamitilmugtir. Uglincit béliimde
ise zayif nonlineer ve mikro gekil degistirmenin neden oldugu dispersif etkileri
iceren elastik ortamin alan denklemleri kisaca verilmigtir. Caligmanin dérdincid
boliimiinde, zayif nonlineer ve zayif dispersif sonsuz, homojen elastik bir
ortamda yayilan (1+1) boyutlu enine dalgalarin nonlineer modiilasyonu problemi
incelenmigtir. Bunun igin yari-monokromatik dalga ¢ozimlerinin ¢ok olgekli
bir agilimina dayanan pertlirbasyon metodu kullamilrmg ve ortamda yayilan
birinci mertebe iki enine dalganin etkilegiminin kuple nonlineer Schrédinger
(KNLS) denklemleri ile karakterize edilebildigi gosterilmistir. Ancak ortamda
gok hizli dalgalarin yayilmasi durumunda, ikinci mertebeye kadar hareketi
dogru olarak karakterize eden KNLS denklemleri gecerli olmaktan g¢ikar ve
dalga hareketini dogru olarak karakterize etmek igin yiksek mertebe nonlineer
ve dispersif etkileri de hesaba katmak gerekir. Bu nedenle yliksek mertebe
pertiirbasyon denklemleri de hesaba katilarak ikinci mertebe enine modlar igin
de evolliisyon denklemleri elde edilmigtir. Birinci ve ikinci mertebe enine
modlar uygun bir gekilde birlegtirilerek, ortamda yayilan iki enine dalganin
kompleks genliklerinin davraniginm tiglincii mertebeye kadar dogru karakterize
eden kuple yiiksek mertebe nonlineer Schrédinger (KYMNLS) denklemleri elde
edilmigtir. Yiksek mertebe terimlerin ihmal edildigi 6zel durumda kuple NLS
denklemlerine indirgenen bu evoliisyon denklemleri, esas olarak yiiksek mertebe
nonlineer ve dispersif etkilerin katkilarini gostermektedir. Bu bolimiin sonunda
kuple YMNLS denklemlerine sech ve tanh tipinde baz1 6zel ¢oziimler verilmig,
bu ¢oziimlerin tek NLS denkleminden daha az kisitlayici durumlarda elde
etmenin miimkiin oldugu gdsterilmigtir. Beginci bolimde ise, yukarida adi

gecen zayif nonlineer ve zayif dispersif sonsuz, homojen elastik bir ortamda



yayilan (1+1) boyutlu enine dalgalarin nonlineer modiilasyonu problemi marjinal
durum civarinda incelenmigtir. Bunun igin ilk olarak modile olmug enine
dalgalarin hareketini ikinci mertebeye kadar dogru betimleyen kuple NLS
denklemleri elde edilmigtir. Kuple NLS denklemlerindeki nonlineer terimlerin
katsayilarinin, bazi kritik dalga sayilar igin sifir oldugu marjinal durumda
evolisyon denklemlerinin gecerli olmaktan ¢iktig1 gozlenmistir. Bu durumda
nonlineer etkileri denklemlere katabilmek i¢in nonlineerligin siddetini arttiran bir
pertiirbasyon agilimu kullanilarak hareketi karakterize eden kuple genellegtirilmig
NLS (GNLS) denklemleri elde edilmigtir. Enine dalga modlarindan birinin
ihmal edilmesi durumunda literatirde daha 6nce kritik bir dalga saywsi igin
elde edilmig tek GNLS denklemine indirgenen kuple GNLS denklemleri, esas
olarak marjinal durum civarinda iki dalganin hareketini ve iki dalganin birbirleri
ile nonlineer etkilesimlerini veren denklemler olarak bulunmugtur. Ayrica bu
bolimiin sonunda, kuple GNLS denklemlerinin gezen dalga geklindeki bazi 6zel
¢Oziimleri verilmigtir. Son bélimde ise kisaca sonuglar 6zetlenmis ve gelecek

caligmalar igin 6neriler sunulmugtur.



2. NONLINEER DALGALAR VE ASIMPTOTIK YAKLASIM

Bu bolimde, kisaca lineer ve nonlineer dalgalar goz oéniine alinacak ve dalga
yaylhim problemlerinde dispersiyon (dagilma) ve nonlineerligin etkileri 6rneklerle
agiklanacaktir.  Ayrica dalga modilasyonu problemlerini incelemek igin
- kullanilacak olan asimptotik yaklagimlardan indirgeyici pertiirbasyon yontemi
tantilacaktir.

2.1 Lineer Dalgalar ve Dispersiyon

En bilinen dalga, § faz sabiti olmak {izere
u(z,t) = A sin(kz F wt + 4) (2.1)

seklindeki siniisoidal dalgadir. Burada A genlik; A dalga uzunlugu ve v dalga
frekans: olmak lizere k = 2n/A dalga sayis1 ve w = 2nv agsal frekansidir.
(2.1) ifadesindeki art: igareti sol ve eksi igareti sag tarafa olan dalga yayilimm

gosterir. Bu dalganin faz mzi ¢, = w/k olarak tammlamr.
u(z,t) degiskeninin sagladig1 en basit bir boyutlu lineer dalga denklemi
U — c‘z,umc =0 (2.2)
ve denklemin genel ¢6ziimii
u(z,t) = f(x — cot) + gz + cot) (2.3)

seklindedir. Burada co bir sabit ve f ve ¢ ise sirasiile z —cot ve z+ cot
degiskenlerine gore tiirevleri siirekli olan keyfi fonksiyonlar olup baslangig ve
siur kogullan ile belirlenirler. (2.2) denklemi lineer oldugundan harmonik dalga
¢6zimini kabul eder. O zaman, A genlik, k¥ dalga sayis1 ve w frekans olmak
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lzere

u(z,t) = A expli(kz — wt)] (2.4)
¢0zlimii (2.2) denkleminde yerlestirilirse, sifir olmayan ¢6ziim elde etmek kogulu
Dk,w) =w®—c2k*=0 (2.5)

denklemine yol agar. k& ve w arasindaki bu iligkiye dispersiyon bagintiss adi
verilir. (2.5) denkleminden goriildigi gibi dalgamn faz iz, ¢, = w/k = *c ,
her dalga sayisi igin aymdir. Bagka bir deyisle faz hiz sabittir, yani dalga ortamda

~ dagilmadan yayilir. Aytica
_ %
~dk

seklinde tanimlanan grup iz da dalga faz hizina esit olup sabittir.

Cq = tcp

Buna kargit olarak, ¢y ve a sabitler olmak iizere
Uy — Collgy + at =0 (2.6)

denklemine (2.4) formundaki harmonik dalga ¢6zlimii Onerilirse, dispersiyon
bagintist
D(k,w) =w? —cEk*—a=0 (2.7)

olarak elde edilir. (2.7) iligkisinden ¢, faz hzi k dalga sayisina bagh olarak

elde edilir:
w a
cp_z_i,/c%+7g. (2.8)
(2.8) ifadesinden goriildigi gibi ¢, faz hizi, farkl £k dalga sayilan icin degisir,

yani farkli dalga sayilarina karg: gelen modlar farkh hizlarda yayilir ve ortamda
yayllan dalgalar dagilir . Bunun diginda dalganin grup hz

k
Cqg = :I:ctzl'(;

olarak hesaplanir. Diger bir deyisle w”(k) # 0’dir. Sonug olarak; dispersiyon,
w frekans: icin farkh dalga sayisina sahip dalgalarin, farkli faz ve grup hizlannin
oldugu ve dalgamin farkh bilesenlerinin dalga yayiimi boyunca daglacag
(dispersif olacagl) anlamma gelir. Buna gére (2.2) dalga denklemi dispersif
degildir ve (2.6) dalga denklemi ise dispersiftir.
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2.2 Nonlineerligin Etkisi

Ortamda yayilan dalgalarin genligi karakteristik bir uzunluk ile ayni mertebede
ise, dalga yayiimimi ydneten denklem veya denklemler nonlineer olur.
Nonlineer kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri ise, lineer kismi diferansiyel

denklemlerin ¢oziimlerinden biyitk farklihk gosterir. Bu farklar gérmek igin
we + F(u)ug =0 | (2.9)

lineer olmayan genellestirilmig kismi diferansiyel denklemini ve baglangi¢ kogulu

olarak
u(z,0) = 4(z)
alalim. (2.9) nonlineer denklemi karakteristikler metodu kullanilarak ¢oziiliirse,
u ¢ozimu
u(z,t) = 6(€), z=E+f(6(¢)) (2.10)
veya
u = ¢(z —1f(u)) (2.11)

olarak elde edilir ve (2.9) nonlineer denkleminin bu ¢6ziimi sabit formda diizgiin
yayilan dalgalardan olugmaz. Gergekten, (2.10) ¢ézliiminden de gorildiga gibi
blitiin ¢ zamanlannda tanimli tiirevlenebilen ¢ozimler ayr1 ayri dogrulardir.
Fakat, bir ¢, kritik zamaninda tiim tek olmayan ¢oziimlerin kesigtigi diigtinilirse
¢oziim t = t. zamaninda tekligini yitirir. Ayrica sozii edilen ¢6zlim tiirevlenebilir
olmaktan ¢ikar; diger bir deyigle ¢, kritik zamanindan sonra dalga ¢ok
degerli olup kirilir. Dalganin ¢ok degerli olup kirilmasinin denklemin nonlineer
olmasindan kaynaklandiginmi goérmek igin, (2.9) denkleminin we sabit durumu
civarindaki lineer formunu inceleyelim. Bu durumda (2.9) denklemi, v = ug+4
olmak tizere

e + f(uo)iz = 0

lineer denklemine indirgenir. Bu denklemin ¢6ziimi ise @ = ¢(z — cot),
(co = f(ug)) ile verilir. Lineer denklemin ¢dziimi olan bu ifadenin sag tarafi

% ¢Ozliimiine kapali olarak bagh degildir. Lineer denklemlerin ¢oziimlerinin
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cok degerli olup kirilmadiklar bilindigine gére, (2.9) denkleminin ¢éziimlerinin
t = t. kritik zamaninda turevlenebilir olma o6zelligini kaybetmesinin, yani

dalganin kirilmasinin denklemin nonlineer olmasi ile ilgili oldugu gorualir.

Nonlineerligin etkisini daha iyi gorebilmek igin Gzel olarak ¢ fonksiyonu

#(z) = sinz olarak alinmig ve (2.9) diferansiyel denkleminin
u(z,t) = sin(z — tu) (2.12)

seklindeki ozel ¢dziimi t =0, t =4, , t =t. ve t>t. zamanlarinda gematik

- olarak Sekil 1.’de gosterilmistir.

¥ S

A

t=0 t=1t =1t t>t.
Sekil 1.

Sekil 1.’den goriildugh gibi faz hiz1 u olup; dalga, biyik u degerleri igin daha
hizh yayilir. Bu da dalganin tepe noktasindaki pargaciklarin daha hizli hareket
etmesi anlamina gelir ve ¢t = t. amndan itibaren agagida yavag hareket eden

parcaciklar yakalar. Boylelikle, dalga ¢ok degerli hale gelerek kirihr.

Sonug olarak, nonlineerlik sonlu bir zaman sonra dalganin diklesmesine ve
daha sonra da kirnlmasina neden olmaktadir.  Sisteme dispersif etkiler
eklenmesi durumunda (Dalgalarin farkli dalga sayilari igin farkli hizda
dagilarak yayidiklari durumda) zayif nonlineerligin neden oldugu kirilmanin
gerceklegmedigi, nonlineerlik ve dispersiyonun birbirlerini dengeledigi durumlar
sézkonusu olabilir. Boyle durumlarda, denklemlerin dizgin, yapilarin koruyan
yalniz dalga (soiita.ry Wa.ve)v tipinde gezén dalga ¢oziimleri var olabilir. Ornek
olarak, hem nonlineer hem de dispersif etkileri tagiyan Korteweg-de Vries

denklemi
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U + Uy + Upze = 0

ele alindiginda KdV denkleminin yalmz dalga seklindeki bir ¢dziim{iniin
u = 12K%sech®K (z — 4K*t)

sabit t zamam i¢in gematik olarak gosterimi Sekil 2.’de verilmistir. Bu

Sekil 2.

gozlemden hareketle, nonlineer ve dispersif etkiler birbirini dengeleyecek
. gekilde uygun koordinat uzatmalarim ve ¢6ziim fonksiyonlarmin asimptotik seri
agllimlarini igeren pertiirbasyon yontemleri kullamlarak bagimsiz degiskenlerin
belli deger bolgelerinde nonlineer sistemin davranigini karakterize eden evoliisyon
denklemleri elde etmek miimkiindiir. Bundan sonraki alt boliimde, bu ¢aligmada
genellegtirilmig elastik ortamda yayilan dalgalarin uzak alan davramgim
betimlemek igin kullanilacak olan indirgeyici pertiirbasyon yontemi icin kisaca
tamtilacaktir.

2.3 Indirgeyici Pertiirbasyon Yéntemi

Yitksek mertebeden uzaysal tiirevleri igeren alan denklemleri ile temsil edilen
fiziksel sistemlerde, dispersiyonun neden oldugu dagilma ve nonlineerligin neden
" oldugu diklesme birbirlerini dengeleyerek lineer sistem gibi davranmasina yol
agar. Bdylece, nonlineerlik ve dispersiyonun etkisi ile sistem yalmz dalga adi
verilen diizgiin yapilar ¢oziim olarak kabul edebilir. Bu diizgiin yapilan ¢ézim
kabul eden evoliisyon denklemlerini bulabilmek igin birgok asimptotik yaklagim

Onerilmigtir. Nonlineer dalga modiilasyonunun incelenmesinde kullamlan degisik

13



asimptotik yontemler [1, 2] numarah cahsmalarda genigs ve ayrintih olarak
verilmigtir. Bu yaklagimlarda, uzay ve zaman degigkenlerini yeniden olgeklemek
ve bagimh degigkenlerin uygun segilmig bir pertiirbasyon parametresine gore
seri a.glhmlanm kullanmak gerekir. Bu gekilde zayif nonlineerlik ve dispersiyon,
pertiirbasyon para.metrési kullanilarak sisteme dahil edilir. Bylece nonlineerlik
ve dispersiyonun Dbirbirlerini dengelemesi ile nonlineer denklem sisteminin
hareketini asimptotik olarak tanimlayan nonlineer evoliisyon denklemleri elde
etmek miimkiin olabilir. Bu g¢aligmada, zayif nonlineer ve dispersif elastik
. bir ortamda yayilan iki enine dalganin modiilasyonu problemi indirgeyici
pertiirbasyon yontemi ile incelenecektir. Ortamda yayilan dalgalarin uzak-alan
“davramgm bulmak igin, Sncelikle problem igin uygun koordinat uzatmalan
yapilmalidir.

Bir boyutlu dalga modiilasyonu problemlerindeki uygun koordinat uzatmalarim
bulabilmek igin, lineer bir ortamda yayilan ve genlikleri aym olan iki siniisoidal
dalga verilmis olsun:

ui(z,t) = A etz

us(z,t) = A githez—wt), (2.13)
(2.13) ile verilen harmonik dalgalanin k; ve k. dalga sayilan birbirine gok
yakin oldugu durumda, yani dalgalarin yari-monokromatik oldugu durumda
dalga ¢oziimiiniin davramgint bulmak igin, (2.13) dalgalanmin siiperpozisyonunu
ele alalim. Bunun i¢cin Ak, k dalga sayisina verilen bir artim olmak iizere,

k dalga sayisi civarinda lokalize olmus k; = k+ Ak ve k; = k— Ak dalga
sayilarina sahip dalgalarin siiperpozisyonunu hesaplayalim:

u(x, t) = A ellraRe—(wrant] | g gilk-Ak)z—(w-bw))] (2.14)

Buradan siiperpoze olmug u ¢6ziimiiniin
u(z,t) = 24 cos(Akz — Awt) =) (2.15)
seklinde yazilabilecegi goriiliir. iki dalgann siiperpozisyonu ile elde edilen (2.15)
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siniisoidal dalgasimin reel kismi sabit bir ¢ zamani ekil 3.’de sematik olarak

gosterilmigtir.

-

Ly —

7
-

Sekil 3.

Sekil 3.’den de goriildiigii gibi, lineer ortamlarda yari-monokromatik iki dalganin
siiperpozisyonu harmonik dalgalan, cos(Akz—Awt) ile yavag degisen bir genlik
ve exp[i(kz — wt)] ile hizh degigsen bir fazdan olugan iki kisma ayirmakta,
diger bir deyigle genligin modiile olmasina neden olmaktadir. Ak/k << 1 ve
Aw/w << 1 oldugundan w frekansindaki Aw degigimi

Aw = w(k+ Ak) —w(k)

dw 1w, , .\
= %Ak + E}zk—z(Ak) - (2.16)

ile verilir. Bu durumda genligin faz fonksiyonu

dw 1d%w 9

geklini alir. p sonradan secilecek bir pozitif say1 ve € kiigiik bir parametre
olmak iizere Ak =€ oldugu varsayihrsa, genlik modiilasyonunu incelemek igin

yavag degigkenler £ ve T
E=f(z—cht), T=¢€"t (2.18)

olarak segilebilir. Burada ¢, = dw/dk olup z ekseni dogrultusunda yayilan

dalganin grup hizim gostermektedir. Lineer dispersif sistemlerde dispersiyonun
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bir ol¢lisii olarak ortaya c¢ikan € parametresini zayif nonlineer sistemlerde
nonlineerligin bir olgiisii olarak da hesaba katmak i¢in bagiml degigkenlerin

€ 'nun bir asimptotik serisi geklinde yazilabilecegi varsayilir:

u(z,t) = fui (€, 7)e*™ ) fc.c] + Xug(é, T) + ug(é, 7)) fcc] + - .

(2.19)
(2.18) koordinat uzatmalar: ve (2.19) ¢6ziim fonksiyonlar: alan denklemlerinde
yazilirsa € pertiirbasyon parametresinin kuvvetlerine gore denklem
hiyerarsileri elde edilir. Elde edilen denklem hiyerargilerinin her mertebe
icin ¢oziilmesi ile orijinal sistemin uzak alan davranigmm karakterize eden
ve nonlineerligin dispersiyonla dengelendigi yeni evolisyon denklemleri elde
edilir.  Yari-monokromatik dalgalarin uzun-zaman davramgim tanimlamaya
yarayan ve burada kisaca tanitilan bu pertirbasyon metodu, sonsuz elastik bir
ortamda yayilan dalgalarin nonlineer modiilasyonu probleminin incelenmesinde
kullanilacaktir. Bunun icin hareketi yoneten alan denklemleri bir sonraki

boliimde verilecektir.
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3. ALAN DENKLEMLERI

Polikristal, kompozit ve polimer gibi malzemelerde ¢ok yiiksek frekansli, yani
¢ok kisa dalgalar yayildiginda deneysel olarak gozlenen sonuclar: klasik elastisite
_teorisi ile agiklamak miimkiin olmaz. Bu durumda, ¢ok kisa dalga boylan
icin malzemenin tanecikleri ile ortamda yayilan dalganin etkilesimini daha
iyi anlamak icin, maddenin mikro yapisimi hesaba katan yeni matematik
modellere ihtiyag vardir. Son yillarda malzemenin ayrik yapisin klasik elastisite
teorisine katmak igin bircok siirekli ortam teorileri 6ne striilmiigtiir. Bunlar
arasinda yiiksek mertebe gradyan teorileri, yerel olmayan ve mikromorfik
sirekli ortam teorileri sayilabilir.  Bu teorilerin ortak yam malzemenin
mikro yapisim1 hesaba katmasi ve bunun sonucunda ortamda yayilan hem
enine hem da boyuna dalgalarmn dispersif karaktere sahip olmasidir. Eger
malzemenin davramgini karakterize eden biinye denklemlerine nonlineer etkiler
de katilabilirse, uygun bir pertiirbasyon teknigi kullamilarak nonlineerligin ve
dispersiyonun birbirini dengelendigi denklem sistemlerini elde etmek ve elde
edilen sistemlerin davramgim incelemek miimkiin olabilir. Bu ¢aligmanin amadci,
yukarida bahsi gecen ve yliksek mertebe yer degistirme gradyanlarmi igeren
genellegtirilmig elastik bir ortamdaki dalga yayilimu problemini incelemektir.

Mikromorfik elastisite teorisinin [24, 25| dzel bir hali olan elastisitenin moment
teorisine gore, bir cismin gekil degigtirme durumu, makro hacmin kiitle

merkezinin yerdegigtirmesini veren
1
€r = -2-(uk,z + Up g + U kUny) (3.1)

makro gekil dejistirme tansori ve makro hacim igindeki mikro elemanlarin goreli
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yer degigtirmesini veren

Chtm = —Ukm (3.2)

mikro gekil degistirme gradyans ile verilir [26]. Burada wuk(x,t) yer degistirme
vektorunin bilegenleri olmak tzere virgilden sonraki indis karsi gelen uzay
koordinatina gbre kismi tirevi gosterir, ayrica tekrarlanan indisler izerinde

toplama uylagimu gegerlidir.

Bu caligmada, yiksek mertebe yer degistirme gradyanlarini igeren genellegtirilmig
elastik bir ortamda zayif nonlineer dalga yayilimi problemine yiiksek mertebe
terimlerin katkisi aragtirilacagindan, X¥(e,I') ig enerji yogunlugu fonksiyonunu,
makro gekil degigtirme tansoriniin dordiinci mertebe terimlerini igeren bir

fonksiyonla karakterize etmek uygundur [27, 28]:

A
Y o= 5 CkkEmm + peireir + 2um® (ThimThim + ¥ ThimDikm)

A C
+§ eixexeir + B (€ixeki)emm + 3 €kkEmmEll
+D exkemmenes; + G (eixeiker:)emm

+H (eixexi)emmen + K (eixeri)(€mi€im)- (3.3)

Burada A,p lineer elastik (Lame); A, B ve C ikinci mertebe ve D, G, H ve K
tgincid mertebe elastik sabitlerdir. Ayrica v ve m mikro yapiy: karakterize

eden sabitlerdir.

(3.3)’deki aciliminda (3.1)’de verilen makro ve mikro sekil degigtirme tansorleri
yerlerine yazildiginda wug; yerdegistirme gradyamnin dérdiincii mertebeden

kuvvetlerini iceren X i enerji fonksiyonu

Y = 5 (uk,kum,m + Uk kUrmUrm + Zun,kun,kur,mur,m)

7 1
+§(ui,kui,k + Ui pUk; + 20U U Uk + Eun,iun,kur,iur,k)
2
+2um* (g km Ul km + VUL m Uk,im )

A
to1 (B i jur e + 2us Uk UL + Uik ULEUG iUg,l + Ui kU kU, 1Ui 1)

B
+Z(2ui,kuk,ium,m + 2U; kUi kUm,m + Ui kU, Uq,mUq,m T Ui kUi kUg,mUqm
+ 4ui,kur,iur,kum,m)
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+-3— (Uk UL Urn,m + iuk,kum,muq,luq,l)
+D U kUl Uy Ui i
G
+§ (20; kU1 UL iU, m, + 20 U JUL ;YUm,m T 20 kU [ Ui [ Um
+ 2k ;U1 kUL Urm,m)

+g (Ui Uk, Um,mU1] + Uk,iUk,;Um,m Ul

+£4{" (s U iU [ UL + 20 Uk 5 U )+ Uk Uk 5 U U 1) (3.4)
olarak bulunur. Burada mikro gekil degistirme etkilerinin kii¢lik oldugu
" kabul edilmis ve Y aciimimin mikro gekil degistirmeyi karakterize eden
yer degistirmenin ikinci gradyanlanna, wugm , kuadratik olarak bagh oldugu
varsayllmigtir. (3.4) agilimim genel olarak yer degistirmenin uy; birinci ve ugim
ikinci gradyanlarn z , y ve z koordinatlarina baghdir. Fakat bu ¢aligmada,
bir uzay ve bir zaman boyutu oldugundan, diger bir deyigle (1+1) boyutlu dalga
yayihmi ele alinacagindan, bagimsiz konum degigkeni z ve bagimsiz zaman
degiskeni ¢ olarak segilecektir. (3.4) ifadesindeki bagimh degiskenlerin yalniz
z ve t degiskenlerine bagh olduklar: hesaba katilarak tekrarli indisler tizerindeki

toplama yapilirsa, ¥ agihminmin agik ifadesi
S = SO 2) () + o )’ + ()’

+-é(3,\ +6p+ 24+ 6B +2C) (u12)°

—I—%(z/\ +4p + A+ 2B) Uy [(u2z) + (us)’]

+§(A +2+4A+12B + 4C + 8D +8G + 8H + 8K) (uy)?

50+ 4+ BA+ 1B +4C+6G +4H +8K) (ur,0)[(u2,0)* + (us)’

+~21§(,\ +2u+ A+ 2B +2K) [(ugz)* + (uaz)?]

J&(,\ +2u+ A+ 2B + 2K) (u32)*(usz)?

+2um?(1 +v) (u122)? + 2um® [(Ugzz)? + (Ua,zz)?] ] (3.5)
olarak elde edilir. Ayrica yiikksek mertebe gekil degistirme gradyanlarini igeren
bu kat1 icin kinetik enerji yogunlugunun klasik elastisite teorisindeki forma sahip
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oldugu varsayilmigtir:

T= %P(J[(ul,t)2 + (u2s)? + (uay)?]. (3.6)

Burada pg baglangic yogunlugunu, ¢ indisi ise ilgili bagimh degigkenin zamana

gore kismi tiirevini gdsterir.

Bdylece bir boyutlu hareketi yoneten denklemleri

6/Ldt=6//£da:dt=0 (3.7)
- Hamilton prensibinden elde etmek miimkiin olur. (3.7) ifadesindeki £
L=T-%

olarak tammlanan Lagrange yogunluk fonksiyonudur ve L(ukgt,Ukz,Ukzz)
(k=1,2,3) seklindedir. Boylece (1+1) boyutlu hareketi yoneten denklemler,
(3.7) sistemine karg: gelen Euler-Lagrange denklemleri

0,6 0L 0,6 0L &, ocC

55(611“) i _6;(8'&1,,;) - axz(aul,m) .

8,6 0L 8 6 6L 8 oL

52(6u2,t) y -(_9;(6112,,,) 4 33;2(6U2,m) =0

a,0L 8, 6 0L 8% 0oL

&(Bu&t U %(au;;,z) 912 Bus,m) - (38)

seklinde yazhr. (3.5) X i¢ enerji yogunlugu fonksiyonu ve (3.6) kinetik
enerji yogunlugu fonksiyonu (3.8) sisteminde kullambrsa, yiiksek mertebe yer
degistirme gradyanlarini ve kiibik nonlineer etkileri iceren genellestirilmis elastik
bir ortamdaki bir boyutlu hareketi yoneten denklemler agagidaki sekilde bulunur:

Ut — Crllgg + 4MA(L + V)Uzzzs = Y1UsUzz + Yo(VsVez + Welzz)

+ Y3 () thae + Va{taz[(v2)? + (w2)?] + 2us(VaVaz + Wrtzs) }
Vg — CoUgg + ANV, = Yo (UngVy + UgUsz) + Va[20UUs Uy + (Uz ) Vs

4 75[3(v2) Ve + 20 WeWaz + (Wg)*Ving)
Wy — CWag + 4P Wazee = Vo (UzeWe + UeWaz) + Ya[2WoUsUsz + (Uz)*Wias)

+ 75 [3(we ) Wz + 2WaVsVaz + (Vz) *Wez]- (3.9)
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(3.9) sisteminde gosterim kolaylig saglamasi igin w) =u, uo=v ve yz =w
tanimlar kullanilmig; ¢ ve z alt indisleri ilgili bagiml degigkenin sirasi ile zaman
ve konuma gore kismi tiirevlerini é&istermektedir. Ayrica (3.9) sisteminde, wu
yerdegistirme vektoriinlin boyuna, v ve w ise enine bilegenlerini géstermektedir.

Denklemlerdeki katsayilar ise

ci = (A +2u)/p0, = u/po,

7y =[3(A+2u)+2(A+3B+C)|/po, 12=(2A+4p+ A+ 2B)/2p,,
73 =3A+2u+4A+12B+4C+8(D + G+ H + K)}/2po,

o= 2\ + 4+ 5A + 14B + 4C + 6G + 4H + 8K) /4po,

s = (A+2u+ A+ 2B+ 2K)/2p,,

olarak tamimlanir. (3.9) sisteminde mikro gekil degistirmeden gelen katkilar ve
nonlineer terimler ihmal edilirse lineer elastisitenin 6ngordiigi kuple olmayan
lineer denklemler elde edilir.

(3.9) sisteminin dispersif karakterinin gérmek icin A; kompleks genlik, k¥ dalga

sayist ve w frekans olmak lizere,

u(z,t) = A; expli(kz — wt))
v(z,t) = A expli(kz — wt)]
w(z,t) = A; expli(kz — wt)] (3.10)

seklindeki ¢ozlimler, (3.9) sisteminin lineer kismina yerlestirilirse A genlikleri
icin lineer homojen denklem sistemi elde edilir. Elde edilen lineer homojen

denklem sisteminin sifirdan farkh ¢oziimiiniin bulunmas: kogulu

Dy(k,w) = w? — k% — 4Em*(1 + v)k* =0,

Dy(k,w) = Ds(k,w) = w? — &k* — 4Em?k* =0 (3.11)
seklindeki bagmtilara yol acar. k dalga sayis: ve w frekans: arasindaki iligkileri

veren bu denklemler dispersiyon bagmtilar1 olarak adlandirilmmgti. Buradaki
D; , boyuna yer defistirme modu olan wu ile ilgili dispersiyon bagmtis:
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olup, D, ve D3z ise sirast ile enine yer degistirme modlart olan v ve
w bilegenlerine karst gelen dispersiyon bagmntilaridir. (3.11) bagintilarindan
da gorildigi gibi, hem boyuna hem de enine modlar dispersifdir, yani
w'(k) # 0 . Gorildigi gibi ele alinan genellegtirilmis elastik ortamda dispersif
dalga yayilimi mimkiindiir. Eger hareketi yoneten denklemler zayif nonlineer
etkileri de igeriyorsa, uygun bir pertirbasyon metodu kullanilarak, dispersif
etkilerin ve nonlineer etkilerin birbirini dengeledigi denklem sistemleri elde etmek
miimkin olur. Bu denklemler ortamda yayilan boyuna veya ayni dispersiyon
bagintisini saglayan enine yer degigtirme modlar: igin olabilir. Bu g¢aligmanin
amaci, yukarida adi gegen sonsuz, homojen elastik ortamda aym dispersiyon
bagitisini saglayan enine modlarin sagladig kuple evolisyon denklemleri bulmak
ve ozellikle yliksek mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin kuple denklemlere

getirdigi katkiy: belirlemektir.
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4. KUPLE YUKSEK MERTEBE NLS DENKLEMLERI

4.1 Girig

Nonlineer Schrédinger denklemi zayif nonlineer ve zayif dispersif strekli bir
ortamda yayilan (14+1) boyutlu kise dalganin genliginin davramgim, e
pertiirbasyon parametresi olmak lizere, O(e?) mertebesine kadar dogru olarak

tamimlayan nonlineer kismi diferansiyel bir denklemdir:
tAr + pAeg + qlAIZA = 0. (4.1)

(4.1) denkleminde ¢ ve 7T yavag degigen degigskenler, A ise yavag degisen
kompleks genliktir. Ancak ozellikle liflerde deneysel olarak elde edilen optik
solitonlarin ¢ok kisa dalgalar olabildigi gézlenmis ve (4.1) NLS denkleminin artik
olay1 yeterince karakterize edemiyecegi ortaya cikmugtir [29]. Bu durumda daha
yukar1 mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin hesaba katilmas: geregi, yani (4.1)
denkleminin en azindan O(e3) mertebesine kadar dogru olan formunun elde
edilmesi geregi ortaya gikmusgtir. Ortamda gok kisa dalgalarin yayilmas: varsayimi
altinda yiiksek mertebe nonlineer ve dispersif terimlerin igerildigi yiiksek mertebe
NLS (YMNLS) denklemi ilk olarak Kodama [14] ve Kodama ve Hasegawa [15]

tarafindan tiretilmigtir:
iA, + pAge + JIAPA +ielAgge + (AP A)e + BA(IAP)] = O(F).  (4.2)

Burada A hizh degigen 151k dalgasinin zarfini gosteren kompleks genlik, ¢ ve
T yavag degigkenlerdir. (4.2) denklemindeki A genligi, birinci ve ikinci mertebe
bagiml degigkenlerin toplami olarak tanimlanmgtar. Ozellikle optik solitonlarin
yayilimini karakterize etmesi nedeniyle (4.2) denkleminin 6zellikleri genig olarak

aragtirilan bir konu olmugtur.
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Eger slirekli ortamda ayni anda iki serbest dalga modu varsa dalga genliginin
zarf denklemi iki kuple NLS denklemleri ile verilir. Yukaridaki duruma benzer
sekilde eger ortamda ¢ok kisa dalga yayilimi s6z konusu ise kuple NLS denklemleri
hareketi dogru olarak betimleyemez ve yukar1 mertebe nonlineer ve dispersif
etkilerin hesaba katildifi yeni kuple evoliisyon denklemlerine gerek vardir.
(4.2) denkleminin kuple YMNLS denklemlerine genellegtirilmig formlar1 [18] ve
[19] caligmalarinda verilmigtir. Ancak her iki ¢aligmada verilen kuple YMNLS
denklemleri ger¢ek fiziksel bir problemin ¢6zimi olarak elde edilmig degildir.
[18] caligmasindaki kuple YMNLS denklemleri tek YMNLS denklemin iki
fonksiyon icin yazilmg hali, [19] ¢aligmasi ise tek YMNLS denkleminin Hermityen
matrisler yardimu ile integre olacak gekilde bir geniglemesi olarak verilmigtir. Bu
denklemlerin, ortamda var olan iki serbest dalga modunun karmagik etkilegimini
belirten terimleri igerip igermedigi agik degildir. Bu bélimdeki galigmanin esas
amacl, zay1f nonlineer ve zayif dispersif etkileri iceren genellegtirilmis elastik bir
ortamda yayilan iki enine ¢ok kisa dalganin genlik modilasyonunu karakterize
eden iki kuple YMNLS denklemlerini elde etmek ve denklemlerin katsayilarim

malzeme sabitlerine baglh olarak bulmaktir.

4.2 Kuple YMNLS Denklemlerinin Tiretilmesi

Bu alt boliimde, genellegtirilmis elastik bir ortamda ayni anda yayilan enine
iki dalganin nonlineer modilasyonu problemi indirgeyici pertirbasyon metodu
ile incelenecektir. Alan denklemleri (3.9) ile verilen zay:if dispersif ve zay:f
nonlineer genellegtirilmig elastik ortamda yayilan iki enine dalganin boylarinin
kisa olmasi durumunda dalga modiilasyonun karakterize eden ve yiksek mertebe
terimlerin katkilarini da igeren iki kuple evoliisyon denklemi tiiretilecektir.
Kodama’nin daha once optik bir ortamda tek YMNLS denklemini elde ederken
takip ettigi yola benzer bir yol takip edilecektir {14]. Buna gore indirgeyici
pertiirbasyon metodunda yiiksek mertebe pertiirbasyon denklemleri ele alinacak

ve ortamda ayni1 anda yayilan birinci ve ikinci mertebe enine dalgalarin yavag
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degisen genlikleri uygun bir gekilde birlestirilerek yiiksek mertebe kuple evoliisyon

denklemleri elde edilecektir.

(3.9) denklemlerinin uzun zaman davramgim belirleyen evoliisyon denklemlerini
bulmak igin ¢ok Olgekli pertiirbasyon metodu kullamilacagindan, ¢6ziim

fonksiyonlarini

E=¢lz—At), T=¢% (4.3)

seklinde tanimlanan € ve T yavag degigkenleri cinsinden ifade etmek uygundur.
Burada, & tagiyic1 dalgalarin sayis: olmak lizere € << 1 , e ~ O(Ak/k) kiigiik
' bir parametre ve A daha sonra belirlenecek reel bir bilyiikliiktiir. Ayrica zayif
nonlineer dalgalarin modellenmesi ile ilgilenildigi i¢in (3.9) denklem sistemine
Onerilen yaklagik ¢oziim fonksiyonlarinin € parametresinin bir asimptotik serisi

geklinde yazilabilecegi varsayilacaktir:

v = eu(§n) + @ W6 +u (€ ) ¥ o]+
v = e[ T) e +cc)

+& [ (€, 7) + v (€, 7) € + v (£,7) @ +ce]+ -
w = e[wh(E ) e +cc)

+& [w (€, 7) + wi(€,7) e + Wi (€, 7) 2 +cc]+---  (4.4)

(4.4) ifadesinde, # = kz — wt , c.c. kendinden 6nceki ifadelerin kompleks
eglenegini gosterir. (4.4) agthmindaki vgl) ve wgl) fonksiyonlan birinci mertebe;
vgl) ve wél) ikinci mertebe enine dalgalarin genliklerini géstermektedir. Ayrica
(4.3) koordinat uzatmas: ile zayif dispersiyonun bir &lgiisii olarak probleme
ithal edilen e parametresi burada aym anda zayif nonlineerligin de bir
Olciisii olmaktadir. Boylece € parametresi ile nonlineer ve dispersif etkilerin
bir dengesini kurarak nonlineerligin yarattii dalga kinlmasim dispersiyonun
dagitmas1 ile, iiglincii mertebe nonlineer olan (3.9) sisteminin uzak -alan
davramgin veren ve.yalmz dalga gibi sekillerini koruyan diizgiin ¢éziimleri olan

evoliisyon denklemlerini elde etmek miimkiin olur.
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Birinci mertebe genliklerin, vgl) ve wg) , sagladig: evoliisyon denklemlerini

bulmak igin (4.3) koordinat uzatmalan ve (4.4) asimptotik seri geklinde
onerilen ¢oziimler, (3.9) alan denklemlerinde yazilirsa, € pertiirbasyon
parametresinin kuvvetlerine gére denklem hiyerargileri elde edilir. Elde edilen
denklemlerin her mertebe ve mod igin aym ayn ¢oziilmesi ile (4.4) ile 6nerilen
¢oziim fonksiyonlarindaki bilinmeyenlerin sagladig1 denklemler elde edilir. Bu

O ye g

denklemlerin uygun bir gekilde ¢Gziilmesi ile birinci mertebe v,
fonksiyonlarnin sagladig uygunluk kogullar: evoliisyon denklemleri olarak ortaya

. gikar.

Birinci mertebe, O(e) , pertiirbasyon denklemlerinin ¢6ziimiinden elde edilen

denklemler

e : Dy(k,w) v =
Dy(k,w) wi =0 (4.5)

geklindedir. Bu ¢aligmada enine dalgalarin davranig: ile ilgilendigimizden, birinci
mertebe enine dalga modlan olan v(l) ve wgl) fonksiyonlan keyfi fonksiyonlar
olarak kabul edilecektir. Buna gore (4.5) denkleminin saglanmasi i¢in Dy(k, w) =
0 olmasi gerektigi agiktir. Ayrica bu galigmada birinci dalga modlarnnin yiiksek
harmoniklerle etkilegimi gbzoniine alnmayacagindan, n > 2 icin Ds(nk, nw) #
0 kabul edilecektir. Bu kabul yiiksek harmoniklerin genlik fonksiyonlarinin ya
sifir alinmasi gerektigi veya diigiik mertebe keyfi genlik fonksiyonlar: cinsinden
ifade edilebilecegi sonucuna yol agacaktir. Bu gekilde, dalgalarin kendi kendileri
ile etkilegimi de ortadan kalkacaktir.

Benzer gekilde, ikinci mertebe, O(e?), pertiirbasyon denklemlerinin ¢oziimiinden

elde edilen denklemlerin birinci ve ikinci modlar igin aldig form
e 1 2(wA -k - 8m2c%k3)v(1) — Dy(k,w) vV =0,
2%(wA — &k — 8m2c2k*ywl?) — Dy(k,w) wi? =0,
¥ Dy(2k,20) uf? = ik [(u{")? + ()],
Dy(2k,2w) v§? =0,  Dy(2k, 2w) ws? =0 (4.6)
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geklindedir. Dy(k,w) = 0 oldugu icin (4.6); ve (4.6); denklemlerindeki son
terimler diger. Ayrica, vile) ve wglﬁ) keyfi fonksiyonlan sifirdan farkl olarak

kabul edildiginden katsayilarinin sifira esit olmas: gerekir. Buise A reel sayisinin
1
A= ;(o%/c + 8m2ca k). (4.7)

olmasini gerektirir. Diger yandan (3.11); denkleminin tiirevi alinarak enine

dalgalarin grup hizi hesaplanirsa

¢, = w'(k) = —(c&k + 8m*cak?) (4.8)

IS

bulunur. (4.7) ve (4.8) denklemlerinin kargilagtirlmasi ile A reel sayisinin enine
dalgalarin grup hizi, ¢, , olarak secilmesi geregi ortaya cikar. A = ¢, kabuli

ile (4.6); ve (4.6)2 denklemleri

Dy(k,w) vl = 0
Dy(k,w) wi = 0

geklini alir ve Dy(k,w) = 0 oldugu icin vgl) ve wgl) ikinci mertebe enine dalga
modlar keyfi fonksiyonlar olarak bulunur. (4.6) denkleminin ikinci moduna kars
gelen dispersiyon bagintiss D,(2k,2w) sifirdan farkli kabul edildigi i¢in, ikinci

mertebe enine dalgalarin genlikleri olan fonksiyonlar

=0 wP=0 (4.9)

olarak bulunur. Ayrica, ikinci mertebe boyuna dalganin genligi olan ugz)

fonksiyonu vfl) ve wil) enine dalga modlar cinsinden ifade edilmig formu

olarak bulunur:

@ _ k'm0 L
oY) = oo 69 + () (4.10)

Birinci mertebe enine dalgalarin genliklerinin zarf denklemleri ise dgiinci
mertebe, O(e®) , pertiirbasyon denklemlerin ¢éziimiinden elde edilecektir.
Bu mertebe icin elde edilen denklemler nonlineer etkilegim terimlerini de

icerdiginden diigiik mertebe pertirbasyon denklemlerinden daha karmagk bir
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yapida olacaktir. Kolay fakat karmagik igslemlerden sonra, O(e?) mertebesinde

sifirinci ve birinci modlar i¢in elde edilen denklemler

o0 . (02 c%)u(logg = 1ak?(v (1)*1)512 + v&l)vgg)* +w (1)* (1) l+ w(l)* 16))
e 24w o) — 2i(wey — Bk — 8Em?k®) o) — (2 - & — 24Em?k?) v,
= k[~ 2zk'u(1)* 2 4 ,U(l) &2]
+ 75k 30l Pu + o (wP)? + 2wV 2],
2w wi — 2i(wey — bk — 8cAm?k?) wll) — (2 — & — 24c2m?k?) i)
= 7ok [—2ikwV*u$? + w{* ul,g]
+ sk 3l Pt + wf? (1) + 2ot Pup)] (4.11)

olarak elde edilir. (4.11) denklemlerindeki * ilgili fonksiyonun kompleks

eglenegini géstermektedir. Ayrica (4.11); denklemi ¢ degiskenine gére integre

edilirse birinci mertebe boyuna ug?g fonksiyonu, birinci mertebe enine serbest

(1)

dalga modlar olan v;”’ ve wgl) fonksiyonlar1 cinsinden belirlenir:

kZ
uy = g g (0P +1ulP) (412

(4.11), ve (4.11); denklemlerinde S § ve wi’ E fonksiyonlarinin katsayilan (4.8)

iligkisinden dolay: 6zdeg olarak sifirdir. Béylece (4.11); ve (4.11); denklemleri

(1) (1)

diizenlenerek birinci mertebe v fonksiyonlarimin sagladigy kuple

(2)

ve wy
evoliisyon denklemleri elde edilebilecektir. Buna gore (4.10) ile verilen wuy
ve (4.12) denklemi ile agik formu verilmig ugg fonksiyonlari, (4.11)s ve (4.11)3
denklemlerinde yazilir ve denklemler diizenlenirse birinci mertebe enine modlarin

sagladig1 (1+1) boyutlu kuple nonlineer evoliisyon denklemleri elde edilir:

i G+ D bree + 01 G121 + 62 YIB} + 05 |Yien
i Yrr + P Yree + 01 |12 + 62 2T + 8 | |9

0,

0. (4.13)

(4.13) denklemlerinde gosterim kolayhigi nedeni ile ¢; = vl ve P = wiM
alimarak tammlan kullanilmigtir. (4.13) denklemlerindeki katsayilar ise

p= () ~ & — HGm?),

28



KK 2k? 1 3vs k*

= (D1(2k,2w) +c§—c%)— %
50 = — 722 k6 _ Vs k4

? wDy(2k,2w) 2w’

P L.a 75 K

s = -

_2w(c§ —c2) w

olarak tammlanmigtir.  Kuple nonlineer Schrédinger (KNLS) denklemleri
olarak adlandinlabilecek olan (4.13) evoliisyon denklemleri, birinci mertebe
enine dalgalarinin yayihmim modelleyen denklemlerdir.  (4.13) evoliisyon

. denklemlerinde d; = 0 kabul edilirse sistem

i drr+D Gree + 6 (|61 + 91D
i +p e+ 0 (Ui + ¢ = 0 (4.14)

I
o

geklindeki integre edilebilen, ters sacilma yontemi ile analitik olarak ¢oziilebilen,
Manakov sistemine doniiglir. Ayrica d; = 0 kabulii ile evoliisyon denklemlerin
katsayilarn
—273k°
Y5 = " 7an o
D1 (2]{1, 2LU)

¥z k4[ k1 ]

2w "Dy(2k,2w) c&-c}

seklindeki kisitlamalan saglar. Bilindigi gibi tek NLS denklemi veya kuple
NLS denklemleri ortamda yayilan dalgalarn hareketini, ¢ pertiirbasyon agihim
parametresi olmak fizere, ¢*> mertebesine kadar dogru olarak karakterize
eder. Ancak ortamda yayilan dalgalarin ¢ok kisa olmasi, diger bir deyigle
yiksek mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin Onemli olmasi, durumunda
NLS denklemleri hareketi karakterize edemez. Bu durumda yiiksek mertebe
etkilerin hesaba katilmas: gerekir. Yiiksek mertebe terimlerin kuple evoliisyon
denklemlerine getirdigi katkiy1 gormek ic¢in ikinci mertebe genliklerin, vél)

ve wgl) , sagladigy denklemler bulunmahdir. Bu nedenle yukarn mertebe

pertiirbasyon denklemleri incelenmeli ve ikinci mertebe genliklerin sagladig

evoliisyon denklemleri elde edilmelidir.
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Bu agsamada ikinci mertebe evoliisyon denklemlerini bulmak igin  O(e?*)

mertebesindeki sifirinci ve birinci modlar icin elde edilen denklemler ¢oziilecektir:

@ 0 ) N
e (C CL)“g 35 209“?,% =7 ["k(¢1¢1,55 — Pld1ee + 1/11¢I,55 — Pid1ee)

+ K (prevd” + grosd” + g1 evs? + e + drewd” + il
+ ¢1 cwS? + i),
e? . 2w v 02 & — 24&m?k?) 'vgl’s)e — 16tkEm® 1 gee + 2¢, Drer
+ 2 [2ik3u§2)v§1)* + 3k%p? uy (2)  + ik ug?f)g + 24k uﬁ"g d1,¢
— ko ul — k2 $1 w3
- 75k4[3¢%v§1’* + 641 %0 + 200" + 2l 0 + 285w
+ 261p7ws” + 2r¢prws]

+ 4iysk* 3|1 [? dre + [1]® bre + B1e1 e + DYy Prg] =0,
2iw wi — (& — & — 24Em?k?) wie — 16ikcim® Y eee + 2¢o Yrer
+ ya[2ikPuPw + K2 ul) + ikt ull + 2k u Y

_ R w® o — K 4y o)
— sk 3w’ — 6k* | [Pl + gl + 20 Puf” + 24110t
+ 228 + 2014108
+ 4is k3391 |? Yre + |1]® Y1 + Vb1 Prg + Yoy bre] = 0.(4.16)

(4.16); denklemi ¢ degigkenine gore integre edilirse ikinci mertebe boyuna
ug g fonksiyonu, birinci mertebe enine genlik fonksiyonlarna, (¢1 ve %), ve

ikinci mertebe enine genlik fonksiyonlarina, v. .ﬁ, ) ve ws (1) , baglh olarak belirlenir:

Wl = g lmh(bdic - ditre+ vivic— bt

g

+7ak?($r0f + g1l + drwd” + iug) + 20u7). (417)

Ikinci mertebe vgl) ve wgl) fonksiyonlarinin sagladig: uyguniuk denklemlerini
bulmak igin (4.16); ve (4.16); denklemlerinde yukari mertebé fonksiyonlar
diigiik mertebe fonksiyonlar cinsinden ifade edilmelidir. Bunun igin birinci
mertebe genliklerin sagladigy (4.14) KNLS denklemleri, (4.10) ile verilen ugz) ,
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(4.12) ile verilen uﬁ"g , (4.17)’de verilen ugog fonksiyonlar1 (4.16); ve (4.16)3
denklemlerinde yazilmalidir. Ancak (4.17) ifadesindeki u§°3 fonksiyonu

0y _ 72k _3_ 2 2
Yir = cg —c} / 6T(I¢ll + 1) (4.18)

(1)

integral formda oldugundan, ikinci mertebe wvj (1)

ve wsy ' fonksiyonlar: igin

bulunacak denklemler kuple integro-diferansiyel denklem geklini alacaktir. (4.17)
ifadesinde, dolayis: ile kuple evoliisyon denklemlerinde ortaya ¢ikacak integral
terimleri uygun cebirsel iglemler ile yok etmek mimkiindiir. Bunun igin (4.14)’de
verilen KNLS denklemleri kullamhr. (4.14)’deki ilk denklem ¢7 ile carpilip

kompleks egleneginden gikarilirsa (|¢1|2), fonksiyonu igin

(I611%)r = in($1d1e — $16ie)e. (4.19)

elde edilir. Benzer iglemler KNLS denklemlerindeki ikinci denklem igin de
yapilirsa, (|11]?), fonksiyonu icin

(Ip11*)r = ip(Vivhre — 197 ¢)es (4.20)

bulunur. Bu sonuglar (4.18) denkleminde kullanihirsa

0 ' 2k2 e * * *
ul?) = L& (61 bre— b1 d1e + 91 Pre — %1 Y1) (4.21)

2 —c}
bulunur. Bu sonug ikinci mertebe genlikler igin elde edilecek kuple evolisyon

denklemlerindeki integral terimleri de ortadan kaldirmug olur.

Daha once bulunan sonuglar ve (4.21) ifadesi kullanilarak uzun cebirsel

iglemlerden sonra vél) ve 'wgl) ikinci mertebe genliklerin sagladigi denklemler

1o+ P bage +17 brece + ol|d1]°da + d1v192)
+ (g + @)[$385 + 2161/°¢2 + [¥1]° 2 + 19792 + dr¥r9)]
+i[Alg1*d1e + Bor(161])e + Cln*bre + Dbr3pivhn e
+ Edip1l e + Foivhrppre] =0
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o, + P hage + 07 Yreee + |91 + ¥16162)
+ (g + Q)15 + 20"z + |12 + 16762 + P11 63]
+i[Al1]* 1 + Bor([$1]%)e + Clo1[re + Dib16i e
+ Eti1¢1¢7 ¢ + Fpididre] =0 (4.22)

elde edilir. Burada ikinci mertebe genlikler igin ¢, = vgl) ve 1 = wgl)

tanimlar: kullanilmgtir. (4.22) denklemlerindeki katsayilar ise

1 ¢, 4 2 2. 212 2.2 1,
= - — - k = —=
7 = =5 — e — 24epm’E’) + 16c7m”] " (k),
_ k2 B 2k67§
1= Tow(@ - ) “7 20D (2, w)’
_ _1_ Cq 4cypq
A= 21c(8“9°‘)+w(q+°‘)+cg—c§’
2¢c,pq
_ % g
B— (q+ ) cg_c%’
_ (%2
_ fg_z 2¢,pq
_(w k)(q+a)+c§—ci’
Cg ZCqu ].
— g i — 2
w(q-}-a) -’ F 2% (4.23)

olarak tanimlanmigtir. Dikkat edilirse (4.22) kuple evoliisyon denklemleri ikinci
mertebe ¢; ve 1P, fonksiyonlarina gore lineerdir. Bu denklemlerdeki nonlineerlik
birinci mertebe ¢, ve 4 fonksiyonlan ile ilgili terimlerden gelir ve (4.14)
KNLS denklemlerinin ¢ézimi ile elde edilebilecek birinci mertebe ¢; ve 1,
fonksiyonlari, (4.22) denklemlerine kaynak terimleri olarak gelmektedir.

Bu agamada, daha o6nce Kodama'min [14] tek YMNLS denklemi elde
ederken takip ettigi yol burada kuple YMNLS denklemlerini elde etmek igin
kullanilacaktir. Bu nedenle birinci mertebe genlikler, ¢; ve 1, , ile ikinci
mertebe genliklerin, ¢2 ve 1, , uygun bir birlegiminin sagladigi kuple evoliisyon

denklemlerini bulmak i¢in yeni bagimh degiskenler, ® ve ¥ , tammlanacaktir:
O =ch+ ¢y, U=ehy+ ey

Birinci ve ikinci mertebe enine dalga genliklerinin bir kombinasyonu olarak

tamimlanan ® ve W fonksiyonlarimin sagladigy denklemleri bulmak igin
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(4.14) ile verilen KNLS denklemleri € ve (4.22) ile verilen ikinci mertebe
biiyiikliiklerin sagladigi denklemler €? ile garpilip toplanir ve denklemler uygun

sekilde diizenlenirse

2 3
256;(6¢1 + €2 ¢2) +p6265(6¢1 + €2¢q) + i'yea é;fl) + Zqz-(eqbl)(lemlz + ey ]?)

+ L(eq)(65) + 22(4a)leb ! + S(Ed)leal” + S(ebn) (eh)(¥93)
4q 2¢,pq lle ¢1|23(6¢1) 2zq| ¢|23(6¢1)

— e[

ke? 62(6 cl)
129 2pq  O(et) b\ led 2 + le
_ze[kez e COCAE S 2 (ebi)lebul + leva )]

(€¢*) (6¢1)

(et 2R

. ( G cz) :
25(€¢1)(6¢1)( 2¢;) = (e )

2 3
26+ ) + B (e )+ ine e 4 et (e + fel?)

+ L) (3) + 22 (Sl + F(S)lednl + Feb)(er)(€3)
il - 2 X B p )

+ (e1) —5,—

ke? e""(c2 c3)
i 2 - (e ma“f‘) +ieL R (e ) et + ledul)
—2i6(c yqp) ( ¢1)[( "bl)a(e?l) ( ¢ )a(6¢*)]
+ 6_2‘(€¢1)(€¢1)(62¢2) = 0(53) (4.24)

elde edilir. Burada yliksek mertebe kuple evolisyon denklemlerini @ ve
U degiskenleri cinsinden uygun bir formda yazabilmek i¢in o katsay
fonksiyonunun o = O(e) oldugu kabul edilmigtir. Sonug olarak, ® ve ¥
degiskenlerinin sagladifi ve € mertebesindeki terimlerin katkisimi da igeren

kuple evoliisyon denklemleri
i®, +p Bee + G (1O + [UP)® +ie {1®Beee + G [a |O*D¢ + b B(|)*)¢
+c |\Il|2<I>§ +d oV, + b Q\II\IIE]} = (’)(63)
iU, + 0 Uee +§ (|U + @)U +de {7 Teee + Gla |2 Te + b (| Tf),
+c |¢|2\If5 +dUP*® +b \II<I><I>E]} = (’)(63) (4.25)

33



olarak elde edilir. (4.25) denklemlerinde § = gq/€* ve lineer olmayan terimlerin

katsayilan ise

Cy degp 4 po Co 2¢4p

a =

w - K T w 2 —c}’
cg 2 Cq 2¢4p 2
=22 Jd=24 = _Z 4.26
T e Tk w c—-¢ k (4.26)

olarak tammlanmgtir. Yiiksek mertebe dispersif ve nonlineer etkileri igeren
(4.25) evolisyon denklemlerini kuple yiksek mertebe nonlineer Schrodinger
(YMNLS) denklemleri olarak adlandirmak mimkiindir. (4.25) denklemlerinde
ikinci enine bilegen ¥ = 0 olarak kabul edilirse, tek dalga genliginin
sagladifi denklem, daha 6nce nonlineer optikte yayilan modile olmug dalganin
genligini karakterize eden denklem olarak Kodama [14] ve Kodama ve Hasegawa
[15] tarafindan elde edilmig tek YMNLS denkleminin formuna indirgenir.
Bu baglamda (4.25) YMNLS denklemlerinin, daha o6nce nonlineer optikte
elde edilen tek YMNLS denkleminin iki kuple denkleme genellegtirilmig hali
oldugunu sdylemek mimkindir. Gergekten (4.25) denklemlerinde, ikinci
mertebe terimlerin katkisini gosteren € parametresini iceren terimler ihmal
edilirse elde kalan denklemler kuple NLS denklemlerine indirgenir. Bu nedenle
(4.25) denklemlerini kuple YMNLS denklemleri olarak adlandirmak dogru
gorinmektedir. Bilindigi kadan ile (4.25) YMNLS denklemleri fiziksel bir
problem icin elde edilmis ilk kuple denklem sistemidir. Porzesian v.d. [18]
tarafindan onerilmig kuple YMNLS denklemleri bir fiziksel problemi modelleyen
denklemler olmayip, Kodama’nin nonlineer optikte elde ettigi tek YMNLS
denkleminin sag- ve sol-polarize olmug dalgalar igin yazilmig halidir. Park v.d.
[19] tarafindan onerilen kuple YMNLS denklemleri ise integre edilebilir bir sistem

olacak gekilde onerilmig ve fiziksel bir problemin modeli olmayan denklemlerdir.

(4.25) kuple YMNLS denklemleri dzel hal olarak, Porzesian v.d. [18] tarafindan
ele alinan kuple YMNLS denklemlerini igerir. Gergekten (4.25) denklemlerindeki
katsayilar

p=G=v=1, a=c=6, b=d=3 (4.27)



olacak sekilde segilirse sistem

i, + 20 + (1B +|UP)
+ e[ + 6(1[2 + [W[)Be + 3B(1BI + [¥[)e] = 0,
0+ L+ (19 + 9P
+ i€[Ueee + 61012 + [U12) T + 3U(|@) + [T[*)e] = 0 (4.28)

formuns indirgenir. Bu form ise Kodama’ nin elde ettigi tek YMNLS denkleminin
[14], sag- ve sol-polarize olmug dalgalar i¢in aldigx formudur.

‘ (4.25) denklemlerinin § =1 ve pa = 3y durumunda igerdigi diger bir dzel
hal de daha 6nce tek YMNLS icin dnerilmig koordinat doniigimii kullanilarak
kolaylikla goriilebilir. Gergekten

= & - 252_ ’ t= T,
u(z, 1) = B(6,7) epl-i—(6 — 57,
W@, t) = W) explic(E ~ 7] (4.29)

seklindeki bagimsiz ve bagimli degisken doniiglimleri, (4.25) denklemlerini
(gbsterim kolayligi nedeni ile tisler ihmal edilmistir)

Ut + €[Ytzzz + alulPuz + bu(lu®)s + clvPus + duv*v, + buvvl] =0,
Ut + €[YVgzz + alvPu; + bw(jv]?)z + clulvs + dvutug + bvuul] = 0(4.30)

formuna indirger. Aymca (4.30) sisteminde a = c¢ oldugu kabul edilirse
2cgpk = & — &, elde edilir, dolayisi ile b= d olup nonlineer dalgalann genligini
yoneten (4.30) denklemleri

Ut + €[Vlazz + a([ul® + [v]P)uz + bu(ful® + )] = 0,
U + €[VVazz + a([ul® + 0[Dve + bu(u* + [v]*)s] = 0 (4.31)

kuple degistirilmig kompleks Korteweg-de Vries denklemlerine doniisiir.
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4.3 Bazi Ozel Goziimler

Nonlineer kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢éziimlerini bulmak i¢in genel bir
yontem mevcut degildir. Bu nedenle nonlineer kismi diferansiyel denklem veya
denklem sistemine miimkiin olan durumlarda 6zel ¢6zlim bulmak da biiylk bir
onem kazanmaktadir. Ayrica nonlineer denklemler igin elde edilecek ¢oziimlerin,
denklemin sayisal ¢6ziimlerini elde etmek igin kullamilacak niimerik yOntemin
test edilmesi agisindan da onemi vardir. Bu baglamda, nonlineer denklemlerin

ozel ¢oziimlerinin bulunmas: igin sembolik hesap yapan programlarin da katkis:
’ ile cok degisik yontemler 6nerilmigtir. Caligmanin bu béliimiinde kuple nonlineer

evoliisyon denklemlerinin bazi 6zel ¢oziimleri verilecektir.

Tek YMNLS denkleminin degigik formlarimin sech ve tanh formundaki gezen
dalga ¢oziimleri Potasek ve Tabor’un [30] ve Frantzeskakis’in [31] caligmalarinda
verilmigtir. Daha sonra, Tasgal ve Potasek [32] kuple YMNLS denklemlerinin
katsayillarimin 6zel bir durumunda, denklemlerin ters sagilma metodu ile
¢Oziimlerini elde etmigtir. Ayrica Liu [33], denklemlerin katsayilarmin bazi
kisitlamalar saglamasi durumunda (4.25) kuple YMNLS denklemlerine Hirota
yontemini kullanarak denklemin N-soliton g¢ozlimlerini vermistir. Benzer bir
cahigmada [34], kuple YMNLS denklemlerinin 6zel ¢6ziimleri, ikinci ve iiciince
mertebe disperif terimlerin ve nonlineer terimlerin katsayilarina baz: kisitlamalar
getirilerek bulunmugtur. Bu c¢aligmanin esas amaci YMNLS denkleminin
¢oziimlerinin elde edilmesi olmadigindan, ¢ok degisik ¢oziim metotlan yerine, bu
alt boliimde Potasek ve Tabor’un [30] tek YMNLS denkleminin zel ¢6ziimlerini
bulmak igin kullandiklar: yol kuple YMNLS denklemlerinin 6zel ¢6ziimlerinin
bulunmas: i¢in uygulanacaktir. Bu alt béliimde kuple YMNLS denklemlerinde
ikinci ve tgiincii mertebe dispersiyon terimlerinin katsayilarina herhangi bir

kisitlama getirilmeden sech-sech ve tanh-tanh tipinde ¢6zlimler aranacaktir.
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(4.25) denkleminin 6zel ¢6ziimiinii bulmak icin £ ve 7 bagimsiz degigkenleri

ve ®, ¥ bagiml degiskenleri i¢in

z=¢, t=T,

1.: 1
@ =1z 5@’, 1II =1z
) G

1

i

doniigiimleri kullanilarak evoliisyon denklemlerini yeniden 6lgeklemek uygundur.
Yeni degigkenler cinsinden kuple evoliisyon denklemleri (gbsterim kolaylig: igin

iisler ihmal edilerek)

i®; + PPy + (|0 + [¥*)@ + de [Y®s0s + a |88, +b (|2[*),

+c [UP®, +d ®U*T, + b DUT] =0,

10, + pUsg + (O + @) T + e [YTspe + a [¥[PT, +b T(|T?),
+c BV, +d UO*®, +b TP =0 (4.32)

formunu alir . Amag (4.32) kuple denklemlerinin sech-sech ve tanh-tanh tipinde

0zel ¢oziimlerinin olup olmadigini aragtirmaktar.

(4.25) denklemlerine ilk olarak, nonlineer optikte bright-bright yalmz dalgalar
olarak da adlandirlan sech-sech yalmz dalga ¢oziimleri aranacaktir. Bunun igin
Dy, Yo, k, w, Ki, Ko, Q1 ve (g reel sabitler olmak iizere, ® ve ¥
genlikleri icin

®(z,t) = By sech(kz — wt) exp[i(K1iz — Ut)],

U(z,t) = Uy sech(kz — wt) exp[i(Koz — Qat)] (4.33)

formundaki ¢oziimler Gnerilecektir. ¢ = kz — wt tamm kullamlarak (4.33)

¢bziimleri (4.32) denklemlerinde yazilirsa

Q1 — pK? + eyK? — pk® + @7 + V2 + 37K k* — ae®2K; — ceVK,
+ e(b — d) V2K, + [2pk® — 6eyK 1 k* — 3 — U2 + aed2K + ce V2K,

e(b — d)V2K,] tanh® ¢ + ifw — 2pK:1 k + 3keyK? + 5evk?

e(a + 20)k®2 — e(b + c + d)¥2k] tanh ¢

+ i[—6evk® + €(a + 2b)k®3 + €(b + ¢ + d) ¥2k] tanh® ¢ = 0
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Q; — pK3 + eyK — pk® + ©3 + U2 + 3evK2k* — acU2K; — ced2K,
+ e(b— d)B2K,] + [2pk? — BeyKak? — ®F — U2 4 aeU2K, + cedl K,
~ €(b— d)®2K;]tanh?® ¢ + i[w — 2pK,k + 3key K2 + 5evk®
~ €(a + 2b)kU% — (b + c + d)®3k] tanh ¢
+ i[—6evk® + €(a + 2b)k T2 + €(b + ¢ + d)Pjk] tanh® ( =0 (4.34)

elde edilir. (4.33) ¢oziimlerinin (4.32) denklemlerini 6zdeg olarak saglamast igin,
(4.34) esitliginin reel ve sanal kisimlarinin sifir olmas: gerekir. Bu ise ®, o,

k, w, Ki, Ky, Q; ve Qs reel sabitlerin saglamasi gereken

QO — pK2 + eyK? — pk? + ®2 + U2 + 3eyK k* — ac®2K; — ceVEK,
+e(b—-d)U2K, = 0
w — 2pK 1k + 3keyK? + 5evk® — e(a + 20)k®5 — e(b+ c+ d)T2k = 0
2pk? — 6ev K k* — B2 — W2 + ae®2K; + ceW2K; —e(b— d)U2K, = 0
—6evk® + e(a + 20)kD; + (b +c+ d)V3k = 0

Q; — pK2 + ey K3 — pk® + @3 + U2 + 3ev K k* — aeV2K,y — cc®2K,

te(b—d)O2K, = 0
w — 2pKsk + 3key K2 + 5evk® — e(a + 20)k U2 — e(b+ c+ d)®2k = 0
9pk? — BeyKak? — ©2 — U2 4 aeW2K, + ce®2K, — e(b— d)2K; = 0
—6evk® + €(a + 20)kV) + e(b+c+d)®2%k = 0
(4.35)
kisitlamalarina yol agar.  (4.35) denklemlerinin her birinin saglanmas
kosulu Ky, = K, ve ; = Q, kisitlamalanm verir. Bu sonug

ise ortamda iki sech tipinde yalniz dalga yayilmasi durumunda dalgalarin
dalga sayis1 ve frekanslarinin birbirine egit olmas: gerektigini verir. (4.26)
ifadelerinin bir sonucu olan a + b = ¢ + d  esitligi ve K =

Ki ve Q = Q tammlan kullamlarak (4.35) denklem sisteminden
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Q= —p(k* — K?) + eyK(3k* — K?)

w = 2pkK + evk(k® — 3K?)

2pk* — (% + U2) = 2ebK (@2 + T2)

6evk® = e(a + 2b)(®2 + U2) (4.36)

bulunur. (4.36) denklemlerinde %k ve @ (veya W¥o ) genligi ba,élmsm
parametrelerdir. (4.36)s denkleminden goriildigi gibi dispersif terimin, p, igareti
izerinde herhangi bir kisitlama yoktur. Diger bir deyisle sech-sech formundaki
yalmz dalga ¢ozimleri p’nin pozitif veya negatif degerleri igin de mimkiindir.
Bu sonug, tek NLS denkleminin sech tipindeki yalmz dalga ¢Oziimlerin p

dispersif terimin pozitif degerleri igin mimkin oldugu sonucundan farklidir.
Dolayis: ile kuple YMNLS denklemlerinde dispersif terimin pozitif ve negatif
olmasi durumunda da sech tipindeki ¢ozlimlerinin var oldugu elde edilir. Bu
ise tek NLS denkleminin ¢oztimlerine gére daha az kisitlayicidir. Gergekten
(4.36)3 denkleminde yiliksek mertebe dispersif nonlineer terimler ihmal edilirse,
yani € = 0 alimirsa 2pk? = (®2% + ¥2) bulunur. Bu ise tek NLS durumunda

sech ¢ozlimleri igin p katsayisinin pozitif olmasi sonucunu verir.

Ikinci olarak (4.25) denklemlerine, nonlineer optikte dark-dark yalmz dalgalar
olarak da adlandirilan tanh-tanh yalniz dalga ¢ozimleri aranacaktir. Bunun igin
G, Yo, k, w, Ky, Ky, Q ve Q reel sabitler olmak tzere, ® ve ¥

genlikleri i¢in
®(z,t) = By tanh(kz — wt) expli(Kiz — Qi)

U(z,t) = ¥y tanh(kz — wt) exp[i( Koz — Qat)] (4.37)

seklinde ¢oziimler 6nerilecektir. ¢ = kz—wt tanim kullanilarak (4.37) ¢6zimleri

(4.32) denklemlerinde yazihirsa
[Q1 — pK? + eyK3 — 2pk® + 6eyK;k*] tanh ¢ + [2pk® — 667K 1k* + D]
+ W2 — qeBlK) — ceV2K; + ¢(b— d) U K,]tanh® ( + i[—w + 2pK1k
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— 3keyK? — 2evk°|(1 — tanh?® ¢) + i[6evk® + €(a + 20)k®Z
+ €(b+ ¢+ d)¥2k] tanh® ¢(1 — tanh®¢) = 0

Q; — pK3 + eyK; — 2pk® + 6ey K k?| tanh ¢ + [2pk? — 6y K k? + U2
2 2 0

+ @2 — acU3K, — ce®2K; + €(b — d)DLK,) tanh® ¢ + i[—~w + 2pKyk

— 3keyK; — 2evk°)(1 — tanh? {) + i[6evk® + e(a + 2b) kU2
+ €(b+ c + d)®3k] tanh® ¢(1 — tanh? () = 0

(4.38)

elde edilir. (4.37) ¢oziimlerinin (4.38) denklemlerini 6zdeg olarak saglamas: igin,

(4.34) esitliginin reel ve sanal kisimlarinin sifir olmasi gerekir. Bu ise

E, w, Ki, Ky, Q1 ve Q, reel sabitlerin saglamas: gereken
Q1 ~ pK? + eyK2 — 2k + 6ey K, k?
2pk? — 6eyK1k® + @F + V% — aed2K; — ceVUiK, + (b — d) V2K,
~w + 2pK1k — 3keyK? — 2evk®
6evk® + €(a + 20)k®2 + e(b+ ¢ + d) U2k

Q2 — pK2 + eyK3 — 2pk* + 6ev K, k?

2pk? — 6eyKk® + U3 + 82 — aeV2K; — ce®IK, + e(b — d)B2K,
—~w + 2pKok — 3keyK?2 — 2evk®

6evk® + e(a + 20)k 02 + €(b+ c + d) D2k

QOa \IJOa

=0
=0
=0
= (4.39)

kisitlamalarina yol agar. (4.39) denklemlerinin her birinin saglanmas: kogulu

K = K; ve ; = Q; kisitlamalarin verir. Bu sonug ise ortamda iki tanh tipinde

yalniz dalga yayilmas: durumunda dalgalarin dalga sayist ve frekanslarinin

birbirine egit olmasi gerektigini verir. K = K; ve Q = ; tammlan ve

a+b=-c+d esitligi kullanilarak (4.39) denklem sisteminden
Q = p(2k? + K?) — eyK (6k* + K?),
w = 2pkK — evk(2k* + 3K?),
2pk? + (@2 + U2) = —2e¢bK (B2 + ¥2),
bevk? = —e(a + 2b)(@F + ¥3)
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bulunur. (4.40) denklemlerinde &k ve @, (veya Wo ) genligi bagimsiz
parametrelerdir. (4.40); denkleminden goriildigi gibi dispersif terimin, p ,
igareti tzerinde herhangi bir kisitlama yoktur. Diger bir deyisle tanh-tanh
formundaki yalniz dalga ¢ozlimleri p’nin pozitif veya negatif degerleri igin
de mimkindir. Bu sonug, tek NLS denkleminin tanh tipindeki yalmz dalga
gozlimlerin p dispersif terimin negatif degerleri ig¢in miimkiin oldugu sonucundan
farklidir. Yani kuple YMNLS denklemlerinde dispersif terimin pozitif ve negatif
olmasi durumunda da tanh tipindeki ¢oziimlerinin var oldugu elde edilir. Bu
ise tek NLS denkleminin ¢oézimlerine gére daha az kisitlayicidir. Gergekten
(4.40)3 denkleminde yiiksek mertebe dispersif nonlineer terimler ihmal edilirse,
yani € =0 alimrsa — 2pk% = (®2%+ U2) bulunur. Bu ise tek NLS durumunda

tanh ¢o6ziimleri i¢in p katsayisinin negatif olmasi sonucunu verir.

41



5. KUPLE GENELLESTIRILMIS NLS DENKLEMLERI

5.1 Girig

Nonlineer Schrédinger denklemi, zayif nonlineer ve zayif dispersif sirekli bir
ortamda yayilan (1+1) boyutlu dalganin genliginin davranigimi tamimlayan bir

evoliisyon denklemidir:
iA, + pAge + qlA]PA = 0. (5.1)

Burada ¢ ve T yavag degigkenler, A ise yavag degigen kompleks genliktir.
Bilindigi gibi, K dalga sayis1 olmak tizere NLS denkleminin

A(g,m) = Ao exp{i[K¢ —~ (pK* — qAQ)T]} (5.2)

seklinde sabit genlikli diizlem dalga ¢dzimi vardir. Bu ¢6ziimin kararliligi, NLS
denklemindeki nonlineer ve dispersif terimlerin garpimina baghdir. Diger bir
deyigle pg > 0 ise dilizlem dalga ¢oziimleri kararsiz ve pg < 0 ise ¢oziimler
kararlidir. NLS denklemindeki dispersif veya nonlineer terimlerin katsayilarinin
sifir olmast marjinal durum olarak adlandinlir. ilk olarak, Stokes dalgalarinda
k ~ 1.363 dalga sayis: igin deneysel olarak gozlenen bu durum Benjamin-Feir
kararsizhg: olarak adlandirilir. Nonlineer terimin sifir oldugu marjinal durum
civarinda NLS denklemi artik gegerli olmaktan g¢ikar, diger bir deyigle NLS
denklemini elde etmek igin kullamilan asimptotik agilim gecerli olmaz. Bu
durumda marjinal nokta civarinda dalga modilasyonunu karakterize edecek
yiiksek mertebe nonlineer terimleri de iceren NLS denkleminin genellegtirilmis
formuna gerek vardir. Marjinal durum civarindaki hareketi karakterize eden
genellestirilmig nonlineer Schrédinger denklemi ilk kez su dalgalarinda Johnson

[20] tarafindan, NLS denklemindeki asimptotik agilim korunarak ancak daha
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yavag degisen koordinatlar segilerek elde edilmisgtir:

’I:A‘,- — alAEE - a2|A|2A + a3|A|4A + i(a4|A|2A5 — asA(lAlz)E) - as\PT = 0,
T, = |A% (5.3)

Burada ¢ ve 7 yavag degigskenler, A ise yavag degisen kompleks genliktir.
(56.3) denklemlerindeki katsayilar ise & = 1.363 kritik dalga sayis1 igin
verilmigtir. Daha sonra aym problem Kakutani ve Michihiro [21] tarafindan
nonlineerligin giddetini arttiran bir asimptotik acilim kullanilarak incelenmigtir.
(5.3) denkleminde varolan integral terimin uygun bir bi¢imde yok edilmesi
ile Stokes dalgalarimin Benjamin-Feir kararsizifimin gézlendigi kritik dalga
sayis1 civarinda hareketi betimleyen genellegtirilmig NLS (GNLS) denklemi elde
edilmigtir:

A, + pAee = qi|APA + go| A*A + iz A(JAP)¢ + iqa| A As. (5.4)

(5.4) GNLS denkleminde, nonlineerligin siddeti artmug ve denklem besginci
mertebe nonlineer ve genligin tirevini de igeren {iglincli mertebe nonlineer

terimleri igereren bir form kazanmigtur.

Eger strekli bir ortamda yayilan iki dalga mevcut ise, iki serbest dalganin
nonlineer modiilasyonu iki kuple NLS denklemi ile verilir. Gergekten 6nemli
teknolojik uygulamalar: olan nonlineer optik bir ortamda [12], mikropolar elastik
bir katida [13] ve burada verilmeyen bir¢ok g¢aligmada ortamdaki iki dalganin
hareketinin iki kuple NLS (KNLS) denklemleri ile karakterize edilebilecegi

gosterilmigtir:

1Ar + pAge + (q1]Al* + @2 B?)A = 0,
iB; + pBee + (11]A” + ¢2| B*|) B = 0. (5.5)

(5.5) denklemlerinde ¢ ve T yavag degigkenler, A ve B ise ortamda yayilan
dalgalarin yavas degisen kompleks genlikleridir. (5.5) denklemlerinde nonlineer
terimlerin katsayilar1 esit ise, ¢ = g2 , (5.5) denklemleri Manakov sistemi
olarak adlandirihr. Bu durumda kuple NLS denklemlerinin integre edilebilir
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oldugu, diger bir deyigle ters sacilma ile ¢ozlilebildigi gdsterilmistir. ¢ = ¢

durumundaki Manakov sisteminde nonlineer terimlerin katsayilar bazi kritik
dalga sayilar igin sifir olabilir. Bu durumda KNLS denklem sistemi gegerli
olmaktan ¢ikar. Ortamdaki iki serbest dalga modunun hareketini bu kritik
dalga sayisi civarinda tamimlayacak yeni KNLS denklemlerinin genellegtirilmig
formlarina ihtiyag vardir. Tek NLS denkleminin kritik dalga sayilan igin aldig
form olan tek GNLS denklemi literatirde bilinmesine ragmen [20, 21, 22, 23],
iki kuple NLS denklemlerinin kritik dalga sayisi civarinda iki kuple GNLS
denklemlerine genigletilmig hali bilindigi kadan ile literatiirde mevcut degildir.
Bu bdliimdeki galigmanin amaci, tek GNLS denkleminin genellestirilmis kuple
halini genellegtirilmig elastik bir ortamda yayilan enine dalgalar icin elde etmek,
denklemin katsayilarimi agik olarak kritik dalga sayisi, frekans ve malzeme

sabitlerine baglh olarak bulmaktur.

5.2 Kuple GNLS Denklemlerinin Tiiretilmesi

Bu calismanin dordinci béliminde, ¢ok o&lgekli pertiirbasyon metodu
kullanilarak yiiksek mertebe yer degigtirme gradyanlarini igeren sonsuz, homojen
elastik bir ortamda yayilan enine dalgalarin nonlineer modulasyonu problemi

incelenmisti. Buna gore

E=¢(z—At), T=¢"

koordinat uzatmalar: ve

u = eu(E7)+E (e ) +u (€ 7) ¥ + ]+
v = €M) el +ecl]

+¢ [uf(€,7) + v§(E,7) € + o (€, 7) ¥+ ] + -+
w = ew(ET)e? +ccl

+e [w(6,7) + wil(,7) ¢ + wi(E,7) ¥t e+

seklindeki ¢oziim fonksiyonlar1 kullanilarak, enine dalgalarin uzak alan

davranigini ikinci mertebeye kadar karakterize eden evololisyon denklemleri bir
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¢ift KNLS denklemleri olarak bulunmustu:

i ¢r+p dee+6 (|6 + 418 = 0,
e +p e+ 6 ([°+ 1617 = 0. (5.6)
Burada ¢ = v%l) ve 9 = wgl) , enine dalgalarin birinci mertebe yavag degisen

kompleks genlikleri ve 7 ve ¢ yavag degigen koordinatlar gostermektedir. (5.6)

KNLS denklemlerindeki katsayilar ise

1
p= (- & — peckma),
v2 k* 4k? 1

6=

2% 'Dy(2k,2w) e — c%] (57)

olarak tamimlanmigtir.  (5.7) denklemlerinden de gorildigi gibi KNLS
denklemlerindeki nonlineer terimin katsayisi olan & baz1 kritik dalga sayilan
i¢in sifir olmaktadir. Gergekten

4k? 1
Di2k2m) - @2 (58)

kisitlamas: saglandigs zaman § katsayisi sifir olur ve bu katsayiy: sifir yapan
kritik dalga sayisi civarinda KNLS denklemleri gegerli olmaktan ¢ikar, diger
bir deyigle KNLS denklemlerini elde etmek igin kullanilan asimptotik agilim
gecerliligini yitirir. Tek NLS denklemindeki duruma benzer olarak marjinal
durum olarak adlandirlabilecek bu kritik durum civarinda, dalga modiilasyonunu
yeni denklemler ile ifade etmek gerekir. Marjinal durum civarinda dispersif
etkileri nonlineer etkiler ile dengelemek i¢in, asimptotik seri agiliminda ( ¢ziimler
i¢in onerilen) nonlineerligin etkisi arttirlmalidir. Bunun i¢in nonlineerligin

mertebesi NLS denkleminde oldugu gibi O(e) yerine O(e?) almacaktir.

Tagiyicr dalganin genligindeki hizli ve yavag degigimi ayirt edebilmek igin

dordiincii bolimde de kullanilmmg koordinat uzatmas: goéz oniine alinacaktir:
£ =¢(z—cpt), T=¢ét (5.9)

(5.9) koordinat uzatmalarindaki ¢, dérdiincii bolimdeki sonsuz ortamda yayilan

enine dalgalarin grup hizin1 gostermektedir. Diger yandan, marjinal durum
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civarinda nonlineerligi de evoliisyon denklemlerine katabilmek i¢in u ¢ozim
fonksiyonu ez parametresinin kuvvetlerine gore ifade edilecek, diger bir deyigle

nonlineerligin etkisi arttirilacaktir:

u=ul’(¢,)

+ ul(€, 1) + uP(€,7) ¥ 4 c.c)

+ 3 [ud(e,7) + ul(E,7) € + ufd(E, ) & +c.c)

+ [0, 1)+ u(e,7) € +ud(E, ) ¥ +ul(E, ) e +cc] + -
v=-e[o(€,7) e +cd

+ eol@(g,7) + 0 (€, 7) ¥ +c.cl]

+ [0, 1) + vi(E,7) € +vI(E, ) €7 + cc]

+ [, 1) + v (6, ) € + v (€, 7) ¥ +ui(E,T) e +cc] + -
w = ez[wi(¢, 1) €° +c.d

+ [w(e,7) + wi (€, ) e + c.c]

+ W) + (6 7) &+ wi(6,7) 7 +ec]

+ E[wd(E,7) +w(6,7) € + (€, ) & +wld(E,7) el 4

(5.10)

(5.10) agthminda 6 = kz —wt , c.c. kendinden dnceki ifadelerin kompleks
eglenegi ve vgl) ve wgl) fonksiyonlar: ise ortamda yayilan serbest enine dalga
modlarin1 gdstermektedir. € << 1 oldugu diigiiniilirse, enine serbest modlar
€2 mertebesinde alinarak ¢bziim fonksiyonlar: igin omerilen (5.10) agthminda

nonlineerligin giddeti arttirilougtir.

Kritik durum civarmda kompleks genlik fonksiyonlarimin sagladigi evaliisyon
denklemlerini bulmak igin, (5.9) koordinat uzatmalar1 ve (5.10) asimptotik seri
g¢oziimleri, (3.9) alan denklemlerinde yazilirsa, ez pertirbasyon parametresinin
kuvvetlerine gore denklem hiyerarsileri elde edilir. Her mertebede elde edilen
pertiirbasyon denklemleri ¢bziiliirse, kritik dalga sayisi civarinda vﬁl) ve wgl)
birinci mertebe enine genlik fonksiyonlar: i¢in kuple evolisyon denklemleri elde

edilir.
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O(e2) igin elde edilen denklemler

e? 1 Dy(k,w) vfl)z ,
Dk, w) wi®) = (5.11)

seklindedir. Burada D,(k,w), (3.11), ile verilen enine dalgalara ait dispersiyon
bagintis: olmak {izere ortamda yalmz enine dalgalarin yayildig: varsayildigindan,
v £ 0 ve wl) £0 olup Dy(k,w) =0 olmahdir. Ayrica, Birinci mertebe enine
modlarin yliksek harmoniklerle etkilesmeleri bu caligmanin konusu olmadigindan,

n > 2 icin Dy(nk,nw) # 0 kabul edilmistir.
O(e) problemi igin elde edilen denklemler ise
& 1 Dy(2k,20) u)? = ik p[(o]") + (wiV)’),
D2(2ka2w) v§2) =0,

Dy(2k,2w) w? =0 (5.12)

seklindedir. (5.12); ve (5.12)3 denlemlerinde D,(2k,2w) # 0 kogulu dikkate

alindiginda ikinci mertebe enine dalga modlarinin sifir oldugu gorilir:
W =0, v =0.

Ayrica, (5.12); denkleminden de ikinci mertebe boyuna dalga modunun birinci

mertebe enine dalga modlar cinsinden ifade edilebildigi bulunur:

@_ K1 e g (D42
uZ - D1(2k72w) [(vl ) +(1.l)1 )]' (5'13)

O(e%) problemi igin elde edilen denklemlerin birinci ve tigincti mod igin aldig:

formlar ise

e? : Di(k,w) ul =0,
—2i(we, — ik — 8cEm?k?) vﬂg + Dy(k,w) i)
= 1o k?(—2ikoul® 4 () u§°g)
+75k43Jo{" ol + of " (w)? + 2wl o],
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—2i(wey, — &k — 8c2m?k®) wglg + Dy(k,w) wi
- 72k2(—-2ikw$1)*ug2) + wgl) ugog)
+ 15k Bl Pl + w(0M)? + 2l PulV)],
e . Dy(3k,3w) v =0,
D, (3k,3w) v§¥ =0,

D, (3%,3w) wl =0 (5.14)
geklindedir. Burada * 1ilgili bagimh degigskenin kompleks eslenigini

gostermektedir. Boyuna dalgalara ait dispersiyon bagintisi D;(k,w) # 0
oldugundan, (5.14); denkleminden tg¢iincti mertebede birinci modun genligi olan

fonksiyon

ugl) =0

olarak bulunur. Benzer gekilde D;(3k,3w) # 0 oldugundan, (5.14),
denkleminden

u:(f’) =0

olarak elde edilir. Enine dalgalarin dispersiyon bagintisi olan D;(3%,3w) # 0
oldugundan (5.14)5 ve (5.14)g denklemlerinden

v§3) =0, w;(,s) =0
sonuglar: elde edilir. Enine dalgalara ait grup hiz
¢y = %(oz}k + 8&m’k?)

olarak verildiginden, (5.14), denkleminin ilk teriminin katsayisi sifirdir. Ayrica
D,(k,w) sifira esit kabul edildigi i¢in tigincii mertebedeki birinci modun genligi
olan vgl) keyfi bir fonksiyondur. Benzer gekilde, (5.14); denklemindeki ilk
terimin katsayis: sifirdir ve w" fonksiyonu keyfi olur. Bu durumda (5.14); ve

(5.14); denklemlerinden geriye kalan terimler

a(~2iko{"ul? + oV uf))
+ 1523l Pol + o (w{M)? 4 2wV 2] = 0,
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(k) 4 ufh o)

+ sk 3w Pl + w2 4 2PV =0 (5.15)

seklindedir. ugz) fonksiyonun birinci mertebe modlar cinsinden agik ifadesi,
(5.13), bilinmesine ragmen, (5.15) denklemlerinin getirdigi kisitlamalar elde
etmek i¢in yukari mertebe pertiirbasyon denklemlerinden ug?) fonksiyonunun

hesaplanmasi geregi ortaya gikar.

O(e?) pertirbasyon probleminin her mod igin ayr1 ayr1 ¢éziiminden elde edilen

denklemler ise

i k2’72
e ul) = (ol + [wi]),
cg—cL

e’ : Di(k,w) u =0,
Dy(k,w) ofY =0,
Da(k,w) wc(xl) =0,
e 1 —4i(we, — Ak — 32EmP* (1 + v)E®) ugzg + Dy (2k, 2w) ul)
= 71 [4k%uul)]
+ k3o vf] + wi i)
+ 2ik(v§1)v§1) + wgl)wgl) — 3v§3)v§1)* + 3w§3)wgl)*)]
+ 2k {4k (ol + o) + u((07) + (),
D, (2k,2w) o3 =,
D3(2k, 2w) wl) =0,
0 . Dy (4k, duw) O —8ikTv, ( k1172 +70) [(vgn)z + (wgn)z]z,

4 7 Dy(2k,2w) Di(2k,2w)
Dy(4k, 4w) v =0,
Dy(4k,4w) wi? =0 (5.16)

olarak verilir. (5.16); denklemi ug?g fonksiyonunun birinci mertebe keyfi
enine dalga modlar cinsinden yazilabilecegini gostermektedir. Ayrica, n >1
icin boyuna D;(nk,nw) ve m > 2 igin enine Dy(mk,mw) dispersiyon

bagntilarinin sifirdan farkli oldugu goéz oniine alinirsa, (5.16),, (5.16)s, (5.16)7,
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(5.16)9 ve (5.16);0 denklemlerinden dordincii mertebedeki birinci, ikinci ve

dordinci modlara ait genlik fonksiyonlar

uf) =0,

v =0, wP =0

v =0, w®=0 (5.17)

olarak elde edilir. Buna ilaveten D,(k,w) sifira esit oldugu icin v{" ve w{V
keyfi fonksiyonlar olarak elde edilir.

(5.13) denkleminde verilen ul® ve (5.16); denkleminden elde edilen u§°e)

fonksiyonlari, (5.16)s denkleminde yazilirsa dordiincii mertebedeki ikinci boyuna

dalga modu uff) fonksiyonunu
u‘(f) = Al(vﬁl)vﬁg + wgl)w&)) + iAz(vﬁl)vgl) + wgl)wc(,,l))
: 2
+ids(of"f + [l )f) + ()] (5.18)

geklinde ifade etmek miimkindiir. (5.18) denklemindeki katsayilar ise

h Yo k? (35— 8klwey — ik — 32c2m?(1 + I/)ks]}
YT Dy (2k, 2w) D1 (2k, 2w) ’
_ 2")’2 k‘3
Az = D, (2k, 2w)’
47, k° k?
As = 72 [y + 172 ]

(€2 — ¢} )D1(2k, 2w)

olarak tanimlanmgtir.

(c2 — ¢}) D1 (2k, 2w)

(5.15) denklemi ile verilen kisitlamanin son halini elde etmek icin, (5.13) denklemi
ile verilen u{? ve (5.16); denkleminden elde edilen ug?g fonksiyonlari, (5.15)

denklemlerinde yerlerine yazilir ve denklemler diizenlenirse
4k? 1
4.2 _ (Wrp,,(1)2 W21~ o
k 72[D1(2k,2w) cg '—C%]vl [lvl | + le I ] ’
4k? 1
4.2 _
Dk a—a

Pl + o] = 0
veya
2w 8 v o2 + [wiM|?] = 0,
2w § wM[lw? + P = 0 (5.19)
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elde edilir. (5.19) denkleminden goriildigi gibi sifir olmayan birinci mertebe
enine dalga genliklerinin katsayisi, (5.6) kuple NLS denklemlerinin nonlineer
teriminin katsayis: olup kritik dalga sayisi icin sifirdir ve (5.15) denklemi 6zdes
olarak saglamr.

Son olarak v%l)

ve wgl) birinci mertebe enine dalga genliklerinin sagladig:
evoliisyon denklemlerini elde etmek i¢in, O(e%) problemi birinci mod igin

coziilirse

e? 2w v(l) (¢ — & — 24ch2k2) v( ) — 2i(wey — ik — 8czm?k®) vélg
ok 2ik o uf® — 26k (1)* ® 1 ol o) — il o
— 3kv§1)* ug‘:g - 221)“2 Uy © 4 kv(l) (0)]
+ k()2 o - giku{® uf® o 4 8k2|u(2)|2 vu)]
+'y5k3[3k(v£1))2 {0 — 12z|v§1)| v(l) + 6k|v(1)| ol
4 k) o — i) ol + 2kl ] o
+ 2kv£1) wgl) wgl)* — 4iv£1)* wgl) wgg + 2kv£l)* wgl) wgl)
_ il w0 ) 1 2k w(1)=~ w0,

2w w( ) (2~ — 24ch2k2) wit), — 2i(weg — &k — 8c&m*k®) w(l)

2
g
ikl o) — 2ik*w (1)* O 4w o — i u

L

— 3kw! (W=, ) ZZw( ul )+ kw (0)]
L) - ik o) + 86wl
+ 75k3[3k(w£1)) wgl)* - 12i|w§1)]2 w§1§ + 6k[w§1)|2 wil

+ k(v&l))2 wgl)* - 4ilv§l)]2 wﬁg + 2k|v£1)|2 wz(,,l)

+ 2kw oM i — 4w oV v&) + 2kw{)* o) i)

— 4wV o{ vilg + 2kwM v o{] (5.20)

denklemleri elde edilir. Birinci mertebe enine modlar igin elde edilen bu karmagtk

ve uzun denklemler hala birinci ve ikinci mertebe boyuna modlar ve tglinci

mertebe enine modlari igermektedir. (5.20) denklemlerinde gorilen u® ugoz

ve uf,) gibi boyuna modlarm herbiri, vgl) ve wgl) birinci mertebe enine
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modlar cinsinden ifade edilmigti. Yukarida elde edilen bu sonuglarin denkleme
yazilmas1 ve denklemlerin diizenlemesi dogrudan fakat gok karmagik iglemlerin
yapilmasini gerektirir. Ancak bu iglemler yapilsa dahi (5.20) denklemlerinde bu
mertebeye kadar hesaplanmamig u, 5) fonksiyonu bulunmaktadir. Bu fonksiyonu
diigiik mertebe fonksiyonlar cinsinden ifade edebilmek igin O(e®) pertirbasyon

denklemleri ele alinmalidir.

¢ mertebesindeki denklemlerden yalmz ug?f) fonksiyonu ile ilgili denklem
gerekli oldugundan, bu mertebede yukar1 modlardan elde edilecek denklemler
ele alinmayacaktir. Gergcekten O(e?) denklemlerinden yalmz boyuna modla
ilgili denklemin sifirinci moduna karg: gelen denklemden ugog fonksiyonunu elde

etmek miumkin olur:

B0 ()l — 2egu = () %+ DAL o)

T T N OO SN O O N IO MO LI CE )

+ w0 4 0Bl 1 wBud)

+imb(o{j — ool + iy - wl i)

+ 2’74k2[u505)5(|vll)|2 + [wiM?)
+uf°)( (1)~ (1)+v(1) (1) +w(1) (1)*+w(1)* 1))]
— 2iyek® {7 + ()] + 26D ("6 + i w{))

— a2 + ()] — 26 (wPof) + wwiD)}. (5.21)

u®  fonksiyonunun ikinci mertebe uzay tiirevini iceren (5.21) denklemi

dizenlenir ve ¢ degigkenine gore integre edilirse

(3 - ) ufld - 2¢,uf) = T{(ulD)? + 8K uP]
+ v, k[k(v(l)* 1)+v(1) (1)*+w£1)*w§1) +w§1)*w§1))
i(oPoff — of"o ] + wl ) — w{wi))]
+ 29k {uQ (ol ? + [w{?]?) — ikuf? (o) + ()]
+ikug (o) + (wi”)]}
(5.22)
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elde edilir. (5.22) denkleminde ug?g ve ul? fonksiyonlar: igin elde edilen

(0)

ifadeler yerlerine yazilirsa wu;, fonksiyonu birinci mertebe enine modlar ve

liclincli mertebe enine modlar cinsinden elde edilir:

(= ) o2 = 2l + L — o) 4w — 0l ul)

B B G o B O

2 2
R o+ ool + 1)

2 —c 2(c§ —c2)?

21.2
6 Y274 _ 1177k (1)\2 (1)\22

(5.23) ifadesindeki u§°3 fonksiyonu, (5.16); denkleminin 7 bagimsiz degiskenine

gore tirevi alinarak ¢ degigkenine gore integre edilmesi ile bulunur:
2
©_ K [0 wp, 0
= g [ 5 + e (5.24)
Bu sonug (5.23) denkleminde yerine yazilirsa

(6 = 1) ) = RO ~ o+ wf ) — ufuf)
+ k(o] (1)* P G oL N O B I

2
+k4[ 27i742 + 71'72 ](|U§1)|2+ Iwgl)‘2)2

Cg 2(93 c})?
k8 Y274 ’)’1’72 (1) 24 (122
e [D1(2k,2w) D?(2k, 2w )”(”1 )"+ (wi)
2Cgk2’)’2 6 (1) 2 (1) 2
c2—c%/af(|”1 * + |wi”|")d¢ (5.25)
elde edilir. Bu agamada, € mertebesine kadar ¢Oziilen pertiirbasyon

denklemlerinden elde edilen ugog, ugog, u®) ve u‘(f) fonksiyonlarimin (5.20)

denklemlerinde yazilip denklemlerin diizenlenmesi ile enine modlarin sagladiklar
kuple evolisyon denklemleri elde edilecektir. Dogrudan fakat uzun ve karmagik
iglemlerden sonra denklemler toparlanirsa, tigtincli mertebe birinci modlarin, v:(al)
ve wg) katsayilarinin 6zdes olarak sifir oldugu bulunur. Bodylece O(e?2)

mertebesindeki uygunluk denklemleri, birinci mertebe enine modlarin sagla.éhél

integro-diferansiyel denklemlere dontgiir:
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6, + pbee + A (99¢ + ) + 5BIGI' + 2BV I + 6 BG4l
+3BE IO + B + 3Bl +Co [ (9P +Ipl)de =0,
i+ e LAY (9 + 9¢) + SBYIYI + 2B ol + 6BYI T4l
+3BY SN+ BY ) + 3Bl + 0% [ o-(wf + Ig)de = 0.

(5.26)

(5.26) denklemlerinde uygunluk igin ¢ = v(" ve % = w{") tammlan kullamlmig

ve denklemlerdeki terimlerin katsayilar: ise

1

2 2 212
p= —%(cg — & — 24c2m®k?),
4’)'22 k® 2 2 2 3
A= =55 (35 23] D12k 20) = 4k{we; — i — 326Em* (1 + 1)K,
Y374 K*°
o1 = —F3/597 9 0
D?%(2k, 2w)
_ 7173 k'?
2= T D32k, 2w)’
B = 240, + 16ay,
2
c=_2nk
(2 —c})

olarak tamimlanmigtir. (5.26) denklemlerini daha basit bir formda yazabilmek
i¢in denklemleri dairesel olarak polarize olmug dalgalar cinsinden ifade etmek
uygun olabilir. Bunun igin, u’ ve v’ dairesel polarize olmug dalgalarin genlikleri
olmak tuzere

W= (- i), o= (6+iv) (5.27)
tanimlar1 yapilir. Bu tanimla @)% + [¢|2 = |u|®* + |v|? iligkilerinin saglandigina
dikkat edilmelidir. Bu durumda (5.26) denklemleri yeni bagimsiz degigkenler

cinsinden agagidaki sekilde ifade edilir (gosterim kolayligi nedeniyle isler ihmal

edilmisgtir):

ity + vr) + p(uge + vee) + 1A (uv e + vuug + Julvg + Jv]Pug)
+ B2ulul* 4+ 2v|v|* + 120|u?|v|® + 12u|u*|v|* + 6ulv|* + 6v|ul*
8 2 2 _
+C(utv) [ (ol + o) =0
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(ur = vr) — ip(uge — veg) — A(uTvue — uv v + |ul’ve — Jv[*ue)
— iB(2u|u|* — 2v|v|* — 120|u|?|v|* + 12u|u|?|v|? + 6ulv]* — 6v|ul*)
: 0
—iC(u —v) / = (Ivl? + [uf")dE = 0. (5.28)

(5.28) denklemlerini u ve wv fonksiyonlarimin sagladigi denklemler geklinde
yazmak igin basit cebirsel iglemlere gerek vardir. Buna gore (5.28); denklemi
¢ saysi ile garpilir ve elde edilen denklemler (5.28); denklemi ile taraf tarafa
topanir ve gikarilirsa dairesel polarize olmug u ve v dalga genlik fonksiyonlarinin

sagladig integro-diferansiyel denklemler bulunur:
iUy + puge + 1A(uv*ve + |v]Puge)
0
+ 2B(ulul* + 6ulul*lol? + Sulol* + Cu | z-(juf* + [)de =0,
i, + puge + 1 A(utvue + Juf?ve)

+ 2B(v|v|* + 6v]ul*|v|® + 3v|u|*) + C’v/ b%_-([v|2 + |u|?)d¢ = 0(5.29)

(5.29) denklemlerinin (5.26) denklemleri ile kargilagtirilmas: yeni denklemlerin
formunun lineer polarize olmug dalgalara gore daha basit oldugu sonucunu verir.
Bu asamada dairesel polarize olmus dalgalarin sagladig (5.29) denklemlerinden
integral terimleri yok ederek evoliisyon denklemlerini daha basit bir formda ifade
etmek mimkiin gérinmektedir. Gergekten (5.29); denklemi »* ile garpilip elde

edilen denklem kompleks egleginden gikarihirsa (|ul?), fonksiyonu
i (fuf?). = —p(uue — v — i A(loPlul)e (5.30)
olarak elde edilir. Benzer bir iglem (5.29), denklemi igin de yapilirsa
i (10]%), = —p(vvg — v2)e — i A(oPlul)e (5.31)
bulunur. (5.30) ve (5.31) denklemlerinden ise
/ —([ul® + |v[*)d¢ = ip(u*ue — uug + v*ve — vv}) — 2AJul?|v|? (5.32)

bulunur. (5.32) ifadesi (5.29) integro-diferansiyel denklemlerinde yerine yazihirsa

integral terimleri diiger ve u ve v dairesel polarize olmug dalgalarin sagladig
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beginci mertebe nonlineer terimleri de iceren denklemler

i, + puge + i[pC([ul’ue — vug) + Alv|*ue + (A + pCluv*ve — pCuvyy]
+ 2Bulul* + (12B — 2AC)u|ul?|v|? + 6 Bu|v|* = 0,
i, + puge + i[pC(Jv[*ve — v*0f) + Alul*ve + (A + pC)vu*ug — pCouny]
+ 2Bu|v|* + (12B — 2AC)v|v|?|u|?® + 6Bu|ul* =0 (5.33)

geklini alir. Sonug olarak, marjinal durum civarinda zayif nonlineer ve zayf
dispersif elastik bir ortamda yayilan modiile olmus enine dalgalarin hareketi kuple
" genellegtirilmig NLS (GNLS) denklemleri ile karakterize edilebildigi gosterilmig

olur.

(5.33) denkleminde enine modlardan sifir olarak alimrsa, v = 0, kuple GNLS

denklemleri form olarak literatiirde mevcut olan tek GNLS denklemine indirgenir:
iu, + puge + ipC (|ul?ue — uue) + 2Bulul* = 0. (5.34)

(5.33) ve (5.34) denklemlerinden de goriildiigii gibi evoliisyon denklemlerinin
kuple olmas: iki enine mod arasindaki etkilesim terimlerinin karmagik bir
yapiya sahip olmasina yol agmaktadir. Diger bir deyigle, marjinal durum
civarinda ortamda, iki serbest mod mevcut ise kuple GNLS denklemleri tek GNLS

denklemine gore daha karmagik olmaktadar.

Yakin zamandaki bir cahgmada {35}, kuple GNLS denklemlerinin 6zel bir hali

olan ve

s+ Ugg — 2uv + 26%uP0? + 4iB(uv) u = 0,

Wy — Vg — 2uv® + 28%0%4? + 4iB(uv),v = 0 (5.35)
seklinde alinan denklemlerin Darboux doniigiimi yardim: soliton ¢6ziimii
verilmigtir. Ancak (5.35) kuple denklemleri v = ev* tammlamas: ile tek

GNLS denklemine indirgendiginden, bulunan soliton ¢oziimlerinin tek GNLS

denkeminin ¢Ozlimii oldugunu s6ylemek yanhg olmaz.
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5.3 Bazi Ozel Cozimler

Genellegtirilmis NLS denklemlerinin 6zel ¢ozimleri ile ilgili bircok ¢aligma
literatlirde mevcuttur. Kundu’nun [36] ¢aligmasinda tek bir GNLS denklemi bir
ayar doniigimi kullamilarak katsayilar: 6zel formda olan bir GNLS denklemine
doniigtlirtilmis ve daha sonra denklemin gezen dalga ¢6ziimleri verilmigtir. Bagka
bir ¢aligmada Clarkson [37], Kruskal ve kendisinin geligtirdigi direkt metot olarak
adlandinlan bir yontemi kullanarak GNLS denkleminin bazi 6zel ¢6ziimlerini

vermigtir.

Bu bélimde, Kundu’nun [36] tek GNLS denklemlerinin gezen dalga ¢6ziimlerini
bulmak igin kullandigi yontem (5.33) kuple GNLS denklemlerinin gezen dalga
coziimlerini bulmak icin kullamlacaktir. Islem kolaylig: saglamas: bakimindan

(5.33) denklemlerinde p =1 olarak ele almacaktir.

f(¢) ve g({) daha sonra belirlenecek reel fonksiyonlar olmak izere (5.33)

denklemlerine

u(é,7) = f({)exp[ig({)];

v(é,7) = f(¢)explig(¢)] (5.36)
seklinde ¢ozim olarak onerelim. Burada, b sabit ve ( = £ — br olarak

tanimlanmgtir. (5.36) ¢oziimlerini (5.33) denklemlerine yerlegtirilirse

—ibf' +bfg + '+ 2if'g +ifg" — f(g')* — 2(A+20)f°
+(20B —2AC)f° + 2iAf*f =0,
—ibf' +bfg' + f' +2if'g' +1ifg" — f(¢')* — 2(A+2C)f°¢
+(20B — 2AC)f* + 2iAf*f' = 0 (5.37)

denklemleri elde edilir. (5.37) denklemlerine ’, ( degigkenine gore tiirevi
gostermektedir. Ayrica, (5.37) ile verilen iki denklem birbirine egit oldugu igin,
(5.33) sistemi tek bir denkleme indirgenir. (5.36) ile dnerilen ifadelerin ¢oziim

olmas igin (5.37) denklemlerinin reel ve imajiner kisimlarinin sifira esit olmas:

gerekir:
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f"+bfg ~ f(g')* + (20B — 2AC) f* — 2(A +2C) f°¢’ = 0,
fg,,+2f,g,—bf,+2Af2f,:0- (538)

(5.38)2 denklemi f’ ile ¢arpihp ( degigkenine gore integre edilirse g igin
b_
2

ifadesi elde edilir.  Bu sonu¢ (5.38); denkleminde kullanihirsa,  f(¢)

d=0-5r (5.39)

fonksiyonunun sagladig
A’B
4

'+ (== +20B)f* —b(A+2C)F* + %if =0 (5.40)

diferansiyel denklemi elde edilir. (5.40) denklemi f’' ile garpilip elde edilen

denklem ( degiskenine gore integre edilirse
1 o2 13,0 6 b i B
E(f) +€(ZA +20B)f —-Z(A+2C')f +§-f +E£=0 (5.41)

birinci mertebe diferansiyel denklemi elde edilir. Burada E integral sabitidir.
(5.41) denkleminin genel Qézﬁmﬁ Jacobi eliptik fonksiyonlar: cinsinden verilebilir.
Ancak bu galigmada Jacobi fonksiyonlarinin 6zel hali olan bazi fonksiyonlar
cinsinden ¢6zimler ifade edilecektir. Bu nedenle { — co igin ¢ozlim fonksiyonu
f ve tlrevlerinin sifira gittikleri kabul edilerek integrasyon sabiti E sifira egit

alinacaktir.

(5.41) denkleminde z = f* tanimi yapilirsa denklem z fonksiyonu cinsinden
() = —(A2 + %B)z‘* +2b(A + 20)7° — 1222 (5.42)

seklini alir. (5.42) denklemindeki 2* teriminin katsayis: sag tarafindaki dordiinci
derece polinomun dominant davranigim: belirlemektedir. Agik formu bilinmeyen
bu katsayinin igaretine gore (5.42) denkleminin ¢bziimleri ti¢ ayr1 durum igin

incelemek miimkindar.

a) (5.42) denkleminde dominant davramg: belirleyen z* katsayisinin, A%+80/3B,

negatif olmasi durumunda (5.42) denklemi
2% = q2%(2" + Bz + )
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seklinde yazilabilir. Burada denklemin katsayilar:

2(A + 2C) b?

80
— (A2 = e Sl el —

3

olarak tanmimlanmigtir. 2? fonksiyonu reel bir fonksiyon olarak tanimlandigindan
(2')> > 0 olmalidir. Ayrica 2%+ Bz + v ikinci derece polinomun kokleri z
ve z3 olarak alimp yukaridaki diferansiyel denklemin sag tarafindaki ifadenin

koklerinin arasinda 2z; > 23 > z > 23 = 24 = 0 bir siralama oldugu kabul edilirse

dz
Tz Vaz2(2? + Bz +7)

diferansiyel denkleminin ¢oztimi integral tablolar kullanilarak

=g sn~'(sinp, k) = /g (5.43)

/zz dz
2 2y /(21 — 2)(23 — 2)
bulunur [38]. (5.43) denklemindeki biyiklikler

2 2

v \/(Zl — 23)(22 — 24) - \/257
(22 = 23)(21 — 24) _
(21 — 23)(22 — z4)

B e o

(22 — z3)(21 — 2) z2(2z1 — 2)

k= 1,

seklinde tanimlanmugtir. Ayrica sn™!(y, k) Jacobi eliptik fonksiyonunun tanim

kullanilarak
Y dt
sn~(y, k) = , 5.45
(0. /o V(L —2)(1 - B2t2) (549
k =1 0zel durumu igin
sn~(y,1) = artanhy (5.46)

sonucu elde edilir. (5.44) ve (5.46) ifadeleri (5.43) denkleminde yerlerine yazihrsa

z fonksiyonu

2125(1 — tanh® x) 2129
z = =
23 — zztanh? x 21 4 (21 — 23) sinh® x

(5.47)

olarak elde edilir. (5.47) denkleminde x = ,/g{/g seklinde tamimlanmigtir. Bu

sonug (5.39) denkleminde yazilir ve denklem ( degiskenine gore integre edilirse
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b 122, 1 d
9= 50— ACE [ (5.48)

2 q 21 — 23)sinh?u
elde edilir. (5.48) denklemindeki integral elemanter fonksiyonlar cinsinden
hesaplanirsa kuple GNLS denklemlerinin yalniz dalga formundaki 6zel bir

¢ozumu

N

142 gia(6=b7)
21 + (21 — 22) sinh? x ’

u(e,r) = (

’U(f,T) — ( 2122 ) eiy(f—b'r),
b
)

N

z1 + (21 — z3) sinh® ¥

(6 — br) — —tanh™ (Etanh (—;-\/quz—z(f - bT))) )
X = sVEEm(E - b)

9§ —br) =

geklinde bulunur.

b) (5.42) denkleminde dominant davramg belirleyen 2* katsayisiun, A® +
80/3B, pozitif olmas: durumunda (5.42) denklemi

2% = q2*(—2" + Bz +7)

seklinde yazilabilir. Burada denklemin katsayilar:

80 _o(A+20) B

¢=A+B, f= . 1= —wr
3 AT+ 2 A7+ 95

olarak tamimlanmgtir. 2? fonksiyonu reel bir fonksiyon olarak tanimlandigindan
(2')?2 > 0 olmalidir. Ayrica —2?+ fz+~ ikinci derece polinomun kokleri 2
ve 2z, olarak alimp yukaridaki diferansiyel denklemin sag tarafindaki ifadenin
koklerinin arasinda z; > z > 2z > 23 = 24 = 0 geklinde bir siralama oldugu

kabul edilirse

dz

e = \/qzz(—z2 + Bz +7)

diferansiyel denkleminin ¢oziimi integral tablolar kullamlarak

=g sn~ (singp, k) = /q{ (5.49)

z dz
—/z z\/(zl —2)(z — z3)
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bulunur [38]. (5.49) denklemindeki biiyiikliikler
7o 2 2
Jor—2)(m—z) V7E

2 _ (=) (za—2)
v= (21— 23)(72 — 24) O

sinp = J (2 = 20)(z —2) _ J 222 — 2) (5.50)

(21 — 22)(2 — 24) - Z(Zl - 22)
seklinde tanimlanmgtir [38]. k& =0 6zel durumunda sn~*(y, k) Jacobi eliptik

fonksiyonu

sn~!(y,0) = arcsiny (5.51)

gseklindeki elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. (5.50) ve (5.51)

ifadeleri (5.49) esitliginde yerlerine yazildiginda z fonksiyonunu
2129 _ 2122

2o+ (21 — 2z3)sin® x 2 + (23 — 21) cos?

elde edilir. (5.52) denkleminde x = ,/g(/g olarak seklinde tanimlanmigtir. Bu

Z =

(5.52)

sonug (5.39) denkleminde yazilir ve ( degigkenine gore integre edilirse, g icin

_ b 21291 du
B 2C—A( q )2/z1+(22—z1)cos2u (5.53)
¢ozimi elde edilir.  (5.53) denklemindeki integral kolaylikla elemanter

fonksiyonlar cinsinden hesaplanabilir. Boylece kuple GNLS denklemlerinin

periyodik 6zel bir ¢dztimi

212 ;

zy — 21) cos? x

I P e M)

21 + (29 — z1) cos? x

o6 =br) = 56 —tm) = Zoant (([ean (Gyamme - ).

X = %\/qzlzz(é —br)

N

(M

seklinde bulunur.

c) Son olarak (5.42) denkleminde dominant davramigi belirleyen A% + 80/3B

katsayisinin pozitif oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢, 8 ve v katsayilan
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i¢in, ikinci ozel durumda yapilan tanimlar gegerli olacaktir. Boylece (5.42)

denklemi

2% = ¢ (=2 + Bz +9) (5.54)

formunu koruyacaktir. (5.54) denkleminin reel ¢éztimleri ile ilgili oldugumuzdan
(z)* > 0 olmahdir. Bu kez — 22+ Bz + v ikinci derece polinomun
kokleri olan 2; ve 2z; igin siralamay: ikinci durum igin olandan farkli olarak

z1 > 2> 23 = 2z4 =0 > 23 seklinde oldugunu varsayalim. O zaman

dz
i = \/‘1‘?2(—22 + Bz +7)

diferansiyel denkleminin ¢éziimi integral tablolar: yardimu ile

/:1 z\ﬂz _d:)(z mp =g sn~ (sinp, k) = \/g¢ (5.55)

olarak bulunur [38]. (5.55) denklemindeki ifadeler

g= 2 _ 2
\/(;1 — 23)(22 — 24) NS

(21 - 22)(23 = z4) B

(21 = 23)(2:2 — z4)

sin = \J (22 — 24)(21 — 2) = \E———2(z ~ (5.56)

(z21 — 22)(2 — 24) z1(z — z2)

K =

1,

olarak tamimlanmigtir. Ayrica, Jacobi eliptik fonksiyonu k=1 durumunda
sn~!(y,1) = tanh®y (5.57)

geklindeki elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. (5.56) ve (5.57)

ifadelerini (5.55) esitliginde yerlerine yazildiginda z fonksiyonunu

z123(1 — tanh® X) 2122
zZ = =
23 — z; tanh® x Zo + (22 — 21) sinh? ¥

olarak elde edilir. Burada x = ./q{/g olarak tanimlanmgtir. Bu sonug (5.39)

denkleminde yazilir ve { degigkenine gore integre edilirse, g igin

9= 50— AT [ (5.59

q 23 + (23 — z1) sinh® u
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bulunur.  (5.58) denklemindeki integral kolaylkla elemanter fonksiyonlar
cinsinden hesaplanabilir. Buradan kuple GNLS denklemlerinin yalmiz dalga

seklindeki 6zel bir ¢ozimi

- 2% T isleb)
u&) (zz + (23 — 21) sinh? X) ¢ ’

_ %12 ig(¢—br)
v(§7) (zz + (22— 2z1) sinh? X) ¢ ’

N

g6 —br) = g(g )+ % tanh~? (\/:Z——':Tl tanh (%\/:m(g - br))) ,
X = %m@ — br)

geklinde bulunur.
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6. SONUCLAR

Bu caligmada zayif dispersif ve zayif nonlineer etkileri igeren sonsuz, homojen
genellestirilmis elastik bir ortamda yayilan modile olmug enine dalgalarin uzun
zaman davranigi ¢ok olcekli bir pertirbasyon teknigi kullanilarak incelenmigtir.
Ozel olarak yiiksek mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin ortamda yayilan
dalgalarin hareketini nasil etkiledigi aragtirillmig ve iki farkli durum igin
enine dalgalarin hareketini karakterize eden kuple evolisyon denklemleri elde

edilmistir. Bu caligma, elde edilen esas sonuglara goére iki bolimden olugmustur.

Ik olarak yukarida bahsi gecen genellestirilmis elastik ortamda yayilan (1+1)
boyutlu enine dalgalara, yliksek mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin katkis:
aragtirilmigtir. Enine dalgalarin uzak alan davramgini karakterize eden ikinci
mertebe etkileri de iceren kuple evolisyon denklemleri elde edilmistir. Elde
edilen bu denklemlerin, 6zellikle nonlineer optikte yaygin uygulama alani bulan
benzer formdaki denklemlerden daha genel bir yapida oldugu gozlenmistir. Bu
sonucun goz 6nline alinan elastik ortamda hareketi karakterize eden yerdegistirme
vektor alaninin bilegenleri arasindaki karmagik kuplajdan oldugunu sGylemek gok
yanhg olmaz. Ayrica Kuple Yiksek Mertebe Nonlineer Schrodinger denklemleri
olarak adlandirilan bu denklemlere sech ve tanh tipinde ¢ozlimler verilmigtir.
Kuple Yiiksek Mertebe Nonlineer Schrédinger denklemlerinin sech ve tanh
tipindeki yalniz dalga ¢6zlimleri icin dispersif terimin katsayisimin igaretine, tek
NLS denkleminden farkh olarak, herhangi bir kisitlama gelmedigi gozlenmistir.
Boylece ok hizh dalgalarin hareketini veren Yiksek Mertebe NLS denklemlerinin
de zarfi sech ve tanh sgeklinde olan yalmiz dalga ¢6zimlerinin olabilecegi

gozlenmigtir.
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Caligmanin  ikinci boélimiinde, aynm ortamda yayllan enine dalgalarnn
modiillasyonu problemi marjinal durumda incelenmistir. Ik olarak enine
dalga hareketini birinci mertebeye kadar karakterize eden kuple nonlineer
Schrodinger denklemleri elde edilmigtir. Elde edilen kuple NLS denklemlerinde
nonlineer terimin katsayis1 4k*(c2 — c}) = Di(2k,2w) lisitlamas: igin sifir
oldugu gozlenmigtir. Diger bir deyigle kuple NLS denklemlerindeki nonlineer
terimlerin katsayilarinin bazi k£ dalga sayilan icin sifir oldugu marjinal durum
civarinda kuple NLS denklemlerinin gecerli olmaktan c¢iktigr gézlenmigtir. Bu
~durumda enine dalga hareketini marjinal durum civarinda karakterize eden
evoliisyon denklemlerini bulmak igin pertiirbasyon agilimindaki nonlineerligin
etkisi arttirnlmigtir. Enine dalgalarin marjinal durum civarinda uzak alan
davramigim karakterize eden ve beginci mertebe nonlineer etkileri igeren kuple
genellegtirilmig NLS denklemleri elde edilmigtir. Dairesel polarize olmug dalgalar
cinsinden ifade edilen kuple denklemlerin, daha Once tek NLS denkleminin
marginal durumu civarinda elde edilen genellegtirilmig NLS denkleminin iki kuple
denkleme genigletilmig hali oldugu g6zlenmig ve enine dalga modlarindan birinin
ihmal edilmesi durumunda iki denklemin form olarak aym oldugu bulunmugtur.
Ayrica kuple genellegtirilmig NLS denklemlerinin de yalmz dalga ve periyodik

¢oziimleri elde edilmigtir.

Bu agamada, farkl iki durumda yiiksek mertebe nonlineer ve dispersif etkilerin
katkilarin1 gbsteren ve bu tez galigmasimin esas katkis1 olan kuple YMNLS
ve kuple GNLS denklemlerinin 6zelliklerinin incelenmesi, denklemlerin sayisal
¢Oziimlerinin aragtinlmas: ilgi ¢ekici goriinmektedir. Teknolojik uygulama
bulmasi nedeniyle kuple YMNLS denklemlerinin 06zel ¢oziimleri, integre
edilebilirligi gibi Ozellikleri bircok aragtirici tarafindan incelenmesine ragmen,
kuple GNLS denklemleri i¢in bdyle durum séz konusu degildir. Literatiirde
heniiz mevcut olmayan kuple GNLS denklemlerinin analitik ve sayisal metotlarla

incelenmesi gelecekte yiiriitiilecek ¢aligmalarin konusu olabilir.
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