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OzET

Bu tez cahgmasinin amaci; Elektrik devreleri ile mekanik sistemler arasinda bir
paralellik kuruimasi yada ortak bir noktada birlegmektir. BSyle bir benzerli§i hedeflemek igin
dncelikie elektrik devrelerini olusturan en az iki uglu yada ¢ok uglu elemaniara kargilik
mekanik sistemier de hangi elemaniann bulundu§unu, mekanik sistemler belirlendikten
sonra da ug biyilkidklerinin tanimlanmasi gerekir. Ancak bu ug¢ blyikllklerinin elektrik
devrelerinde kulianilan akim yada gerilim blydklOklerinden farki skaler dedil de vekt6rel
karekterde olmalandir. Elektrik ve mekanik sistemier de kullaniian bagintilarin Snemi; bazi
uglannda elektriksel degigkenler, dijerlerinde ise mekanik deJigkenlerin sézkonusu oldudu
“elektro-mekanik® ¢ok uciulann g6zoniine alinmast halinde islev kazanmaktadir. Bu tir gok
uclulann ani gl¢ ifadesi yazildijinda, elektrik ve mekanik gigclerin toplamina egit
olacagindan, bu toplamdaki her terimin ayni birimle 6igimesi zorunlulugu vardir.

Bu ¢aligma da iki uglu yaylaria olusturulan, gok uglu yay kutularindan meydana
gelen mekanik sistemlerin matematiksel modelleri ele alinmighr. Daha sonra mekanik
sistemdeki bdyUkiUklerin elektriksel kargiliklan yerlegtirilerek ele alinan mekanik sistem
elektriksel sistem seklinde modellenmigti. Devre analizindeki gerekli tanimiardan
faydalanarak bu sistem birden fazla bigirnde ifade edilmigtir. Spice programini kullanarak
bulunan devrelerdeki akim de{erleri ile mekanik sistemdeki denge ve moment denklemieri
yardimi ile hesaplanan kuvvet degderleri nimerik olarak ayni sonuglan vermigtir. Blylelikle
de ilgili sistemler arasinda paralellik kurulabilir. Daha sonra 0¢ uglu ideal kaldirag,makara
ve digli kutusu ele alinarak ideal bag elemanianmin &zellikleri incelenmigtir. Clnkl bu
mekanik elemanlann u¢ denklemlerinin eletriksel sistem kargiliklan; Dbiribirini magnetik
yoldan etkileyen iki endiktansin olugturdugu, iki kapili bir dizenin ideallegtiriimesi ile elde
edilen transformat6re aittir.

Cok uglu mekanik elemanlann, 6zellikle {ic boyutiu uzayda hareketi s6zkonusu
oldujunda kati cismin modellenmesi bliylk 6nem tagimaktadir. Omegin dSnen bir kat
cismin hareketi incelenirken, farkh eksen takimiannin kullaniimasi inceleme de bazi
kolayliklan beraberinde getirektedir. Bu eksen takimlan arasindaki baglantiys da Ek
béliminde incelenen T dénGglim matrisi saglamaktadir.



SUMMARY

ELECTRICAL MODELING AND SIMULATION

OF ELASTIC BEAM

The target of this work is to find similarities between mechanical and electrical systems
and represents the mechanical systems, as electrical circuits to find numerical solutions.
For this reason; each elements of the mechanical systems should be simulated with a

component of the electrical circuits.

if components that use in mechanical systems are

motion, it could be selected *f" force and "v” velocity variables or if it tumns, selected “M(t)”

moment and “w(t)” angular velocity variables.

In order to write the terminal equations

representing the non - linear capacitor and non-linear inductance, “q(f)” electrical charge,
“@(t)” magnetic flux are used. The variables used in electrical and mechanical systems are

given in table.

Table 1: The variables used in electrical and mechanical systems.

Electrical Variables Mechanical Variables Mechanical Variables
(Transition) (Rotation)
Voltage v(t) (v) |Velocity  v(b) (m/sn) | Velocity wt) (radls)
Current it (A) |Force f(t) (N) | Moment M(t) (N.m)
Power v)i®) (W) |Power v(t).f(t) W) | Power ®.Mt)  (N.m/s)
Energy € (J) | Energy Em (N.m) | Energy &m (N.m)
Electrical q(t) (C) Linear p(t) (N.s) | Angular h(t) (N.m.sn)
charge Momentum Momentum
Magnetic  @(f) (Wb) | Displacement x(t) (m) | Rotation  6(f)  (rad)
flux Angle

These equations are very useful for the analysis of the electro-mechanical multi port
devices which have electrical variables at some ports while having mechanical variables at
the others. Materials are tested in tension, in compression, in twist, in bending or in

v




combinations of these loadings. Machines in which two or more of these tests can be
performed are called universal testing machines. By reason of its simplicity, the tension test
is most commonly and easily performed. A major portion of strenght theory rests on
assumption gleaned from the tension test. Beams may be classified according to material
composition and unstrained form.

In statics, the subject that is basic and preparatory to this one, there is a group of
problems on frames and trusses that require determination of tension and compression
forces in the component parts of these structures induced by specified loads. The process
involved in the solution of such problems is one of analysis. If the problems were so
changed as to necessiate calculation of the proper sizes for the component parts in order
that the structure as a whole could safely carry the given loads, then the process involved in
their solution would be one of design. Analysis and design are inverse processes. On the
Other hand, to design a structure is to determine, from given or assumed loads and major
dimensional limitations, the appropriate sizes and forms of the component parts
(sometimes also the proper material to use when there are two or more materials to chose
from) in order that the structure will function effectively and safely.

Thus a simple beam is one that is made of one material, is straight in the unstraine
state, and is of uniform cross section. It is quite distinct from, say, a compound beam that
may be composed of two or more materials (for example, a reinforced concrete beam), or
from a uniformly stressed beam that may have a varying cross section, or from a curved
beam such as a hook or an arch.

Beams may also be classified after their manner of support. A simply supported
beam rests on supports that permit rotation freely. It is implied that the support is capable of
reacting in one sense only, as suggested by the knife edge. If it is desired fo imply the
possibility of either sense for the reaction, a hinge may be depicted. A simply supported
beam that extends beyond a support is called a beam with an overhang. A beam that is
supported at one end only is callied cantilever beam, the supported end shown embeded in a
wall, is referred to as a built in end. A catilever beam is all overhang.

Beams may be classified according to whether or not the reactions at the support
may be determined without recourse to principles other than those of equilibrium. A
statically determinate beam is one which involves reactive forces that can be uniquely
solved for from the equlibrium equations alone. If equations other than those of equilibrium
are needed to effect a solution for these reactive forces, then the beam involved is a
statically determinate one. A beam that rests on several simple supports, called a
continous beam is statically indeterminate.



If a beam may be subjected to different pattems of loading throught the expected
usefull life of the structure, many of which cannot be accurately predicted, then it is
obviously impractical to desisn it as variable cross section beam. The sensible act in such a
sitution is to design the beam with a uniform cross section whose strenght should be
governed by the probable maximum bending moment or maximum shear force that could
be expected.

Two pointed beam that built in supported force to be bended by force P in figure 1
can be modeled by six pointed spring box and terminal equations can be shown ateq. 1.

P

FIGURE 1: Two pointed beam that built in supported force to be bended by force P.
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F=K*X @

This model! is simplest for spring. where K is a constant called the force constant of the
spring. Equation (2) is the force law for springs. The direction of the force is always
opposite to the displacement of the endpoint from the origin. when the spring is stretched,
x) 0 and F is negative; when the spring is compressed, x< 0 and F is positive. The force
exerted by the spring is a restoring force in that it always points toward the origin. Real
springs will obey Eq. (2), known as Hooke’s law, if we do not stretch them beyond a limited
range, We can think of K as the magnitude of the force per unit elongation. Thus very stiff
springs have large values of K.

X=SsF 3
Eq. (2) may also be represented such as Eq. (3) This condition S (K') coefficient is
flexibility coefficient of spring box.
vl



The quantity E is known as Young' s modulus, or the modulus of elasticity. It is
essentially a constant for a given material. Heat treatmant, cold working, alloying and
moderate temperature changes have little effect on the value. For steel it is common to use
a value of 2.1+10* kg/mm? in calculations.”I* is known as moment of inertia. The moment

of inertia with respect to the impartial axe (z axe) will be

3
Iz=Ay2dA=—b%— 4)
y
¢ y
dy z
be
> z
b

Figure 2: Calculation of inertia moment in analitical plane,
$2=811=(V3EI), $1775x=(-1/6EI) , $3y=S13=-ab(Hb)/BEIl, $:=52=(1/)
$15Ss=(1ny, Sz=Sx=ab(I+a)/BELl , sy=(b/), su=sss=0 sas=(all),
Su=se=(),  Ss=(M)Se=(1), Ss=S=0,  Sx=(a.b)"3ENM

sya=-(bl), sss=—(all)

it is possible to represent an elastic beam which is designed as a six pointed spring
box, an electrical circuit consist of six pointed ideal and nonideal transformers and other
electrical circuit elements. Numerical solution can be found by using Pspice electronic
circuit analysis program. As a result of simulation the force values which are calculated
from moment and equilibrium equations at mechanical system should be identical to the
current values obtained from Pspice simulation of electrical circuits.

The mathematical model of the inductances consist of the transformer can be given
as follows;



L=[Lu}=LeKLy (5
Le=diag [L11"?, La"?.....Len""]
(6)
1 k2 ks - kn
ki 1 ks - ku

K= .
kn k2n ki -+ 1
@
ko=
VL Ly

The coefficient k; is called a coupling coefficient and the matrix K is called the
coupling coefficient matrix. The diagonal entries in L are called self-inductances while the
off diagonal ones are called mutual inductances. Note that since L is diagonal Eq. (5)is a
congruent transformation hence K is also a positive semidefinite matrix.This implies at once
the fact that,

o |-

The magnitude of coupling coefficients cannot exceed unity. The case where Ik l=1
characterized by saying that coils L and L;; are perfectly coupled.

Many system models require only the basic active and passive 1-ports joined o and
1 junctions but we sometimes also need two ports. We now consider two ideal port
elements, both of which are ideal in the sense of power conservation, just as the junctions
are. One of the ideal two ports is called a transformer.(TF); in fact, the ideal electric
transformer is modeled by a bond graph transformer. In mechanical systems a variety of
devices are represented in idealized form as transformers, including the rigid, massless
lever shown in fig. 3 The transformer has two ports, and the efforts.(forces) at two ports are
proportional to each other, as are flows (velocities). For the lever, if F; and F, are vertical
forces as shown and the pivot is frictionless, by taking moments about the pivot that found
the equilibrium relation,

aF=bF,;
Fi=(b/a)F, 8



Another relation is found for the vertical velocities V; and V; (assuming smali
angular rotation) by computing the angular velocity of the rod as,

«(V1 /a)=w=(V, Ib)
-(b/a)V, =V, ‘ ©)

The ratio (b/a) is called a modulus of transformer. if eq. (8) and (9) are multiplied
together appropriately and the common factor (b/a) is canceled out,

F1.V4=P1=P=F2.V, (10)
A lever represented as an ideal transformer which indicates that power flowing into port 1 is
always equal to power flowing out of port2. This power relation is embodied in the bond

graph symbol in Fig.3, which shows the sign convention of half arrows pointing throuugh the
TF symbol.Since both forces are shown pointing down in Fig.3, Eq. (8) must be written with

V; a b V,

TS

A l /9 l B
F3 F2

Figure 3: A lever represented as a transformer.

a positive proportionality factor b/a. Then V, and V. up Eq.(9) is written with the same
proportionalityfactor (b/a). The result is that F,.V, is power being supplied to the left hand
end of the lever and F,.V; is power being expended by the right-hand end of the lever on
whatever is connected to it.

Similarly; Mathematical models of ideal roller and ideal gearbox have also same
proporeties of the mathematical model! of ideal transformer.Although no actual systems are
truly linear, control-system design leans heavily on linear models. This is understandable,
since only for linear systems is there a generally complete set of available tools for design.
However We must keep in mind that what linear models tell us is possible only may be
possible only to a limited extent. Physical limitations or nonlinearities, often provide
constraints not obvious in the mathematical model.



BOLUM 1

1.1. Girlg

Elekirik devreleri ile mekanik sistemler arasinda bir benzerlik kurabilmek igin oncelikle bu
sistemier igin tanimlanan, ig ve ug bilyGkiOkler arasinda bir benzerlik kurulmasi,sonra da iki
sistem arasinda bu deJigkenlere bagli olarak tanimianabilen iki ve ¢ok uglu sistem
elemanlanmin modellerini  kargilagtirmak gerekir. Bu anlamda yapilan basit Dbir
kargilagtirma sonucu tablo 2.1. de elektrik ve mekanik sistemler igin verilmigtir. Bu benzerligin
kurulmasinda en 6nemli nokta ig ve ug blylkidkler carpiminin glc (watt) boyutunda olmasidir.
Oteleme ve ddnme hareketi yapan 2 uglu mekanik elemanlara ilgkin ug denkiemlerini sekil
2.1.ve 2.2. 'deki igaret akig diyagramian {zerindede g&stermek mimkanddr. Mekanik sistemier
de kullanilan kuvvet ve moment biyakldkleri kesitlerne denklemierini, iz biyOkltkleri de cevre
denklemlerini saglamalidir. Bu denkiemlerin; sistem grafinda bir agag segilerek hangi hiziann
(agisal hiz) ve kuvvetlerin (momentlerin) bagimsiz oldukian belirlenir.Mekanik sistemler de,
bagimsiz hizlar ajacin dallanna, bag§imsiz kuvvetler de kiriglerine iligkin ug blyUkidklerdir. Ajag
secimi, sistem denklemlerini elde etmek Ozere, uygulanacak deJisik yontemlere bagh olarak
yapiimaktadir.Bu ySntemlerin amaci; gevre ve kesitleme denklemleri ile mekanik sistemleri
olusturan elemanlara iligkin ug denklemierinin birlikte g6zoniine alinarak, iginde daha az
sayida bilinmeyen ug bly0klikleri bulunan durum denklemlerinin yaziimasim saglamaktir.



BOLUM 2

2. GOK UGLU MEKANIKSEL VE ELEKTRIKSEL SISTEMLER

2.1. Bir Boyutiu Mekanik Sistemler

Elektrik devrelerinin analizi igin kullanilan metotlardan bazilan mekanik sistemlerin analizi
icinde kullanilabilir. Mekanik sistemlerde yer alan ug¢ bayukllkleri, bu elemanlann Steleme
yapmalan halinde kuvvet f(t) ve hiz v(t), ddnme hareketi yapmalan halinde ise moment M(t)
ve agisal iz w(t) olarak segilmektedir.

Elektrik devrelerinde lineer olmayan endiiktans ve kapasitelere iligkin u¢ denkiemlerini
yazabilmek amaci ile i(t) ve v(t) nin entegralleri olan, sirasi ile q(t) elektrik yokd ve @(t)
magnetik aki bayuklakierini kullanmak yararli olacaktir.Mekanik sistemierde bunlara karsi gelen
biyukidkler ise Steleme hareketi yapan elemanlar igin lineer momentum p(t) ve yerdegistirme
x(t), donme hareketi yapan mekanik elemanlar igin agisal momentum h(t) ve dénme miktan
yada agisal yerdegistirme 6(t) olmaktadir.

Sistemnlerin analizinde verilen problem ile ilgili en 6nemli nokta; o sistemi olugturan
elemanlann matematik modellerinin bilinmesidir. DiJer bir husus da bu elemanlann sistemdeki
dagihm noktalannin belirenmesidir. Bu ikinci husus sistemin grafinin gizilmesi sartini
gerektirmektedir. Asa§ida; Tablo 2.1. de bir boyutiu hareket yapan elektriksel ve mekaniksel
sistem elemanlannin ug denklemleri, sekil 2.1. ve gekil 2.2. de ise u¢ denklemleri isaret akig
diyagrami (zerinde g&steriimektedir. Diyagramda , dénme hareketi yapan elemaniar farkl
birimlerle ifade edilmektedir.Burada B,K,J elemanian igin (N.m.sn), (N.m) ve (N.m.sn?)
birimleri gegerlidir.



Tablo 2.1: Elektrik ve Mekanik sistemlerde kullanilan bityoklikler.

Elektrik

Mekanik Mekanik
(Oteleme) (Dénme)
Direng: R  ohm Sénim B N-sn/m Sé6nim B

v(t)=R.i(t) voit

vi=11ft) msn

WO=5M®  radien

Endiktans L henry
v(t)=L< i(t)

Yay K Nm
V()= f(t)

Yay K
wit)=75 M)

Kapasite C farad
It)=CZv(t) amper

Kitte m kg
f(t)=m% v(t) Nt

Atalet J kgm®
M@®)=i<wt) N.m




fiv)

m
nt nt

1

K

1
ntm

M(®)
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Sekil 2.2: Donme hareketi yapan 2-uglu mekanik elemanlara iligkin isaret akis diyagram.



2.2. Yerdegigtirme

Ug¢ boyutiu uzayda noktalarin konumianni belidemek icin bu uzayda segilmis genellikie bir
kartezyen oxyz koordinat sistemi gbzoniine alinir. Bdylece uzayda ki herhangi bir A noktasinin
konumu, bu noktanin koordinatiarindan olugan (x,y,z) O¢ldsd ile belifenmig olur. A noktasinin

konumunu, O¢ boyutiu uzayda geligiglize! segilen bagka bir o noktasina gbre 04 yer vektora ile
tamimlamak mimkinddr. Buna gbre , 6medin: A, B, C gibi G¢ noktanin konumlan sirasi ile

-»> o> -
OA,0OB,OC yer vektorieri ile gbsterilebilir.Bu durum sekil 2.3.(a) da verilmigtir.Simdi A, B, C
noktalan uzayda geligiglizel hareket ederek sekil 2.3.(b) de , gbsterilen sirasi ile; A, B’ ve C’
konumlarinda bulunsuniar.Noktalann bu yeni durumlan 5A’,5B‘,5C’yer vektorieri ile

> >
gosterilebili. Tanim olarak A4', BB',CC ile A,B ve C noktalannin “yerde§igtirme vektorieri”
yada kisaca “sekil (izerinden sirast fle € 4,€ 5,€ ¢ ile gbsterilmis olup yer vektSrieri cinsinden;

€s=0B-0B (2.1)

bigiminde ifade edilebilirfler.Simdi uzayda A veB gibi sadece iki nokta géz&niine alinirsa; sekil

-> -
(2.3.d) de bu noktalarin yerdegistirme vektdrleri € 4, € » ile gbsterilmigtir.
Sekil 2.3.(d)’ de;

4 2.2)

mi

€ B4 =€ B-

bagdintisi ile tammlanan vektdre, B noktasinin A noktasina gbre “yerdegistirne vekt6rd® adi
verilir.Bu baginti, sekil 2.3.(d) ‘deki vekiSr diagramini Gzetlemektedir.Bu vektdr diagramim
daha basit bicimde g&stermek amac! ile “lineer graftan” yararianilabilir. Bunun i¢in uzayda gekil

s
2.3.(a) da gosterilen A,B,C noktalan ve bunlara ilgkin OA4,0B,OC vektérieri gézénine alinir.
A, B, C noktalarinin € 4,€ 5,€ c vektorlerine gekil 2.3.(e)'deki gibi yonlenmis graf elemanlan
(ao, bo, co) karsilik dasartldr.Bir ajag goriiniminde olan bu grafin a,b,c ddgimieri arasina



bazi yeni elemaniar gekil 2.3.(f) deki gibi baglandifinda, (2.1) bafintisi bu grafta uygun
bicimde yeni graf eleman (b,a) ile temsil edilebilir. $ekil 2.3. (f) de oldugu gibi
grafta (ac), (bo) ve (co) graf elemanlan dal olarak segildijinde (ba) kirig olur ve bu kirg
elemaninin tanimladi§i cevreye ilgkin gevre denklemnleri (2.2) bagintisim verir. Bu vektorel
baginti bir oxyz kartezyen eksen sisteminin eksenleri lzerine izdlgOrilUrse yerdegigtirne
vektbrierinin ayni tirden bilegenleri igin de:

(eaa) =(€ x{€a X
(eea y=(ee)y (€n)
(€Ba )z =(€8)z- (€n)z (2.3)

badintilan gegerli olur.Bunlann herbiri (2.3.f) deki grafta (ba) kiriginin tammladif) cevre
denklemlerine kargihk digerler.Gergekte (2.3 ) skaler bafintilan gekil 2.3.(f) deki vektor
grafin kopyalan olan sekil 2.3.(g) bilegen graflardaki (ab) elemaninin tanimladikian cgevre
denklemleridir.Sekil 2.3.(f) deki vektor graf ile sekil 2.3.(g) de birlikte g&zdnine alinan ¢
bilesen graf arasinda bir karsilagtirma yapilirsa tagidiklan bilgiler ySninden her iki grafin
biribirine denk oldudu anlagilir.Sekil 2.3.(g) den yerdeg§istirnelerin x bilegenleri icin asagidaki
cevre denklemleri yazilabilir;
€]
1 (es)
(€c)
1 x| (€ ca)x [=0 (2.9)
1] | (e 48):
(eso)x
| (€ 4c) |
Bu denklemler B(e),=0 bigiminde de yazilabilir.Burada B d&rt satir ve yedi situnlu temel
cevreler matrisini (€), de graftaki bdtin elemanlara iligkin yer degigtirmelerin x ekseni
Gzerindeki izdig{imierden olugan (2.4) deki siitun matrisi géstermektedir. Diger bilegenler icinde
ayni gevre matrisi s&zkonusu ofup,her Gg bilegen igin;
B(e)x=0
B(e)y=0 (2.5)
B(e)z=0

bagintilan gegerlidir.
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Sekil 2.3: (a) Uzayda, A, B ve C noktalarinin konumlarm belirleyen OA4,0B,O0C yer
vektorieri.

- - -

(b) A,B ve C noktalarmna iligkin € 4 = AA',€ s = BB', € c = CC yerdegistirme
vektorleri.

(c)Cesitli yerdegistirme vektorleri.

(d) B noktasinin A noktasmna gdre yerdegistirme vektdril olan € B4 nin tanimu.

(¢) (b) deki € 4,€,€c yerdegistirme vektorlerinin yénlendirilmis bir graf,

lizerinde gdsterimi.

(f) A nm B ve C noktalarina gére, B nin C ye ve B nin A ya gére yerdegistirme
vektorlerinin graf iizerinde g6sterimi.

(2) (f) deki vektor grafa esdeger bilesen graflar.



(2.5) gevre denklemileri;

B (e)x
B |x(e)y|=0 (2.6)
B| | (e)z

bigimine getirildikten sonra. yerdegistirme bilegenleri yeniden diizenlenerek bu denklemler;

-

B.e=0 2.7)

formunu alir.Bu denklemierde gorilen e sttun matrisinin elemanlan 3 ‘er 3'er bdliinerek her bir
Uc elemanh alt matris yerde§istirme vektorinin segilen oxyz dik eksen sisteminin O¢ ekseni
zerindeki izdOgdmlerine karst diOgmektedir.B matrisi ise sekil 24. deki matrise
benzemekte,ancak B’ nin 1,-1 ve 0 elemanlanna B matrisinde siras ile, 3*3 boyutiu, U, -U, o
matrisleri karg! digmektedir.Buna gdre (2.7) bagintisimin aynntili ifadesi asadidaki gibi olur;

€4
Uu -uo U 4
1-U U o U
B.e= 0 —-U U U x::=0 (2.8)
-U o U U
€cC
-EAC.J

$imdi, uzayda sabit bir o noktas: ile AB,..; N noktalan ve € 4Es,...,.E~ yerde§igtime
vektdrleri g6z6nlne alindifinda, A,B....,N noktalannin, € s=€ s=..=€~x =€ yerdegigtimeleri
arasinda , bu noktalanin hepsi € vektdri ile beliflenebilen bir dteleme hareketi yapmaktadir.
A.B,,.,N noktalannin biribirilerine gbre yerde§.igtirmeleri, (2.2) bagintisi gere§ince sifir
vektorleridir, Sekil 2.4.(a) da ; A.,B,..., N noktalarindan olugan gok yiizii hacmin uzayda
batindyle ve bozulmadan yerdegistirdi§i g6zlenmektedir.Sekil degistirmeyen kendisine ait
herhangi 2 noktasi arasindaki uzakhdin def§ismedidi ¢ok yiizli hacme “kati cisim”
denir.Yerdegigtirme vektdrieri ile ilgili olarak gekil 2.3.(e) ve sekil 2.3.(f) * dekine benzer bir
graf verilebilir. Burada graf sekil 2.4.(b)’ deki gibi olacaktir. A,B,...,N noktalan bir kati cisme
ait noktalar olarak g6z6nune alindiklanndan, bu kati cismin uzayda e kadar Steleme yapmasi
ile kendisine ait batlin noktalan da aym 6telemeleri yapacaktir.Eger teleme yapan kati cismin



hareketi g&zlenirse, sabit herhangi bir noktasindan ; émegin : A nokias! ile o noktasini
incelemek yeterlidir. Sonug olarak Steleme hareketi yapan bir kati cisim igin gekil 2.4.(c) ‘ deki
ug graf kullanitabilir.

a
B,
€4 €c l€x
A

\ "4
€
4] (0]
(a) (®) (c)

Sekil 2.4 : (a) ABCN ¢ok yiistinin (d6rt yiizlti hacmin ) € ile tanimlanan yer
degistirmesi.
(b) Oteleme hareketi yapan ABCN gokylizliisiine iliskin yerdeBistirmeler grafi.
(c ) Kati cismin ug grafi.

2.3. iki Uglu Yay Elemanlan

Gergekte yay icin verilen en ideal model ,(2.11) de tamimlanan ug denkiemleridir. Burada
kuvvet ve yerdegistirme belifli bir simin gegmedi§i takdirde, fiziksel bir yay elemaninin
Gzellikleri oldukga iyi temsil edilmektedir. Bu ug¢ denkleminin grafii x(t) ve f(t) * nin artan ve
eksilen degerleri igin ug blytkidkleri degistigi takdirde baglangigtan gegen bir dogrudur. Sekil

2 .5.(a) Bu tor x-f karekteristijine sahip yay cegidine ‘lineer ve elastik yay * adi verilir.Yaylann
bir bagka cesidi de, elastik olup da lineer oimayan yaylardir.Bu tir yaylara iligkin x-f
karekteristi§i Sekil 2.5.(b) de gosteriimigtir.Burada yayin boyunu uzatan yada kisaltan kuvvet
ortadan kalkti§ takdirde, lineer elastik , bir yayda oldu§u gibi ugian arasindaki yerde§igtirmede
sifir olur,yay eski seklini alir.Pratikte, sekil de§ismesine ugramig yay az yada ¢ok Isinir ve
yayin seklini degistirnek {zere yapilan ig ,yaya verilen enerji) yay eski gekline
dondirtidGginde geriye aynen alinmaz.Bu tlr yaylara, lineer olmayan elastik fakat ‘kayiph
yay' denir.$ekil 2.5.(c) de bu tir yaya iligkin x-f karekteristi§i gizilmigtir. Yayin uglan arasina
siddeti sifirdan basglayarak gittikge artan bir kuvvet uygulandi§inda , yayin uzamas: da artar ve
kuvvet belirli bir degere erigtijinde uzama durur.
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Sekil 2.5: (a) Lineer elastik yay karekteristifi.
(b) Lineer olmayan elastik yay karekteristigi.
(c ) Lineer olmayan elastik ve kayiph yaymn tek degerli olmayan karekteristigi.

.Bu durum sekil 2.5.(c) de (OA), edrisi ile gbsterilmigtir.Bu durumda yaya verilen enefji (OA)4
eJri pargasi ile OX ekseni arasinda kalan alana egittir. Simdi yayin sekil degistirmesine neden
olan kuvvet yavas yavasg azaltilarak sifir de§erine getirilirse, yayin uzamas: da azalarak sifir
olur.Ancak degisim gekil 2.5.(c) de (OA), efrisi boyunca oldugundan, yayin vereceg§i enetji
(OA). edri pargasi ile OX ekseni arasindaki alana egittir. Buna gdre yayin bir kez ylklenmesi
durumunda ,(OA); ve (OA), egrileri arasindaki, alana esgit enerji; 1s1 olarak kaybolmugtur.Bir
boyutiu mekanik sistemlerde 2 uglu yay elemanlannin uglan Sekil 2.6.(a) da gbsterildi§i gibi bir
OX ekseni Uzerindeki hareket edebilmektedir.Yayin A ve B uglan, ox ekseni iizerinde A’ ve B’
konumlanna geldiginde, bu uclardaki yerdegigtirmeler sirasi ile x5 (t) ve x () ile
gosterildiginde, bu yer degistirmelere iligkin Sekil 2.6.(b)’ deki graftan ,B ucunun A'ya gére olan
yerdegigtirmesi ;

Xaa(t)=xs (t)-xa (1) (2.9)

bagintisi ile verilebilir. Sekil 2.6.(d)’ deki u¢ grafina iligkin ug denklemlerinde, Xa , Xs , Fa , Fs
Glci aletierinin gtsterdikleri bayukidkler; x, .X; , f. ,ve f ‘ ler arasindaki bagintilan olugacakhr.

Ja() _ ka4  kus y x4(2) 2.10)
J5(1) ksa kss| |xs(t)
kaa katsayisinin belifenmesi igin  (2.10)’ daki ilk denklemde Xg(t)=0 alinarak fa(t) ile Xa(t)
tigmeleri arasinda badinti aranmalidir. Bdylelikle f5 () ile x5 (t) &lgmeleri arasindaki baginti
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kag katsayisini belirler.Benzer sekilde (2.10)'daki katsayilar matrisinin ikinci sGtunundaki kas ve
kgs elemanlanm elde etmek {zere, x4(t)=0 alinip fi(t) ve x(t) Sigmelerinden kgg, fa(t) ve xa(t)
Sigmelerinden de kag katsayis! belilenmis olur. Art arda yapilan deneyler de gesitli x degerleri
icin bulunacak f, degerlerinin biribiri ile orantih oldujunu, bir bagka deyigle; x.(t) ve (fa(t)
arasindaki bagintinin;

falt)=Kxa(t) (2.11)

ifadesi ile verilebilecegini gobsterir Bu basit lineer bajinh “Hooke Yasas:®™ adi ile
bilinir.Genelde elastik malzemeler igin gegerli olan Hooke yasasina gbre; helis geklinde bir yay
gerilirse, yaydaki gerilme,pratik olarak sadece buruimadir.Yayin uzama miktan olan x, geren k
kuvveti ile dojru orantlidir. Kuvvvetin uzama miktanna orani olan K sabiti; ‘kuvvet ¢arpans’
veya “yayin sertligi® adim alir.Bu baginti yalniz statik kogullar da dogrudur.Dinamik kogullar da
yayin ataleti de dikkate alinacak sekilde degistiriimelidir.Bununia birlikte yayin kitlesi, hareket
eden kitlelere gbre kigUk olursa, kinetik problemlerin ¢dzlimiinde bagintiyr kullanmakia
yapilan hata kiigtktdr, Cok uglu yay kutulanmn, ug denklemierini de ifade eden bu badinti da
K katsayilar matrisleri simetrik ve yan kesin pozitif matrislerdir. Bdyle matrisler de K lara, gok
uglu yay kutusunun ‘yay katsayilan’ veya ‘rijidlik matrisleri’ (stiffress) adi veriimektedir. K
matrislerinin tersleri olmalan halinde ug denklemler:

x=sflt) (s=K™ (2.12)

bigiminde de yazilabilir. Bu durum da S matrisine yay kutusunun “esneklik yada elastiklik
(flexibility) matrisi® adi verilir.



| l‘\ '\\ XAB
: : \ : \ X4
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—_1 \ 1 X8
I A 1 \B
Xa Xp 0
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L
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fy fa
XA XB
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> 4
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L > 2 dyﬁ C ’z
h2
z’
O] ®

Sekil 2.6: (a) 2 uglu yay elemaninm bir ox ekseni {izerindeki hareketi.
(b) Yerdegigtirmelere iliskin graf.
( ¢) Yay elemaninin bir 3 uglu olarak gdzbniine alinmasi.
(d) 3-uglu yay elemanina iligkin ug-grafi.
(e) Tarafsiz eksene gore atalet momentinin gosterimi.
(f) Atalet momentinin analitik diizZlemde hesaplanmasi.
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2.4. Egilmeye Galigan Kiriglerin Olugturduklan Cok Uglu Yaylar

$ekil 2.7.(b)’ de bir ucu ankastre bagl, diger ucu serbest olan bir konsol kirig g&sterilmigtir. Iki
ucu mesnedli kirigin A ve B uglan mafsalli olup, kirig kendisine etki eden P kuveti nedeni ile
egilmeye caligh§indan bu uglar serbestge donebilmektdir. Kirigin B ucunda kayar mesned
kullanilarak A ve B uclanindaki tepki kuvvetierinin disey olmalan ve dolayisi ile bu
kuvvetierin,yalmz statik (denge) denklemleri yardimiyle hesaplanmalan saglanmigtir. Konsol
kirigin ise A ucu, kirig eJilmeye calishdinda rjid olarak balandifi referansa gdre ddnme
yapamamaktadir Gubudun sekil 2.7.(a) , 2 ucundan sabit mesnedii (bir acikhikli ) elastik kirig
yada cubuk , CB kismi e§ilmeden sonra sekil dedistirmeden bir dodru olarak kalacaktir.Bu
durumda gubuklar da yalniz P kuvvetinin uygulandifi, C noktalannin kigik yerdegistirmeleri
g6z6nine alinirsa, elastik sinirlar iginde kalindifi slirece 2 uglu yay elemani olarak verilen
ug grafina iligkin ug denklemleri asagida veriimigtir.

_(ab) (Bir agikiikli Kiris) (2.13.0)
3
a
) =5 xS0 (konsol kiris) (2.13.6)

Kiriglerin egilmesi incelenirken su tipteki integrallere rastianir;
L= [a Y dA (2.14)

Burada her dA elemaninin alani, bu elemanin z ekseninden olan uzakhinin karesi ile
carpilarak kirign A kesit alami icinde entegre ediimektedir.(sekil 2.6.(e)) Iste bu entegrale A
alaninin z eksenine gbre "atalet momenti"denir. Atalet momenti analitik yoldan kolaylikia
hesaplanabilir. Ornegin ; bir dikddrigen alimirsa, (gekil 2.6.(f)) afirlik merkezinden gegen z
yatay eksenine gbre, atalet momentini bulmak igin bu dikddrigen, sekilde tarali olarak
gosterilen sonsuz kigik elemanlara aynidi§inda:

(2.15)

L=2{", bdy~
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b2 3
ve ayn! sekilde dikddrigenin y eksenine gove atalet momentl de; I, =2 [z hds = h 11; olarak
0
bulunur.

Basit egilme teorisinden tfarafsiz eksen gubugun; dik kesitinin agiik merkezinden
gegmektedr. Bu dogru gubudun ekseninden gegen asal efilme dizlemine diktir. Cubugun dik
kesitinin bir simetri ekseni olmasi halinde, bu eksenin, zorunlu olarak Kkesitin adirhk
merkezinden gegen asal eksenlerinden biri oimasi nedeni ile bu tarafsiz eksende, bu simetri
eksenine dik olan 6teki asal ekseni olusturacaktir. Cubuk kesitinin tarafsiz eksene gtre atalet
momenti I ve gubugun yapildi§i malzemenin elastiklik moduild E ile gosterilirse, E.I garpimina
cubugun “egilme rijidligi® adi verilir.Elastisite modaldniin degeri malzemelere gbre farkhhik
gbsterir.Yap! icindeki kusurlardan etkilenmez.Ve ylksek isilarda azalarak degisir. Bazi
malzemelerin elastisite sabitieri agafidaki tabloda veriimektedir. Burada akma simin, kirigte
yikin kalkmig olmasina rajmen 0.02 oranin da meydana gelen sekil degigikligidir.

Tablo 2.2 : Bazi malzemelerin mekanik dzellikleri.

Akma Sin Cekme Mukavemeti Elastisite Modaiii
Celik (st-37) min 22 kg/mm’ | 3745 kg/mm’ | 2.1+10° kg/mm®
Dokme Celik 26 kg/mn? 52 kgmm’ | 2.1+10° kg/mm?
Piring 12 kg/mnt’ 32 kg/mm® [ 1.05+10° kg/mm’
Kizil Cam - 900 kg/cm’ 10° kg/cm®
Mese . - 900 kg/em® | 12.5+ 10° kg/cm®
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Sekil 2.8.(a)’ daki gubudu (DCO) uglarina sahip 3 uglu bir yay kutusu olarak g&zdniine
almak mimkinddr.Bu yay kutusu sekil 2.8.(c) de c¢izilmig olup , gekil 2.8.(d)’ deki
ug grafina iligkin u¢ denklemieri;

xo(t) _[so0 s2c Jo(t) 2.16)
xc(t)| | sco  Scc )

820

>
T
®
o
| v
w

>
9]
T___ru

®)

Sekil 2.7: (a) Iki ucundan sabit mesnedlenmis kirig.
(b) Bir ucu ankastre mesnedlenmis konsol kiris.

bigiminde yazilabilir. Bu modelde D ucunun kirig (zerindeki yeri e parametresi ile
belirendiginden,e'nin degigtiriimesi ile kirig Ozerindeki D ’'nin yeri degigtirilebilir.Bu &zellik
kullanilarak €’ nin baz sabit deferlerine kargi digen kirig (zerinde ¢ok sayida nokialar
gbzénine alinarak kirisi ok uglu bir yay kutusu olarak modellemek mimkindir. Bu amagia
gekil 2.9.(a) da gosterildi§i Uzere, elastik kirig Gzerinde A, A; ,...,A, noktalan segilerek kirigin
(n+1) uglu bir yay kutusu olarak modeli elde edilecektir.
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Sekil 2.8: (a) Elastik egri yardim ile qubufun C den farkh D noktasindaki (0<e<a) yerdegigtirmesi.
(b) Qubuk fizerinde 0<n<b uzakhg ile tanimlanmisE noktasi ve bu noktadaki x,, degisimi.
(c) (a) daki gubugun 3 uglu bir yay kutusu olarak diigiiniilmesi.

(d) 3 uglu yay kutusuna ilgkin ug graf.
(e) (a) daki gubukta P yilkkiintin Cden D noktasina tagimmasi hali.



17

@
A O a
N
X
. 0
)

&Z Nk
) ©

Sekil 2.9: (a) Iki ucundan sabit mesnedlenmis kirig ve fizerinde segilen sabit A;, Ag,...,A, noktalari.
(b) (a) daki elastik kirigin (n+1) uglu bir yay kutusu olarak gosterimi.
{ ) (n+1) uglu yay kutusunun sembolii.
(d) Yay kutusuna ilgkin ug graf.

(e) Resiprosite teoreminin gosterilisi.
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Bu (n+1) uglu elemana iligkin ug graf sekil(2.9.d)’ deki gibi segildiJinde (n+1) uglu elemanin ug
denklemileri;

()] [sn s2 . . . sw] [A@)]
xAt)||sn s2 . . . = JSAt)
- x (2.17)

| xl(t)| |8 sz . . . sm| | fult)

Sp= (ar.bi)? Sy= (asbs)?

218)
3El 3El
Su=Su=22 (12 _p, a2
=Sy=—pq (' ~bi-ar) 219)

olarak verilir. (2.18) denklemlerindeki S katsayilar matrisi simetriktir ve elemanlar (2.19)
bagintilan ile belirlenebilir.

2.5. Egiimeye CGahgan Kiriglerde D&nmelerinde G6z8niine Alinmasi

Sekil 2.7° de elastik kirig P kuvvetinin etkisi altnda egilmeye caligirken kiris A ve B uglanndan
serbestge doénebilmektedir.Kiglk oldufu varsayilan dénme agilan kirigin iginde bulundugu
kagit dizlemine dik ve bize doJru yGnlenmig bir oz eksenine gdre diglildiklerinde;

—ab(l +b) ab(l+a)
= /P =——2P 2.20
o 6Ell % 6El1l @20

bagintilan Hle belirlenebilir. $ekil 2.10.(a)’ daki ,cubudun A,B,C uglanna déndirme momentleri
uygulandiinda, cubuk egilecek ancak uglarda bir yerdegistime olmaksizin, sadece bu
mesnedier de tepki ortaya gikacaktir. Kirigin egildikten sonra alaca§i durumiardan biri gekil
2.10.(b) de gosterilmigtir. Pozitif igaretli M, ,M, ,M; momentleri ,z ekseni yoniinde “d6ndirme
momenti * adint almakla  beraber , bu momentier gubugun eksenine (y ekseni) gore
digindidrse “egilme momenti” adini alir.Sekil 2.10.(c) de gésterilen iki ucundan sabit mesnedli
kirig , yalniz A ve B uglanndan uygulanan M; ,M. egilme momentleri etkisiyle egilmeye
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caligmaktadir. Bu kirig 3 uglu bir yay elemam (kutusu) olarak modellenebilir. Yay kutusunun
sekil 2.10 daki ug grafina iligkin ug denklemleri;

O(t)| |sn suz| [ Mi(?) 221
0At)| |su s=[| M) @21)
seklindedir.Burada esneklik matrisinin elemanlan ;

Si=8S2=—— S2=85N=———
3EI

6EI

bagintilan ile bellidir. $imdi sekil 2.10.(c) deki kirig Gzerinde segilen bir C noktasina P yuka
uygulandifinda bu noktada yer degistirme x; (t) ve kuvvet f(t) ise kirig sekil 2.10.(f) deki gibi 4
uclu bir yay kutusu olarak gézéniine alinabili. Bu yay kutusunun ug grafina ilgkin ug
denklemleri;

()| [su sz ss| | M)
OAt) |=|sa sn sxu)x| MAt) (2.22)
x(t)| |sn s» su| | f32)

bigiminde olacaktir.E§er M; =M,=0 alinirsa ¢ubuk sadece P yiukinin etkisi altinda
egilecektir.Bu durumda (2.22) ug denkiemleri;

& 513
02 |=|s2 (2.23)
x3| |s3

bigiminde olur. Elastik sinirlar iginde olmasi kogulu ile C noktasindaki yerdegisimierinin
hesaplanmasi! mimkindir.O halde ;

(a.b)’
= 2.24
533 38 (2.24)

elde edilir.Diger taraftan (2.20) bagintilanndan;
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Sekil 2.10: (a) Ug mesnedli elastik kirig. Burada kiris A,B,C uglarinda y yoniinde herhangi bir
yerdegistirme yapamamakta ancak donme yapabilmektedir.
(b) Bir agiklikli kirigin yalniz uglarindaki momentlerin etkisi altinda egilmesi.
(c ) (b) deki kirigin 3-uglu bir yay kutusu olarak g&z5niine alinmasi ve ug grafi.
(d) ( c) deki gubukta ayrica C noktasinin gézbniine alinmasi.
(e) (d) deki kirigin 4-ugha bir yay kutusu olarak ele alinmasi ve ug grafi.
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__ab(l+b) m=ab(l+a) 229
6E1l ’ 6El1l

S13

katsayillan hesaplanabilir.(2.22)’ deki esneklik matrisinin simetriklik &zelligini kullamilarak
denklemlerin agik formu agagidaki bigimde olur;

T I ab(l+b)]
o)) | 3E1 I TGN | [M40)
out) |=| —— ab(+a) || A1) 2.26)

"6E1  3El 6E 1l
*()] | ab(I+b) ab(l+a) (a) | L/H)

6E 1.1 6E 1l 3EX |

Sekil 2.10.(e)’ deki kirig icin elde edilen , modelden yararlanilarak gegitli kirig problemleri
¢Gzilebilir.Ancak matematiksel model, kirigin A ve B mesnedlerindeki tepki kuvvetieri hakkinda
yeterli bilgi tagimamaktadir. Bu modelin bir uygulamas: agagidaki 6mekte gosterilebilir. Sekil
2.11(a) da iki ucu ankastre mesnedlenmig kirigih C ucundaki ¢Skme ile A ve B
mesnedierindeki tepki momentleri hesaplanirsa; 6ncelikle ug kosullan (2.26) daki ug
denkiemlerine yerlesgtiriimelidir. B8ylelikle: 6,(t)=0, 62(t)=0 ve fs(t)=0 olur.(2.26) ifadesinden;

0 s s sl | M
0[={sa s» sunix| M 2.27)

X3 S31 §32 833 P

yazilabilir. Burada katsayilar matrisinin simetriklik 6zelligi kullamifarak; ilk iki denklemden tepki
momentleri;

M
2] _p (2.28)
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Sekil 2.11: (a) Iki ucu ankastre mesnedlenmis ve P kuvveti ile egilmeye caligan kiris.
(b) (a) daki kirigin 8,=8,~0 ve £ =P ug kogullan: altnda sekil (2.10.f) deki 4 uglu
yay kutusundan elde edilmesi.

elde edilir. (2.26) dan s,; ve sx; katsayllannin ifadeleri kullantlirsa;

Mi| ab|-d ab?/1?
= = P 2.29
[Mz] 12| a]P [aZb/P]x @2)
bulunur.(2.29) ifadeleri (2.27) de yerine konularak ; kirigin C ucundaki x; cokmesi,

M
x3= [s13 sza]x[M J+ sP (2.30)

2

_ (a.b)3 <P
3E 113
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bigiminde bulunur.Matematiksel modelin geredi, kirisin A ve B mesnedlerindeki tepki
momentleri hesaplanabildi§i halde, bu mesnedierdeki tepki kuvvetieri
hesaplanamamaktadir.Bunun Igin gekil 2.12.(a) da bir agikhkh kirig ,A ve B uglanndaki
yerdegigtirmeler de g&zénlnde tutularak yeniden incelenmektedir.Burada kirig 4 uglu bir yay
kutusu gibi dasindlebilir. Ancak kiriste dSnme ve 6teleme hareketleri birlikte ortaya gikmaktadir.
Bu sebeple kirigin A ucu Gergekte Ay (6teleme) ve Ay (d6nme) olarak iki ayn ug¢ gibi
dasandlebilir. Ayni digince B ucu iginde gegerlidir. Kirigin C ucunda ise var olmasina ragmen,
ddnme gbzéniine ahnmamigtir.Bu nedenie ¢gubugun A ve B uglan disinda herhangi bir noktada
edilme momenti hesaplanamamaktadir.Buna gbre sekil 2.12.(a)'daki gubugu,sekil 2.12.(c)'deki
yiidiz ug grafi kullanilarak sekil 2.12.(b) de gdsterilen 6 uglu bir yay kutusu olarak
tasarlanirsa;ug denklemleri aga§idaki bigcimde ele ahnmigtir;

[- 6 ][ s sis] [ Mi(e)]
(/7] S s s25| | Ma2)
x3(f) |= su $35|x| f3(0) (2.31)

S| |sa se2 si3 54 sas| | xi(2)
[ f2()] | ss1 ss2 ss3 54 sss| | xaA(F)

Eger kirigin A ve B uglannda Steleme olmazsa x, (£)=0,x. (t)=0 oldugundan (2.31)’ deki ik ii¢
denklem (2.26)’ dakilere donisiir.Bu &zellik sebebiyle kirigin u¢ denklemieri igin (2.31) * deki
hibrid se¢im yapilmigtir. Katsayilar matrisinde gortllen S efemanlannin degerleri f; (t)==0 ve
X3 ()=x%; Xz (t)=xz verilirse;

(01— [514 s15]
(7 /) S24 8§25
X1
X3 |=| 8534 835X [ ] (2.32)
X2
i 544 S45
| f2] |ss4 s




24

matrisi elde edilir.(2.32)’ deki 6 katsays;
$14=S24=1/1 S15=Sps=-1/

Sa=bfl Szs=all (2.33)

biciminde yazilabili. G6z6nine alinan durumda kirige etkiyen hi¢ bir kuvvet yada moment
bulunmadidindan,(2.32) de f, =f, =0 olmahdir.x; ve x, geligigiize! degistijinden bu kosul
sadece Sq =S45 =Ss=Sss=0 alinirsa saflanabilir. Ss1 ,S42,543 ,Ss1 ,Ss2 V€ Ss3 katsayilannin
belidenmesi igin bu defa X, ()=0, X, (t)=0 ahnarak G¢ ayn durum igin degerleri A ve B
mesnedlerindeki f; ve f, tepki kuvvetleri icin hesaplanacaktir. Sekii(2.12) (e),(f) ve (g) de
belirlenen ; durumiar igin bagintilar:

1 8542 1 543
f = M>, f = P (2.34)
f2] |s=2 Sf2| |ss3
bigimindedir. Sekil 2.12.(e)’ den kirisin denge denklemleri,M;-f..1 =0 ve f+f,=0 olup
bilinmeyen kuvvetler igin f=(11M;, fi=-f,=(-1A)M; * dir.(2.34)’deki ilk baginti:

sa=(-11)  s=(11)

bigimindedir. Sekil 2.12.(f)’ den ise denge denklemleri M,+f,I=0 ve f,+f,=0 verir. Buna gére
(2.34) deki ikinci bagintidan;

sa2=(-1/1) ss2=(-1/1) (2.35)

elde edilir.Sekil 2.12.(g) ‘den A ve B uglanna gére moment alimnirsa f,=(-al)P,
f1 =(-bMP buiunur.(2.34)'deki son baginti da,

S13 =-(b/l) sso=(-af) (2.36)

seklinde olur.(2.34)’'deki badintilar da tiim s katsayilarn (2.31) de yerlerine konulursa ug
denklemlerinin ifadesi agadi da verilmigtir:
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(o] [ 11 U1 [ M(®)]
6:(t) S 111 -1/1] | Mxt)
xi(t) |= b/l all x| f3t) (2.37)

ol -1 =11 b1 0 0 || x(@)
f0] (i ul o—all 0 0 | [ x|

Burada S matrisi 3*3 boyutunda simetriklik matrisidir ve agik formu (2.26) da gésterilmistir.
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rs—1
Il [ o / ¢z
454(1 fy ‘,% X2 {2

M; 6, 02 M
(@

©) @

T—
a
w
-« %
fo s LY

f1 fz f1 f2
© (f)
P
a
A ]

fs | 2

— K
(8)

Sekil 2.12: (a) Bir agiklikh elastik kiris.
(b) (a) daki elastik kirisin 6-uglu bir yay kutusu olarak gdzoniine alinmas.
() 6-uglu yay kutusuna ilskin y1ldiz bigimindeki ug graf.
(d) Kirisin M;=M,=0, £;=0, x, 20, x,#0 durumuna ilgkin yerdegistirmeleri.
(e) Kirisin x;=x,=0, £;=0, M,=0 M,#0 durumuna ilskin dengesi.
() Kirisin x;=x,=0, f=0,M,=0, M,#0 durumuna ilskin dengesi.
(g)Kirisin x)=x,=0, M,=M,=0, f;=P durumuna ilgkin dengesi.
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2.6. GCok Uclu Yaylardan Olugsan Egilmeye Caligan Kiriglerin Elektriksel
Sistem Bigiminde Gbsterimi

Baglangigta da belirtidi§i gibi mekanik de her bliyOklOk , elektrikte ki bir bagka blyukldk ile
modellenebilir. Sekil 2.12. (a) ve (b) de kapilaninda dénme ve Stelemelerin oldugu, 6 uglu yay
kutusu olarak tasarlanan elastik kirig yine 6 uglu badimh ve bafimsiz akim ve gerilim
kaynaklan ile cesitli devre elemanlanindan meydana gelen bir elektrik devresi olarak
gbsterilebilir.Oncelikle dogru analiz sonuglanm elde etmek igin notasyon degisikligi yapiimast
sarthir.Cinkl (2.31) de verilen ug denklemlerinde kirigsin A ve B noktalannda donme ve
ttelemelerden dolay olusan M; , M, momentieri ile f, ,f, kuvvet blyUkliklerinin her ikisi de
elektrikte “akim” degiskeni ile modellenmektedir. Bu g&sterimin spice programina aktariminda
ki analiz sonucunda ise farkhi ddgimlerde, farkli sonuglar bulunmaktadir. Bir bagka deyigle; f,
ve f, kuvvetlerine, kargi dilgen akim de§erleri devre de akimin hesaplanmas: istenilen
dogumler de degildir. Bu sebep ile (2.31) de “f; “ ve “f, “ kuvvetleri “f, “ ve “fs ° olarak
degigtiriimelidir. Elastik kirige ait ug denklemdeki esitliklerin her iki tarafinin tiirevi alindiginda:

- - - -
[- 7 S S12 S13 S14 815 [ M
p ) S21 S22 523 Su 825 d M,
—| x3|=|s3m s 533 S s|xX—| f3 (2.38)
dt dt
fa| |sa s s43 Sas Sas X4
| fs] |sa s2 ss3 s sss J | x5 |

ve sistemdeki mekanik biiylkliklere kargi disen elektriksel degigkenier tablo 2.1. de
segildikten sonra ug denklemier (2.39)’ da asagidaki formuna dbniiglr: Bu ug denklemlere ait

esdeger devre sekil 2.13. de gbsteriimigtir.

[ vi] [su sz si5 s sis] r{;’;il-

V2 521 52 SB35 Su S| [Li2

Vs [=|s31 s2 S s sas x| Lis (2.39)
44 S41 Sz Sa3 sS4 Sas| | va
_%iS_J | 51§52 853 54 S5s J | vs |

Burada, 8-0 dudlim noktalan arasina baglanan alternatif akim kaynag; sekil 2. 11.(a)’ daki iki
yani mesnedlenmis ahgap kirige uygulanan C noktasindaki P kuvvetine karsihk
digmektedir.Ancakdevre de ;34, 6-7, 18-11, 2-19, 13-20 digUmleri arasindaki 1° er ohm’luk.
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direngler, verilen mekanik sistem de hi¢ bir eleman ile modellenmemektedir. Bu direngler
gergekte; fiziksel endlktanslann sargi direnglerine kargiik geimektedir. Spice simtlasyonun da
éncelikle dc analizi yapiidifindan ve galigma nokasinda (perating point) endiktanslar kisa
devre gorinddginden devreye seri diregler eklenmigtir. Elastik kirigin uzunludu ile kesit
alanina (2.40) daki gibi cesitli degerler verilerek teoride bulunan mekanik blylkidklere iligkin
sonuglar ile spice analizinde, elektriksel blyikllklere dair sonuglar; nimerik olarak aym olacak
bigiminde ayarianabilir. Omegin; Elastik kirigi tablo 2.2’ de ahgap malzemesinden, uzunlugu 1
m olan cubugun adirhik merkezinden gegen tarafsiz eksene gbre ataleti; a=60 cm,b,=40cm,
b,=1cm, ve h=2cm segilerek (2.15)'den, esnekiik katsayilan ise (2.26) ve (2.31) formillerinden
hesaplanarak bu sabitlere bafjli olarak bulunan f; ,f5 kuvvetieri ile spice analizindeki is ,is
degerleri, Analiz 2.3.’ de g6zlendigi gibi aymidir.

$11=52,=0.05 m/kg-kuv $43=-0.4 m/kg-kuv
S41=-1 m./kg-kuv $14=524=1 m/kg-kuv
812=5,1=-0.025 m/kg-kuv $53=-0.6 m/kg-kuv
S51=1 m/kg-kuv $15=S25=-1 m/kg-kuv
535=2.88+10° m/kg-kuv $34=2.5 m/kg-kuv
=-1 m/kg-kuv $35=1.66 m/kg-kuv

$23=9.6+10" m/kg-kuv P=250 kg-kuv
ss2=-1 m/kg-kuv f4=100 kg-kuv
$13=53,=-8.4+10°m/kg-kuv fs-150 kg-kuv
kn=——n_ =08

§$22.533
k2= 2 =l—-0.5]=0.5

S;;S” (2.40)
kiz= Tores —I—-0.7|— 0.7

R=R=Rs=R~Rs=1 ohm

Genel de kuplaj katsayist 1 >k >-1 de§erleri arasinda de§igmekie beraber ,pspice programinda
bu katsay! 1>k> 0 de§erleri arasinda sinifandinididi igin, hesaplamalar da k;, ve ki3 teki  “-”

isaret farki dikkate alinmamaktadir. Sekil 2.13. de ideal olmayan transformatérier yerine yine
(2.39) daki ug denklemlerinden yararlanarak ideal transformatdrier kullamiiabilir.Ancak bu

gergekleme igin bazi tanim ve degigikliklerin yapiimasi gereklidir.
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2.7. Gok Uglu Ideal Oimayan Transformatbrierin ldeal Egdegier Devresi

Iki ugiu endiktanslardan olugan (n+1) uglu, D endiiktans devresinin verilen ug grafina
iligkin ug denklemi , eger var ise gu bigimde g6sterilebilir:

[ vi(2)] (Ln Lz . . . Lu] Cir(2) ]
va(t) Ly L2 . . . La2a i2(t)
d (2.41)
_Vu(t)J _Lln Lz, L-nj _iu(t)J

D devresinin birfegik olmamas: halinde, bu ug denklemlerinin gegerli olmasi sadece ug grafin
pargall sekilde segilmesi ile mOmkanddr. L katsayilar matrisi simetrik bir matristir. Burada ug
denklemlerini gosterirken, biribirilerine magnetik yoldan bagli bulunan endiktanslann uglannin
elektriksel bakimdan yaliilmig oldugu kabul edilmigtir. Magnetik devrenin topolojisine baglh
olarak (2.41)’ deki katsayilar matrisi singlier olabilmektedir. Bu durumda, n kapili endiktansin
yalitiimig olan kapilan bir ajag olugturacak sekilde baglanirsa, n kapil endiktans, (n+1) uglu
bir endiktansa donGgmektedir. Bu baglanti devre de, elekiriksel bakimdan bir fark olugturmaz.
Bu sebeple, (n+1) uglu endiiktansa iligkin ug denkiemleri (2.41)’ deki gibi degismeden kalir. n
kapill enddktansin yalitiinug olan kapilan bir agag¢ olugturacak sekilde degil de, iginde gevreler
de bulunacak bigimde badlanirsa,u¢ sayisi n’ den kigiik olan ¢ok uglu endikisns elde
edilecektir.(2.41)’ deki endiiktans matrisi simetrik ve genellikie yari kesin pozitif bir matristir.
Bu nedenle k&gegen lizerindeki Ly elemanlan negatif olamaz. Efer L; sifir ise, i. satir ve i.
siitunda ki bitdn elemaniar da sifir olmak zorunlulugundadir. Bu sebep ile Lz =/Ln,/Ls

(i=1,2,...,n) alinarak (2.41)" deki katsayilar matrisi yeniden yazilabilir:

A 11 ke . k] [VIn
Jiz ke 1 . k= JIz
L= 0 o X
VL | _k;n kum . 1 I VLn |

(2.42)
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by =— 2 (=1.2....n) (2.43)

VLs Ly

Burada K matrisi simetrik olup, elemanlan (2.43) bajintisinda tanimiidir. = ise Ky
=kgz=...=kn=1 Olur. Lyan kesin pozitif bir matris oldugundan K matrisi de aym &zellije sahip
simetrik ve yan kesin pozitiftir. K matrisinin bu 6zelli§i asagida ki esitsizlikler de gisterilebilir;

ks 1=1) 0
(1 kv
0
L 1] y
(2.44)
(1 kv ke
kv 1 kn|20
LN
ki> 0
Yalniz ikinci mertebeden determinantiar géz6ninde tutulursa ;
1 kv
=1-ku’ 20 2.
[ku 1] o (245)
Iy | <1

sartini gerektirir. (2.41) denkiemierinin, magnetik devre yardimi ile biribirine bagh olan 2 uglu
n enddktanstan olugan bir n kapilinin ug denklemleri olduu kabul edilirse ;k; katsayisi, i ve j.
endiktansiar arasindaki magnetik bagin 6iglsi olarak kuilanilabilir.(2.43) Magnetik baj
katsayisinin mutiak degeri en fazla 1 degerini almahdir.Eger k;; katsayisi 0 ise i. ve |.
endUktanslar arasinda magnetik bir ba§ yoktur. Bu sebep ile k;; katsayilanna “magnetik bag
katsayisi” veya “ ba§ katsayisi”,K matrisine de “badj katsayilan matrisi® adi verilir. k=1 olmasi
durumunda ise 2 sargt arasindaki bagintinin“mikemmel” (mutual) oldudu seklinde bir sonuca
ulagiimaktadir. (2..41) ug denkleminde n=3 alinirsa;
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AWAG " ~

(o)

Sekil.2.14: (a) Birlesik olmayan 6 uglu bir D devresi.
(b) T grafi.
(c) G devre grafi iginde segilen afiag.
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Lu Le L JLu o 1 k2 ki3 \[ITI o
Ly L»n L»n|= Viz ka 1 kxn|x Jiz (2.46)
Ln L» L3 o L) lkn k2 1 o L3

(2.43) deki esgitsizlikler de K matrisinin yar: kesin pozitif 6zellifi kullanilirsa;

K 12Ky 1kz2
K13 =kss Kas
k®25=Ka2Kss
K2-1=0
K45-1=0
K% -1=0

2

L
Buasamada L'z = 2 olarak tanimianirsa;

L'n
L34 L'ss-L %550

;22 :& _L223= 0

Buradan L'y L'y , L's3 endiktanslannin esitlikleri yerlerine konularak hesaplandiginda;

*» Lzl
L'n)? =’is= L'n=
(L) y 52 " ? L
L'y= Lia L2
Lxn
['n= 1122
Lis

olarak bulunur. Késegen elemanlan yeniden (2.41) ug denklemine yerestirilirse ;
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v L'n Lo Ln i

d
vol=|Lan L'n Lsl|x—}|i2 (2.47)
V3 L'si L's2 L's is
F] 0 _is 10 _Ls
L's| [w LI's{ {L'n Ll2 Ln J i
01 -L2x{wl=lo 1 £ |xl1e 12 Ix|x%|i
L's L's :
00 1 V3 00 1 Li L» LU's is
i . R A
[ Lis |
Vl—'—'-VS
é 33 0O 0 O P i
v-Zul=l0 0 0 |xZ|n (2.48)
L'ss .
v3 Lis L»n L's i3
L J
L3 L
Vl=—'—V3 vV2=—Vv3
33 33

V3= Ll3—d—il + Lzsg—iz + L'asiis olarak bulunur.
dt dt dt

(2.48)'deki ug denkleminin egdeder devresi sekil 2.15. de gbsterilmigtir. Sonug olarak;

Sekil 2.13. de kullanilan ideal olmayan transformatbrier yerine ;(2.47), (2.48) ifadeleri
kulianilarak sekil 2.15.’ deki alt devre elde edilebilir. Bu devrenin yeni durumu sekil 2.16. da
verilmigtir. Sayisal degerler; (2.40)'daki gibi ayni segildi§i takdirde tAnaliz 2.4." deki Pspice
analiz sonugiannin Analiz 2.3. *deki degerler ile ayni oldudu gozlenmektedir.

Aynica yine (2.37) ug denklemierinden hareketle elde edilen Analiz 2.4." deki
sonuglarina Pspice’ da alt devre yardimi ile de ulagmak mimkindlr.Bu sebeple (2.40)daki
veriler subcircuit durumuna uygulandiginda Analiz 2.5. de; analiz sonuglannin yine ayni oldugu
gbzlenmektedir.
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k%% 05/26/96 01:02:36 *****%%* PSpice 5.0a (Sep 1991) **kkkkkx

% % % % CIRCUIT DESCRIPTION

hkkkhkkhkkkhkhkhkhkhkhkkhkhkkkhkhkhkhhkhkhhhhhhhkhkhkrhhhkhhhkhhkhrhkkkkhdhih

*%* ANALIZ (2.3)

El4 0 2 12 0 1
El15 2 14 13 0 -1
E24 0 512 0 1
E25 5 15 13 0 -1
E34 8 9 12 0 2.5
E35 9 10 13 0 1.66
IP 8 0 AC 250

Rl 3 41

R2 6 71

R3 18 11 1

R4 12 19 1

R5 13 20 1

VN4 19 0 AC O
VN5 20 0 AC ©
L11 4 0 0.05
L22 7 0 0.05
K12 L11 22 0.5
L33 11 0 2.88E-3
K23 L33 L22 0.8
K13 L33 L11 0.7
F41 12 0 VN1l -1

F42 12 0 VN2 -1
VN1l 14 3 AC O

F51 13 0 VN1 1
F52 13 0 VN2 -1
F43 12 0 VN3 -0.4
F53 13 0 VN3 -0.6
VN2 15 6 AC O

VN3 10 18 AC O

.OPTIONS NOMOD

.WIDTH OUT=80

.OP

.AC DEC 20 1 1000
.PRINT AC I(VN4) I(VN5)
. END



% % %k %k

FREQ

1.000E+00
1.122E+00
1.259E+00
1.413E+00
1.585E+00
1.778E+00
1.995E+00
2.239E+00
2.512E+00
2.818E+00
3.162E+00
3.548E+00
3.981E+00
4.467E+00
5.012E+00
5.623E+00
6.310E+00
7.079E+00
7.943E+00
8.913E+00
1.000E+01
1.122E+01
1.259E+01
1.413E+01
1.585E+01
1.778E+01
1.995E+01
2.239E+01
2.512E+01
2.818E+01
3.162E+01
3.548E+01
3.981E+01
4.467E+01
5.012E+01
5.623E+01
6.310E+01
7.079E+01
7.943E+01
8.913E+01
1.000E+02
1.122E+02
1.259E+02
1.413E+02
1.585E+02
1.778E+02
1.995E+02
2.239E+02
2.512E+02

AC ANALYSIS

I(VN4)

1.316E+02
1.312E+02
1.307E+02
1.300E+02
1.292E+02
1.282E+02
1.269E+02
1.254E+02
1.236E+02
1.215E+02
1.189E+02
1.160E+02
1.126E+02
1.088E+02
1.046E+02
1.001E+02
9.531E+01
9.035E+01
8.534E+01
8.037E+01
7.556E+01
7.100E+01
6.675E+01
6.286E+01
5.936E+01
5.626E+01
5.355E+01
5.121E+01
4.922E+01
4.754E+01
4.614E+01
4.497E+01
4.402E+01
4.323E+01
4.260E+01
4.208E+01
4.167E+01
4.133E+01
4.106E+01
4 .085E+01
4.067E+01
4.054E+01
4.043E+01
4.034E+01
4.027E+01
4.022E+01
4.017E+01
4.014E+01
4.011E+01

38

TEMPERATURE =

I(VN5)

1.497E+02
1.497E+02
1.496E+02
1.495E+02
1.493E+02
1.492E+02
1.490E+02
1.487E+02
1.484E+02
1.481E+02
1.477E+02
1.472E+02
1.467E+02
1.462E+02
1.455E+02
1.449E+02
1.442E+02
1.435E+02
1.428E+02
1.422E+02
1.416E+02
1.410E+02
1.405E+02
1.401E+02
1.397E+02
1.394E+02
1.392E+02
1.389E+02
1.388E+02
1.386E+02
1.385E+02
1.384E+02
1.383E+02
1.382E+02
1.382E+02
1.382E+02
1.381E+02
1.381E+02
1.381E+02
1.381E+02
1.381E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02

27.000 DEG C



2.818E+02
3.162E+02
3.548E+02
3.981E+02
4.467E+02
5.012E+02
5.623E+02
6.310E+02
7.079E+02
7.943E+02
8.913E+02
1.000E+03

JOB CONCLUDED

TOTAL JOB TIME

4.009E+01
4.007E+01
4.005E+01
4.004E+01
4.003E+01
4.003E+01
4.002E+01
4.002E+01
4.001E+01
4.001E+01
4.001E+01
4.001E+01

39

1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02
1.380E+02

.49
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*kkk CIRCUIT DESCRIPTION
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** ANALIZ (2.4)

Eli4 0 2 12 0 1
E15 2 14 13 0 -1
E24 0 5 12 0 1

E25 5 15 13 0 -1
E34 8 9 12 0 2.5
E35 9 10 13 0 1.66

IP 8 0 AC 250

Rl 3 41

R26 71

R3 18 11 1

R4 12 19 1

R5 13 20 1

VN4 19 0 AC O

VNS5 20 0 AC O

F41 12 0 VN1 -1
F42 12 0 VN2 -1
VN1l 14 3 AC O

F51 13 0 VN1 1
F52 13 0 VN2 -1
F43 12 0 VN3 -0.4
F53 13 0 VN3 -0.6
VN2 15 6 AC O

VN3 10 18 AC O

L1l 4 23 0.03

L2 7 22 0.03

L3 11 21 0.3E-3

L4 21 0 3.2E-3

E7 21 24 24 0 3

E8 21 25 25 0 -2.6
R8 26 0 1

R9 27 0 1

VN7 25 26 AC O

VN6 24 27 AC O

Fé 22 0 VN6 -3

F9 23 0 VN7 2.6

.OP

.AC DEC 20 1 1000
.PRINT AC I(VN4) TI(VN5)
. END
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FREQ

1.000E+00
1.122E+00
1.259E+00
1.413E+00
1.585E+00
1.778E+00
1.995E+00
2.239E+00
2.512E+00
2.818E+00
3.162E+00
3.548E+00
3.981E+00
4.467E+00
5.012E+00
5.623E+00
6.310E+00
7.079E+00
7.943E+00
8.913E+00
1.000E+01
1.122E+01
1.259E+01
1.413E+01
1.585E+01
1.778E+01
1.995E+01
2.239E+01
2.512E+01
2.818E+01
3.162E+01
3.548E+01
3.981E+01
4.467E+01
5.012E+01
5.623E+01
6.310E+01
7.079E+01
7.943E+01
8.913E+01
1.000E+02
1.122E+02
1.259E+02
1.413E+02
1.585E+02
1.778E+02
1.995E+02
2.239E+02
2.512E+02

AC ANALYSIS

I(VN4)

1.008E+02
1.010E+02
1.013E+02
1.016E+02
1.020E+02
1.025E+02
1.031E+02
1.039E+02
1.049E+02
1.062E+02
1.077E+02
1.096E+02
1.120E+02
1.149E+02
1.184E+02
1.227E+02
1.280E+02
1.342E+02
1.417E+02
1.506E+02
1.611E+02
1.734E+02
1.877E+02
2.041E+02
2.231E+02
2.447E+02
2.692E+02
2.970E+02
3.283E+02
3.633E+02
4.023E+02
4.456E+02
4.933E+02
5.456E+02
6.023E+02
6.635E+02
7 .288E+02
7.976E+02
8.692E+02
9.425E+02
1.017E+03
1.090E+03
1.161E+03
1.229E+03
1.293E+03
1.351E+03
1.403E+03
1.449E+03
1.489E+03

41

I(VN5)

1.500E+02
1.500E+02
1.501E+02
1.501E+02
1.501E+02
1.501E+02
1.501E+02
1.502E+02
1.502E+02
1.502E+02
1.503E+02
1.504E+02
1.505E+02
1.506E+02
1.508E+02
1.510E+02
1.512E+02
1.516E+02
1.520E+02
1.525E+02
1.531E+02
1.539E+02
1.548E+02
1.561E+02
1.576E+02
1.594E+02
1.617E+02
1.646E+02
1.680E+02
1.722E+02
1.772E+02
1.831E+02
1.902E+02
1.983E+02
2.077E+02
2.184E+02
2.302E+02
2.432E+02
2.572E+02
2.719E+02
2.871E+02
3.024E+02
3.175E+02
3.322E+02
3.460E+02
3.588E+02
3.703E+02
3.806E+02
3.895E+02

TEMPERATURE = 27.000 DEG C



2.818E+02
3.162E+02
3.548E+02
3.981E+02
4.467E+02
5.012E+02
5.623E+02
6.310E+02
7.079E+02
7.943E+02
8.913E+02
1.000E+03

JOB CONCLUDED

TOTAL JOB TIME

1.524E+03
1.553E+4+03
1.577E+03
1.597E+03
1.614E+03
1.628E+03
1.639E+03
1.647E+03
1.655E+03
1.660E+03
1.665E+03
1.669E+03

.49
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3.973E+02
4.038E+02
4.093E+02
4.138E+02
4.176E+02
4.207E+02
4.232E+02
4.252E+02
4.268E+02
4.281E+02
4.292E+02
4.300E+02
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*kkk CIRCUIT DESCRIPTION
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ANALIZ (2.5)

I1 3 0 AC 250
VN4 4 0 AC O

VN5 5 0 AC O

X1 00 3 45 0 6-UCLU
.SUBCKT 6-UCLU 28 29 8 19 20 31
El14 28 2 12 31 1
E15 2 14 13 31 -1
E24 29 5 12 31 1

E25 5 15 13 31 -1
E34 8 9 12 31 2.5
E35 9 10 13 31 1.66
Rl1 341

R26 7 1

R3 18 11 1

R4 12 19 1

R5 13 20 1

F41 12 31 VN1 -1

F42 12 31 VN2 -1
VN1 14 3 AC O

F51 13 31 VN1 1

F52 13 31 VN2 -1

F43 12 31 VN3 -0.4
F53 13 31 VN3 -0.6
VN2 15 6 AC O

VN3 10 18 AC ©

L1 4 23 0.03

L2 7 22 0.03

L3 11 21 0.3E-3

L4 21 31 3.2E-3

E7 21 24 24 31 3

E8 21 25 25 31 -2.6
R8 26 31 1

R9 27 31 1

VN7 25 26 AC O

VN6 24 27 AC O

F6 22 31 VN6 -3

F9 23 31 VN7 2.6
.ENDS 6-UCLU

.OP

.AC DEC 20 1 1000
.PRINT AC V(3) I(VN4) I(VNS)
.OPTIONS NOMOD

.END



*kkk AC ANALYSIS
FREQ V(3)
1.000E+00  7.493E+02
1.122E4+00  7.494E+02
1.259E+00  7.495E+02
1.413E+00  7.497E+02
1.585E+00  7.498E+02
1.778E+00  7.500E+02
1.995E+00  7.503E+02
2.239E+00  7.506E+02
2.512E+00  7.511E+02
2.818E+00  7.516E+02
3.162E+00  7.523E+02
3.548E+00  7.531E+02
3.981E+00 7.541E+02
4.467E+00  7.555E+02
5.012E+00  7.571E+02
5.623E+00  7.592E+02
6.310E+00  7.618E+02
7.079E+00  7.651E+02
7.943E+00  7.692E+02-
8.913E+00  7.744E+02
1.000E+01  7.807E+02
1.122E+01  7.887E+02
1.259E+01  7.986E+02
1.413E+01  8.108E+02
1.585E+01  8.258E+02
1.778E+01  8.442E+02
1.995E+01 8.667E+02
2.239E+01  8.939E+02
2.512E+01  9.266E+02
2.818E+01  9.655E+02
3.162E+01  1.012E+03
3.548E+01 1.065E+03
3.981E+01 1.127E+03
4.467E+01  1.198E+03
5.012E+01  1.279E+03
5.623E+01 1.368E+03
6.310E+01  1.465E+03
7.079E+01  1.570E+03
7.943E+01  1.682E+03
8.913E+01  1.798E+03
1.000E+02 1.917E+03
1.122E+02  2.036E+03
1.259E+02  2.153E+03
1.413E+02  2.265E+03
1.585E+02 2.370E+03
1.778E+02  2.467E+03
1.995E+02  2.555E+03
2.239E+02  2.632E+03
2.512E+02 2.700E+03

TEMPERATURE =
I(VN4) I(VN5)
1.008E+02 1.500E+02
1.010E+02 1.500E+02
1.013E+02  1.501E+02
1.016E+02 1.501E+02
1.020E+02 1.501E+02
1.025E+02 1.501E+02
1.031E+02 1.501E+02
1.039E+02  1.502E+02
1.049E+02 1.502E+02
1.062E+02 1.502E+02
1.077E+02  1.503E+02
1.096E+02 1.504E+02
1.120E+02 1.505E+02
1.149E+02 1.506E+02
1.184E+02 1.508E+02
1.227E+02  1.510E+02
1.280E+02 1.512E+02
1.342E+02 1.516E+02
1.417E+02  1.520E+02
1.506E+02 1.525E+02
1.611E+02 1.531E+02
1.734E+02  1.539E+02
1.877E+02  1.548E+02
2.041E4+02 1.561E+02
2.231E4+02 1.576E+02
2.447E+02  1.594E+02
2.692E+02 1.617E+02
2.970E+02 1.646E+02
3.283E+02 1.680E+02
3.633E4+02  1.722E+02
4.023E+02  1.772E+02
4.456E+02 1.831E+02
4.933E+02 1.902E+02
5.456E+02  1.983E+02
6.023E+02  2.077E+02
6.635E+02  2.184E+02
7.288E+02  2.302E+02
7.976E+02  2.432E+02
8.692E+02  2.572E+02
9.425E+02  2.719E+02
1.017E+03  2.871E+02
1.090E+03  3.024E+02
1.161E+03  3.175E+02
1.229E+03  3.322E+02
1.293E+03  3.460E+02
1.351E+03  3.588E+02
1.403E+03  3.703E+02
1.449E+03  3.806E+02
1.489E+03  3.895E+02

27.000 DEG C



2.818E+02
3.162E+02
3.548E+02
3.981E+02
4.467E+02
5.012E+02
5.623E+02
6.310E+02
7.079E+02
7.943E+02
8.913E+02
1.000E+03

2.759E+4+03
2.808E+03
2.850E+03
2.886E+03
2.915E+03
2.940E+03
2.961E+03
2.979E+03
2.995E+03
3.009E+03
3.023E+03
3.037E+03

JOB CONCLUDED

TOTAL JOB TIME

1.524E+03
1.553E+03
1.577E+03
1.597E+03
1.614E+03
1.628E+03
1.639E+03
1.647E+03
1.655E+03
1.660E+03
1.665E+03
1.669E+03

14.61

3.973E+02
4.038E+02
4.093E+02
4.138E+02
4.176E+02
4.207E+02
4.232E+02
4.252E+02
4.268E+02
4.281E+02
4.292E+02
4.300E+02



2.8. Cok Uglu ldeal Mekanik Sistemler

Genel de mekanik sistemler de, gok uclu elemanlar olarak kirigler gézoniine alinmaktadir.
Ancak bu sistemlerin baz) alt sistemlerine aynlarak incelemeleri halinde, bu sistemlerin “gok
uglular © olarak modellenmeleri gerekmisgtir. C ok uglu elemanlar clarak gzdniine alinan yay
kutulanna, 2 uglu yay elemanlan ile olusturulmug gbézilyle bakmak mimkinddr. Ancak bu
goris uglaninda, uglaninda hem Steleme hem dénme biyokiGkleri bulunan gok uglu yay
kutulan igin uygulamak miimkiin degildir.

Devreler teorisinde incelenen elektrik devrelerinde oldugu gibi, mekanik sistemlerin
analizinde de bu sistemleri olugturan temel mekanik elemantann tanimlanmas: ve 8zelliklerinin
cok lyi belirenmis olmas: gerekir. Bunlara ¢ok uglu yeni temel elmaniar eklenerek, verilen bir
mekanik sistem bu temel elemanlaria oluiturulmus gibi digindlebilir. Bobylelikle bir boyutiu
mekanik sistemlerin incelenmesinde g6z6niine alinabilecek biitin mekanik elemaniar, 2 uglu
yada bazi ¢ok uglu temel mekanik elemaniardan olugmus olarak incelenmekiedir. Bu tdr bir
yaklasim; elektrik devrelerinin durum denklemlerinin elde ediimesinde bazi kolayliklar
sadjlamaktadir.

{(s) n kapili, mekanik bir eleman, bu elemanin kapilannda ki hiz (acisal hiz) ve kuvvet
{moment) biiytkidklerinin olusturdukian siGtun matrisler v(t) ve f(t) ile gbsterilirse (s) n
uglusunun ani glcd ;

Pm (®)=V"(t) fO)=F () v(t) (2.49)

bagintisi ile tanimianmigtir. Oyle mekanik elemanlar vardir ki (2.49) ifadesi ile verilen ani gag
bu eleman igin, batin t araliklann da &zdeg olarak sifirdir. Bu Ozellije sahip elemanlara
“enerjik olmayan (non-energic) elemaniar “ adi verilmektedir. Omegin n kapth mekanik bir
elemanin ug hizlan arasinda ;

V1(t)=N v (1) (2.50)
bagintisinin oldudu varsayifirsa N n; *n, boyutunda sabit bir dikd6rtgen matris olup, v,(t) ve

vo () n kapiimin batin ug hizlanm igermektedir. (ny +n, =n) n kapi eleman enerjik
olmadidindan, ani glicl 6zdes olarak sifirdir.
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vt
Pe()=1"(1) V()= [f," O] x[ ) ]
vAt)

=, (4 () + (Bv2(0)=0 (2.51)
(2.50) bagintis (2.51) de yerine konulursa;
£ ()=N.v2(0)+F, ()v2(t)=0 (2.52)

elde edilir. (2.50) ve (2.52) bagintlan bitln v, () degerleri igin gegerli oldujundan, (2.52)
bagintiss;

f, (ON+£,"()=0
£(=-N"f,(0 (2.53)

(2.50)ve (2.53) denkiemleri birlikte agaidaki sekilde yazilirsa,n kapili mekanik
elemanin ug denklemleri elde edilir.

[Vl(f) ] h [ 0 N ] 5 [f l(t)] (2.54)
f20] [NT 0] |vAD)

Bu tiir elemanlara “ideal bag elemanlan” denir.(2.54)' den katsayilar matrisi ters simetrik bir
matristir. Iste ani glgin &zdeg olarak sifir oimasi katsayllar matrisinin bu 6&zelliginin bir
sonucudur.

2.9. Ug Uclu ideal Kaldiraglar

En basit ideal kaldirag;, sekil 2.17.(a.) da g6sterildi§i gibi sabit bir dizlem iginde
bulunan rijid ve kitlesi ihmal edilebilen elastik bir kirigle gergeklestirilebilir. Kirig Gzerinde
segilen sabit bir C noktasindan gegen ve diizleme dik olan bir eksen etrafinda dSnme hareketi
yapmaktadir. Kirig rijid varsayildiyndan A ve B noktalanmin sabit diiziemde x dogrultusundaki
yerdegigtirmeleri arasinda sekil 2.17.(a)’ daki benzer G¢genlerden;

xl(t)=—%x2(t) (2.55)
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bagdintisi vardir.Bagintida ki (-) igareti, x,ve x, yerde§igtimelerinin ters yonlerde ortaya
ciktiini gostermektedir. (2.55) denkleminin her iki yonde tirevi alinirsa , kirigih A ve B
uglarinin x ydniinde olan hizlan arasinda ki bagintryt verir.;

VI(t)=—%V2(I) (2.56)

Rijid kaldirag, sekil 2.17.(b) de gosterildi§i 0zere 3 uglu bir eleman olarak modellenecektir. Bu
eleman igin segilen ug grafi sekil 2.17.(c) de gbsteriimigtir. Sekil 2.17.(a)’ daki 6 agisi gok
kiglk tutuimaktadir. Ters halde kaldiracin A ve B uglan sabit diizlemde daire yaylan Gzerinde
hareket etmekte oldujundan, bu uglarda ki gergek yerdegdistimeler ve hizlar sadece x

dogrultusunda olmayacaktir.

Simdi 3 uglu rijid kaldiracin A ve B uglannda x ydniinde uygulanan ug¢ kuvvetleri
arasinda ki baintty1 elde etmek Gzere C nokiasina gére moment alimirsa; -af,(t)+bf,(t)=0
yazilabilir. $ekil 2.17.(c)’ deki ug grafina iligkin ug denklemleri (2.55) ve (2.56)’nin biraraya
getirilmesi ile agadida ki bigimde elde edilmigtir:

[w(t)] 0 _%x[fl(t)] (2.57)

PO I P M R3O
b

(2.57) deki denge ve moment denkiemlerini kullanarak bulunan ug¢ denklemlerine, 2.5.
bahsinde gésterilen (2.37) denklemleri ile de ulagilabilir. Ancak bunun igin bazi degisikliklerin
yapiimas: gereklidir. Bu model ideal olmayan kaldiraca uygulanirsa; A ve B uglan agikta oldugu
icin bir eylem sdzkonusu degildir. Bu sebeple M; ,M; momentleri ile 04,0, d6nmeleri sifirdir.
C noktasina da kuvvet uygulanmadifi icin x; yerdegistirmesi veya elastik kirigte bir ¢6kme
yoktur. Boylelikle matris ;

0 | 2L /1 ant| [
fil=|-8/1 0 0 [xx: (2.58)
f2 all 0 0 x2

3E1
klini alir. Buradan f3=-— 5
seklini alir. Bu VE @b)

(x: +x:a)] dir. Matriste x, yerdegigtirmesi ile f, kuvveti ;
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1

(a) ®) ©)

Sekil 2.17: (a) 3-uglu ideal kaldirag.
(b) 3-uglu ideal kaldiracin gematik gosterimi.
(c) 3-uglu ideal kaldirag i¢in kullanilan ug-grafi.

[x1]= [ 8§33 —a/b]x[fl] 2.59)
f2| la/lb 0 x2

olarak bulunur. Esitliklerin her iki tarafinin tiirevi alinirsa ;

- d
l:dw :'___[ 533 a/b:,x,:d' fl] 2.60)
£f2| la/lb 0 V2

bigimini alir.s;s elastiklik katsayisinin (2.40) daki deeri 2.88*10 ° m/kgkuv olarak
bulunmugtu. Mekanik s;; katsayisi sifirdan gok daha kiglk degerler de bulunabilir. Bu sebeple
(2.60) ‘ da bu katsay: ihmal edilebilir ve matris ,

17! 0 -al/bl|f
e 5 HC] eon

seklini alir. (2.61) ifadesi (2.57)' deki ideal kaldiracin ug denklemleri ile aynidir. Ancak (2.37)
denklemleri sadece 3 uclu kaidirag modelleri igin ayni sonucu verir. Ug sayisinin 3' den fazla
oldugu durumlar igin gegerli degildir,
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2.10. Ug Uglu Ideal Makaralar

Sekil 2.18.(a) da disey dilzlem icinde déSnme yapabilen 3 uglu bir makara ¢izilmigtir.
Makaranin kitiesi ve yataginda ki viskoz srtinme ihmal edilmektedir. Aynca makara Uzerine
sanh ve uglan AB olan ipin kolaylikda bikilebildiji ve hareket sirasinda uzuniudun
degismedigi varsayilacaktir. Bu kosullar altinda ideal makaranin gekil 2.18.(b)’'deki uc¢ grafa
iligkin ug denklemleri;

PR
fA)] |1 0] |vAr)

seklindedir. Makara ekseni etrafinda bir miktar dondagilnde A ucu x; kadar yerdegigtirmis, B
ucu ise ters ySnde ayni miktarda (x= -, ) yerdegistirecektir. Bu (2.62)° deki ilk badintiyr verir.
Uc kuvvetleri arasindaki bafinti ise makaranin denge gartindan elde edilebildigi gibi, .deal
makaranin enerjik olmayan bir eleman olmasi 6zellijinden de yazilabilir. (2.62) ug denklemieri,
3 uglu ideal makaranin a ve b kol uzunluklan biribirine esit olan sekil 2.17.(a) ‘daki ideal
kaldiracin bu 6zel durumunda ki gibé davrandiini gosterir.

r|io
l a b
C l’( 1 2
A
B
A 4
(@) ®)
Sekil: 2.18: (a) 4-uglu hareketli ideal makara.
(b) Hareketli ideal makaraya iliskin ug grafi.




2.11. Ug Uglu Ideal Digli Kutulan

Ug degiskenleri yalmz agisal iz ve déndlrme momentleri olan digli kutulannin en basiti; gekil
2.19.(a) da gbsterilen iki digli ¢arktan olugan 3 uglu mekanik elemandir. Eger digli carkiann
kavramsal olarak dénen kitleleri, digliler arasinda ve digli milleri iginde dondikleri yatakiar
arasinda ki kuru yada viskoz sdrtinmeler, digliler arasinda ki boglukiar, millerinin ve diglilerinin
esneklikleri ihmal ediliyorsa bu sistem “ideal bir bag eleman:® yada “ideal bir digh” kutusudur,
Sekil 2.19.(a)’ daki 3 uglu ideal bir digli kutusunun, verilen ug grafina gdre donme
yerdegistirmeleri arasinda;

01(t) = Y2 0.4(1) 263
N

bagintisi vardir. Sekil 2.19.(a) da Ustteki digli z ddnme eksenine gdre ; pozitif ydnde ddnllyorsa
alttaki digli bu eksene gbre negatif ydnde doner, Bu nedenle de (2.63)deki baginti da igaret
negatif olmaktadir. ldeal digli kutusunun ug momentleri arasinda ki baginti, 3 uglu elemanin
ani glcindn sifir oimas: Gzeliijinden, (2.53) de verildigi Gzere , (2.63)'den yararlanilarak
dizenlenirse;

Mz(t)=- (Nv/N2) My(t) (2.64)

elde edilir. (2.63)" deki badintinin tirevi alinarak ve (2.64) badintis! da birfikte diizenlenerek ;
wie)]_[0 -n] [Mi®)
MD)| |n 0| | wat) (285)

seklini alir. Burada n=N, /N, dig sayilan oramdir. (2.65) denklemlerindeki mekanik blytkl{kier
tablo 2.1’ den elektriksel elemaniar olarak modelienirse ;

vi(®)| [0 -n i(t)
20| "l 0 7] vae) (265)
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formunu alir. {2.66)’ daki devre eleman ; biribirini magnetik yoldan etkileyen iki endiktansin
olugturdugu, iki kapili diizenin ideallestiriimesi ile elde edilen transformattre aittir.

i

1 N
- _ a b
ad| |2
L v
7] w, w,
N | | M1 M2
/E::I B (o)
! Ne /777);7
: .0
@ ®)

Sekil 2.19: (a) iki digli garktan olusan 3-uglu ideal digli kutusu.Digli ¢arklarin yancaplari r; ver;,
dis sayilan ise N ve N; ile gosterilmigtir.
(b) 3-uclu ideal digli kutusu i¢in segilen ug-grafi.

ldeal transformatériin en 6nemli 6zellidi, ani giclin 6zdes olarak sifir oimasidir. Bdylelikle
ideal transformator kayipsiz bir eleman ve (t,t) zaman araliinda , baglangic enefjisi sifir,
enerji fonksiyonu; E(t) > 0 olan n uglu pasif bir devre elemanidir. Pasif bir eleman ;
baslangic amndan sonra ki her anda, belirli bir degerde enerji biriktirir. Bu enerji sifir degerini
alabilir,ancak hig¢ bir zaman negatif ve buna bagli olarak da diganya enetji veremez. Efer
eneiji fonksiyonu t aralifinda ki bazi dederler igin ,negatif ise eleman artik “pasif” degil “aktif’
olarak  tamimlanmaktadir.

Mekanik sistemier de ideal kaldirag ve makaralann ug denklemlerinin elektriksel
degiskenleri ile modellenen egsdeer devreleri, ideal transformatorin karekteristiklerini
tagimaktadir.

Temel de ug sayisi ikiden fazla olan bir devre elemanina “gok uglu eleman” yada ug
sayisi n ise “n uglu devre elemant” adi verilmigtir. Cok uglu ideal baj elemaniarindan olugan
sistemlerin en 6nemili iki 6zelligi sunlardir:
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(n+nz ) kapili (ny+ny+1) uglu ideal bir baj elemaninin , belirdi bir ug grafina iligkin ug
denklemleri (2.54)’ deki gibi k tane ug cifti biribirine rijid baglanarak. daha az sayida uca sahip
¢ok ucgiu eleman elde edilmig ise m uca sahip eleman yine bir bag elemanidir. Diger bir &zelligi
ise; biribirileriyle uglanndan geligiglizel baglanmig k sayida ¢ok uglu ideal ba§ elemaninin
olusturdugu bir sistem de yalniz n tane ugla ilgilenerek , sistem n uglu bir eleman olarak
gbz6niine alinirsa, “n uglu eleman” ideal bir baj elemamidir. Asagida bu 6zellikleri iceren
mekanik sistemiere bir Smek verilmigtir.

(9 ()

Sekil2.20: (a) 3-uglu ideal bir kaldirag, 3-uglu ideal bir makara ve 4-uglu hareketli bir ideal
makaradan olugan sistem.
(b) (a) daki sistemin 3-uglu bir ideal eleman olarak g6ziniine alinmasi ve segilen

(© lSwiste.iligkin ug grafi.

(d) Hareketli makarann E ucu referansa bajlandiktan sonra elde edilen sistem grafi.
Burada ;sekil 2.20.(a.) da iki ideal makara ve ideal kaldiragtan olugan sistem g&zobniine
alinmaktadir. Bu mekanik sistem, gekil 2.20.(b) deki gibi 3 uglu bir eleman olarak
modellenecektir. $imdi 3uglu elemanin segilen ug grafina gbre ug denkiemlerini elde
edelim. Sistemi olugturan ideal bag elemaniannin ug graflan ile olugturulan ve badlant bigimini



veren graf, gekil 2.20.(c) de gizilmigtir. Bu graftaki numaralara gore ideal bag elemanlannin ug
denklemleri su gekilde olacaktir.

Tvi())] [ 0 —alb]x[fl(t)]

| f2(t)] |alb 0 va(t)

(267)
Cvy(t)] [0 —1] [f3e)
FZoImE o]"[w(:)_

(268)

)] [0 0 -1/2] [vs(e) |
faOl=l 0 0 -1/2{x| ve(t) (2.69)
vi)| (1/2 172 0 | |

(2.67) 3 uglu ideal kaldirag,(2.68) 3 ugiu ideal makara,(2.69) ise 4 uglu hareketli ideal makara
icin gegerli ideal bad elemanlarinin ug denklemleridir. 4 uclu hareketli ideal makaranin E ucu
referansa baglanacagindan vg(t)=0 olur ve ug denklemleri; 3 uglu ideal bir ba§ elemani olarak;

] [0 -1/2] [vso)
viy| 1172 0 [T £ @70)

elde edilecektir.Bu durum aslinda ilk Gzellifin bir uygulamasidir. Sekil (2.20.a)’ daki sistemde
ideal bag elemanlan igin (2.67),(2.68) ve (2.70) u¢ denklemleri  kullanilacaktir. Sistem,
sekil 2.20.(b)’deki uc graf ile belirfenen kapilanndan kaynaklarla siirlilirse sekil 2.20.(d)'deki
sistem grafi elde edilecektir. Ideal bag elemanlarindan olusan sistemlerin ikinci 8zellijine gore
sistem grafinda yalniz v, (t) ve v, () hizian arasinda bagintinin kuruimas: yeterlidir. Oncelikie
sistem grafindan v1'(t)=v1(t) yazilabilir. v4(t) (2.67) bagintisindan (-a/b)v.(t) ‘ye esittir. Sistem
grafindan v,(t)=vi(t) ve (2.68)'dende vi{t)=-v4(t)’ ye esittir.Yine sistem grafindan v,(t)=vs(t) ve
(2.70) ‘dende vs(t)=2v-(t) son olarak da v-{t)=v, () yazilabilir. Batiin bu bagintilar biregtirilirse:

vi (1) =2(alb)v2"(1) 2.71)
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elde edilir. O halde 6mekteki 3-uglu ideal bag elemaninin ug denkiemleri;

wi)] [ 0 2a/B] [fit)
v(O)| |2ab6 0 [|wlt) @72)

seklinde bulunur.



SONUGLAR VE ONERILER

Bu tezde O¢ boyutiu uzayda genel olarak, kati cismin hareketi incelenmis ve ¢ok uglu
elektriksel ve mekanik sistemlerin aralanndaki benzerlikler g6zénine alinmighr. Mekanik
sistemlerde ¢ok uglu elemanlar olarak goguniukla elastik kirigler sGzkonusu oimustur. Ancak
bu kiriglerin birden fazlasinin birarada kullanilmas! fle meydana gelen mekanik sistemler de
vardir. Biribirilerine Oggen olugturacak sekilde uglanndan mafsallanmig ve her yeni mafsal igin
iki cubuk eklenip dretilen bdyle sistemiere “kafes sistem” adi verilir. Omegin; képriinin kendi
adirhg ile beraber k&pri dégemesine etkiyen yikler kafes kiriglerin esas itiban ile kendi
dizlemleri iginde eJilmesine sebep olur. Sistemde sgekil deigtirmesi sonucu gubuklann
boylanndaki degigimlerden, gekme ve basing kuvvetleri olusur.

(brinci ve ikinci mertebe gerilimleri)Bir kafes sistemindeki gubuk sayisi;

m=2j

formGlG ile bulunabili. “j° burada sistemdeki dO§dm noktasi sayisidir.Asafida kafes
sistemlere iligkin bir 6rnek verilmistir.

Sekildeki kafes sistemin gubuk kuvvetierinin hesaplanmasi igin 6nce sistemin geometrisinden
denge denklemleri yazilarak mesnet tepkileri hesaplanir.

tg a=2/4.8 sina=0.384 cos a=0.923

IM,=0 : (Rycos a)*4 -1500+9.6=0=> Rg=3900 kg-kuv
IX=0 : Ax-Ry,cosa=0 = Ax=3600 kg-kuv

ZY=0: Ay+Rgsina -1500=0 = A~=0

A dGgdm noktasi:

2 Yi=0 = S;sin a=0, S;=0

Z Xi=0 = S;+S;c08 a+Ax=0, $;=-3600 kg-kuv

C d0gum noktast:

IX=0 = S4cosa -S,=0, S4= -3900 kg-kuv

ZY|=0 = S;+S,sina=0 , S;=1500 kg-kuv
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D digdm noktas::
LY=0 = Ssin a - S;=0, S= 3900 kg-kuv
IX=0 = S; -Scos a=0, Ss=3600 kg -kuv

1500 kg-kuv
D 2m
E
2m
C A
[
! 48m Jl‘ 48 m$l
(@

®

S
S S, 1500
S1k4_AX Si* D
TAY B S c S S; ¢ - E Ss

vS;

(9

« Sekil 1:(a) Al tane gubuktan meydana gelen basit kafes sistem.
(b) Kafes sistemdeki mesnet kuvvetlerinin gsterimi.
( ¢) A,C ve D diigiim noktalarindaki gubuk kuvvetlerinin gosterimi.

Kafes sistemlerin yada bazi mekanik sistemlerin tepki kuvvetleri veya diger biyuklikleri iglem
sayisinin ¢ok fazla oldugu durumiarda denge ve moment denklemlerinin yaziimasi ile kolaylikla
hesaplanamaz. Bdyle mekanik sistemlerin analizi “ansys® adi verilen bilgisayar programi
yardimi ile de yapilabilir Ansys sonlu elemanlar y6ntemi ile problemin ¢6zimand
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gergeklesgtiektedir. Sonlu elemanlar yonteminde amag¢ bitdn sistem icin denkiemierin
yazilmasi ve sinir kogullan yerine, stirekli ortarmi 6nce daha kigik pargalara ayirarak gok daha
basit olan bu pargalara ilgkin analizlerin yapildiktan sonra pargalann modellenmesi ve sistemin
sonlu sayida alt sistemlerden olugtufunu kabul ederek ¢6zimin elde edilmesidir.Ansys
programi temel olarak O¢ bdlimden olugur. “Preprocessing” programin modelleme bdlamaddr.
Burada sistemde kullanilan element cinsi, kirigin 6zellikleri (boyutu,..), ve sistemin kesit
alan, atalet momenti, elastisite modai gibi &zellikleri tamimlanir. *Solution” sistemde var olan
dagomierdeki blylkiGkierin (6megin-basing gerilmesi) deg§erlerinin verilddi kisimdir."post-
processing” ise programda hesaplanmas: istenilen blyilikidklerin g&rlldogd kissmdir.  Bu
programda analiz yapiimadan Once sisteme ait Gzelliklerin dogru tanimlanarak sistemin,
gbrintilenmesi gerekmektedir.

Sonlu elemanlar yontemi, devre analizine uygulandijinda “parcalama ve yeniden
birlegtime® ydnteminden yararlanilir. Devre i¢ yapilan daha basit olan alt devrelere ayrilir.
Boylelikie verilen devrenin analizi, alt devrelerin analizine indirgenmis olur. Sonra bu alt
devrelere iligkin matematiksel modeller elde edilir ve alt devrelerdeki gok uclu elemaniann
akim ve gerilimleri bulunur. Buradaki bilyikiikler devre analizinde kullanilan ySntemierle elde
edilir veya sayisal metotiar uygulanir. Ozellikie gok ugiu makro modeller g6z6nine alindi§inda
Pspice elektronik devre analizi programi ¢ouniukia kullanilir. Cinka Pspice ile elektriksel
sistemlerin analizi ve istenilen sonuglann hesaplanmasi ¢ok daha basit ve idealdir.
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EK A : HIDROLIK SISTEM ELEMANLARI
EK A1 : Hidrolik Sistem Elemanlanna Girig

Hidrolik sistemler, genel olarak 3 boyutiu uzayda sirekli bir ortam olugturan sivi yada
gaz gibi akigkan cisimlerin hareketleri ile ilgili incelemeleri igermekiedir. Bu incelemeler de
kullamian bilytkidkler basing [p(l)] ve akig hunn (debi) ‘dir. Bu blyilkiiklerin ¢arpimi ani
(hidrolik) gic icermektedir. Bdylelikle; hidrolik bir sisteme iligkin sisten grafi kolaylikia
cizilerek buradan p(t) basing degiskenierinin sajladiklan cgevre denklemeleri ve 3(t) debi
degigkenlerinin gergekiedikleri kesitieme denklemleri yaziimakita ve sisteme ilgkin durum
denklemlerinin eldesi “elektriksel ve mekanik * sistemler de oldudu gibi miimkin olmaktadir.
Tablo A1’ den yararianarak, hidrolik sistemerde bulumasi gereken hidrolik kapasite, hidrolik
endiktans ve hidrolik direng gibi 2 uglu temel temel elemanlan kavramsal olarak ug
denklemleri yardim ile tammlanir. Bu elemaniar tablo A2 de verilmigtir. Cok ugiu mekanik
elemanlann &zellikle 3 boyutlu uzayda hareketi szkonusu oldugunda kati cismin modellenmesi
biylk Onem tagimaktadir Hareket 3 boyutiu uzayda oldudundan, mekanik elemanlann
kapilarindaki vektérel ug bayokiokieri belirgin hale gelmektedir.

Tablo Al: Elektriksel ve Hidrolik Bityiikliikler.

Elektriksel Biylklikier Hidrolik Blytkidkier
Gerilim v(t) volt V| Basing p() paskal P.=N/m*
Akim i) amper 1| Debi Q) akig hiza m’/s
Giig v(t).i(t) watt W| Gig p(t).Q() watt w
Enersji Ee joule J Enerji = joule J
Elektrik Hacim V(t) m
yiika q(t) coulumb C
Magnetik Ozgiil
aki o(t) weber Wb kitle p kg/m
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Tablo A2: Iki uglu hidrolik ve elektriksel elemanlarn ug denklemleri.

2-uglu Elektriksel 2-uglu  Hidrolik
Direng R v(t) = R,l(t) Hidrolik

Direng Ry Mt)=Ru.(X1)
Endoktans L wt)= L.g;i(t) Hidrolik
Endoktans Ly p)= Lu—d—Q(t)

d dt
Kapasite C i(t) = C.E-v(t) Hidrolik
apaste  Cu Q()=Ca - p(r)

EK A2 : Bir Vekto6riin Farkh Dik Eksen Takimlarindaki Matrisel Gdsteriligleri

3-boyutiu uzayda S ile gosterilen sabit dik eksen takimi géz6nine alindi§inda; verilen
bir d vekiSrinin bu uzaydaki geometrik gdsteriligi olan y&nlendiriimis dofru pargasinin
baslangic noktasi sekil A.1.(a.) da g&sterildigi gibi, S’ nin O baglangig noktasinda olsun.Sekilde
d vektorini temsil eden OP ydnih dodru pargasinin uzunluu a ile ve P noktasinin
koordinatian a,.a, .as ile gdsterilmistir.S takiminin eksenlerini belifeyen €1,€2,€3  birim
vektoreri ile @ vektdrunin yapmig oldudu agilar sirasi ile aq,a ,a3 olsun. Sekilden ;

a,=acosa
a;=acosay (A1)
a3=acosos

bagintilan yazilabilir. Burada oup,0s agilanmin gl birden gelisiglized segilemezier. Ote

yandan bunlarin yalniz iki tanesi biliniyorsa ligiincisi tek olarak belifenemez. Simdi 3 boyutiu
uzayda gosterildi§i bigimde S ile aymi baslangi¢ noktasini paylasan, ikinci bi £ dik eksen

takiminin §’ ye gére durumunu belirlemek igin X‘ya ilgkin él',EZ',é3' birim vektSrerinin S
takimindaki gdsterimierini beliflemek yeterlidirr S ve £ gibi ki eksen takimi s&zkonusu
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oldugunda, bir vektSrin hangi takimdaki gsterimi géz6nine alinirsa, bu gdsterimde kullanilan
eksen takimini bir indisle belitmek yararl olacaktir. €1',€2',€3' birim vektSrlerinin ~ eksen
takimindaki gdsteriligleri;

1 0 0
(e)z=|0}(e)e=]1](e)==|0 (A2)
0 0 1

bigimindedir. Ayni €' (i=1,2,3) birim vekt6rierinin S'nin €1,€2,€3 birim vektSreri ile
yapmig oldudu agilara ay,az,ay ise; ’

€'1= (cosa)é1+ (cosa2i)éz+ (cosasi)€s (A3)
yazilabilecektir. Bu vekiSrel baginti S takiminda matrisel olarak ;

cosa i tis
=t1cosSazi|=|t2i (A4)
cosQa 3 t3i

bigimini alir,Elde edilen siitun matrisin normu ;

()

yazilabilir.Benzer bigimde, S eksen takiminin X* ya gére durumu belirlenmek istenirse, bu defa
Sye iliskin €1 (1=1,2,3) birim vektGrierinin Z'daki gésteriliglerini gézoniine almak gerekir.
Sexkil (3.1,by'den gbralecedi Gzere € 7 vekidriinGn Z'ya iliskin €1' birim vektorleri fle yapmig
oldudu agilar a0, oz’dlr. Buna gore ;

r = (e'z)s.(ex'r)s = tu? 4t + t3? (A5)

€:= (cosan)ér'+(cosaiz)éz'+(cosais)és’
vekt6rel bagintisi yazilabilir. Bu bagintinin matrisel karsihgi;
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(ei)z = (cosain)(€er')z + (cosaiz)(€2')z + (cosaiz)(€3')z

(1] 0 0
= (cosain) 0 [+ (cosaiz)| 1 |+ (cosai3)| O (A8)
K 0 1
cosan | [#m
=\l cosaiz2 | X| 2
cosais | _tis

geklindedir.Bu situn matris icinde (A.5)’deki bagintiya benzer olarak;

(@) (®)

Sekil A.1: (a) S dik eksen takmminda bir a vektoriiniin kosiiniislerinin tanimi.
(b) S ve X dik eksen takimlarmimn biribirilerine gore olan durumlarinin birim
l(e i)}:

vektorler yardim ile belirlenmesi.
ifadesi gegerlidir. Bu asama da simdi de uzayda geligigiizel segilen bir @ vektérinin S ve X
takimlarina iligkin birim vektérleri cinsinden, agadidaki lineer kombinezonlaria verilen ifadeleri

g6zdnine alinirsa ;

r = (e:)z.(etT)z.= tn? + ti2? + t:3? (A7)




d = ais.é1+ azs.é2+ ass.es3 (A8)

d = aizéi'+azzé2'+aszzes’ (A9)

@ 'min S takimina g6re gosteriligi (A.8)’ den, I takimina gésteriligi (A.9)’dan yazilirsa;

ais
(a)s = ais(e1)s + azxs(ez2)s + ass(es)s =|azs (A10)
ass
aix
(a)z = aiz(er' )z + az2:(e2')z + asz(es' )z = | a2z (A11)
asz

elde edilir. Ote yandan (A.9) vektérel bagintisinin S takiminda, (A.8) vektdrel badintisinin da Z
takimindaki matrisel gosteriligi gdzonine alimirsa, 6nce (A9)' un S takiminda ki matris

gosterimi ,

3
(a)s = aiz(er')s + az2:(e2')s = Z arz(er')s (A12)
I=1

bulunur, bu ifade de (e), icin (A.6)'daki g&sterim kullanilirsa ;

(a)s = 23 arz(ti(e)s + t2i(ez)s + t3i(es)s)
(A13)

= (Z arti)(el)s + (Z aizta)(e2)s) + (Z aiz.t3).(e3)s

i=l

yazilabilir. (k=1,2,3) ise;
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3
ags = Zap:.txl =az.tki+ a2 + a3k (A14)
i=

bagintisi bulunur. Bu baginti matrisel bigimde dilzenlenirse;

ais 1 f12 fi3 a1z
axs|=|fta f2 t3|X]|azzx (A15)
ass 131 32 133 asz

matrisi yada (a)s=T(a): bagintisi elde edilir. T katsayiar matrisi @ vektoriniin X eksen
takimindaki gésteriliginin S'deki g&steriligine, TT matrisi de @ vektSrintin S eksen takimindaki
gosterilisinin = ‘daki gosteriligine d6nidgmektedir.Bu nedenle Tye “donigim matrisi® adi
verilmektedir. T matrisi @ vektoriinden bagimsiz, determinanti 1°e egit,reel elemanli ortogonal
bir matristir. Elemanlan arasinda agagidaki bagintilar mevcuttur.

(tots—tutn) —(tetn—toti) (tate—tots) | [t ta ta
—(tatn—tstn) (tutn—tsts) —(tws—tats)|=|te tz tn (A16)
(tatn—tatz) —(tiutn—tstr) (t2tn—tota) | [t i ts

Bu ifade diklik kogulunun agik ifadesidir.(A.16)’ nin sol yani T matrisine karg! dismektedir.
Burada matrisin tersi hesaplanirken, ITI=1 Gzelli§i gézoniine alinmigtir.

- EK A3: T Donilgiim Matrisi Hakkinda Euler Teoremi

Burada T d6nUsim matrisinin diger bir yorumu incelenerek , bunun uzayda belirli bir eksen
etrafinda sonlu bir dénme iglemine kargl distidl gorilecektir. Bu amagla ; dmegin; gekil
A2.(a) da S ve £ eksen takimlannin biribirilerine gbre Gzel bir durumu gosteriimigtir.S dik
eksen takimi ox, ekseni etrafinda pozitif yonde 6 agisi kadar dondarUlerek bundan T matrisinin
sttunlan (A.4) de agiklandifji Gzere = eksen takimina iligkin €1,€2,€3 birim vektorlerinin S
tizerindeki bilegenlerinden olugmustur. Sekil: A.2.(a)’ dan birim vektdriere iligkin siitun matrisler
igin;



1 0 0
(e')s={0/|,(e2")s=|cosf|,(e3')s=|~sinf (A17)
0 siné cos@

ifadeleri yazilabilir. O halde ;

1 0 0
T=|0 cos® -sinf (A18)
0 sin® cosé

elde edilir. Diger yandan T'nin satilan (A.6)'da verildi§i Gzere S'e iligkin &1,&2,&3 birim
vektdrierinin T (zerindeki bilegenlerinden olugmustur. Bu bilegenler satir matris biciminde
yazilirsa;

[1.0.0], [0,cos 6,-sin 8 ], [0, sin6,cosH ] (A19)

®)

Sekil A.2:(a) T dik eksen takimmnin S takimmdan, S nin OX, ekseni etrafinda 6 agist kadar
yapilacak bir sonlu donme ile elde edilmesi.
(b) A nn iki degisik bigimde, #a,7is birim vektorleri ile elde edilmesi. 7 = —Tib
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elde edilir. (A.18)’ dede goruidigl gibi bilegenler Thin gergekte de satifanni olugturmaktadir.
Bu 6mekte zel bir konuma sahip T dik eksen takims, S dik eksen takimindan ,S’nin ox, ekseni
etrafinda 6 kadar déndirmekie elde ediimig, bu ddnme iglemi de T dénlgiim matrisi ile (A.18)
de belirlenmigtir. Ozel bir durum igin gésterilen bu &zelligin, gercekte bir teoremle ifade edilen
daha gene! bir 8zelligin 6zel bir hali olduju gérillecektir. Bu nedenle T ddnisim matrisine
"sonlu dénme matrisi” adi da veriimektedir. Bu teoreme 3 boyutiu uzayda S ve X dik eksen
takimlan ayni o baglangig noktasini paylasgiyoriarsa, S dik eksen takimi O’dan gegen bir A
dogrusu (dénme ekseni) etrafinda 6 agisi kadar bir ddnme ile X takimina gakigtinlabilir, *Euler
teoremi® adi verilen bu teoremde S’ e rijid olarak bagli bSyle bir . dénme ekseninin varh§
kabul edilir. A do§rusu, Ozerinde yatan ve 7 ile gbsterilen birim vektér yardimi ile
tamimianabilir. S dik eksen takiminin A etrafinda yapacadi donme hareketi sirasinda 7
vektSrindn S'deki bilegenleri, konumu ne olursa olsun hep aymi kalacaktir. Igte bu 6nemli
6zellik nedeni ile ve S eksen takiminin donme hareketi yaparak I ile de cakigacad
varsaylidigindan, # birim vektSriinin her iki takimdaki bilegenlerinin aym olacag goralar.

Uzayda sabit bir S dik eksen takimi ve bununia ayni O baslangig noktasina sahip, yine
sabit fakat Z,X, ,...X, dik eksen takimian g6zbnine alindijinda, Euler teoremine gbre
uzayda O baglangi¢ noktasindan gegen &yle dofrular (eksenler) vardir ki bunlardan biri
etrafinda yapilacak sonlu bir ddnme ile gbzoniine alinan eksen takimlarindan biri bagka bir
eksene cakigtinlabili. MOmkdn olan bitlin bu gakigmalan gergeklestirmek icin gerekli olan
dénme eksenlerinin sayisi 12 m(m+1)’ dir. Burada X, eksen takiminin Xy eksen takimina
gegisini saglayan T dénigdm matrisini uygun bir bigimde indislemek gerekmektedir. Simdiye
kadar sadece S ve X gibi iki dik eksen takimi ele alindiindan, T matrisi i¢in b&yle bir indisleme
yapiimamigtir. Matrisin (a),, sGtun matrisini , (a)s matrisine donistirme 6zelli§i T Ozerinden ;
(a)s =Tsx(a); bigiminde ifade edilir. (p,w=0,1,2,...,m})
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