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PETRi AGLARINDA DEGISMEZ ANALIizZi

OZET

Bu calismada, ayrik olayll ve es zamanli sistemleri modelleme ve analiz etme
konusunda basarili araglardan biri olan Petri agi sistemleri ele alinmis, Petri agi
yapisal Ozelliklerinden olan degismezler konusu ayrintili olarak incelenmis,
degismezlerin bulunmasi konusunda bir agoritma Onerilmis ve bu agoritmayi

uygulayan bir bilgisayar programi gelistirilmistir.

ikinci boliimde modelleme konusu ele alinmis, Petri aglarinin modelleme dongisti
icinde nerede yer aldigi ve nasil kullanilabilecegi tartisilmis, Petri ag1 teorisinin
erken gelisiminden kisaca bahsedilmistir.

Uclincti bolimde Petri aglari tanimlanmis, yapi taslari olan yer, gegis ve yonli
agirhkli dallar ve bunlarin grafiksel gosterimi  verilmis, sistemlerin  dinamik
davranislarint modelleyen jetonlar ve gegislerin ateslenmesi ele ainmis, ilk
isaretleme, erisilebilirlik, erisilebilirlik agaci gibi yapilar tanimlandiktan sonra Petri
agl at siniflari incelenmistir. Boliumin sonunda tanimlari desteklemek amaciyla
cesitli sistemlerin Petri aglarinda nasil modellenebilecegi ele a inmistir.

Dordinct bolumde ilk olarak Petri aglarinin analizinde karsilasilabilecek guvenlik,
sinirlilik, canlilik, erisilebilirlik, at kime gibi temel sorular incelenmis, ardindan bu
sorularl c¢ozebilecek yontemlerden biri olan erisilebilirlik agact yontemi ve
algoritmasl tanimlanmis, erisilebilirlik agacinin ¢ozebildigi ve ¢dzemedigi sorular
incelenmis, en son olarak Petri aglarinin 6zelliklerini incelemek amaciyla kullanilan
durum denklemleri yontemi ele alinmis ve buna bagli olarak olay-degisim matrisi

tanimlanmis, bu yontemin guicl ve zayif yonlerine deginilmistir.

Besinci bolumde Petri aglarinin yapisal 6zelliklerinden olan ve olay matrisinden elde
edilen Petri ag1 yer (P) ve gegis (T) degismezleri tanimlanmis, Petri ag1 anaizinde
degismezlerin kullanilabildikleri alanlar incelenmis, degismezlerin lineer cebirsel



anlami irdelenmis, buna dayanan ve Petri aginin degismezlerini bulmak amaciyla
kullanilabilecek bir teorem ve teoreme dayanan bir algoritma Onerilmistir. Ardindan
Petri ag1 degismez analizlerinde en fazla kullanilan Fourier-Motzkin algoritmasi
tanimlanmis, son bélimde ise farkli degismez bulma algoritmalari, degismez

analizinde farkli yaklasimlari gosterebilmek icin ele alinmistir.

Altinct bolimde Onerilen teoreme dayanan Petri Agl Degismez Anaizi (PADA)
programi tanitilmis, programin akis semalari ve algoritmalari ele alinmis, ardindan
cesitli boyutlardaki Petri aglarinin PADA programi kullanilarak yapilan degismez

analizlerinin hesaplama zamanlari verilmistir.



INVARIANT ANALYSIS IN PETRI NETS

SUMMARY

Petri Nets, one of the best defined approaches to modeling of discrete and concurrent
systems, were researched during this study. The scope of this thesis is to study
properties of Petri Nets' invariants, to present an algorithm of finding the invariants

and to develop a computer program implementing the algorithm.

Modeling a system and the value of using Petri Nets in modeling systems were
presented. Then, the focus of the study was to review how and where Petri Nets can
function in a model. In addition to all, early development of Petri Net Theory was
mentioned briefly.

The terminology of Petri Nets is defined in the third chapter: Basic definitions of
Petri Nets, their building blocks; places, transitions and weighted directed arcs; then,
the definitions of tokens and transition firing that simulate dynamic behavior of Petri
Nets were presented. Essential concepts such as initial marking, reachability, and
reachability tree, subclasses of Petri Nets (i.e. State Machine and Marked Graphs)
were explained. In order to strengthen the definitions some typica and useful

interpretations of transitions and places in system modeling were illustrated.

Six fundamental problems which may arise during analysis of Petri Nets safeness,
boundedness, liveness, reachability, conservation and finding sub-networks were
clarified. Then, Reachability Graph Method, one of the most common methods used
to solve these problems was defined and an algorithm implementing the method was
introduced. Finally, an additional method based on the incidence matrix and the state
equations was proposed. Nevertheless, strengths and weaknesses of the latter method
were presented. Two methods were took up in terms of the problems which

can/cannot be solved by each method

Xi



The structural properties of the Petri Nets, place (P) and transition (T) invariants
were examined on the basis of the definitions and possible uses of these invariants.
Then, linear algebraic properties of the invariants were proved; a theorem and an
algorithm to find the invariants were proposed. A well-known method to find Petri
Net invariants, Fourier-Motzkin method was studied through examples. Finally
different algorithms of invariant analysis were briefly mentioned to envision a range
of approaches.

Final section of this study was dedicated to develop a computer program based on
the theorem proposed in chapter 5. The computer program; Petri Net Invariant
Anaysis (PNIA) was developed. The program’s workflows and algorithms were
presented. In conclusion, performance anaysis of the program for different sized
Petri Nets were performed and tabul ated.

Xii



1. GIiRIiS

Elektronik sistemlerin tasarimi genel olarak dort temel adimdan olusur; sistemin
tanimlanmasi, sistemin modellenmesi, modelin analizi ve indirgenmesi, indirgenmis
modelin elektronik sistem olarak gerceklestiriimesi. Bu adimlardan her biri farkl
araclar kullanilarak gerceklestirilebilir. Kullanilabilecek araglardan biri  Petri
aglaridir. Petri aglari tasarim adimlarindan modelleme ile analiz ve indirgemeyi

kapsar.

Petri aglari kullanilarak ayrik olayll ve es zamanli her aandan sistemler
modellenebilir. Modellenen sistemler arasinda senkron ve asenkron devreler,
haberlesme sistemleri, haberlesme protokolleri, bilgi sistemleri, sebep sonug
iliskisine dayanan sistemler, cok islemcili sistemler, is akislari, biyolojik sistemler,
kimyasal reaksiyonlar, ekolojik sistemler, stokastik sistemler, otomatik Uretim

sistemleri, gercek zamanli sistemler gosterilebilir.

Petri aglari ile ilgili bircok yontem arac ve agoritma gelistirilmis olmasina karsin
bunlarin elektronik sistemlerin tasarimina yonelik aanlarda kullanimlari henliz
standartlasmayi tamamlamamistir. Bu ylzden Petri aglarinin elektronik sistemlerin

tasariminda kullanimina yonelik ¢alismalar yapilabilir.

Petri aglar sistemlerdeki nedensdl iliskileri, yaris durumlarini ve segim durumlarini
kolay ve dogru modelleyip cesitli analizler yapilmasini olanakli kilmaktadir. Bu
andizler arasinda canlilik, sinirlilik, gavenlik, tutarlilik vardir. Kilitlenmesiz bir
elektronik sistem tasarlanmak istendiginde bu durumda modellenen sisteme ait Petri
aginin her durumda canli kalmasl gerekir, bazi durumlarda canliligin bozulmasi
durumunda model Uzerinde gerekli mudahaleler yapilarak sistemin her zaman canli
kalmasi dolayisiyla kilitlenmesiz olmasi saglanabilir. Petri ag1  degismezleri
sistemlerin tasariminda bu tarz yapisal Ozelliklerini ortaya cikarmak amaciyla
kullanilabilir.



2. MODELLEME

Petri aglarinin uygulamasi modelleme ile olmaktadir. Birgok arastirma aaninda
incelemeler dogrudan olaylar Uzerinde yapilmaz, bunun yerine dolayli olarak
modeller kullanilarak analizler gergeklestirilir. Bir model incelenmekte olan nesnenin
veya sistemin 6nemli oldugu hissedilen yonlerinin bir gosterimidir. Bu gosterim ¢cogu
zaman matematiksel ifadeler ile yapilmaktadir. Elektrik, Elektronik, Astronomi,
Nukleer Fizik, Sosyoloji, Biyoloji ve daha birgcok alanda modelleme teknikleri
kullanihr [1].

Cogu modelleme yonteminde matematik kullanir. Bircok fiziksel olayin 6zellikleri
sayllarla, esitliklerle veya esitsizliklerle ifade edilir. Ozellikle doga bilimlerinde ve
muhendislikte kitle, konum, momentum, ivme ve kuvvetler matematiksel esitliklerle
ifade edilebilir. Modellemenin basarili olabilmesi i¢in incelenen olaya ve modelleme
teknigine hakim olmak gerekir. Matematikteki bircok kavram diger bilimlerdeki

olaylar modellemek amaciyla gelistirilmistir.

2.1.  Sistemlerin Ozellikleri

Bir sistem birden fazla parcanin bir araya gelmesinden olusur. Bu parcalar birbirileri
ile karmasik etkilesimler kurarlar. Bazen bu parcalarin es zamanli ve parae
calismasi istenebilir. Bir parcadaki islem, baska bir parcadaki islem ile ayni zamanda
gerceklesebilir. Bir bilgisayar sisteminde diskler, yazicilar, ag baglanti kartlari ve
diger bazi cevresel birimler kontroll(i olarak ayni anda calisabilirler. Benzer sekilde
bir ekonomik sistemde Ureticiler belli Grtnleri Uretebilir, perakendeciler baska
urinleri satabilir ve tiketiciler de tamamen farkli bir Orind ayni zamanda

kullanabilirler.

Bir sistemin dogasinda var olan ve es zamanli gerceklesen olaylar, modellemede
guclikler olusturur. Sistemlerin parcalar etkilestiklerinden aralarinda uyumluluk
(senkronizasyon) olmalidir. Degisimin gerceklesecegi zamanlarda sistemin parcalari

eszamanli davranmak zorunda olabilir. Bu durum bir parganin baska bir pargayi



beklemesine sebep olur. Farkli parcalarin zamanlamasini ve etkilesimlerini
tanimlamak zor olabilir.

2.2.  Petri Aglarinin Erken Gelisimi

Petri aglari, Ozellikle etkilesen ve es zamanli sistemleri modellemek amaciyla
tasarlanmiglardir. Petri aglari ilk defa Carl Adam Petri’'nin “Kommunikaton mit
Automaten” (Communication with Automata) isimli doktora tezinde gelistirilmistir.
Petri calismasinda bir bilgisayarin asenkron parcalari arasinda bir iletisim teoris
gelistirmistir. Calismasinda 6zellikle olaylar arasindaki nedensel iliskinin Uzerinde
durulmaktadir.

2.3.  Petri Ag Teorisinin Uygulanmasi

Petri aglarini sistemlerin tasarim ve analizinde kullanmanin birkag yontemi vardir.
flk yontemde bilinen tasarim yontemleri kullanilarak sistem tanimlanir. Bu sistem
daha sonra Petri agl olarak modellenir ve neticede bu Petri ag1 incelenir. Analizde
gorulen hatalardan yola ¢ikarak tasarim yeniden ve yeniden incelenir. Bu adimlar
sorunsuz calisma elde edilene kadar tekrarlanir. Bu yontem Sekil 2.1'de
anlatiimaktadir.
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Sekil 2.1 Petri Aglarini Kullanarak Modelleme

Y ukarida anlatilan klasik tasarim yonteminde; tasarlanan sistem ile Petri agi modeli
arasinda strekli bir uyumlastirma gerekir. Bir diger yontemde ise tUm tasarim ve

tanimlama islemleri Petri aglar Uzerinde yorttalir. Analiz yontemleri ise sadece



hatasiz bir Petri agl tasarimi bulmaya yoneliktir. Bundan sonraki asama Petri agini
calisan gergek bir sisteme dontstirmek olacaktir. Bu isleme gergekleme denir.

Her iki yontem de sistem tasarimi agisindan farkli problemlere sebep olur. ilk
yontemde sistemleri Petri agina donusttiren modelleme teknikleri, ikinci yontemde
ise Petri aglarini gercek sistemlere ceviren tasarim teknikleri gelistirilmelidir. Her iki
yontemde de ortak nokta, Petri aglarinin dzelliklerini ¢ozecek analiz yontemlerini

gelistirmektir. Bu durumdailk once Petri aglarinin 6zellikleri iyi bilinmelidir.



3. PETRI AGLARI TEMEL TANIMLARI

Petri ag1 bir grafiksel ve matematiksel modelleme aracidir. Daha genis bir
tanimlamayla; Petri aglarl es zamanli sistemleri modelleme, tanimlama, analiz etme
ve sentezlemede kullanilan bir bicimsel grafik aracidir. Es zamanli ve ayrik olayli
sistemler Petri aglari kullanilarak analiz edilebilirler. Petri aglarini kullanarak birgok
sistemde yer alan bilgi akisi soyut ve bigcimsel olarak modellenebilir. [1]

Bu bolimde Petri aglarinin temel tanimlari ve 6zellikleri incelenecektir.

3.1.  Petri AgI Yapisi

Bir Petri ag1 dort temel parcadan olusur; P yerler kiimesini, T gecisler kiimesini, F
bagintisi yer ve gecis kimeleri arasindaki iliskiyi, W yerleri ve gecisleri birbirine
baglayan dallarin agirliklarini tanimlar.

Bir Petri ag1 yerler, gecisler, iliskiler bagintisi ve agirlik fonksiyonu ile birlikte

tanimlanir.

Tanim 3.1: Petri Aginin Temel Tanimi

Bir Petri ag1 yapisi, C, dort bilesenli bir kimedir, C = (P, T, F, W). [2]
P ={p1, p2, ..., Pn} SONlu sayidayer olan kiimeyi, n> 0

T ={ty, to, ..., tn} sonlu sayida gecis olan kimeyi, m >0
F=(PxT)u (T x P) dalardan olusan kimeyi (akis bagintisi),

W: F=> {1, 2, 3, ...} agirlik fonksiyonunu tanimlar.

Yerler kimes ve gecisler kiimesi ayriktir, PNT = &.

Yerler kimes ve gecisleri kiimesinin bileskesi bos kiime degildir, PUT # &.

P kimesinin eleman sayisi, n, T kiimesinin eleman sayisi da m'dir. P deki herhangi
bir eleman p;, i =1, 2, ..., n, T'deki herhangi bir eleman tj, j = 1, 2, ..., mile ifade
edilecektir.

Ornek 3.1. Asagidabir C= (P, T, F, W) Petri ag yapisi 6rneklenmistir,



P={p1, p2, p3, p4, p5}
T ={t1, t2, t3, t4}
F={(t1, p1), (12, p2), (2, p3), (t2, p5), (t3, p3), (14, p4), (p2, t1), (p3, t1), (5, t1),

(P5, 12), (P4, t3), (2, t4), (p3, t4)}
W=(,121,11212121,11, 1, 1, 1) — toplam da sayisi kadar (13) dalarin

agirliklar.

Ornek 3.2. Asagida dort yer ve (ig gecisten olusan ikinci bir C = (P, T, F, W) Petri
ag yapisl orneklenmistir,

P={p1, p2, p3, p4}

T={t1, t2, t3}

F={(t1, p1), (t2, p2), (t2, p4), (t3, p3), (2, t1), (P3, t1), (P1, t2), (1, t3), (p4, t3)}
W=(1,11111,1)

Tanim 3.2: Giris ve Cikis Fonksiyonlari

Giris ve cikis fonksiyonlari bir Petri aginda bulunan gegisleri ve yerleri iliskilendirir.
Giris fonksiyonu I, ¢ikis fonksiyonu da O ile ifade edilir. | giris fonksiyonu bir t;
gecisinden iliskili oldugu yerlere I(t;)’ ye bir eslemedir. Bunlara o gecisin giris yerleri
olarak bakilabilir. Benzer sekilde O ¢ikis fonksiyonu t;j gegisinden ¢ikan tim O(t;)
cikis yerlerine bir eslemedir. Bu eslemelerde yer aan degerler gecis ile yer
arasindaki dalin agirhgl kadar deger air. [1]

I: T =>» P, bir gecise gelen yerlerin eslesmesi ile olusan giris fonksiyonunu tanimlar.
O: T = P, bir gecisten ulasilan yerlerin eslesmes ile olusan ¢ikis fonksiyonunu

tanimlar.

Ornekleme yapilirsa; t3 gecisine p; ve p4'ten giris dallari olsun. Bu dallarin agirliklari
sirasiyla 1 ve 2 olarak tanimlansin. Bu durumda I(t3) = {p1, 2ps} olarak
tanimlanacaktir. Asagidaki orneklerde giris ve cikis fonksiyonlari ile Petri aglar

tanimlanmaktadir.

Ornek 3.3. Ornek 2.1'deki Petri aginin giris ve cikis fonksiyonlari kullanilarak C =
(P, T, 1, O) olarak tanimlanmas,

P={p1, p2, p3, p4, p5}

T ={t1, t2, t3, t4}

1(t1) = {p1}, I(t2) ={p2, p3, p5}, I(t3) ={p3}, I(t4) = { p4}

O(t1) ={p2, p3, pS}, O(t2) = {pS}, O(t3) ={p4}, O(t4) = {p2, p3}



Ornek 3.4. Ornek 2.2 deki Petri aginin giris ve cikis fonksiyonlari kullanilarak C =
(P, T, 1, O) olarak tanimlanmasi,

P={p1, p2, p3, p4}

T ={t1, t2,t3}

1(t1) = {p1}, I(t2) = {p2, p4}, I(t3) = {p3}

O(t1) = {p2, p3}, O(t2) = {p1}, O(t3) = { p1, p4}

Tanim 3.1'de bir Petri ag1 C = (P, T, F, W) olarak tanimlanmisti. Ornek 3.3 ve 3.4
incelendiginde ayni Petri aglarinin P, T kimelerinin yani sira I, O giris ve ¢ikis
fonksiyonlarinin eklenmesiyle tanimlanabilmektedir, C = (P, T, I, O). Her iki tanim
da ayni yapiyr tanimladigina gére bu durumda araarinda dogrudan bir iliski
bulunmalidir. Birinci ve ikinci tanim arasinda P ve T kimeleri ortak oldugundan, |
giris fonksiyonu ve O ¢ikis fonksiyonunun, F ve W’ nun yerini aldigini disunulebilir.
C=(P, T, 1, O) tamminda yer alan giris ve ¢ikis fonksiyonlarini kullanarak, F iligki
bagintisi ve W agirlik fonksiyonu elde edilebilir. Bunun tersi de dogrudur. Sonug
itibariyleC=(P, T, 1,0) ve C= (P, T, F, W) birbirinin esdegeri olan tanimlardir.

3.2.  Petri Ag Graflari

Bir Petri aginin grafiksel gosterimi, Petri ag1 teorisinin kavramlarini gostermes
bakimindan ¢ok daha kullanighidir. Bir Petri ag1 grafi, Petri agi yapisini gosteren iki
elemanli, yonlt ve agirlikli bir graftir.

Bir Petri agl yapisi yerler ve gecislerden olusur. Buradan hareketle bir Petri agi
grafinda iki tor digim bulunmasi gerektigi sOylenebilir. Bir daire (O) yere isaret
ederken, bir cizgi veya dikdortgen bir sekil (|, €) gecisleri temsil eder. Daireler
yerleri temsil ettiginden bunlar yer adini air, benzer sekilde cizgiler veya

dikdortgenler de gecis adini alir.

Yonlu cizgiler (dallar) yerleri ve gegisleri birbirine baglar. Bir p; yerinden t; gegisine
yonelen bir dal o gegise bir giris yeri oldugunu isaret eder. Benzer sekilde bir
gegisten yerlere yonelen dallar da o gegisin cikislarini ifade eder. Bir Petri aginda bir
digumden bir digerine cizilen dalar farkli agirliklarda olabileceginden agirlikli bir
graftir. Yine bu dallar yonlt oldugundan olusan yapi yonlt agirlikli graf ismini alir.

Bir Petri ag1 grafinin dugumleri yerler ve gegisler olmak Uzere iki kiimeye ayrilir,



Oyle ki her bir kiimenin bir elemanindan diger kimenin bir elemanina yonelen yonlt
dallar tanimlanabilir. Bu yapiya iki pargali yonlu agirlikli graf denir. Kisaca

bilesenlerini tanimlanan bu yapilara Petri agi grafi ismi verilir.

Tanim 3.3: Petri Ag1 Grafi

Bir Petri agi grafi iki parcali yonli ve agirlikli bir graftir. G = (V, A)'daV = {vi, vy,
..., Vs} bir bilesenler kimesi, A = {a;, ay, ..., as} ise yonlu dallardan olusan bir kiime
olsun dyle ki aj = (vj, Vi) ve Vj, vk €V. V kimes ayrik P ve T at kimelerine
boltnebilir, oylekiV=P U T,P N T =G, veher yonlli g € A daindaa = (v, k)
ise bu durumda ya vj € P ve vy e T'dir veyav; € T ve v € P'dir. vj ve v

elemanlarinin her ikisi ayni anda ayni kiimenin elemani olamaz (P veyaT).

Ornek 3.5. Ornek 3.1'de yer alan Petri agl yapisinin grafi Sekil 3.1'de
gorulmektedir.

Sekil 3.1 Ornek 3.1’ deki Petri Aginin Grafi

Ornek 3.6. Ornek 3.2de yer dan Petri agl yapisinin grafi Sekil 2.2'de
gorulmektedir.



p2

pl

p4

Sekil 3.2 Ornek 3.2 deki Petri Aginin Grafi

Tanim 3.4: Petri Ag1 Grafi ve Petri Agl Yapisi Arasindaki Iliski
Bilesenler kimesi V = P U T olarak tanimlansin. A da bir yonlt dallar bagintisi
olarak tamimlansin, dyle ki her pie P ve tje T igin,

#((pi, ), A) = #(pi, I(t;), burada # (diyez) isareti da agirhklarnini ifade
etmektedir

# ((4,p1). A) = # (pi, O(ty))
bu durumda G(V, A) Petri agi grafi, C = (P, T, I, O) Petri ag1 yapisina esdegerdir.

Bir Petri agI grafindan Petri ag1 yapisi, Petri agl yapisindan da Petri agi grafi elde
edilebilir.

Ornek 3.7. Dort yer ve bes gecisten olusan bir Petri aginin giris ve cikis
fonksiyonlari asagidaki gibi tanimlanmistir.

P={pl, p2, p3, p4}, T ={t1, t2, t3, t4, t5}

I(tD) = {3}, 1(t2) ={p1}, I(t3) ={p2, p4}, I(t4) = {}, I(t5) = {p3}

O(t1) = {p1}, O(t2) = {p2}, O(t3) = {p1, p3}, O(t4) = {p3}, O(t5) = {p4}

Bu bilgiler kullanilarak Petri aginaiiliskin graf Sekil 3.3 te gibi elde edilir,



Sekil 3.3 Giris ve Cikis Fonksiyonlarindan Petri Agl Grafina Gegis

Benzer sekilde grafi bilinen bir Petri agindan o aga iliskin giris, cikis fonksiyonlari
elde edilebilir.

Ornek 3.8. Sekil 3.4te gorulen Petri agl grafindan yararlanarak giris ve cikis

fonksiyonlarinin bulunmasi.

Sekil 3.4 Giris Cikis Fonksiyonlari Bulanacak Petri Agl
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Sekil 3.4'teki Petri agl grafinda dort yer ve bes adet gecis gorilmektedir. Bunlar
arasindaki yonll dallardan yararlanarak giris ve cikis fonksiyonlari asagidaki gibi
bulunur,

P={pl, p2, p3, p4}

T ={t1, t2, t3, t4, t5}

1(t1) = {p1}, I(t2) = {p3}, 1(t3) = {p2Z}, I(t4) = {p3}, I(t5) = {p4}, O(t1) = { p3}

O(t2) ={p2}, O(t3) = {p1}, O(t4) = {p3, p4}, O(t5) = {}

Tanim 3.5. Siradan (Ordinary) Petri Aglari

BirC= (P, T, F, W) Petri agi tamimli olsun. Bu agdaki birbirini izleyen her p; € P ve
tj e T ciftinde aradaki dalin agirligi bir ise bu durumda bu siradan Petri ag1 denir.

#(pi, () = 1 ve #(pi, O(t)) = 1

Tanim 3.6. Temiz (Pure) Petri Aglari

Bir C = (P, T, F, W) Petri agi tanimli olsun. Bu agda bir p; € P yeri, tj € T gegisin
hem giris fonksiyonunda hem de ¢ikis fonksiyonunda yer aliyorsa bu durumda agda
bir 6z gevre vardir denir. Higbir 6zcevre barindirmayan aglaratemiz Petri agi denir.

Oz cevre barindiran aglar bir yer-gecis cifti eklenerek temiz hale getirilebilir. Sekil
3.5'te, bir yer-gecis ciftinin eklenmesiyle 6z-cevre barindiran bir agin nasil temiz bir

aga donustrulebilecegi gorulmektedir.

pl
t1

Sekil 3.5 Oz Cevrenin Kaldiriimasi
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3.3.  Petri Ag Isaretlemesi

Bir M isaretlemes bir Petri agindaki yerlere jetonlarin atanmasi islemidir. Atanan
jetonlarin Petri agindaki yerlerde bulunduklari distndlebilir. Yer, gecis ve yonli
dalar gibi jetonlar da Petri aglarindaki temel kavramlardan biridir. Bir Petri aginin
calismasl esnasinda jetonlarin sayisi ve yerleri degisir. Jetonlar bir Petri aginin
calismasini tanimlamak amaciyla kullanilirlar. Bu sekilde Petri ag1 statik bir yapidan
dinamik bir sisteme doniistiirtilmiis olur. incelenen sistemlerin yapilari modellenirken
Petri ag1 yapisina donusturdldr, buna karsin sistemlerin dinamik davranislari
isaretlemeler kullanilarak Petri aginda modellenir. Petri agl yapilarl tek basina
sistemlerin davranislarini incelemede yetersiz kalirlar, bu yizden sistemin dinamik

davraniglari ile incelenmesi 6nemlidir.

Tanim 3.7: Petri Ag Isaretlemesi (M)

C = (P, T, F, W) Petri agindaki M isaretlemesi, P yerler kiimesinden N* negatif

olmayan tamsayilar kiimesine bir fonksiyondur,
M: P >N*

M isaretlemesi n-boyutlu bir situn vektor olarak tanimlanabilir, M = [mg, my, ... ,
my] ", bu tanimda n = |P| veher meN,i=1,2, ..,ndr. M vektoru, Petri aginda
yer adan her p; yerinde bulunan jetonlarin sayisini belirtir. Bir p; yerinde bulunan
jetonlarin sayist M(p)) veya M(i) ile ifade edilir, i = 1, 2, ..., n. Isaretli bir Petri ag
P.N = (C, M) ile ifade edilir ve C = (P, T, F, W) bir Petri agl yapisi ile M
isaretlemesinden olusur. Bazen bir Petri agt C = (P, T, F, W, M) olarak da ifade
edilir. Petri ag1 grafinda jetonlar yerlerin icinde noktalar (e) ile temsil edilir. Petri
agindaki ilk isaretleme My ile gosterilir. Sekil 3.6'da Ornek 3.5'te verilen Petri ag

grafi Uzerinde isaretleme yapilmistir.

12



Sekil 3.6 isaretlenmis Petri Agl Grafi

Buradailk isaretleme Mo = (1, 2, 0, O, 1) ile ifade edilir. Sekil 3.7'de ayni Petri agi
grafina uygulanmis farkli bir isaretleme gorilmektedir.

29

Sekil 3.7 Ayni Petri AginaAit Farkl Bir Isaretleme

Bu durumdailk isaretteme Mo = (0, 2, 0, 5, 1) ile ifade edilir.

Bir Petri agindaki bir yere atanabilecek jetonlarin sayisi sinirsiz oldugundan, o Petri
aginda sonsuz isaretleme bulunur. n sayidaki yerden olusan bir Petri aginda N" farkl
isaretleme vardir. Bu isaretlemelerin olusturdugu kime sonsuz olmasina ragmen
numaralandirilabilirdir. Bunun anlami her isaretlemeye karsi gelen bir tamsayinin var

olmasidir.

Ornek 2.9. Yerlerde bulunan jetonlarin sayisi ¢ok fazla oldugunda jetonlari ifade
etmek icin noktalarin yerine sayillar kullanilmaktadir. Asagidaki sekilde ilk
Isaretlemesi Mo = (47, 13, 7, 42) olan Petri aginda bunun uygulamasi goril mektedir.
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Sekil 3.8 Cok Sayida Jeton Barindiran Bir Petri Agl

3.4.  Petri Aglarinin Calisma Kurallari

Bir Petri aginin ¢alismasi, o Petri aginda bulunan jetonlarin sayisi ve dagilimi ile
kontrol edilir. Jetonlar yerlerde bulunur ve agdaki gecislerin ¢calismasini kontrol eder.
Bir Petri agl gecislerin ateslenmesi ile calisir. Bir atesleme islemi giris yerlerinden
jeton eksiltir, cikis yerlerine de jeton ekler.

Bir gegisin ateslenmesi ancak izinli olmasli ile mimkundur. Bir gegisin izinli olmasi
ancak giris yerlerinin her birinde en az o yer ile gegis arasindaki dallarin agirliklari
kadar jeton bulunmasi ile mumkin olur. Giris yerlerinde bulunan ve bir gecisi
ateslenebilir hale getiren jetonlaraizin jetonlari denir.

Tanim 3.8: Ateslenebilme Kosulu
Bir C = (P, T, F, W) Petri aginda ve M isaretlemes altinda tj e T gecisi ancak ve
ancak her piePicin,
M(pi) = #(pi, I(t;))
kosulu saglaniyorsa ateslenebilirdir.

Bir gecisin ateslenmesi ile giris yerlerinden dalin agirligl kadar jeton ainir ve yine
cikis yerlerine dalarin agirligl kadar jeton eklenir. Bir t3 gecisinin I(t3) = {p2} ve
O(t3) = {p7, ps} kosullari atinda izinli olabilmesi i¢in p,’de en az bir jeton
bulunmalidir. t3'iin ateslenmesi ile p,’ den bir jeton eksilir, p; ve pi3'e de birer jeton
eklenir. t,’ de bulunan ekstra jetonlar t3’ Un ateslenmesinden etkilenmez.
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Bir gecisin ateslenmesi ile Petri aginin My ilk isaretlemes degisip yeni bir M;
Isaretlemesine gider. Bir gegisin ateslenmesi olmayan jetonlari kaldirmaya calismaz.
Giris yerlerinden en az birinde yeteri sayida jeton yoksa bu durumda o gecis

ateslenemez.

Tanim 3.9: Isaretlemelerin Degisimi
M isaretlemes ile isaretlenmis bir Petri agindaki t; gegisi izinli oldugunda
ateslenebilir. ;' nin ateslenmesi Petri aginin isaretleme durumunu M;’e getirir. Bu

durum

Mu(pi) = M(pi) - #(pi, 1(t)) + #(pi, O(t;)) (31)
bagintisi ile ifade edilebilir. Sekil 3.9'da degisik kosullar atinda bu bagintinin
sonuclari gorulmektedir.

#(pi, O(t)) = 0 #(pi, O(t) = 1
H t] tj
#(pi, 1(t)) = 0
O» | CF
M'(pi) = M(pi) M'(pi) = M(pi) + 1
tj {j
#(pi, 1)) = 1
pi pi
M'(pi) = M(pi) - 1 M'(pi) = M(pi) -1 +1

Sekil 3.9 Isaretlemelerin Degisimi

Isaretleme akisi Ornek 3.10 lizerinde adim adim gosterilmektedir.
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Ornek 3.10. Sekil 3.10'da Ornek 3.1'deki Petri agl grafi ve ilk isaretlemesi
gorulmektedir. Bu grafi kullanarak tzerinde bir dizi atesleme uygulanip sonuglari

incelensin,

a) Ilk durumda ty, t3 ve t4 gegisleri ateslenebilir durumdadir. ilk isaretleme Mg =
[l 0o 2 1 o]"dr.

b) ty’ Un ateslenmesi durumunda p,4’teki jetonu eksiltip, p.’'e ve ps'e birer jeton ekler.
Bu durumda Sekil 3.11' de gorunen isaretleme elde edilir. Yeni isaretleme altinda M1
=1 1 3 0 0]"dr.

¢) Olusan bu yeni durumda t; ve t3 gecisleri ateslenebilir durumdadir. t;’'in
ateslenmesi ile p,’ den bir jeton eksilir, p, ve ps’ e birer, ps'deiseiki jeton eklenir. Bu
yeni durum Sekil 3.12°de gorUlmektedir. Yeni isaretleme atinda M, =
[0 2 5 0 1"dr.

d) Olusan yeni durumda t; ve t3 ateslenebilirdir. t3'tn ateslenmesi ile ps'ten iki jeton
eksilir, ps e de bir jeton eklenir. Bu yeni durum Sekil 3.13'te gorulmektedir. Y eni
isaretlemeatindaMs=[0 2 3 1 1]"dur.

Bu sekilde ateslemeler en azindan bir tane ateslenebilir gegis oldugu stirece devam

eder. Ateslenebilir gecis kalmadigl zaman calisma durur.

(O

Sekil 3.10 Ik isaretleme, ty, t3 ve t, Gegisleri Ateslenebilir Durumda, Mg
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Sekil 3.13 t3’ iin Ateslenmesi ile Olusan Isaretleme M3
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3.5.  Petri Agi Durum Uzaylari

Bir Petri aginin durumu isaretlemesi tarafindan tanimlanir. Bir gegisin ateslenmesi ile
Petri aginin isaretlemesi degistiginden durumu da degisir. n adet yer olan bir Petri
aginin durum uzayr mimkin olan tim isaretlemelerin (N") kiimesidir. Bir gegisin
ateslenmes  ile durumda olusan degisiklikler sonraki-durum fonksiyonu ile
tanimlanir ve § ile gosterilir. Bu fonksiyon, M isaretlemes atinda t; ateslemesi ile
Petri agini yeni bir M, durumuna goturdr. ;' nin M isaretlemes altinda ateslenebilir
olmasi d(M, t;)'nin tamimlanabilmesi icin yeter kosuldur. tj gegisi izinli ise bu
durumda ateslenmesi ile 8(M, tj) = M, sonraki-durum fonksiyonu ile elde edilen My,
tj gegisinin giris yerlerinden jeton eksiltiimes ve ¢ikis yerlerine jeton eklenmesi ile
olusan yeni isaretlemedir.

Tanim 3.10: Sonraki-Durum Fonksiyonu (9)
Bir C = (P, T, F, W) Petri aginda M isaretlemes altinda t; isaretlemes ile sonraki-
durum fonksiyonu her pie P igin

M(pi) = #(pi, 1(t;)),
kosulu saglaniyorsa tanimlanabilir. (M, t;) tanimlanabilir ise bu durumda 8(M,t;) =
My ileilgili,

Mz(pi) = M(pi) - #(pi, 1(t;)) + #(pi, O(t;))
kosulu her p; e P igin saglanacaktir.

Bir C = (P, T, F, W) Petri agl ve My ilk isaretlemesi verilmis olsun. Bu durumda
Petri ag1 Uzerinde ardisik ateslemeler gerceklestirilebilir. ik isaretleme altinda izinli
bir t; gegisi ateslendiginde My = 8(Mo, t;) isaretlemesi elde edilir. Bu yeni isaretleme
altinda herhangi bir t izinli gecisinin ateslenmesi Petri agint M, = 8(Mj, ty)
durumuna gétirmektedir. Bu atesleme dizisi en azindan bir tane ateslenebilir gecis
oldugu slrece devam eder. Higbir gecisin ateslenemedigi bir isaretleme elde edilirse
bu durumda ¢alisma duracaktir.

Bir Petri aginin ¢calismasindan iki dizi elde edilir; isaretlemeler dizisi (Mo, M1, M,
...) ve ateslenen gecislerin dizisi (t1, t, t3, ...). Bu iki dizi arasinda 6(My, tj) =
M(k+1) bagintisi vardir, (k = 0, 1, 2, ...). Bélli bir gegis dizisi ve M kullanilarak
kolayca isaretleme dizisi elde edilebilir. Benzer sekilde bir isaretleme dizisinden de
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ateslenen gecislerin dizisi elde edilebilir. Her iki dizi de Petri aginin calismasi

konusunda ipuglari verir.

Bir M isaretlemes altinda gecislerden bazilari izinli olup ateslenebilir olacaktir.
Gecislerden birinin ateslenmesi sonucunda M, durumuna ulasilacaktir. Bu durumda

My’ ye M’den hemen erisilebilir denir.

Tanim 3.11: Hemen Erisilebilirlik
C=(P, T, F, W) Petri ag1 yapisi ve M isaretlemesi verilmis olsun. M, isaretlemesine
M’ den hemen-erisilebilir denmesi igin Oyle bir tje T gecisi izinli olmalidir ki (M, t;)

= M, olsun.

Hemen-erisilebilir isaretleme kavrami genisletilip belirli bir Petri aginda erisilebilen
tim isaretlemeler kiimesi incelenebilir. M;'e My dan hemen erisiliyorsa, M,'ye de
M’ den hemen erisiliyorsa bu durumda My dan My’ ye erisilebilir denir. Belirli bir C
Petri aginl ve Mg ilk isaretlemesini g6z ontne alarak Mo dan ulasilabilecek tim
isaretlemeler kiimesini R(C, My) veya R(Mg) olarak tanimlanir. Agin durumunu
My dan My'ya (k= 0, 1, 2, ...) gotiren bir atesleme dizis varsa Me R(C, M) dir.
Erisilebilirlik bagintisi, hemen-erisebilirlik bagintisinin yansimali gecisken ortenidir.

Tanim 3.12: Erisilebilirlik Kiimesi R(C, My)

Bir C = (P, T, F, W) Petri agl ve My ilk isaretlemes verilmis olsun. Bu durumda bir
Petri aginin R(C, My) ulasilabilirlik kimes asagidaki kosullari saglayan
isaretlemelerin kUmesidir;

1.M e R(C, M)

2. Eger My € R(C, Mo) ve belirli bir tj € T igin M; = 8(My, tj) ise bu durumda M,
R(C, Mg)'dir.

Ornek 3.11. Sekil 3.14' deki Petri ag1 ve Mo = (1, 0, 0) ilk isaretlemesinden sonra (O,
1, 0) ve (1, O, 1) hemen ulasilabilir isaretlemelerdir. (O, 1, 0)’'da hicbir gecis izinli
olmadigindan yeni isaretlemelere erisilemez. (1, 0, 1)'den ise (0, 1, 1) ve (1, O, 2)
Isaretlemelerine erisilebilir. Bu Petri aginin erisilebilirlik kiimesi R(C, Mo), {(1, O, n),
(0, 1, n)| >0} olarak tanimlanabilir.
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Sekil 3.14 Isaretli Petri Ag

Bir sonraki-durum fonksiyonunu genisleterek belirli bir durumdan baska bir duruma
ulasmak amaciyla ateslemeler dizisi gergeklestirilebilir. Bu durumda Mo ilk
isaretlemesi ve tj1, tj, ..., i atesleme dizisini kullanarak My = 8(Mo, tj1, tjp, ..., tj)

olarak tanimlanabilir.

Tanim 2.13: Erisilebilirlik Agaci

Bir C= (P, T, F, W) Petri ag1 ve My ilk isaretlemesi verilmis olsun. Bu agdan R(C,
Mo) erisilebilirlik kiimesi elde edilsin. Bu kiimenin tim elemanlarini grafiksel olarak
ifade etmek amaciyla kullanilan grafaerigilebilirlik agaci denir. [3]

Ornek 3.12. Asagida Sekil 3.15'de Petri agi grafi gorilmektedir. Bu Petri agina
iliskin erisilebilirlik agaci ise Sekil 3.16’ da gosterilmistir.

Sekil 3.15 Ornek Petri Agl Grafi
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Sekil 3.16 Sekil 3.15'teki Petri Aginin Erisilebilirlik Agac

Tanim 3.14: Genisletilmis Sonraki Durum Fonksiyonu

Genisletilmis sonraki durum fonksiyonu &: N" x T* »N", t; gegisi vec € T gegis
dizis olarak su sekilde tanimlanabilir, [1]

S(Mo, tj G) = S(S(Mo, tj) G)
S(Mo, 7\.) =M

3.6.  Petri Aglari Alt Siniflari

Bu bolumde ilk olarak Petri aglarinin alt siniflari tanimlanacaktir. incelenen Petri

aglarinin siradan olduklari varsayilmaktadir. [2]

Tanim 3.2'de giris ve cikis fonksiyonlari tanimlanmisti. Bu bélimde bu tanima
benzer olmakla birlikte bazi noktalarda ayrilan bir tanim yapilacaktir. O tanimda
gegcislere ait agirlikli giris ve ¢ikis yerleri tanimlanmisti, yeni tanimda ise bir gegis
veya yerin oncli veyaizleyen elemanlarindan olusan kimeler tanimlanacaktir;

ot={p|(p,t) € F}, t gecisinin dncil yerlerinin olusturdugu kiime
te ={p|(t, p) € F}, t gecisinin izleyen yerlerinin olusturdugu kiime
ep={t]|(t, p) € F}, p yerinin dncil gegislerinin olusturdugu kiime
pe ={t|(p, t) € F}, p yerini izleyen gecislerin olusturdugu kiime
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Y ukaridaki kiimelerin grafiksel ifadesi Sekil 3.17'de gosterilmistir. Bu notasyonlar
kolaylikla bir at kiime kavramina genisletilebilir. S; < P olsun, bu durumda eS;
kimess p € S; olan tUm ep’lerin birlesiminden olusur. Yukarida tanimlanan
notasyonlar kullanilarak Petri aglarinin Gzerinde bazi kisitlamalar tanimlanabilir. Bu
bolimde yapilacak analizlerde incelenen aglarda tek basina yer veya gecisin
olmadigl varsayilacaktir, ep; = pie # & veyaet; = tie # .

ti'nin girig o ® o tnincikis
yerleri t : yerleri
pti'nin giris pi'nin cikis
yerleri epl yerleri

Sekil 3.17 Oncli ve Izleyen Kimeler

Tanim 3.15: Durum Makinesi (State Machine), DM

Siradan (ordinary) bir Petri aginda her t; gegisinin tam bir giris yeri ve tam bir cikis

yeri varsa, bu ag durum makinesi tanimlar,
loti|= [te|=1 hertie T

Durum makineleri ¢cakismalara izin verirler, dyle ki farkli ¢ikis gecislerine sahip bir

yerde yeterli sayidajeton bulundugu zaman onlarin tamamini izinli hale getirebilir.

Tanim 3.16: Isaretli Graflar (Marked Graph), iG

Siradan bir Petri aginda her p; yerinin tam bir giris gegisi ve tam bir ¢ikis gegisi

varsa, bu ag isaretli graf tanimlar,

|°pi|: |pi°|:1,hefpi€ P
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Isaretli graflar es zamanh calismaya izin verirler. ki yer ayni cikis gegisini
paylasabilir bu durumda gecis ateslendiginde her iki yer de etkilenir. Isaretli
graflarda asla cakisma olmaz, bunun sebebi her yeri izleyen tek bir gegisin olmasidir.
Bir yerdeki jeton ¢ikisindaki tek bir yer tarafindan tiketilebilir.

Tanim 3.17: Serbest Secim Agl (Free Choice Nets), SSA
Siradan bir Petri aginda, bir yerden c¢ikan veya o yere gelen her dal tek ise bu ag
serbest secgim agi denir.

VpieP, |pio| < 1lveyae(pe) = p;, veya

Vp,pe P penpezd D [pel=pel =1

Serbest se¢cim aglari durum makinelerini ve isaret graflarini kapsayan genellestirilmis
bir siniftir. Bu yizden hem durum makinelerinin hem de isaret graflarinin bazi
ozelliklerini barindirirlar. Serbest secim aglar isaretli graflar tipinde es zamanli
calismaya ve durum makineleri tipinde cakismalara izin verirler. Her durum
makines ve her isaretli grafi bir serbest segim agidir. Serbest segim aginda ortak bir
giris yerini paylasan t; ve t; gecisleri her zaman ayni anda ateslenebilir hale
gelebilirler.

Tanim 3.18: Genisletilmis Serbest Secim Agi (Extended Free Choice Nets),
GSSA

Siradan bir Petri aginda,

V pi, p € P, pie Npje I > pie=pje

kosulu saglaniyorsa buna genigletilmis serbest secim agi denir.

Genisletilmis serbest secim aglari, serbest secim aglarindan farkli olarak iki yerin
ayni cikis gecislerini paylasmasina da olanak saglarlar. Genisletilmis serbest secim
aglari, serbest segim aglarini kapsar.

Tanim 3.19: Asimetrik Secim Aglari (Asymmetric Choice Nets), ASA

Siradan bir Petri aginda,
V pi, p € P, pie npe #J P pie C pje veyape C pie

kosulu saglaniyorsa buna asimetrik segim agi denir.
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Asimetrik segim aglari, genisletilmis serbest segim aglarini kapsar. Dolayisiyla daha
Once tanimlanan durum makinelerini, isaret graflarini ve serbest segim aglarini da
kapsar. Serbest secim aglarindan farkli olarak iki yerin ortak cikis yerlerinin bos
kiime olmamas! durumunda gakismasini zorunlu kilmaz. Iki p; ve p, yerlerinin ortak
bir gecisi t; olabilirken, p,’nin ayrica t,’ye giden bir cikisi bulunabilir. Oysa
genisletilmis serbest segim aglarinda p;’'in de t)'ye ¢ikisi olmalidir, yani cikislari
ortak olmalidir. Serbest secim aglarinda bu cikis tek bir adet ile sinirlandirilimistir.
Sekil 3.18 de ¢esitli Petri ag1 siniflari arasindaki iliski gorilmektedir.

FC

PN | AC|EFC $$

o o

Sekil 3.18 Petri Aglari ve Alt Siniflart Arasindaki liski

Sekil 3.19'de cesitli Petri agi siniflart ile ilgili ornekler yer almaktadir. Sekil
3.19.ada durum makineeri, Sekil 3.19.b'de ise isaretli graflar gorilmektedir.
Serbest segim aglari Sekil 3.19.c'deki pie = poe = {13, to} gibi yapilaraizin vermiyor.
Genisletilmis serbest secim aglari Sekil 3.19.c’yi kapsarken, Sekil 3.19.d' de gorilen
pie = {t1} < p* = {t1, to} tipinde yapilara izin vermiyorlar. Hem serbest se¢cim
aglarinda, hem de genisletilmis serbest secim aglarinda, ayni yeri paylasan iki
gecisten biri ateslenebilir oldugunda digerinin de ateslenebilir olmasi sarti vardir.
Sekil 3.19.c'deki yapi esdeger serbest secim agina donusturtlebilir. Sekil 3.20' de bu
donisum islemi gosterilmistir. Asimetrik segim aglari Sekil 3.19.d'de gorulen
yapilara izin verirken, Sekil 3.19.€de gorilen ve karisiklik iceren aglara izin
vermezler, p1e = {ty, to} ve pye = {ty, t3}. Asimetrik aglarda daha oncekilerden farkli
olarak ayni yeri paylasan t; ve t, yerlerinden birinin calistirilamaz olmasi kabul
edilebilir bir durumdur.
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Sekil 3.19 Cesitli Petri Agl Alt Kimeleri

M | pl |
tl t2

tl t2

b

Sekil 3.20 GSSA Agindan SSA Agina Donusim
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Ozetlenirse; durum makineleri senkronizasyona izin vermezler, isaretli graflar
catismalara izin vermezler, serbest segim aglari karmasaya izin vermezler, asimetrik
serbest secim aglarl simetrik karmasaya izin vermezler. Petri aglari ise bunlarin

tamamini kapsamaktadir.

Petri aglar ile ilgili yapilabilecek bir diger siniflandirma calismasi aglarin baglilik
durumlari ile ilgilidir. Gendl olarak yapilan incelemelerde aglarin bagli olmasi
istenir. Bagli olmayan ag yapilarinda ise en az bir yer veya gegis digimu agdaki
baska bir digume bir dal ile bagli degildir. Bagli olan aglar da kendi iginde ikiye
ayrilir; siki bagli aglar, zayif bagl aglar.

Tanim 3.20: Siki Bagli Ag
Bir C= (P, T, F, W) Petri agI tanimli olsun. Eger asagidaki iki kosul saglaniyorsa o
ag siki bagli ag denir.
Agdaki V p e Pyeriicinagdayer danV t; e T gegisine yonlu bir yol varsa,
Agdaki V t; e T gegisi icin agdayer alan V p; € P yerine yonli bir yol varsa
Tanimdayer dani=1,2,3,..n,j=1,2, ..k, n=|P|, k= |T|"dir [3].

Tanim 3.21: Zayif Bagh Ag

Eger bagli bir ag siki bagli degil ise ona zayif bagli ag denir. [3]

3.7.  Petri Aglarinda Kapan (Trap) ve Savak (Siphon) Yapilari

Hem kapanlar hem de savaklar bir Petri agindaki belli kurallari saglayan yerlerin bir
araya gelmesiyle olusan yer kimeleridir.

Kapanlar ve savaklar Petri aglarinin isaretlemes ile ilgili yapisa 6zellikleri
tanimlamada kullanilirlar. Bu yonleriyle Petri aglarinin  dinamik davranisini
belirleyen yapilar olduklari sdylenebilir. Kapanlar bir My isaretlemes atinda jeton
kazanmalar durumunda My isaretlemesini takip eden isaretlemelerin her birinde en
az bir jeton barindirir ve canliliklarini korurlar. Buna karsin, M isaretlemes altinda
bir savakta yer aan tim yerler jetonsuz kalirsa takip eden isaretlemelerin hichirinde
isaretli hale getirilemezler. Buradan hareketle kapanlarin ve savaklarin bir agin
canliligl ile dogrudan ilgili oldugu sdylenebilir. [4]
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Kapanlar ve savaklar genel olarak siradan Petri aglarinin yapisal analizlerinde
kullanilirlar. Burada kapanlar ve savaklar kullanilarak incelenebilecek birkag ornek
verilmektedir,

e Siradan bir Petri aginda kilitli (deadlock) bir sistem varsa bu durumda o
agdaki jetonsuz yerlerin olusturdugu yerler kimesi bir savak tanimlar.

e Kapanlarin bir defa jeton kazanmasl durumunda her zaman isaretli kaldiklari
g6z Onlne alinirsa, ve siradan bir Petri agindailk My isaretlemes altinda her
kapan isaretli ise bu durumda bu sistem kilitlenmesizdir. Asimetrik secim
aglarinda her kapanin isaretli olmasi durumu agin canlilhigl icin yeter kosul

olusturur. Serbest secim aglarinda daise yeter ve gerek kosuldur.

e My isaretlemes canli bir sistemin ev isaretlemesi ise bu durumda her kapan
isaretli olmalidir, aksi durumda bir defa isaretlenen bir kapan her zaman canl

kalacagindan aslailk duruma ulasilamaz.

Kapanlar ve savaklarlailgili temel tanim ve teoremler asagida ele alinmistir.
Tanim 3.22: Savak (Siphon) Tanimi

Bir C=(P, T, F, W) Petri agI tamimli olsun. Bu Petri aginda S yerlerden olusan bir
kiime olsun, dyleki S c P. Syerler kimes ¢S ¢ Se kosulunu sagliyorsa bu bir savak
belirtir.

Teorem 3.1:

Isaretli bir Petri aginda S savagl tanimli olsun. Eger S savagl My ilk isaretlemesinde
Isaretli degil ise bu durumda erisilebilir hicbir isaretleme altinda isaretli duruma
getirilemez. [9]

Ispat:

R(Mg), Sde hichir yeri izinli hale getiremeyen isaretlemelerin kimesi olsun.
R(Mg)'de bir My isaretlemesini ve buna bagli bir t gecisi tanimlansin, éyle ki t gegisi
My = My, durum degisimini saglasin. Bu durumda tg Se'’tir, ¢cinki My t gecisini
izinli hale getirir ve My isaretlemesi S'teki hichir yeri isaretleyemez. S bir savak
oldugundan tg S'i gerektirir. Bu ylzden hicbir pe S yeri t gecisinin ateslenmesiyle

jeton kazanamaz.

27



Sekil 3.22 Ornek Petri Agl A2

Ornek 3.13: Sekil 3.21'deki A1 Petri aginda asagidaki savaklar bulunmaktadir, [5]

D,{pL, p2}, {p1, p2, p3, p4}

t1 ve t3 gecislerinin sirasiyla ateslenmesi sonucunda { p1, p2} isaretsiz hale gelir ve
bir daha highir isaretleme altinda jeton kazanamaz.

Sekil 3.22' de gorulen A2 Petri aginda asagidaki savaklar bulunmaktadir,

D,{p1, p2},{pl, p2, p3}, {pl, p2, p3, p4}, {P1, p2, p3, p4, pS}, {p4, pS}
Savaklar bir Petri agindaki gecislerin  6l0 oldugunu gostermek amaciyla
kullanilabilirler.

Teorem 3.2:

En az bir yeri icinde barindiran bir S savagi C = (P, T, F, W) Petri aginda taniml
olsun. Ik isaretlemede eger hichir gecis 6li degil ise bu durumda S de yer alan ve
ayrik olmayan bir yer isaretlidir. [5]

Ispat:
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S deilk isaretleme altinda ayrik olmayan hicbir yerin isaretli olmadigini varsayilsin.
p, S de yer aan bir yeri tanimlasin (pe S). Teorem 3.1 geregi p yeri hicbir erisilebilir
isaretleme dtinda isaretlenemez. Bu ylzden (ep wpe)' de yer alan tim gegisler
oludir. p ayrik bir yer olmadigindan ilk isaretleme altinda 6lU bir gegis vardir ki bu
teoremin kosullariyla gdlisir.

Tanim 3.23: Kapan (Trap) Tanimi

Bir C=(P, T, F, W) Petri agI tamimli olsun. Bu Petri aginda S yerlerden olusan bir
kime olsun, dyle ki S c P. Syerler kiimes Se < oS kosulunu sagliyorsa bu bir kapan
belirtir.

Kapanlar bir defa jeton kazandiklarinda bir daha ada jetonlari kaybetmezler. Bu
yonleri ile kapanlar Petri aglarinin canlilik analizlerinde kullanilabilirler.
Teorem 3.3:

Isaretli bir Petri aginda S kapani tanimli olsun. Eger S kapani ilk isaretlemede isaretli
ise bu durumda her erisilebilir isaretlemede de isaretli olacaktir. [6]

Ispat:

R(Myg), S'de en az bir yeri izinli hale getiren isaretlemelerin kiimesi olsun. Varsayim
geregi ilk My isaretlemesi de R(Mg)'da yer almalidir. My’ da R(My)'da yer aan bir
isaretleme olsun ve buna bagli bir t gecisi tanimlansin, dyle ki t gegisi M = My
durum degisimini saglasin. Eger tg Se ise bu durumda M’ daisaretli olan ve S'te yer
aan p yerleri isaretli kalir. Eger te Se ise ayni zamanda te oS olmalidir. Bu kosul
kapanin tanimindan ileri gelir (Se < oS). Bu ylzden M., isaretlemes atinda
(tenS)’te yer alan en az bir yer isaretli olmalidir. Sonug itibariyle R(My) erisilebilir

tim isaretlemeleri barindirir.
Ornek 3.14: Sekil 3.21'deki A1 Petri aginda asagidaki kapanlar bulunur,

D, {p3, p4}, {p1, p2, p3, p4}

ve Sekil 3.22'deki A2 Petri aginda asagidaki kapanlar bulunur,

&, {p1, p2}, {p1, p2, p3, p4, p5}, { P2, P3, p4, PS5}, { P3, p4, PS5}

Teorem 3.4:
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Tersinir (reversible) ve ayrik yerler barindirmayan bir S kapaninin bulundugu C = (P,
T, F, W) Petri ag1 goz 6niine alinsin. 1lk isaretlemede hicbir gegis 6l degil ise bu
durumda S kapani isaretlidir. [5]

Ispat:

peS olan bir yeri, t'de (epupe) kosuluna uyan bir gecis tanimlasin. t gecisi ilk
isaretlemede 61U olmadigindan, p yerini isaretleyen bir My isaretlemesi bulunmalidir.
Bu durumda S kapani erisilebilir bir isaretleme atindaisaretli hale gelecektir. Mg ilk
Isaretlemesi My isaretlemesinden tersinirlik geregi erisilebilir oldugundan S kapani
Mo isaretlemes atindaisaretli olmalidir.

Sekil 3.22'deki A2 Petri ag1 tersinirdir ve tim kapanlar ilk isaretlemede isaretli
oldugundan hichir 6lU gecis yoktur. Bu teorem bir Petri aginin tersinir olup

olmadigini gbstermek amaciyla kullanilabilir.
Teorem 3.5:

En az bir gegisi barindiran veisaretli bir C = (P, T, F, W) Petri ag1 gbz 6niine alinsin.
Ayrik yerler barindirmayan ve bos olmayan her savak ilk isaretlemede isaretlenmis
bir kapan barindiriyorsa bu durumda isaretlenmis ag kilitlenmesizdir (deadlock free).
[5]

Ispat:

Isaretli bir Petri aginin kilitlenebilir olugu varsayilsin. M bu Petri aginda erisilebilen
Olu isaretlemeyi tanimlasin. S ayrik olmayan ve M\’da isaretli olmayan yerlerin
tanimladigl kime olsun. Bu durumda S'in bos olmayan ve ilk isaretlemede isaretli

olmayan bir savak barindirdigl gosterilecektir.

MKk isaretlemesi altinda her t gecisi 6ludur bu yUzden isaretli olmayan giris yerleri
bulundurur. Se ayni durumda olan tim t gegislerinin kimesini tanimlar. Bu ylzden
(eScSe)'tir. S varsayim geregi agda bir gecis ve bu gegise o6ncu bir yer
bulundurdugundan bos kime degildir. Bu durumda savak tanimindan Sin bos
olmayan ve ayrik yerler barindirmayan bir savak oldugu sonucuna varilir. Yine
varsayim geregi S savagl M isaretlemes altindaisaretli degildir. Bu ylzden S savagi
My isaretlemesi altinda bir kapan barindiramaz. ilk isaretlemede isaretli olan
kapanlar her zaman canli kadigindan, S ilk isaretleme atinda bir kapan

barindiramaz. Bu ¢eliski aranan sonucu verir.
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Sekil 3.21'deki Al Petri aginda {pl, p2} sifonu bos olmayan bir kapan barindirmaz
bu yuzden belli ateslemelerden sonra 6lU hale gelir. Sekil 3.22'deki A2 Petri agi

Teorem 5'in kosullarini saglar bu ytizden kilitlenmesizdir.
Tanim 3.24: Minimal Savak

Bir C= (P, T, F, W) Petri agI tanimli olsun. Bu Petri aginda bir S savagl baska
higbir savak tarafindan icerilmiyor ise bunaminimal savak denir. [7]

Tanim 3.25: Minimal Kapan

Bir C= (P, T, F, W) Petri agi tamimli olsun. Bu Petri aginda bir S kapani baska

hichir kapan tarafindan icerilmiyorsa buna minimal kapan denir. [7]

iki savagin birlesimi yine bir savaktir. Benzer sekilde iki kapanin birlesimi yine bir
kapan tanimlar. Bu bilgiler 1s1ginda asagidaki tanimlar yapilabilir.

Tanim 3.26: Baz Kapan ve Savaklar

Bir savak (kapan) baska savaklarin (kapanlarin) birlesimi olarak ifade edilemiyorsa o
bir baz savaktir (baz kapandir). [7]

Her minimal savak (kapan) bir baz savaktir (baz kapandir) amatersi her zaman dogru

desildir.

3.8.  Petri Aglarini Modelleme Bigimleri

Bolum 2'de Petri aglar bir modelleme ve analiz aracl olarak tanimlanmisti. Bu
boltimde de Petri aglarinin temel bilesenleri ve bunlarin 6zellikleri ele alindi. Cesitli
bilim dallarinda farkli bilesenleri modellerken Petri ag1 bilesenlerinden neye karsi
geldiklerini bilmek gerekir. [2]

Kosullar ve olaylari g6z Oniine alip bunlart Petri aglarini kullanarak modellemek
gerektiginde yerler kosullari, gecisler de olaylari temsil edeceklerdir. Bir gecis (olay)
belli sayida giris ve cikis yerine sahiptir, bunlar sirasiyla 6n kosullari ve sonraki
kosullar1 temsil ederler. Bir isaret isleme devresinde giris yerleri ham veri girisini,
cikis yerleri islenmis veriyi temsil ederken, aradaki gegis ise filtreleme yapan bir
Isaret islemciye karsi gelebilir. Bir yerdeki bir jetonun varligl o yerleilgili kosullarin
olusmus oldugunu gosterir. Baska bir yorumda, bir yerdeki k adet jeton, k adet veri
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veya kaynagin kullanilabilir oldugunu gosterir. Bazi tipik Petri agi modelleme

bicimleri Tablo 3.1’ de gosterilmistir.

Tablo 3.1 Gegis ve Yerlerin Tipik Yorumlari

Giris Yerleri Gegisler Cikis Yerleri

On kosullar Olay Sonraki Kosullar

Ham veri girisi Hesaplama adimi Cikan veri

Girig isareti Isaret islemci Cikis isareti

Gerekli kaynaklar Gorev veyais Kaynaklarin birakilmasi
Kosullar Lojik kosul Sonuglar

Arabellek Islemci Arabellek

Burada verilen tabloda yer alan modelleme bicimleri disinda kalan daha pek ¢ok

alandan incelenecek sistemler bir Petri agl olarak modellenebilir. Bu konuda daha

ayrintili bilgilere Agerwala[8] makalesinden ulagilabilir.
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4. PETRI AGLARININ ANALiZ EDILMESI

Petri aglari bircok sistemin calisma yapisini dogru bir sekilde yansitabilen bir
modelleme aracidir.  Ozellikle es zamanli calisma gerektiren sistemlerin
modellenmesi dogal ve uygun yollarla gerceklestirilebilmektedir. Bir Petri agl es

zamanli sistemlerin calisma yapisini incelemek amaciyla kullanilabilir. [1]

Gergekte modelleme tek basina bir ¢ozUm degil, ¢ozime giden yolda bir ilk adim
olusturur. Onemli olan modellenen sistemin andiz edilmesidir. Dolayisiyla bu
bolimde agirlikli  olarak Petri  aglarini  6zelliklerini  irdeleyen  yontemler
tanimlanacaktir. Zaman icinde Petri aglarinin 6zelliklerini inceleyen birgok yontem
gelistirilmistir, buna karsin cevaplanmasi gereken sorular da vardir. Gelistirilen
analiz yontemlerine gegmeden 6nce Petri aglari ileilgili cevaplanmas! istenen sorular
tespit edilmelidir. Analiz yontemleri bu sorulara ¢bzim getirmeye calisirlar. Bu
amaglailk dnce ¢ozUmi aranan sorular tanimlanacaktir.

4.1.  Petri Aglarindaki Analiz Sorulari

4.1.1. Guvenlik (Safeness)

Gergek donanimlari modellemeyi amaclayan bir Petri aginda, en 6nemli
ozelliklerden biri glvenliktir. Bir Petri agindaki herhangi bir isaretlemede bir yerde
bulunabilecek jeton sayisi biri asmiyorsa o yer givenlidir. Sadece guvenli yerler

barindiran bir Petri agina givenli denir. [1]

Tanim 4.1: Givenlik

BirC=(P, T, F, W) Petri ag1 ve bu agailiskin M ilk isaretlemes tanimli olsun. Bu
agdaki bir pie P yerinin givenli olmasi her M” € R(C, Mo) i¢in M’(p;) < 1 kosulunun

saglanmasl gerekir. Bir agdaki yerlerin tamami glivenli ise bu Petri agi guvenlidir.

Donanimsal cihazlarda guivenlik kavrami ¢ok onemlidir. Bir yer gtivenli ise o yerdeki

jetonlarin sayisi ya0 yada1'dir. Bu durumdao yer tek flip-flop ile uygulanabilir.

33



Yerler kosul, gecisler de olay olarak yorumlandiginda, givenlik 6zelliginin
saglandigini gorurtiz. Bir kosul ya dogrudur (jeton vardir) ya da yanlistir (jeton yok).
Bu durumda birden cok jeton olmasi o kosul icin anlamli degildir. Kosul-olay

sistemlerinde guvenlik kendiliginden saglanir.

Siradan (tim dal agirliklari 1 olan) bir Petri aginda bir yer givenli olmaya
zorlanabilir. Glvenli olmasini istenen her bir p; yeri icin yardimci bir p’ yeri
tanimlanir. Guvenli bir Petri agl icin mevcut ag Uzerinde p; yerini giris ve cikis yeri

olarak kullanan gecislere asagidaki islemler uygulanmalidir;
1.adim: p e | () vepi ¢ O (t) ise bu durumda,
pi” Nt O(t;)" ye eklenir,
2.adim: pi e O () vepi ¢ | (t) ise bu durumda,
pi” nu 1(t)’ ye eklenir.

Yeni pi” yerinin amaci “p; bos” kosulunu temsil etmektir. Bu durumda p; ve pi” yerleri
esleniktir denebilir. p’den jeton eksilten bir gecis pi” ne jeton eklemelidir, benzer
sekilde pi” nden jeton eksilten bir gecis pi’ye jeton eklemdidir. Sistemin dizgin
calisabilmesi icin ilk isaretleme de guvenli olmalidir, yani p; ve pi” ciftlerinden her
birinde en az bir jeton bulunmalidir. Sekil 4.1’ de guvenli olmayan bir Petri ag1, Sekil
4.2°de ise ayni agin eslenik yerlerin eklenmesiyle glvenli hale getirildigi
gorilmektedir. [2]

t2

Sekil 4.1 Guvenli Olmayan Petri Agi



Sekil 4.2 Givenli Petri Agl

Sekil 4.1’ deki Petri ag1 givenli hale getirilirken p,” yerine bir adet jeton eklenmistir.

Y ardimci yerlerin eklenmesi Petri aglarinin ¢alismasini etkilememektedir.

4.1.2. Sinirhhk (Boundedness)

Guvenlik, sinirhihik 6zeliginin 6zel bir halidir. Bazi uygulamalarda yerlerin
uygulanmasiyla ilgili gergek kisittamanin guvenlik olmadigi gortlmektedir.
Guvenlik bir yerin flip-flop kullanilarak gergeklenmesini saglarken, bunun yerine
sayag kullanilabilir. Sayag kullanildiginda ise kisitlama sayacin alabilecegi en buyuk
deger olacaktir. Bir yerin k-givenli veya k-sinirli olmasl, o yerde k’dan daha fazla

jeton bulunamayacagl anlamina gelir.

Tanim 4.2: Sinirli Petri Agl

Bir C=(P, T, F, W) Petri ag1 ve My ilk isaretlemesi tanimli olsun. Bu Petri aginda
bir pi € Pyeri her M” € R (C, My) icin M” < k kosulunu sagliyorsa o yere k-sinirhdir
denir.

1-sinirh olan Petri aglarina guvenli denir. Yukarida yapilan tanimlamaya gore bir
Petri aginda farkli yerlerin farkli Gst sinirlari olabilir. Bir agdaki ps yeri 5-sinirli iken
ayni agdaki ps yeri 3-sinirli olabilir. Petri aginin siniri ise en yiksek sinira sahip
yerdir. Bu yerin sinirt k olsun, bu durumda Petri agi k-sinirlidir denir. Bir Petri aginin
sinirlt olmasi igin tim yerler sinirli olmalidir. Sinirli bir Petri ag1 donanimsal olarak
gerceklestirilebilir iken, sinirsiz bir Petri agi donanimsal olarak gerceklestirilemezdir.
Buna karsin sinirsiz olan her Petri ag1 yardimci yerler yardimiyla sinirli hale
getirilebilir. Sinirsiz bir (C, M) Petri agindan yardimci yerler yontemiyle sinirli (C’,
M) sinirli Petri agina donustirmek icin asagidaki adimlar izlenmelidir,
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1. adim: Her p; yeri icin yardimcei bir pi” yeri eklenir. p;” niin ilk isaretleme

Mo'(p") = K(pi) —Mo(p) (4.1)
denklemi ile bulunur. 4.1 denkleminde yer alan K(py), pi yerinin siniridir.
2. adim: p/" yerleri ile p’ nin giris ve ¢ikis oldugu gegisler arasinda

w(t, pi") = w(p;, t) agirhikh (t, pi") dal,

w(pi’, t) = w(t, pi) agirhkh (pi’, t) dali tamimlanir.

Bu durumda p; ve p” yer ciftlerinde ateslemelerden sonraki ve dnceki jeton sayilari

hep ayni kalacak ve K(p;)' ye esit olacaktir.

Ornek 4.1. Sekil 4.3'te gorulen Petri agina yardimci yer yontemini uygulansin. ilk
Mo = (1, 0) isaretlemesinde sadece t; gecisi ateslenebilir durumdadir. t; ateslendikten
sonra, M1 = (2, 0) isaretlemesi gerceklenir ki bu durumda t, ve t3 ateslenebilirdir. t,
ateslenirse Mi'den M, = (0, O) isaretlemesine, t;3 ateslenirse Mz = (0, 1)
isaretlemesine erisilir. Bu adimlar devam ettirilerek erisilebilecek tim durumlar
tespit edilebilir. Sekil 4.4'te bu agin yardimci yer yontemiyle sinirli hale
donustirilmis hali gorilmektedir. Tlk adimda p;” ve py’ yerlerindeki jeton sayisi
hesaplanir, K(p1) = 2 ve K(p,) = 1 olarak verilmistir,

Mo(p1") = K(p) —Mo(p) =2-1=1
Mo(p2) = K(p2) —Mo(p2) =1-0=1

Bundan sonraki adim bazi gegis ile bazi yardimci yerler arasindaki dallari
tanimlamaktir. w(ty, p1) = 1 oldugundan w(ps’, t1) = 1 olacaktir. Benzer sekilde w(ts,
p1’) = w(py, t3) = 2 ve w(py/, t3) = W(ts, p2) = 1 bulunacaktir. t; ateslemesi p;’ den iki
jeton alip, p2’'ye bir jeton verdiginden, t3'ten p,”" ne iki agirlikli bir dal, p,” nden t3'e
de bir agirhkl bir da cizilir. Benzer sekilde (t2, p1’), (ta, p2) ve (py, t1) dallari
cizildiginde yeni (C’, My') agi elde edilir.
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Sekil 4.3 Sinirsiz Petri Agl

Sekil 4.4 Sinirli Hale Getirilmis Petri Agl

4.1.3. Tutarhlik (Conservation)

Petri aglari kaynaklarin paylasildigl sistemleri modellemek amaciyla kullanilabilirler.
Bir bilgisayardaki giris/cikis cihazlarina istek gonderme, kaynak tahsis etme ve
serbest birakma islemleri Petri aglari kullanilarak modellenebilir. Bu sistemlerde
kaynaklar jetonlarla ifade edilebilir. Ug tane yazicidan olusan bir yazici havuzu tek
bir yer ve Ug jeton ile temsil edilebilir. Burada havuz yer olarak, yazicilar da jeton
olarak modellenmistir. Bir yaziciya gelen istek bu yerin giris oldugu bir gegistir,
buna karsin da serbest birakilan bir yazici bir gecisten havuzu temsil eden yere bir
cikis dali ile temsil edilebilir.

Bu tarz Petri aglarinda tutarlilik dnemli bir 6zelliktir. Tutarli sistemlerde kaynaklar
jetonlarla ifade edilir, dolayisiyla jetonlarin ¢ogalip kaybolmamasi esastir. Bunu
gerceklestirmenin en basit yolu agdaki jeton sayisinin sabit kalmasini saglamak

olacaktir.
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Tanim 4.3: Tutarlilik
BirC=(P, T, F, W) Petri agl ve My ilk isaretlemesi tanimli olsun. Bu Petri agi her
M’ e R(C, My) icin,
2 M’(pi)) = Z Mo(pi), pie P
kosulunu sagliyorsa Petri aginakati tutarli denir.

Kati tutarlilik cok guclU bir iliskidir. Bu bagintidan hareketle bir gecise ait cikis
dalarinin agirliklar toplami ile giris dalarinin agirliklari toplaminin esit olmasi
gerektigi gosterilebilir (1) = O(t) veya 2w(I(t),t) = 2w(t,0(t)). Bu varsayim
yanlis olsaydi t; gecisinin ateslenmesi agdaki jeton sayisinin degismesine sebep
olurdu. Sekil 4.5'te tutarsiz bir Petri agl gorilmektedir. t;, t, ve t3'Un ateslenmes
Petri agini tutarsiz hale getirecektir. Buna karsin yardimci yer yontemi kullanilarak
elde edilen ve Sekil 4.6"da gorulen Petri ag1 her zaman tutarli olacaktir.

Sekil 4.5 Tutarsiz Petri Agl
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Sekil 4.6 Tutarli Hale Getirilmis Petri Agl

Tutarl bir Petri agl modelledigi kaynaklari koruyabilmelidir. Yaniz her zaman
jetonlar ve kaynaklar arasinda bire bir esleme yapillamaz. Bazi jetonlar program
sayaclarl ve diger elemanlari temsil ederken, bazi durumlarda tek bir jeton birkag
kaynagl temsil edebilir. Bazi durumlarda bu tek jeton bolinerek birden fazla jeton
olusturabilir. Bu durumda jeton agirliklari tanimlanabilir. Yalniz bir jetonun agirlig
bulundugu yer ile ilgilidir. Ayni yerde bulunan jetonlar arasinda deger olarak bir
farklihk yoktur. Bu durumda agirliklari jetonlarlailiskilendirmek yerine agdaki yerle
iliskilendirmek daha dogru olacaktir. Bir yer agirlik vektori wy = (Wp1, Wpy, ..., Wpn),
(n=1, 2, ..) ile tammlanabilir. wy her pi € P yerinin agirhgidir. Bu durumda yerin
ozelligine bagl olarak wy = 0, 1, 2, ... degerlerini dabilir. O agirlikli bir yer
etkisizdir. Agirlikli jetonlarin bulundugu bir agda bu agirliklar toplami sabit
kalmalidir. Burada tanimlanan agirhik kavrami, dalarin  agirhiklarn ile
karistirllmamalidir. Benzer sekilde Renkli Petri Aglari ile de karistirilmamalidir.

Tanim 3.4. Yer Agirlik Vektoru (wp)
Bir C = (P, T, W, F) Petri agl ve My ilk isaretlemesi tanimli olsun. Bu durumda Petri

agl Wp = (Wp1, Wp2, ..., Wpn), N = P, wp 2 0, yer agirlik vektoriine gore her M’ € R
(C, My) isaretlemesi icin,

2WeiM’(pi) = 2wWeiM(pi), i =1, 2, ..., n
kosulu saglaniyorsa bu Petri aginayer agirlik vektorine gore tutarh denir.
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Kati tutarli bir Petri ag1 (1, 1, ..., 1) yer agirlik vektortine gore tutarlilik ifade eder. (O,
0, ..., 0) yer agirlik vektoriine sahip tum aglar tutarlidir. Dolayisiyla O yer agirlik
vektoru Petri aglari icin bir tutarlilik 6lclst olusturamaz. Yer agirlik vektorleri O
olmamalidir. Sekil 4.7’ de tutarsiz bir Petri agl gorulmektedir.

Sekil 4.7 Tutarsiz Petri Ag|

4.1.4. Canlilik (Liveness)

Tutarliligin gbz 6nune alinmasinin bir sebebi sistemlerdeki kaynak dagilimidir.
Kaynak dagilimindan kaynaklanabilecek baska bir problem ise kilitlenmelerdir
(deadlock). Elektronik sistemlerde ve bilgisayar sistemlerinde kilitlenme sorunu
bircok kez farkli acilardan incelenmistir. Bu sorunu daha iyi anlamak icin basit bir
ornege basvurulacaktir. Ornek sistemde q ve r kaynaklari, ave b ise islemleri temsil
etmektedir. Her iki islem de ayni kaynagi kullanacagi durumlarda kaynaklar
paylasiimalidir. Bunu basarabilmek icin bir islem kaynagl talep etmelidir,
kullandiktan sonra da serbest birakmalidir. a isleminin ilk basta q kaynagini daha
sonrada r kaynagini kullanip serbest biraktigl varsayilsin. b islemi ise ilk basta r
kaynagini daha sonra da g kaynagini kullanip serbest biraktigi varsayilsin. Sekil
4.8 de bu sistem Petri agi ile ifade edilmektedir.
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Sekil 4.8 Sistemin Petri Ag ifadesi

IIk isaretlemeye gore q(ps) ve r(ps) kaynaklari kullanilabilir durumunda iken hem a
hem de b islemi calistirilabilir. Bu agin bir calismasi ty, to, ts, t4, ts, ts atesleme dizisi
olabilir, bir diger calismasl da tg4, ts, ts, t1, to, t3 aesleme dizis olabilir. Her iki
calisma da kilitlenmeyen calismalardir. Buna karsin t;, t, ateslemeleri ile baslayan
Islem g6z Oniine alindiginda aislemi g kaynagina sahip ver'yi istemekte, b islemi de
r kaynagina sahip ve g’ yu istemektedir. Bu durumda sistem kilitlenir ve her iki islem

de durur.

Bir Petri aginda kilitlenme ateslenemeyen bir veya birkag tane gecistir. Sekil 4.8’ de
to ve ts gegisleri ateslenemedigi durumlarda kilittenme olusur.  Bir gecis
Kilittlenmemigse canlidir. Bu tanim izinli bir gecis ile karistirlmamalidir. Canli bir
gegis izinli hale getirilebilecek gegis anlamina gelmektedir. Bir C Petri aginda ve Mg
ilk isaretlemess gbz Onine aindiginda, bir t gegisinin potansiyel olarak
ateslenebilmesi igin Oyle bir M” e R(C, Mg) olmalidir ki t;, M” isaretlemesi altinda
izinli olsun. Bir gecisin canli olabilmesi icin R(C, My) isaretlemelerinin her birinde
potansiyel olarak ateslenebilir olmalidir. Bu durumda bir gecis canli ise, bir Petri

agindaki M isaretlemesinden M’ isaretlemesine giden bir atesleme dizisi vardir.
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Commoner tarafindan 1972 yilinda canliliklailgili farkli seviyeler tanimlanmistir. Bu

seviyeler su sekildedir;

0.
1

Seviye: bir t; gegisi asla ateslenemez ise 0. seviyede canlidir.

Seviye: bir tj gegisinin ateslenebilme ihtimali varsa 1. seviyede canlidir. Bu
durumda dyle bir M” € R(C, Mp) olmalidir ki bu isaretleme atinda t;
ateslenebilir olsun.

Seviye: bir tj gegisi belli bir atesleme dizisi atinda n defa ateslenebiliyorsa 2.
seviyede canlidir.

Seviye: bir t gecisi, sonsuz bir atesleme dizis atinda sonsuz defa
ateslenebiliyorsa 3. seviyede canlidir.

Seviye: her M” e R(C, My) isaretlemesi altinda tj'yi ateslenebilir yapan bir o
atesleme dizisi varsa, 8( M’, ¢), bu durumdat; gegisi 4. seviyede canlidir.

“0.” seviyede canli bir gecis calistirilamaz, yani oludir. “4.” seviyedeki bir gegis ise

canlidir. Bir agdaki her gegis i. seviyede canli ise o Petri ag1 dai. seviyede canlidir.

Sekil 4.9'da bu seviyelerin hepsi gozlenebilmektedir. ty gecisi asla ateslenemez

dolayisiyla 0. seviyede canlidir (6lUdur). t; ateslemes sadece bir kez ateslenebilir,

dolayisiyla 1. seviyede canlidir. t, gecisi t; ateslendigi slrece t3'ten sonra

ateslenebilir. t; bir defa ateslenirse t, bir daha ateslenemez, yine ateslenebilmes icin

t3' Un de ateslenmesi gerekir bu durumdat, 2. seviyede canlidir. t3 ise t; ateslenmedi gi

sirece sonsuz defa ateslenebilir. Buna karsin t; ateslendikten sonra bir daha

ateslenemez, bu ylzden t3 3. seviyede canlidir.
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Sekil 4.9 Petri Agindaki Cesitli Canlilik Seviyeleri

4.1.5. Erisilebilirlik ve Kapsanabilirlik (Reachability and Coverability)

Daha onceden incelenen problemlerde erisilebilecek tim isaretlemeler gbz 6nine

ainmisti. Bu bdltimde erisilebilirlik sorusu daha derinlemesine incelenecektir.

Tanim 4.5: Erisebilirlik Problemi

Bir C = (P, T, F, W) Petri agl ve My ilk isaretlemes verilmis olsun. Bu durumda bir
M’ e R(C, Mg) midir?

Bircok problem erisebilirlik géz 6nune alinarak cozilebilir. Sekil 4.8 deki Petri
aginda (0, 1, 0, O, O, O, 1, 0) isaretlemesine ulasilabilirse bu durumda kilitlenme
olacaktir.

Sekil 4.10'da mutual-exclusion problemi c¢ozilmeye calisilmaktadir. Mutual-
excluson problemi cok islemcili sistemlerde, islemci kaynaklarina erisimi
denetlemek amaciyla gelistirilmistir. ps ve pg yerleri karsilikli olarak birbirilerinin
calismasini engellemekteler. Bu sekilde denetim saglanmis olur. Bu durumda bu
agdaps = 1 ve pg = 1 isaretlemesine erisilip erisilemeyecegi incelenmelidir. Bu soru
biraz daha farkll bir problem olan kapsanabilirlik problemine déntsecektir. Bir M”

isaretlemesi M’ isaretlemesini kapsayabilmesi icin M” > M’ olmasi yeterlidir.
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Tanim 4.6: Kapsanabilirlik Problemi
Bir C = (P, T, F, W) Petri agi, My ilk isaretlemesi ve M’ € R (C, My) isaretlemesi
tanimli olsun. Bu durumda M” > M’ kosulunu saglayan bir M” € R (C, My)

Isaretlemesi bulunabilir mi?

O ®
e —— t11
G | @
o ®

M | @O
a (9)

Sekil 4.10 Mutual Exclusion Problemine C6zim Olan Petri Agl

Sekil 4.10da Hyman'min 1966 yilinda mutual-exclusion problemi ile ilgili
gelistirdigi ¢ozim gorulmektedir. ko, ki, by ve by yerleri strekli kullanildigindan

bunlar tekrar tekrar kullaniimustir.

Y ukarida bahsedilen problemler daha da genisletilebilir. incelemel erde sadece agdaki
belli yerlerin  durumu incelenmek istenebilir. Bu durumda problem alt

isaretlemelerde erisilebilirlik ve at isaretlemelerde kapsanabilirlik kavramlarina
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dogru genisletilebilir. Bunlara erisebilirlik kimes problemi ve kapsanabilirlik
kimesi problemleri denir.

4.1.6. Atesleme Dizileri

Andizlerde durumlari kullanmak yerine atesleme dizileri kullanilabilir.
ateslenebilir mi sorusu soruldugunda bu dogrudan canlilik kavrami ileiligkilendirilir.
Bunun yani sira, belli bir atesleme dizisi gerceklestirilebilir mi veya belli bir gegis
kiimesi ateslenebilir mi sorulabilecek diger sorulardir.

4.1.7. Esitlik ve Altkiime Problemleri

Bu sorular optimizasyonlailgili konulardan kaynaklanir. Bir Petri agl, atesleme dizis
ve erisebilirlik kimes tarafindan belirlenen bir davranisi gosterirken bu davranis
degistiriimeden o Petri agl degistirilip optimize edilebilir mi? Bu islem
kullanilmayan veya anlamsiz gecis ve yerlerin silinmesini, bazi gecislerin de bastan
tanimlanmasini icerebilir. Ayni sayida gegise, farkli sayida yere sahip iki Petri aginin
ayni atesleme dizisine, veya ayni sayida yere, farkli sayida gecise sahip iki Petri
aginin ayni erisebilirlik kimesine sahip oldugu gosterilebilir mi? Bu durumda Petri
ag| degistirilerek paraéllikler artirilabilir veya baska ilerlemeler kaydedilebilir. Bu
durumda iki Petri aginin esit olup olmadigl veya biri digerinin alt kiimes olup

olmadigini incelenmelidir.

4.2.  Analiz Yontemleri

Onceki  bolimde bahsedilen problemlerin yani sira gergeklestirilmek istenen
uygulamaya veya analizlere bagli olarak bircok baska problemden bahsedilebilir. Bu
bolimde daha Once tanimlanan problemleri ¢ozmek amaciyla kullanilabilecek
yontemler incelenecektir. Ozellikle bilgisayar programlari ile kolay uygulanabilen

yontemler oncelikli olarak ele alinacaktir. [1]

Petri ag1 analizlerinde kullanilan iki temel analiz yontemi gelistirilmistir. Petri aglari
ileilgili ilk yontem erisilebilirlik agaci yontemidir, ikinci yontem ise lineer cebirsel
denklemlere dayanan yontemdir. Sirasiyla yontemler tanitilacak ve bunlarin

problemlerin ¢bzimiinde nasil kullanilabilecegi tartisilacaktir.
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4.2.1. Erisilebilirlik Agaci Yontemi

Erisilebilirlik agaci bir Petri agindaki erisilebilen isaretlemeler kimesini ifade eder.
Sekil 4.11’deki Petri aginin ilk isaretlemesi Mo = (1, 0, 0) olarak verilmistir. ilk
isaretleme atindat;, ve t; gegisleri izinlidir. Sekil 4.12'de her iki gecisin ateslenmesi
sonucu olusan yeni isaretlemeler gorulmektedir. Bu yeni isaretlemeler, ilk
isaretlemeye birer dal ile baglanir ve dalin yanina ateslenen gegis isaretlenir. Bir
sonraki adimda olusan yeni isaretlemelerden erisilebilecek diger isaretlemeler goz
ondne alinmalidir. (1, 1, 0) isaretlemes atindat;’'i ateslenerek (1, 2, 0) durumunave
to'yi ateslenerek (0, 2, 1) durumunda gidilebilir. (0, 1, 1) isaretlemes altindaizinli t3
gecisi ateslenerek (0, 0, 1) isaretlemesine gidilebilir. Bu da Sekil 4.13'te goriulen
agacl olusturur. Elde edilen U¢ yeni isaretleme Uzerinde bir dnceki adimlar tekrar
edilirse Sekil 4.14'te gorllen isaretleme agaci yapisi elde edilebilir. (0, O, 1)
isaretlemesi 6lG bir isaretlemedir. (0, 2, 1) isaretlemesi altinda izinli t3 gegisi
ateslendiginde (0, 1, 1) isaretlemes elde edilir, oysa ilk isaretlemeden sonra bu
durum elde edilmisti.

p2

tl

pl p3

Sekil 4.11 Isaretli Bir Petri Agl

(1,0, 0)
N
1,1, 0) 0,1,1)

Sekil 4.12 Erisilebilirlik Agacinin Olusturulmasinda ilk Adim
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1,1, 0) 0,1,1)
/\iz &
1,2, 0) (0, 2,1) (0,0, 1)

Sekil 4.13 Erisilebilirlik Agacinin Olusturulmasinda ikinci Adim

(1,0,0)

VN

1,1,0) (0,1,1)

/\iz y‘
(1, 2,0) 0,2,1) 0,0,1)
NN
(1,3,0) ©,3,1) 0,1,1)

Sekil 4.14 Erisilebilirlik Agacinin Olusturulmasinda Uglincii Adim

Bu islem srekli olarak yapildikca erisilebilecek tim isaretlemeler Uretilecektir. Bazi
durumlarda ulasilan erisebilirlik agaci sonsuz elemanli olabilir. Sonlu erisebilirlik
kiimesine sahip bir Petri ag1 bile sonsuz bir agaca sahip olabilir. Agagta ayni
zamanda mUmkin olan tum atesleme dizilerinin bilgis de bulunacaktir. Agacin
kokunden baslayan her yol bir atesleme dizisine isaret eder. Agaci kullanisli hale
getirmek amaciyla boyutunu sonlu hale getirmenin bir yolu bulunmalidir. Sekil
4.15te sonlu elemanli bir Petri agl ve ona iliskin sonsuz elemanli agac
gorulmektedir.
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(1,0)
tl
(1,0)

t1 t2 i t2
(1,0)

1
(1,0)

12
Sekil 4.15 Sonsuz Erisilebilirlik Agacina Sahip Bir Petri Agi

Sonsuz elamanli bir agacin gosterimi sonlu hale indirgemek birka¢ yolla
gerceklestirilebilir. Olusturulan 6nct digumleri sinirlamak amaciyla bir yontem
belirlenmelidir. ilk olarak 6lii olan isaretlemeler belirlenir, bunlar ayni zamanda
terminal olarak adlandirilir. Bir diger isaretleme sinifi da agagta daha onceden
olusmus olan dugumlerdir. Bunlara tekrarlanan digumler denir ve ilkinden sonra
olusan dugtmler ilkinde temsil edilir. Sekil 4.14'te gorulen (0, 1, 1) digimi daha
Onceden olustugundan dolay! tekrar Uretilmeyecektir. Bunun yerine ilk olusan durum

kullanilacaktir.

Son incelenecek isaretleme sinifi sonsuz defa tekrar eden isaretlemelerdir. M
isaretlemesinden M’ isaretlemesine giden bir ¢ atesleme dizisini g6z 6nine alinsin,
oyle ki M” > M. Burada bliyuklUk isareti ile M” niin bazi yerlerinde M’ den daha ¢cok
jeton bulundugu belirtilmektedir, yaniz bu M’de jeton olmayan yerlere jeton gelen
durumlar icermez. Bu durumda ¢ atesleme dizisi tekrar ateslenebilir. Bu dizinin ilk
defa ateslenmesi M isaretlemesine (M’ - M) jeton eklenmistir. ikinci defa
ateslendiginde de M’ isaretlemesine (M’ - M) jeton ekleyecektir. o atesleme dizisi n
kez ateglenirse agin durumu M + n (M’ - M) olacaktir. Bu durumda Petri agina jeton
ekleyen ¢ atesleme dizis istenildigi kadar cok defa ateslenebilir. Sekil 4.11'de
gorulen Petri aginda t; bircok kez ateslenebilir, her atesleme de p,’deki jetonlarin
sayisini bir artiracaktir. Bu sekilde donglye girip sonsuza varan yerlerdeki jeton
sayisi “w” ile ifade edilir. “w” sonsuz anlamina gelip gerektigi kadar buyuk
yapilabilecek bir sayyi ifade etmektedir. w sayisi bir a sabit sayisi ile karsilastirilirsa
asagidaki sonuglar elde edilir.

w+a=w
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w-—-a=w
a<<w

w<w

Bu teme kavramlar tanimlandiktan sonra erisilebilirlik agaci olusturulabilir.
Agactaki  her i dugumi bir genisletilmis M[i] isaretlemesini temsil eder.
Genisletmenin amaci isaretlemenin w sembolUnl de barindirabilmesidir. Agagtaki
tum dugumler dncl dugum, terminal digium, tekrar digim veya i¢ digum olarak
siniflandinlabilir. Oncli digimler algoritma tarafindan heniiz  siniflandiriimamis
digumleri temsil eder ve algoritma islemleri sonucunda terminal, tekrar veya ic

digumlerden birine dondstardl Or.

Erisilebilirlik agaci algoritmasi ilk isaretlemeyi agacin koku olarak yerlestirerek ise
baslar ve bir oncti diguim yerlestirir. Oncli digium kaldigi siirece algoritma calisir.

Tanim 4.7: Erisebilirlik Agaci Algoritmasi
“x” ile adgoritmatarafindan islenecek olan dncti digim temsil edilsin.
1. Eger agacta Oncu digum olmayan ve M[x] = M[y] kosulunu saglayan bir y
digumui varsa bu durumda x diguma tekrar diagimdur.
2. M[x] isaretlemesinde hichir gecis izinli degil ise bu durumda x bir terminal
diagumdar.
3. M[X] isaretlemes altinda ateslenebilir durumda olan her t; € T'ye (8(M[X],
t;) tanimli olan) erisilebilirlik agacinda yeni bir z digumi tanimlansin. Bu
durumda yeni M[z] isaretlemeleri ile ilgili p; yerlerinin durumu su sekilde
belirlenir,
a. Eger M[x][p] = w ise bu durumdaM[z][p] = w olur,
b. Kok dugiminden x digimine dek, M[y] < 6(M[x], t) ve M[y]i <
d(M[X], tj) kosulunu saglayan bir y digimu varsa M[z][p] = w olur.
Bu tanim donguileri tespit eder,
c. Diger durumlardaM[Zz][p] = 6(M[X], t;) olur.
X dugiiminden z digimune t; ismli dal cizilir. X dugumi i¢ dugiim olarak, z
digumu de 6nct digim olarak tanimlanir.

TUm dugimler terminal, tekrar veya i¢ diugim olarak belirlendiginde agoritma

tamamlanir. [2]
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Sekil 4.16'da, Sekil 4.11'deki Petri aginin erisilebilirlik agaci gorilmektedir. Sekil
4.18 de, Sekil 4.17' deki Petri aginin erisilebilirlik agaci gorilmektedir.

(1,0, 0)
RN
(1, w, 0) (0,1,1)
/\iz &A
(1, w, 0) O, w, 1) (0, 0, 1)
\ t3
O, w, 1)

Sekil 4.16 Sekil 4.11’ deki Petri Aginin Erisilebilirlik Agaci

p2

t1
O :

Sekil 4.17 Erisilebilirlik Agaci incelenecek Petri Agl
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(1,0,1,0)

(1,w, 0, 0) (1,w,0,1)
t2

(1,w,1,0)
Sekil 4.18 Sekil 4.17' deki Petri Aginin Erisilebilirlik Agaci

Erisilebilirlik agaci Petri aglarinin ozelliklerini analiz etmek igin kullanilabilecek
oldukca iyi bir aractir. Bundan sonraki bélimlerde bu yontemin cesitli problemleri

¢ozmek amaciyla nasil kullanilabilecegi arastirilacaktir.

4.2.2. EAY ve Problemlere Getirdigi Cozumler

Guvenlik ve Sinirlilk Sorunu

Bir Petri aginin herhangi bir yerindeki jetonlarin sayisi asla 1'i gecmedigi aglar
guvenlidir, benzer sekilde jetonlarin sayisl K'y1 gegmedigi durumlarda Petri aglar k-
sinirhidir. Her iki 0zellik de erisilebilirlik agaci kullanilarak test edilebilir. “Bir Petri
aginin sinirlt olmasi, erisilebilirlik agacinda asla w isareti olmamasina baglidir”.
w'nin varligl agdaki jeton sayisinin sinirsiz oldugunu gosterir. w isareti ayni

zamanda hangi yerlerin sinirsiz oldugunu da gosterir.

Benzer sekilde, bir Petri ag1 sinirsiz ise bu durumda erisilebilecek isaretleme sayisi
da sinirsizdir. Erisilebilirlik agact sonlu oldugundan, w isareti sonsuz sayidaki
erisilebilir isaretlemeleri temsilen bulunmalidir. Kisaca w'nin varligl o agin sonsuz

sayidaisaretlemeye sahip oldugunu gosterir.

Eger Petri ag1 sinirli ise ve w sembolii isaretleme agacinda yoksa bu durumda Petri
agl sonlu durumlu bir sistemi ifade eder. Bu durumda erisilebilirlik agaci bir durum
grafi olup erisilebilecek tUm isaretlemeleri barindiracaktir. Bundan sonra diger tim

sorular bu sonlu yap!i incelenerek cevaplanabilir.
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Bir yerin alabilecegi en yiksek jeton sayisini tespit etmek igin erisilebilirlik
agacindaki tim isaretlemeler taranip o yerleilgili en yuksek deger bulunur. Bu say1 o
yerin sinir degeridir. Eger agdaki tim yerlerin sinirlari 1 ise bu durumda ag guvenli

bir agdir. Sekil 4.19' daerisilebilirlik agaci kullanilarak sinirliligin tespiti yapilabilir.

t6

(1,0,0,0)

(—
—
N
-+
/

(0,1,0,0) (0,1,1,0) (0,0,1,0)

lt4 t4

p4(,0,1,0) (0,0,2,0)
t

4_

(¢

4_

0,0,0,1)
t6

4_

(1,0,0,0)

Sekil 4.19 Erisilebilirlik Agaci Kullanilarak Petri Aginin Sinirliligini Belirleme

Sinirsiz olan Petri aglarinda bile erisilebilirlik agaci kullanilarak tek tek veya belli bir

yerler kiimesinin sinirlilik durumu kesin olarak belirlenebilir.
Tutarlilik

Bir Petri ag| jeton kaybetmiyorsa veya jeton kazanmiyorsa buna karsin jetonlari agda
dolastirabiliyorsa tutarlidir. Daha Onceden yer agirlik vektort ile tanimlanan Petri
aglarinda, tutarlihgin saglanabilmesi amaciyla jetonlarin  agirlikli - toplaminin

degismemesi gerektigi belirtilmisti.

Tutarhlik, erisilebilirlik agaci kullanilarak test edilebilir. Erisilebilirlik agaci sonlu
oldugundan her isaretleme ile ilgili agirlikli toplam bulunabilir. Toplamlar her
Isaretlemeicin esit ise bu durumda ag tutarlidir, degil ise tutarsizdir denir.

w sembolinin oldugu agaclar dikkatle degerlendirilmelidir. w nin oldugu yerlerin
agirhgl 0 ise bu ag tutarlidir. w'nin oldugu en az bir yerin agirligi 0 degil ise bu

durumda ag tutarsiz olur.

Bir isaretlenmis agdaki yer agirlik vektorl wy'ye gore x isaretlemesi atinda
jetonlarin agirhikli toplami sabit kalmalidir,
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Wp1.M[X]1 + Wpa.M[X]2 + ... + Wpn.M[X]n = S (4.2

Bu durumda erisilebilirlik agacinda k duglm bulunan bir Petri aginda yukaridaki her

X isaretlemesinde toplam ayni S degeri olmalidir.
Kapsanabilirlik

Erisilebilirlik agaci kullanilarak tam olarak c¢ozilebilecek son  problem
kapsanabilirlik problemidir. Bu problemde, verilen bir M’ isaretlemesi icin M” > M’
kosulunu saglayan bir M” isaretlemesi olup olmadigl arastirilir. Erisilebilirlik agaci
kullanilarak bu problem c¢ozilebilir. Mo ilk isaretlemesinden yola cikarak
erisilebilirlik agaci tanimlansin. Bu durumda 6yle bir x digumi olmalidir ki M[x] >
M’ olsun. Boyle bir digiim bulunamazsa M’ hicbir erisilebilir isaretleme tarafindan
kapsanamaz, buna karsin bu kosulu saglayan bir isaretleme varsa M[x], M’

isaretlemesini kapsar.

Kokten kapsayan isaretlemeye giden yol bir ateslenen gecisler dizisi tanimlar. w
sembol U olan bir isaretleme sonsuza isaret eder. Kapsayan isaretlemenin bir elemani
w ise bu durumda kokten o isaretlemeye bir dongl tanimlanmalidir. Bu durumda
dongu, incelenen yerdeki jeton sayisi istenen degerden daha blylUk olana kadar
tekrarlanmalidir.

Kapsayan isaretlemelerde birden fazla w varsa, bu durumda istenen degerleri elde
etmekte kullanilan doénguler hesaplanirken, bunlarin birbirine etkis de géz éniine
ainmalidir. Sekil 4.20'de gorilen Petri aginin erisilebilirlik agaci Sekil 4.21'de
gorulmektedir. (O, 14, 0, 7) isaretlemes erisilebilirlik agacinda kapsanabilirdir. Bu
Isaretlemeyi kapsayabilmek igin birkag tane t;, onu izleyen bir t, ve ondan sonra da
birkag tane t3 ateslenmelidir. Burada sorun t; ve t3'lerin atesleme sayisini
belirlemektir. p,’ de 14 adet jeton istedigimizden ve t; py’ye bir jeton eklediginden 14
adet t; denenebilir. Buna karsin 7 adet t3'e ihtiyacimiz var ki bu da her defasinda
p2'den 1 jeton eksiltir. Bu durumda ¢6zUm en az 21 adet t;, 1 adet t, ve 7 adet t3
ateslemesi olacaktir.
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p2 p4

t3

P p3
Sekil 4.20 incelenecek Petri Agi

(1,0, 0, 0)

ST

(1,w, 0, 0) (0,0, 1, 0)

ST

(1,w, 0, 0) (O, w, 1,0)

lt3

0, w, 1, w)

it3

0, w, 1, w)

Sekil 4.21 Sekil 4.20'deki Petri Aginin Erisilebilirlik Agac

4.2.3. Erisilebilirlik Agacinin Kisitlamalari

Onceki bolimlerde gosterildigi gibi erisilebilirlik agaci yontemi givenlik, sinirhlik,
tutarlilik ve kapsanabilirlik problemlerinin ¢ozimuinde kullanilabilir. Buna karsin
genel olarak erisilebilirlik veya canlilik problemlerini ¢dzmede veya atesleme
dizilerinin tespitinde kullanilamaz. Bunun sebebi w sembolinin kullanimindan

kaynaklanir. w semboli bilgi kaybi anlamina gelir.

Sekil 4.22 ve 4.23'te gorilen Petri aglarinin erisilebilirlik agaci Sekil 4.24'te
gorulmektedir. Ayni erisilebilirlik agaci benzer (ama farkli) iki Petri agacini temsil
ediyor. Buna karsin erisilebilirlik kiimeleri ayni degildir. Sekil 4.22'de gorilen Petri
aginda p, yerinde her zaman tek sayida jeton bulunur (t; ateslenmedigi stirece), buna
karsin Sekil 4.23'teki Petri agacinda bu deger herhangi bir tamsayi olabilir. w

sembol (i bu tarz bilgilerin ayirt edilmesini engeller.



Sekil 4.22 Sekil 4.24'te Erisilebilirlik Agaci Gorulen Petri agl

p2
t7

o=

Sekil 4.23 Sekil 4.24'te Erisilebilirlik Agaci Gorulen Petri Agl

(1,0,1,0)

lt3

(1,0,0,1)
t2

(1,w, 1,0)
t1 t2

(1, w, 0,0) (1, w, 0,1)
t2

(1, w,1,0)

Sekil 4.24 Sekil 4.22 ve Sekil 4.23'teki Petri Aglarinin Erisebilirlik Agaci
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Benzer bir sorun canlilik probleminin ¢ozimiinde de gozlenir. Sekil 4.25 ve
4.26'daki Petri aglarinin erisilebilirlik agaci Sekil 4.25 ve 4.26'daki Petri aglarinin
erisilebilirlik agaci Sekil 4.27'de gorulmektedir. Sekil 4.25'teki ag titot; atesleme
dizisi sonucu kilitlenir, buna karsin Sekil 3.26’daki ag canliligini korur. Erisilebilirlik

agacl bunlarinikis arasindaki farki da ayirt edemez.

P’ p2

Sekil 4.25 Muhtemel Kilitlenme Barindiran Petri Agi

p3

t3

Sekil 4.26 Kilitlenme Barindirmayan Petri Agl
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(1,0, w)
t1 %A
(1,0, w) ©, 1. W)

Sekil 4.27 Sekil 4.25 ve Sekil 4.26 daki Petri Aglarinin Erisebilirlik Agaci

Erisilebilirlik agaci kullanilarak canlilik ve erisilebilirlik ile ilgili bazi analizler
yapilabilirken aga¢ yontemi kullanilarak bu problemler tam olarak ¢ozilemez. Bu

amagladegisik analiz yontemlerine ihtiyag duyulabilir.

4.2.4. Durum Denklemleri, Degisim-Olay Matrisleri

Bu Dbolimde lineer cebirden yararlanarak daha o©nce ele ainan sorularin
cevaplanmasina calisilacaktir. Bir C = (P, T, F, W) Petri ag1 tanimlanmis olsun. Bu
Petri agindaki giris ve cikis fonksiyonlarini sirasiyla D° ve D matrideri ile ifade
edilecektir. Her matris m satir ve n situndan olusur. Satirlar gegisleri, situnlar da
yerleri ifade eder. Bu durumda,

D[j.i] =#(pi, 1(t))), i yerinden j gegisine gelen dalin agirligi

D*[j,i] = #(pi, O(tj)), j gecisinden i yerine giden dalin agirhg

D" gecislere olan girisleri ifade ederken, D cikislari ifade eder.
e[j] vektort j'inci elamani 1, diger elemanli ise sifir olan bir m-satir vektéri
tanimlasin. Bu durumda M isaretlemes atindaizinli olan bir t; gegisinin ateslenmesi
ile,

8(M, ) =M —€[j]D" + €fj]D”

8(M, ) =M +€{j](D" +D)

3(M, ) =M +€[j]D (4.3)

4.3 denkleminde gorillen D = (D" - D) degisim matrisi olarak tanimlanir. Y ukaridaki

islemi su sekilde tanimlanabilir;

Mg =M1 + €]j]D (4.9
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4.4 denklemi incelenen Petri aginin durum denklemini ifade eder. Bir 6 = tjy, tja, ..., ti
atesleme dizis g6z 6niine aindiginda durum denklemleri genellestirilebilir,

M1 =M + €tj1]D

M2 =My + €[tj2] D = Mo + (€tj1 + €ftjo]) D

Mg = Mo + (Zieft;]) D

f(o) = €[tia] + €ftpo] + ... + €[ty] vektorine tjq, tj, ..., tj atesleme dizisinin atesleme
vektori denir. f(o)'daki i'inci eleman t; gegisinin kag kez ateslendigini gosterir.

f(0) ya, o dizisinin Parikh vektori de denir.

Tanim 4.8: Olay Matrisi
Bir C= (P, T, F, W) Petri agI taniml1 olsun. Bu Petri aginda n adet gecis ve m adet
yer bulunsun. A = [a;] olay matrisi mxn boyutlu ve tim elemanlari tamsayilardan

olusan bir matristir. Bir elemanin degeri,
aj=aj -a (4.5)

ile tamimlanir. 4.5 ifadesinde yer alan a;" = w(i, j) = #(p;, O(t;)), i gegisinden j cikis
yerine olan dalin agirhigl, a;” = w(j, i) = #(p;, 1(t;))’ de i gegisinden j giris yerine olan
dain agirligidir. Olay matrisi kavrami isaretli graflardan (Petri aglarinin bir alt
kimesi) gelmektedir. Tanimindan da anlasildigli gibi A olay matrisi degisim
matrisine esittir,

D=A (4.6)

Olay matrisi sorularin ¢ozimunde kullanimi ayrintili olarak incel enecektir.

Matrisler kullanilarak erisilebilirlik problemi incelenebilir. M” isaretlemesine M’ den
erisilebilecegi varsayllsin. Bu durumda Oyle bir ¢ atesleme dizisi vardir ki agin
durumunu M’den M” durumuna getirsin. Bu durumda asagidaki durum denkleminin

bir ¢cbzim, x vardir.

M’ =M +x.D 4.7)
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Ornek 4.1: Sekil 4.28'de gorulen Petri agl grafinin degisim matriderinin elde
edilmes, ilk isaretlemenin tanimlanmasi ve erisilebilecek isaretlemelerin

incelenmesi.

p2
(O
- =

Sekil 4.28 Durum Denklemeleri incelenecek Petri Agl Grafi

Sekildeki Petri aginailiskin D" ve D" matrisleri,

1110 1 000
D=0 00 1 veD"=|0 2 1 O
0010 0 001

ve degisim matrisi, D =D" - D’

0 -1 -1 0
D=0 2 1 -1
0 0 -1 1

Agin ilk isaretlemes Mo = [1 0 1 O]'dir ve bu durumda t; gegisi izinlidir. Bu
atesleme gerceklesirse,

0 -1 -1 0
Mi=[1010]+[001]|[0 2 1 -1
0 0 -1 1

M:=[1010] +[00-11]]
M;=[1001]
Benzer sekilde ¢ = tstotstot; atesleme dizisi f(o) = (1, 2, 2) ile ifade edilir. Bu

durumda son isaretleme,
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0 -1 -1 0
M’=[1010]+[122]|0 2 1 -1
0 0 -1 1
M’=[1010] +[03-10]
M’ =[1300]

Matrisleri kullanarak erisilebilirlik sorusunun ¢ozlllUp ¢ozilemeyecegi arastirilsin;
Yukarida verilen Petri aginda [1 8 O 1] son isaretlemesine [1 O 1 0] ilk
isaretlemesinden erisilebilir mi? Bu durumda asagidaki denklem takimi kurulur,
burada bilinmeyen x ileifade edilmistir,

0 -1 -1 0
[1801]=[1010]+x.[0 2 1 -1
0 0 -1 1
0 -1 -1 0
[0811]=x./l0 2 1 -1
0 0 -1 1

Y ukarida yer alan denklem takiminin ¢céziminden x = [0 4 5] olarak bulunur. Bu da

o = t3hotstortatotatots atesleme dizisne kal'$I| 1k gel ir.

Yine incelenen Petri aginda [1 0 1 O] isaretlemesinden [1 7 O 1] isaretlemesine
erisilemeyecegi gosterilebilir,

0 -1 -1 0
[1701]=[1010]+x.|0 2 1 -1
0 0 -1 1
0 -1 -1 0
[0711]=x.|0 2 1 -1
00 -1 1

Y ukaridaki denklem takiminin ¢ozima yoktur.

Durum denklemlerini kullanarak erisilebilirlik sorusu tam olarak cevaplanamaz. D
degisiklik matrisi agin durumunu dogru olarak yansitmaz. Bunun sebebi agdaki 6z-
cevrelere bilgilerinin (D* -D) islemi ile kaybolmasidir. Bu sorun, Petri agina her bir

0z-cevreye karsilik bir yer-gecis cifti ekleyerek temiz hale getirilmesiyle asilir.
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Sekil 4.29 Durum Denklemleri Incelenen Petri Agi Grafi

Bir diger sorun atesleme dizilerinde siralama bilgisinin kaybolmasidir. Sekil 4.29'da
gorilen ve (1, O, O, 0, 0) isaretlemes ile isaretlenmis agin (0, O, O, O, 1)

isaretlemesine getirilip getirilemeyecegi sorgulansin.

-1 2 1 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 1 0 O
[00001]=[10000] +X

0O -1 0 1 O

0O 2 0 0 -1

|0 0 -1 -1 1

Y ukaridaki denklem takiminin genel ¢cozimi X = (1, Xz, Xe-1, 2Xe, X1, Xg) Olarak
bulunur. x, = 1 ve xg = 1 segilirse f(o) = (1, 1, 0, 2, 0, 1) bulunur. Bu sonuclar
ateslenen gecislerin ve atesleme sayilarinin bilgisini verirken, atesleme sirasinin

bilgisini vermez. Bu dizi titotstats olabilecegi gibi titstotsts daolabilir.
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t7 t2

O

o) p4

p3
Sekil 4.30 Durum Denklemleri Cozimuni Y apilan Petri Agi Grafi

Durum denklemleriyle uygulanan ¢ozimlerde eksik kalan bir nokta da erisilebilirlik
agac ile ilgilidir. Sekil 4.30"daki Petri aginda (1, 0, 0, 0) durumundan (O, O, O, 1)

durumun gidilip gidilemeyecegini arastirilsin.

[0001]:[10001+x{_1 1 - O}

0O -1 1 1

Burada ¢6zim X = (1, 1) olarak bulunur. Muhtemel tit; ve tot; atesleme dizilerinin
her ikis de mumkin degil, cunkd (1, 0, O, 0) ateslemesi altinda izinli degildir.
Dolayisiyla durum denklemleri bu sekilde erisilebilirligi gostermek amaciyla
kullanilamaz.

Durum denklemleri birgok farkli analizde kullanilabilir. R. Johnsonbaugh ve T.
Murata [9]'daki makalesinde durum denklemleri kullanilan ve isaretli graflara
uygulanabilen bir erisilebilirlik testi yontemi gelistirilmistir. Bu amagla bir isaretli

grafiniliskilerinden tretilen bir B temel matrisi tanimlanir.

AM =M’ =My, M’ son isaretlemeyi, My ilk isaretlemeyi tanimlar
Bi .AM =0 (4.8)

4.8 kosulu saglanilyorsa bu durumda isaretli grafta M’ isaretlemes My

isaretlemesinden erisilebilirdir.

Durum denklemlerine dayanan ve Petri aglarinin yapisi hakkinda bilgileri agiga

¢ikaran P ve T degismez analizleridir. Bir sonraki bolimde bu analizlerin Uzerinde
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durulacak, kullamm aanlar tanitilacak ve bunlari bulmak amaciyla kullanilabilecek
bir algoritma Onerilecektir.
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5. P DEGISMEZLERIN VE T DEGISMEZLERIN ANALizi

5.1. P -Degismezlerin Ozellikleri

Tanim 5.1: P — Degismez Tanimi

Bir C = (P, T, F, W) Petri agI ve buna ait A mxn boyutlu olay-degisim matrisi
tanimli olsun. Bu sistemde bir i: Py = Z tanimlanan bir i bagintisi asagidaki

homojen sistemin x ¢cozimlerinden biri ise i’ ye P degismezlik vektori denir.
Ax=0 (5.2)

Y erleri negatif sayilara gétirmeyen degismezlere negatif olmayan degismezler denir.
Bu temel P-degismez tanimindan bazi tanim ve sonuclara varilabilir.

Tanim 5.2: P — Degismez Ozelligi

Bir C= (P, T, F, W) Petri ag tamimlanmis olsun. Bu durumda bir i: P = Z yer
degisim vektorl asagidaki kosulu her te T icin saglamaktadir,

Tip)W(p.Y) = Ti(p)wt,p) (52)

Bunun anlami bir t gecisi ateslendikten sonra agdaki jetonlarin sayisinin i yer

degismezlik vektorine bagli olarak toplamlarinin degismeyecegidir.

Sonug: Yukaridaki tanim siradan Petri aglarina uygulandiginda bir t gecisinin
ateslenmes i yer degismezlik vektbrine gbre ayni sayida jeton eksiltip ekledigi
sonucu ortaya cikar. Bu durumda w(pit) w(tp) 1 veya O degerlerini
alabileceklerinden asagidaki baginti yazilabilir.

2i(p) = XZi(p) (53

peet pete
Teorem 5.1: Bir C = (P, T, F, W) Petri agi vei yer degismezi tanimli olsun. Bir M

isaretlemesine M isaretlemesinden erisilebiliyorsa bu durumda [6];
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i.M =i.Mg (5.9)
Ispat: Durum denkleminden ¢éziime baslansin;
M=My+ATu , U atesleme dizisi vektoriinii gosterir
Bu denklemde her iki tarafi sagdan bir i yer degismez vektoriile carpilirsa
iM=iMg+iA"u

Tanim geregi i. AT = 0 oldugundan asagidaki sonug elde edilir.

Goruldugu gibi 5.4 ve 5.5 ifadeleri birbirinin esidir.
P degismezler kullanilarak jetonlarin agirlikli toplamlarinin farkli isaretlemeler
altinda ayni oldugu gézlenebilir. Teorem 5.2 bu konuyu kapsamaktadir.

Teorem 5.2: BirC= (P, T, F, W) Petri agl vei yer degismezi tanimli olsun. Bu agda
M, Mg dan erisilebilen bir isaretlemeise, [5]

Epi(p).M (p)= pgpi(k'l)-'\/'o(lo) (5.6)

Ispat: R ile Ustteki kosulu saglayan isaretlemelerin kilmesi tanimlansin. Acik olarak
M € R ve Mg € R oldugu goérilmektedir. M isaretlemes altinda bir t gecisinin

ateslendigi varsayilsin, bu durumdaher p yeri icin;
M’(p) =M(p) - w(p, t) +w(t, p) (5.7)

olacaktir. Bu bagintida p € et ise w(p, t) bir tam say1 degeri alacak, aks durumda
degeri O olacaktir. Benzer sekilde p € te ise w(t, p) bir tam sayi degeri alacak, aks
durumda aldigl deger O olacaktir. Y ukaridaki bagintidan hareketle,

pgpi(lo)-'\/' ‘() = pZ i(p)-M(p) - pZ i(p).w(p,t)+ g‘i(p)w(t, p (59

P c ot

5.8 ssitliginde yer 2i(p).w(p,t) ve 2i(p).w(t, p) toplamlari birbirine esit oldugundan,

p§Pi(|0)-'\/| ‘() = pgpi(lo)-'\/l (p) (5.9
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elde edilir. M’ isaretlemes de erisilebilir bir isaretleme oldugundan istenen sonug

iterasyonla elde edilir.

P degismezler bu Ozdllikleri ile bir Petri aginda tutarli (conservative) yer agirlik
vektorunu belirlemede kullanilabilirler.

Teorem 5.3: Bir C= (P, T, F, W) isaretli ve canli Petri agI tamimli olsun. Mg agdaki
ilk isaretlemeyi, i:P =» Z bir baginti tamimlasin. Eger bu agdaki her erisilebilir M
isaretlemes asagidaki kosulu saglarsa,

2i(p)M(p) = Epi(p)Mo(p) (5.10)

peP
bu durumdai bir yer degismezidir.

Ispat: Bir t gegisi agda tanimansin. t 6lii olmadigindan o agda dyle iki erisilebilir M
ve M’ isaretlemeleri vardir ki M” = §(M, t) olsun. Bu varsayimdan 5.11 esitligi

yazilabilir,
pgpi(p)-l\/l (p) = p;’i(p)l\/l "(p) (5.11)

Teorem 5.2' de kullanilan yontem burada da kullanilabilir,

Epi(p)-'\" ‘() = pZ i(p)-M(p) - pZ i(p).w(p,t)+ pg.i(p)w(t, p (12

<P c ot

5.12 esitliginde yer aan 2i(p).w(p,t) ve 2i(p).w(t, p) toplamlari esit oldugundan

istenen sonug elde edilir.

p§Pi(|0)-'\/| ‘() = %Pi(p)M (p) (5.13)

Elde edilen bu sonuca iterasyon uygulayarak R(C, M) erisilebilirlik kimesinde yer
alan tim isaretlemeler igin 5.14'teki toplamin ayni oldugu sonucuna varilir, bunlara
M’e R(C, My) isaretlemesi de dahildir.

EJ( p)-M’(p) (5.14)

Teorem 5.4: Bir C= (P, T, F, W) Petri ag1 ve bu agdaki bir p yeri tanimli olsun. i(p)
> 1 kosulunu saglayan ve negatif olmayan bir yer degismezlik vektori varsa bu

durumda agdaki bir p yeri en fazla

1 Loy ,
) p%PI(IO )M (p) (5.15)
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jeton barindirabilecektir.

Ispat: i negatif olmadigindan i(p’) > 0 her p’e P yeri icin gegerlidir.
i(p)-M(p) < p,Zpi(IO')-l\/l () (5.16)

oldugundan ve Teorem 5.2' deki sonucu kullanarak 5.17 deki esitsizlik yazilabilir,

i(p)-M(p) < p,Zpi(IO’)-'\/lo(p’) (5.17)
Bu son ssitsizlik i(p)’ ye bolUnerek aranan sonug 5.15'teki ifade bulunmus olur.

Sonug: Bir 6nceki teoremden yola ¢ikarak, isaretli bir Petri aginin sinirli olabilmesi
icin Oyle bir i yer degismezine sahip olmalidir ki tim yerleri pozitif tam sayilara
eslesin (5.18).

i>1 (5.18)

Teorem 5.5: C= (P, T, F, W) bir Petri agini, Mg ilk isaretlemeyi, i negatif olmayan
(i = 0) bir yer degismezlik vektorunu tanimlasin. i vektorinde i(p) > 0 kosulunu
saglayan yerlerin kimesi P; olsun. Eger her pe P icin M(p) = 0 ise bu durumda ilk

isaretlemede (o P, UP,e)’ deki her gegis oludar.

Ispat: i bir yer degismezi oldugundan erisilebilir hicbir isaretieme P, deki yerleri
isaretleyemez. Her tee P, gecisi de olidur aks taktirde t'nin ateslenmesi sisteme
jeton ekleyebilir.

Sonug: Isaretli bir agda, ilk isaretlemede hichir gecis 6li degil ise bu durumda
negatif olmayan her i yer degismezi ayri olmayan yerleri 0'a veya ilk isaretlemede

jeton bulunduran en az bir yeri i(p) > 1'e goturdr.

5.2. T -Degismezlerin Ozellikleri

Tanim 5.3: T — Degismez Tanimi

Bir C = (P, T, F, W) Petri agi ve bunaait A mxn boyutlu olay matrisi tanimli olsun.
Bu sistemde bir j: Ty = Z tanimlanan bir j bagintisi asagidaki homojen sistemin y

cozumlerinden biri isej’'ye T degismezlik vektori denir.
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Aly=0 (5.19)

5.19 denklemin ¢6zUmi olan vektorlere gegis degismezleri denir.

Teorem 5.6: Bir C = (P, T, F, W) Petri agi ve bu agdaki bir 6: M = M’ atesleme
dizisi tamimli olsun. P Parikh vektéri M = M’ ise gecis degismezidir.

Ispat: Ps = x olsun. Durum denklemi bagintisini yazarsak,
M =M+ A'x (5.20)

X bir gecis degismezi oldugundan tanim geregi A'.x = 0'dir. Dolayisiyla istenen

sonug ortaya gikar,
M’ =M (5.22)

Teorem 5.7: Eger sonlu elemanli, sinirli veilk isaretli bir Petri aginda sonsuz bir ¢
atesleme dizis varsa bu durumda bu agin j gegis degismezi asagidaki Ozellikleri

-

saglar,

j(t) =0, 6’ de yer dmayan her gecis icin

j(t) =0, 6’de sonlu defa yer alan her gegis icin

j(t) > 1, 6’ de sonsuz defa yer alan her gegis icin
Ispat: Tw, ¢’ da sonsuz kez gorilen gegislerin olusturdugu kiime olsun. ¢ = t1t2t3...
oldugu varsayilsin ve asagidaki isaretlemeiliskileri tanimlansin,

M1=8(My, t1)

M2=8(M, t)

M3=3(Mg, t3)

k1 indeks ile txi+1, tki+2, tkaes... Tw'NIN tim elemanlarinin gordldig ilk siralama

olsun.

Sonsuz bir k1, k2, k3 indeks dizisi tanimlansin, dyleki m =1, 2, 3, ... i¢in,

tkm+l ’ tkm+21 tkm+31 "'atkm"'l

gecis dizis Tw'daki her gegisi en az bir defaicersin.
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Isaretli ag, sonlu ve sinirli oldugundan erisilebilecek tim durumlarin kimesi
sinirlidir. Bu durumda isaretli agin erisilebilirlik kimesinde R(C, M) farkli i ve |
indislerine sahip oyle ki isaretleme olacaktir ki bunlar birbirine esit olsun, Myj = M.
Bu durumda Teorem 5.6 geregi tui+1, tki+2, ..., tj gegis dizisinin tanimladigl Parikh
vektorl bir gegis degismezidir.

Teorem 5.8: Pozitif yer degismezlik (P — degismez) ve pozitif gecis degismezlik (T
- degismez) vektorlerine sahip her bagli aga siki bagl bir agdir.

ispat: C baglantili bir ag1 tanimlasin. i, C’'de tanimli ve i > 0 olan bir yer degismezi,
J yine C'de tanimli ve j > 0 olan bir gegis degismezini tanimlasin. Siki bagl

(strongly connected) agin taniminda C’ deki her (u, v) dalina karsin, v digiminden u

digumine giden bir yol bulunur.
Durum1l:ue Pvev e T olsun,

j’: T =» N bagintisi asagidaki gibi tammlansin;
j(®) , V'dent'ye giden bir yol varsa
=
0 , diger durumlarda
Bu durumda A'. j* yer vektorii goz 6nine alindiginda bir p yeri icin bileseni

asagidaki bagintidan bulunur,
Yiu)- Xiu)

uecep ue pe
Herhangi bir p yeri icin A. j* < 0 oldugunu géstermek gerekir.
Ik basta p’'nin tim éncl gegislerinde (te ep) j’(t) = 0 oldugunu varsayilsin. Tanim
geregi her t gecisi icin j’(t) =2 0 oldugundan 5.22' deki esitsizlik yazilabilir.

0= teZpi’(t) <27 (5.22)

te pe

Herhangi bir te ep’de gecisi icin j(t) = j(t) > 0 kosulu saglaniyorsa bu durumda
v'den p'ye giden bir yol vardir. Bir tane gegis igin bu yol varsa tim t € pe
gecislerine v'den giden bir yol vardir. Bu ylzden her t € pe icin j’(t) = j(t) > 0
kosulu saglanir. Bu durumda 5.23'teki iligkiler yazilabilir.

0< tgpj’(t) < tgpj(t) = th.J' (t)= tZp.J"(t) (5.23)
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Her iki durumigin 5.24'te yer alan ifadenin saglandigl gosterildi.

tgpj’(u) < 21 (5.24)

te pe

5.24'te yer dan ssitsizlik A”. j* < 0 esitsizliginin dogrulugunu gosterir.

i bir yer degismezi oldugundan i.A" = 0 oldugu bilinmektedir. Bu durumdai.A'. j’ =
0 olmalidir. Tanim geregi i > 0 oldugundan ve A'. j’ < 0 elde edildiginden, A", j’
vektorii negatif bilesen icermemelidir, bu yiizden tek ¢oziim A j* = 0 ¢oziimudr. j’

bir gecis degismezi oldugundan asagidaki esitsizlikler elde edilir,

i) =2 ,J’ bir gecis degismezidir
teeu teue
> j’(v) ,VE Ue
=j(v) , j” nln tanimindan
>0 , J pozitif bir gecis degismezlik vektorudur.

Bu durumda j’(t) > 0 kosulunu saglayan bir t € eu gegisi vardir. j” niin tanimindan

v'dent’'ye giden bir yol vardir. Bu yol u yerine kadar uzatilabilir.
Durum?2:ue Tvev e Polsun,

Bu durumda C eslenik agl tanimlansin. Eslenik agda yerler ve gecisler yer

-

degistirmistir. Elde edilen eslenik ag icin yukaridaki adimlar uygulanirsa istenen
sonug elde edilir.

5.3. P -—Degismez ve T — Degismez Tanimlari

Tanim 5.4: Yari Pozitif P — Degismezler

Bir C = (P, T, F, W) Petri ag1 ve bunaait A mxn boyutlu olay matrisi tanimli olsun.
A.x = 0 denklem takimin ¢6zimu olan ve her p € Pigini(p) > 0 kosulu saglaniyorsa
bu P — degismezlere yari pozitif denir. Yar pozitif P — degismezlerin bir diger adi da
destek degismezleridir.

Tanim 5.5: Yari Pozitif T — Degismezler

Bir C = (P, T, F, W) Petri agi ve bunaait A mxn boyutlu olay matrisi tanimli olsun.

ATy = 0 denklem takimin ¢6ziimii olan ve her t € T icin j(t) > 0 kosulu saglaniyorsa
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bu T — degismezlere yari pozitif denir. Yari pozitif T — degismezlerin bir diger adi da
destek degismezleridir.

Tanim 5.6: Minimal Destek Degismezleri

Ele alinan bir i yer (j gegis) destek degismezlik vektorinde i;(p) < i(p), her pePigin
>(J1(®) £ j(©), her t e T icin) saglayan bir iy yer (j; gecis) degismezlik vektord yoksa bu
durumdai (j) bir minimal destek degismezidir.

Tanim 5.7: Minimal Yer Destek Degismezleri Kimesi

(n-r) adet minimal yer degismezinden olusan kiUmeye yer minimal destek
degismezleri kiimesi denir. Bu kimenin elemanlari birbirinden bagimsizdir. Diger

tum yer degismezleri bu degismezlerin lineer kombinasyonundan toretilebilir.

Minimal yer destek degismezleri A’nin sifiri uzayini tanimlayan baz vektorlerinin

Span ettigi uzayda yer alan ama sadece pozitif degerleri tasiyan vektorlerdir.

Tanim 5.8: Minimal Gegcis Destek Degismezleri Kimesi

(m-r) adet minimal yer degismezinden olusan kimeye minimal gegis destek
degismezleri kiimesi denir. Bu kimenin elemanlari birbirinden bagimsizdir. Diger

tum gegis degismezleri bu degismezlerin lineer kombinasyonundan tiretilebilir.

Minimal gecis destek degismezleri A'nin sol sifirn uzayini tanimlayan baz
vektorlerinin span ettigi uzayda yer alan ama sadece pozitif degerleri tasiyan

vektorlerdir.

5.4. PveT Degismezlerin Kullanim Alanlari

Bu bélimde P ve T degismezlerin degisik amaclarla kullanimlari incel enecektir.

5.4.1. Petri Agindaki Paralel ve Cevre Yapilarin Sayisi

Bir C= (P, T, F, W) Petri agi tanimli olsun. incelenen Petri aginin siki bagli oldugu
varsayllmaktadir. Bu Petri agina ait mxn boyutlu gegis-yer olay matriss A
tanimlansin, m= |T|,n= |P|. A olay matrisinin ranki r olsun. Bu durumda Petri
aginda (m-r) adet parae velveya cevre bulunacaktir [10]. Bulunan (m-r) paralel
velveyagevre A matrisinin sol sifir uzayinin spaninde yer alacaklardir. A’nin sol sifir
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uzayl A"y = 0 ¢éziimiinde elde edilen (m-r) adet T-degismez ile span edilebilir. Bu
(m-r) adet ¢oziimde tim elemanlari 0’ dan blyuk olan yapilar cevreleri, hem negatif
hem de pozitif degerlere sahip olanlar ise paralel yapilari vereceklerdir [11]. Ornek

5.1’ de Petri aginda bu ¢ozimlemeler incelenmistir.

Ornek 5.1: Sekil 5.1'deki Petri agina ait gevre vel/veya parale yapilarin sayisinin

bulunmasi.

Sekil 5.1 incelenecek Petri Agl Grafi

Y apilan ¢ozimlerden sonra Petri agina iliskin T-degismezlerin baz ¢ozimleri [1 0 1
01] ve[-11-11 Q] olarak bulunur. [1 0 1 0 1]’in destegi t;, t3 ve ts'e karsl gelir.
Bunlar gergekten de bir gevre olusturur. [-1 1 -1 1 0]’in destek kimesi t, tp, t3 ve
t4 te bir paralel olusturur. iki ¢oziim toplanirsa[0 1 0 1 1] elde edilir ki bu dat,, t; ve
ts'in olusturdugu cevreye karsi gelir. Bu durumda Petri aginda bir paralel yapi ve
ayni cevre yapisini paylasan iki ¢evre yolu bulunur. [10]

5.4.2. SSA’nin Isaret Gegis Bilesenlerince Kapsanmasi

Canli ve glivenilir bir serbest secim Petri ag1 Isaret Gegis bilesenlerine ayrilabilir ve
bu bilesenler bir araya geldiklerinde Petri agini olustururlar. Bu isaret gecis alt aglart,
A olay matrisinin sol sifir uzayinda (A'.y = 0) yer alan ve T-degismez minimal
desteklerinde j(t) > 0 olan gecislerin bir arada kalmasiyla elde edilir. [3]

5.4.3. SSA Durum Makineleri Bilesenlerince Kapsanmasi

Canli ve guvenilir bir serbest secim Petri agi Durum Makineleri bilesenlerine
ayrilabilir ve bu bilesenler bir araya geldiklerinde Petri agini olustururlar. Bu durum
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makines alt aglari, A olay matrisinin sifir uzayinda (A.x = 0) yer alan ve P-degismez
minimal desteklerinde i(p) > 0 olan yerlerin bir arada kalmasiyla elde edilir. [3]

Pastor ve Cortadella [12] yaptiklari ¢calismada minimal P degismezlerine dayanan ve
Petri  aglarini  logaritmik sayida degisken kullanarak kodlayan bir yontem
Onermislerdir. Yontemde Petri aglari minimal P degismezler kullanilarak durum
makines bileseni olusturan alt aglara ayrilip bunlar Gzerinde uygun kodlamalar
uygulaniyor. izlenen yontemde amag durum kodlamasinda kullanilacak degisken
sayisini azaltmak bu sekilde analizler ve kodlama asamalarinda daha az bellek ve
islemci guctine ihtiyag duymaktir.

5.4.4. PA Analizlerinin P-degismezler Kullanilarak Kolaylastirilmasi

Petri ag1 modelleri eszamanli, asenkron, parae oOzellikler sergileyebilir. Modeller
hem c¢ok biytk hem de andizleri ¢ok karmasik olabilir. Bu gibi durumlarda
analizleri kolaylastirmak amaciyla Petri aginin at aglari incelenebilir. [13]’ da gercek
Petri agindan anlamli bir at ag tanimlanabilmesi amaciyla P degismezlerden
yararlanilarak olusturulmus bir gecis matrisi tanimlanmistir. Onerilen yontem 1-
sinirli Petri aglarinda galismaktadir. [14] te ise yine ayni gecis matrisi Petri aglarinin
davranigsal Ozelliklerini incelemek amaciyla kullaniimistir. Bu amagla P degismezler
ve gecis matrisi Petri agini temel eszamanli parcalara bolmek Uzere agoritmalar

Onerilmistir.

5.4.5. P-Degismezler ile Haberlesme Sistemlerinde Belirsizlik Analizi

Haberlesme sistemlerinde belirsiz davranislar tespit edilmeli ve onlenmelidir.
Standart yontemler belirsizligi tespit etmek icin erisilebilirlik analizlerini kullanirlar.
Nakamura [15] ve digerleri tarafindan Onerilen yontem ise Petri aglarina
dayanmaktadir. Bu yontemde ilk 6nce incelenen haberlesme sistemlerinin esdeger
Petri ag1 karsiliklar1 Oretilir. Olusturulan Petri aglari Gzerinde belirsizliklere sebep
olan alt aglar haberlesme sistemine ait servislerin tanimlarina bagli olarak elde edilir.
Yontem son asamada Petri agi modeline ait P-degismezlerini kullanarak Mo ilk
Isaretlemesinden erisilemeyen My isaretlemelerini tespit eder. Gelistirilen yontemde
P-degismezler erisilebilirlik konusunda gerek kosulu denetlemek amaciyla kullanilir.

Ilk isaretlemeden erisilemeyen isaretlemeler durumlar kimesinden cikartilir ve
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erisilebilirlik analizleri sadece sonu¢ kiimesine uygulanir. Bu sekilde analiz zamani
oldukca azaltilir.

Uygulanan yontemde ama¢ haberlesme hizmetlerinde belirsizlikleri azaltmaktir.
Haberlesme sistemlerinde bir belirsizlik su sekilde orneklenebilir. Hem Cagri
Bekletme (CB) hem de Cagri Aktarma Degiskeni (CAD) hizmetleri veren bir
haberlesme sistemi gz 6nune alinsin. CB 6zelligi konusma yapan kisinin baska bir
cagrinin gelmesi durumunda onu bekletme olanagl saglar. CAD 6z€lligi ise gelen
cagrilari, CAD kullanicisi tarafindan ©nceden belirlenen telefon numarasina
yonlendirilmesini saglar. Bir A kullaniciss hem CAD hem de CB hizmetlerinden
birlikte yararlaniyor olsun. CAD hizmeti ¢agriyr D kullanicisina yonlendirecek
sekilde kurulu iken, A kullanicisi B kullanicisi ile konusuyor olsun. Bu durumda bir
C kullanicisi A kullanicisini aradiginda, bu ¢agri A kullanicisi tarafindan mi alinacak
yoksa D’ye mi aktarilacak. Haberlesme hizmetlerindeki bu tarz belirsizlikler Petri agi
modellerinde tespit edilip ¢ozimler gelistirilebilir.

5.5. P ve T Degismez Kiimelerinin Lineer Cebirsel incelemesi

P ve T degismezler bir A gegis-yer matrisinin sirasiyla Ax = 0 ve Ay = 0
denklemlerinin ¢bzimu olan i yer degismezleri ve j gegis degismezleridir. Ax =0 ve
A'.y = 0 denklem sistemleri birer homojen sistemdir.

Incelemeler ilk 6nce A.x = 0 sistemi Uzerinde yapilacaktir. A mxn boyutlu bir
matristir. Burada n adet bilinmeyen ve m adet denklem vardir. Bu denklem

sisteminde olasi iki farkli ¢cbzim vardir. [16]

1. Asikar ¢OzUm: X1 = X = ...= Xp = 0 asikar ¢OzUmu olusturur.

2. Sifirdan farkl1 sonsuz tane ¢6zim ol abilir.

Bulunmak istenen, olmasi durumunda sonsuz ¢ozimlerin tamaminin bulunmasidir.
[A | O] bolimlenmis matrisine Gauss eliminasyonunu uygulanarak eselon formu
haline getirildiginde sagdaki situn her zaman O kalacaktir. Bu yontemle asikar

¢O0zum disinda kalan ¢éziimler bulunamaz.

m satir ve n situndan olusan A matrisinin eselon formuna indirgenmesi sonucu
satirlardan higbirinin tamami sifir degilse bu durumda bulunabilecek tek ¢ozim

asikar ¢cozimdur, x = 0. Eselon formundaki matriste satirlardan en az biri tamamen
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sifir olan elemanlardan olusuyorsa bu durumda sifirdan farkli olan sonsuz ¢6zim
vardir. Bu sonsuz ¢ozumlerin boyutu ise tamami sifir olan satirlarin sayisina baglidir.

Eselon formunda sifir olmayan satirlar satir uzayini span eder.

Yukarida yapilan andizler Ay = 0 sistemi Uzerinde uygulandiginda eselon
formunda elde edilen sifir olmayan satirlar A’ nin siitun uzayini span ederler. Eselon
formunda sifir olan satirlarin sayisi ise A'nin sol sifir uzayinin boyutunu belirler.
Satir uzay, stitun uzayt, sifir uzayi ve sol sifir uzayi birbirini tamamlayan doért temel
uzaydir.

Tanim 5.9: A’nin Satir Uzay1, R(AT)

A mxn boyutlu bir matrisi tanimlasin. A’ nin satirlari tarafindan span edilen ve R™ nin
alt kimes olan uzaya satir uzay denir. A’nin satir uzay bagimsiz satirlarin sayisi ve
A matrisinin ranki olan r, ayni zamanda satir uzayinin boyutunu tanimlar. [17]

Tanim 5.10: A’nin Situn Uzayi, R(A)

A mxn boyutlu bir matrisi tanimlasin. A’nin situnlari tarafindan span edilen ve
R™nin at kimes olan uzaya situn uzayl denir. A'nin siitun uzayl bagimsiz
sttunlarin sayisi ve A matrisinin ranki olan r, ayni zamanda stitun uzayinin boyutunu
tanimlar. [17]

Tanim 5.11: A’nin Sifir Uzayi, N(A)

A mxn boyutlu bir matrisi tanimlasin, m = | T| ven=|P|"dir. A'nin sifir uzayl A.X
= 0 denklem takiminin ¢ozimu ve R™nin alt kimesidir. Lineer Cebrin Temel
Teoreminden A’nin sifir uzay! (n-r) boyutlu olarak bulunur, r A matrisinin rankidir.
Bu (n-r) adet vektor A’nin sifir uzayinin baz vektorleridir ve R" boyutlu uzayi span

ederler.

Tanim 5.12: A’nin Sol Sifir Uzayi, N(AT)

A mxn boyutlu bir matrisi tanimlasin, m = |T| ven=|P| dir. A'nin sol sifir uzay!
ATy = 0 denklem takiminin ¢éziimii ve N(AT) ve R™in alt kiimesidir. Lineer Cebrin
Temel Teoreminden A'nin sol sifir uzayinin boyutu (m-r) olarak bulunur. Yani
A’'nin sol sifir uzayinin (m-r) adet lineer bagimsiz ¢ozumu vardir. Bu (m-r) adet
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vektor A’nin sol sifir uzayinin baz vektorleridir ve R™ boyutlu uzay span ederler.
Buradar A matrisinin rankidir.

Tanim 5.13: Satir ve Sutun Ranki

A mxn boyutlu bir matrisi tanimlasin. A’nin satir uzayinin ve stitun uzayinin boyutu

birbirine esittir. Bu boyut A matrisinin ranki r’dir.

Rank(A) = r = Satir uzayi boyutu = Siitun uzay! boyutu

Teorem 5.9: Lineer Cebrin Temel Teoremi (Kisim 1)

1. R(A) :A’ninsitun uzayini tanimlar ve boyutu r’dir.

2. N(A) : A'ninsifir uzayini tanimlar ve boyutu (n-r)’dir.

3. R(A") : A’nin satir uzayini tanimlar ve boyutu r’ dir.

4. N(A") : A'nin sol sifir uzayini tanimlar ve boyutu (m-r)’ dir. [17]

Teorem 5.10: Lineer Cebrin Temel Teoremi (Kisim 2)

Sifir uzayr R™ de satir uzayinin dik tamamlayanidir.
Sol sifir uzayr R™ de siitun uzayinin dik tamamlayanidir. [17]

Bu teoremin anlami satir uzayinda yer alan her vektérin sifir uzayindaki herhangi bir
vektore dik oldugudur. Situn uzayinda bulunan her vektor sol sifir uzayindaki
herhangi bir vektdre diktir. Bu iliskiler dogrudan homojen ve heterojen sistemlerin
¢Ozumleri ileilgili ipuglarini igcinde barindirir. A.x = b sisteminin ¢bzimunin olmasi
demek b’ nin stitun uzayinda olmasini gerektirir, dolayli olarak bakildiginda b, A'nin
sol sifir uzayina dik olmalidir. Bu teoremin grafiksel ifadesi Sekil 5.2'de
gorulmektedir.
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Rn

Satir uzay!i
R(AT)

Sutdn uzayi
R(A)

Sekil 5.2 Vektor Uzaylarl Arasindaki liski

AX, = 0 sisteminde, x, dogrudan A’nin sifir uzayindan ¢ikip R™ uzayinda sifir
degerine gotiren bir dontsumdur. Bu degerler ayni zamanda aranan degismezleri de
tanimlamaktadir.  izlenecek degismezleri bulma yontemi bu  sonugtan

yararlanmaktadir.

Degismezleri bulmak amaciyla kullanilan algoritma incelenmeden dnce algoritmada

kullanilan bazi islemlerin tanimlari ve bunlarlailgili teoremler ele alinmalidir.

Teorem 5.11:

Basit satir islemleri bir matrisin satir uzayini degistirmez. [18]

Ispat:

A matrisinin satir vektorlerini ry, ro, ..., 'y olarak tanimlansin. B matrisi, A matrisine
satir islemleri uygulanarak elde edilen matris oldugu varsayilsin. Burada B’ nin satir
uzayindaki her satirin ayni zamanda A’ nin da satir uzayinda oldugunun gosterilmesi
gerekir. Dogal olarak bu ifadenin tersi de dogrudur. Sonucta A ve B’nin ayni satir
uzayina sahip oldugu sonucunavariimalidir.

ispat yapilirken tim satir islemleri g6z 6niine alinmalidir;
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1. Yapilan islem satir degisimi ise bu durumda A ve B’'nin satirlari ve
dolayisiyla satir uzaylari birbirine esittir.

2. Yapilan islem bir satirin bir sabitle carpimi yada bir satiri bir satirla carpip
baska bir satira eklenmesi islemi ise bu durumda B’ nin elemanlari olanr, 12,
rm' satirlart, A matrisinin satirlart olan ry, ro, ..., I ‘in lineer birlesimidir.
Bir vektdr uzay toplama islemi ve bir sabitle carpim islemine gére kapal
oldugundan olasi tim ri, rz, ..., m ‘ler A'nin satir uzayinda yer airlar.

DolayisiylaB'nin satirlari her zaman A’ nin satir uzayinda yer airlar.

TUm islemler sonucunda elde edilen B matrisinin satir uzayindaki her vektor A’ nin

dasatir uzayindayer alir.

Teorem 5.12:

A’ya satir islemleri uygulanmasiyla elde edilen st tg¢gen formundaki N matrisinin

satir uzaylari esdegerdir.

Ispat:

Teorem 5.12, Teorem 5.11'in bir sonucudur. N matris Ust Uggen formuna
indirgenmis matris ifade etmektedir. N matrisi, A matrisine stirekli olarak satir
islemleri uygulanmasi sonucu elde edilmektedir. Satir islemleri Teorem 5.11 geregi
satir uzaylarini degistirmediginden N matrisinin satir uzayr A matrisinin satir uzayina
esdeger olmalidir.

Sonug: A matrisinin ranki Rank(A) = r ise bu durumda ayni satir uzayina sahip N

matrisinin ranki dar’dir.

Matrislere uygulanan satir islemleri nxn boyutlu E; elemanter islem matrideri ile
tanimlansin. E1 matrisi nxn boyutlu birim matristir. Q matrisi nxn boyutlu matristir.
Q, Ei, Ey, ... Ex matriderinin ¢carpimindan olusan sonu¢ matrisidir, Q = Ex.. ... E2 E;.
A mxn boyutlu bir matrisi tanimlar. A matrisinin sagdan Q" matrisiyle carpiimasi
sonucu elde edilen olan sonug matrisi N'dir. N matrisi nxm boyutludur.

Teorem 5.13:

A mxn boyutlu olmak Gzere A.x =0 homojen sisteminin sifirdan farkli cozomleri,
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AQ' =N (5.25)
kosulunu saglayan Q" matrisinin son (n-r) tane siitunudur.

Ispat:
A matrisinin transpozu alinip bunun Uzerine satir islemleri uygulansin. Teorem 5.11
geregi uygulanan satir islemleri AT matrisin satir uzayini degistirmez. A" nin satir
uzay! ise A'nin siitun uzayina karsi gelir. Satir islemlerini ifade eden E;, E,, ..., Ex
matrisleri soldan A" matrisi ile carpilsin. Sonugta elde edilen NT matrisinde sondaki
(n-r) satirin tamami sifir olan satirlardir. Teorem 5.11 geregi A" matrisi ve N'
matrislerinin satir uzaylari birbirinin esdegeridir. (n-r) ifadesindeki r A™ nin ve ayni
zamanda N nin rankina esittir.

E.AT=N"

E»E1.AT=N",

EsE2ELAT=N"3

Ex... EsE2.EL.AT=NT

Q.AT=N" (5.26)
Elde edilen bu esitligin transpozu alindiginda 5.27’ deki ifade elde edilir.
AQ'=N (5.27)

Bu sonuca bakildiginda N matrisinin son (n-r) situnu tamami O olan situnlardir.
Teorem 5.10'da yer alan bagintilardan, sifir uzayina karsi gelen x, degismezlerini A

matrisini sifira gétirdigi gbz énine alinsin.
Xn =P AXn=0

Bu durumda Q" matrisinin son (n-r) adet siitunu A’nin satir uzayini 0’ a gotiriirler.
Dolayisiyla Q™ nin son (n-r) siitunlarindan her biri bir degismez vektoriidiir. Bundan
sonra bu sttunlarin bagimsiz olup olmadigi arastirilmalidir. Bu amagla E; nxn birim

matrisine sirayla E, Eg, ..., Ex satir degisim matrisleri uygulansin,

E2.E1
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Es.E.o.E1

Ex... EsE2.Ex
Sonunda el de edilen bu ifade Q matrisinin kendisidir.
Ek... E3E2.E1 = Q

E1 nxn birim matrisinin satirlari birbirinden bagimsizdir. Dolayisiyla E1 matrisinin
satirlart n boyutlu bir satir uzayini span ederler. Bu matrise uygulanan satir islemleri
sonucunda elde edilen Q matris de Teorem 5.12 geregi ayni satir uzayini ve
boyutunu span etmesi gerektiginden tim satirlari birbirinden bagimsiz olmalidir.
Q" nin son (n-r) siitunu Q’nun son (n-r) satirina karsi gelmektedir. Bu durumda

Q" nin tuim stitunlari birbirinden bagimsizdir.

Sonug itibariyle QT matrisinin son (n-r) siitunu birbirinden bagimsiz olup bunlar
A’'nin satir uzayini R™ de yer alan sifiraeslerler. Bu (n-r) siitun A’ nin sifir uzayinda

yer alirlar. Bu sonug aranan sonuctur.

Lemmab5.1:

Q' matrisinin son (n-r) siitunu A matrisinin sifir uzayini span ederler.

Ispat:

Q" matrisinin son (n-r) siitunu birbirinden bagimsiz oldugu bulunmustu. Lineer
Cebrin teme teoremlerinden R(AT) + N(A) = n olmas gerekiyor, n A'nin siitun
sayisidir. A’nin satir uzayinin ranki R(A") = r oldugundan, A’nin sifir uzayinin ranki
N(A) = n-r bulunur. Q" matrisinde de (n-r) adet bagimsiz siitun oldugundan ve A’yi
sifira eslediklerinden bunlar A'nin sifir uzayi igin baz olustururlar.

Matrislere uygulanan satir islemleri mxm boyutlu F; elemanter islem matrideri ile
tanimlansin. F; matriss mxm boyutlu birim matristir. P matris mxm boyutlu
matristir. P, Fi, F», ... Fx matrislerinin carpimindan olusan sonuc¢ matrisidir, P = Fy..
. F2F1.

Teorem 5.14:

A mxn boyutlu olmak tizere A".y = 0 homojen sisteminin sifirdan farkli coziimleri,
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ATP'=NT (5.28)
kosulunu saglayan PT matrisinin son (m-r) tane siitunudur.

Ispat:

Teorem 5.14'(in ispatl teorem 5.13'in ispatina paraeldir. ilkinde AT matrisine

uygulanan satir islemleri burada dogrudan A matrisine uygulanmaktadir.

Fl.A = N]_
Fz.Fl.A = N2
F3F2.F1.A = N3

F... Fs.Fo.F.A=N

P.A=N (5.29)

Teorem 5.12 geregi A matrisinin satir uzay! ve Ust uggen matris formundaki N
matrisinin satir uzayi birbirinin esdegeridir. N matrisinin son (m-r) satiri tamami 0
olan elemanlardan olusur. A ve N matrislerinin ranki birbirine esittir ve bu rank r ile

ifade edilmistir. Bir dnceki esitligin transpozu alindiginda
ATPT=NT (5.30)

ifadesi elde edilir. Bu sonuca bakildiginda N matrisinin son (m-r) siitunu tamami 0
olan sttunlardir. Teorem 5.10'de yer alan bagintilardan, sol sifir uzayina yer aan x,
degismezlerini A" matrisini sifiragétiirdiigii goz éniine alinsin.

Xn > ATXx, =0
Bu durumda P" matrisinin son (m-r) adet siitunu A’ nin siitun uzayini 0’ a géturiirler.
Dolayisiyla P matrisinin son (m-r) siitunlarindan her biri bir degismez vektoridiir.

Bundan sonra bu stitunlarin bagimsiz olup olmadigi arastirilmalidir. Bu amagla F;
mxm birim matrisine sirayla F, Fs3, ..., Fx satir degisim matrisleri uygulansin,

Fa.F1
FsF2.F1
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Fy... F3F2.F1
Sonunda elde edilen bu ifade P matrisinin kendisidir.
Fk... F3.F2.F1 =P

F1 mxm birim matrisinin satirlar1 birbirinden bagimsizdir. Dolayisiyla F; matrisinin
satirlari m boyutlu bir satir uzayini span ederler. Bu matrise uygulanan satir islemleri
sonucunda elde edilen P matris de Teorem 5.12 geregi ayni satir uzayini ve
boyutunu span etmes gerektiginden tum satirlar birbirinden bagimsiz olmalidir.
P"nin son (m-r) siitunu P’nin son (m-r) satirina karsi gelmektedir. Bu durumda

P nin ttim stitunlar birbirinden bagimsizdir.

Sonug itibariyle PT matrisinin son (m-r) siitunu birbirinden bagimsiz olup bunlar
A’nin stitun uzayini R™de yer alan sifira eslerler. Bu (m-r) siitun A'nin sol sifir

uzayinda yer alir. Bu sonug aranan sonugtur.

Lemmab5.2:

P matrisinin son (m-r) siitunu A matrisinin sol sifir uzayini span ederler.

Ispat:

PT matrisinin son (m-r) siitunu birbirinden bagimsiz oldugu bulunmustu. Lineer
Cebrin temel teoremlerinden R(A) + N(AT) = m olmasi gerekiyor, m A’nin satir
sayisidir. A’nin situn uzayinin ranki R(A) = r oldugundan, A’ nin sol sifir uzayinin
ranki N(AT) = m-r olarak bulunur. PT matrisinde de m-r adet bagimsiz siitun

oldugundan ve A’y sifira eslediklerinden, bunlar A’nin sol sifir uzay: igin baz

olustururlar.

Ornek 5.2:
1 -11 -1

A =11 0 0 -1, 3x4 boyutlu matrisinin sifir uzayinin Teorem 5.13
0 -11 0

kullanilarak bulunmasi.

Bu ¢6zimu gergeklestirmek amaciylailk olarak A matrisinin transpozu ainir ve 4x4

boyutlu E; birim matrisi tanimlanir.
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1 1 O 1 00O
-1 0 -1 0100
AT = , By = sonunda elde edilecek Q ve N'
1 0 1 0010
-1 -1 O 0 001

matrislerinin goriinebilir olmasi amaciyla E; satir islemleri matrisleri hem A™ ye hem
de E;’ e uygulanacaktir. Benzer sekilde tim elemanter islem matrisleri uygulandiktan
sonraN" ve Q matrisleri asagidaki gibi elde edilir,

11 0 1 000
NT_QAT_01—1 Q_1100
' 00 0} 0110
00 O 100 1

Esitligin transpozu aindiginda A.Q" = N elde edilir,

1101

1 -11 -1 1 0 0O
0110

1 0 0 -1y. =11 1 0O
0010

0 -11 0 0 -100
0 001

Elde edilen Q" matrisinin son iki siitunu A matrisinin satirlarini O'e esler. Bu
durumdav,i=[0 1 1 0]"vev,=[1 0 0 1] situnlart A’nin sifir uzayini span

ederler.

Bir sonraki bélimde Teorem 5.13 ve Teorem 5.14'G kullanan bir algoritma

Onerilmektedir.

5.6. P —Degismezlik ve T — Degismezlik Algoritmalari

5.6.1. Satir Eliminasyonu Ydntemi Algoritmasi
Bir C= (P, T, F, W) Petri ag1 tanimli olsun. Bu Petri aginin gegis-yer olay matris A
mxn matrisi, |Pl=n, |T| = m ve I, danxn boyutlu birim matrisi tanimlasin. Bu
tanimlamalar 1siginda P - degismezleri bulmak amaciyla kullanilacak satir
eliminasyonu yontemi asagidaki adimlardan olusur,

1. A matrisinin transpozu alinip 6n tarafina nxn boyutlu birim matris eklenir. Yeni

olusan matris[1,:A"] seklinde olur. Bu yeni matrise B ismi verilir.
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B« [I:AT]

2. Olusan B matrisinin, AT kismi iizerinde satir eiminasyon islemleri uygulanir. AT
lizerinde uygulanan satir islemlerinin aynisi 1ye de uygulanir. AT kisminda
uygulanan islemler bittikten sonra (n-r) adet satir sifir olacaktir. Bu satirlara karsilik
matrisin 1, kisminda kalan satirlar yer degismezlerini verecektir. Eliminasyon
sonucunda A" matrisinde hi¢ tamami sifir olan satirlar olmamasi durumunda tek

¢Ozum asikar ¢cozUmdur.

T —degismezleri elde etmek amaciyla yukaridaki algoritma A’ya uygulanir. Sonunda
elde edilen B matrisinde sag tarafi sifir olan satirlarin sol kismi T degismezleri
verecektir.

P ve T degismezlerin hesaplanmasinda kullanilan ve en fazla bilinen agoritma

Fourier-Motzkin algoritmasidir.

5.6.2. Fourier-Motzkin Yoéntemi

Bir C= (P, T, F, W) Petri ag1 tanimli olsun. Bu Petri aginin gegis-yer olay matris A
mxn matrisi, |P|=n, |T| = m ve I,'dak boyutlu birim matris tanimlasin. Bu
tanimlamalar 1siginda P - degismezleri bulmak amaciyla kullanilacak Fourier —

Motzkin yontemi [4, 19] asagidaki adimlardan olusur,
1.C=A,

D=1I,n= |P|atamaar yapllir.
2.1 =1den m e kadar asagidaki adimlari tekrarla, m = 1T,

2.1. B = [D:C] matrisine orijinal B matrisinin iki satirinin pozitif lineer
kombinasyonlarindan olusan ve yeni satirin (n + i)’inci sttun elemanini 0

yapan Urin satirini ekle.

2.2. B'den (n + i)’'inci sttun elemani sifir olmayan satirlari sil. Elde edilen
matrisi yeni B matrisi olarak tanimla.

3. Geriye kalan B’ den minimal olmayan satirlari ¢ikart, kalan satirlarin elemanlarini
da o satirdaki sifir olmayan elemanlarin EBOB’ una bdl. Elde edilen son B matrisinin

D kisminakarsi gelen satilar P-degismezleri verir.
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Benzer agoritmay! A" ye uygulanirsa bu durumda sonunda elde edilen B matrisinin

D kisminakarsi gelen satirlar T-degismezleri verecektir.

Daha 6nce tanimlanan algoritmalardan farkli olarak bu algoritma sadece pozitif P ve
T degismez vektorlerini bulacaktir. P ve T degismez vektorlerinde sifirdan kiguk
elemanlarin olmasl durumunda bunlar bulunamayacaktir. Bu algoritma minimal
destek degismezlerini bulmak amaciyla kullanilir. Yaniz her durumda tim minimal

¢Ozlmleri bulamayabilir.

Fourier — Motzkin yonteminin iki handikabir bulunmaktadir. Bunlardan ilki minimal
degismezler var olmalarina karsin algoritmada el de edilen durumlarin eksponensiyel
olarak artmasindan dolayi bellek asimina sebep olabilir. ikinci handikap noktasi ise
belli sayida degismez elde edildikten sonra bile elde edilenlerin minimal
degismezlerin tamamini veya bir kismini kapsamama olasiligidir. [18]'te Fourier —
Motzkin algoritmasinin bu handikaplarini asmak i¢in yonteme eklentiler 6nerilmistir.

Ornek 5.3. Sekil 5.3'te gorllen Petri agina ait P degismezlerin, Satir Eliminasyonu

Algoritmasl ve Fourier-Motzkin Y 6ntemi kullanilarak elde edilmesi.

Sekil 5.3 incelenecek Petri Agi
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Sekil 3'teki Petri aginin P-degismezlerini bulmak amaciyla ilk ©nce Satir
Eliminasyonu Algoritmasi uygulanacaktir. Daha sonra da Fourier-Motzkin
agoritmasi uygulanacak ve bulunan sonuglar karsilastirilacaktir. incelenen Petri

aginin olay matrisi asagidaki gibi bulunur,

-1 1 1 0 0 0 O]
-1 0 0 1 1 0 O
0 -1 0 0 0 1 O
A=/0 0 -1 0 0 0 1
0O 0 0 -1 0 1 O
0O 0 0 0 -1 0 1
1 0 0 0 0 -1 -1

Satir Eliminasyonu Algoritmasi:

1. B matrisin elde edilmesi.

B« [In:AT]

1 000000-1-120 0 0 0 1]
01000001 0 -1 0 0O O O
00100001 0 O -1 0 0 O
B=|0 001 0000 1 0 0 -1 0 O
00001000 1 0 O O -1 0
00000100 O 1 0 1 0 -1
00000010 O O 1 0 1 -1

2. Olusan B matrisinin, AT kismi Uizerinde satir eliminasyon islemleri uygulanir. AT
Uzerinde uygulanan satir islemlerinin aynisi 1,’ye de uygulanir. Satir eliminasyonu

islemleri sona erdikten sonra elde edilen B matrisinin asagida gorulmektedir.

1 0 0 0O 0OO0OO0O-1-10 O O 01
11 0 0 O0OOO0 -1 -2 0 O 01
0-11 0 0O00OO0O O 1 -1 0 OO
1 011 00O0:0 O O -1-1 0 1
0o 0o 0o-17172000 0 O O0 -1-10
11 01 0100 O O O O OO
1 01 0 1010 0 O O O O O]
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Elde edilen son matriste 6. ve 7. satir P yer degismezlerini vermektedirler. Sol
kismda kaan [1101010] ve[1 01010 1] vektorleri yer degismezlerini
vermektedirler. Bu iki vektér A'nin sol sifir uzayinin baz vektorleridir. Ayni

zamanda minimal destek degismezlerini de tanimlarlar.

Fourier-Motzkin Yontemi:

1.C=AT,
D=1, n= |P|atamalari yapllir.
<11 1 0 0 0 O]
-1 0 0 1 1 0 O
0 -1 0 0 0 1 O
A=|0 0 -1 0 0 0 1
0 0 0 -1 0 1 O
0O 0 0 0 -1 0 1
1 0 0 0 0 -1 -1
-1 -1 0 0 0 0 1] 1 0 00 0 O O]
1 0 -1 0 0 0 O 0100000
1 0 0 -1 0 0 O 0010000
C=A"=|0 1 0 0 -1 0 0|,D=In=|0 001000
0O 1 0 0 0 -1 0 0000100
0O 0 1 0 1 0 -1 0000010
0 0 0 1 0 1 -1 000O00O0O0 1]

2.1 =1den m e kadar asagidaki adimlari tekrarla, m = 1T,
2.1. B = [D:C] matrisine orijina B matrisinin iki satirinin pozitif lineer
kombinasyonlarindan olusan ve yeni satirin (n + i)’inci sttun elemanini 0
yapan Urln satirini ekle.
2.2. B'den (n + i)’inci situn elemani sifir olmayan satirlari sil. Elde edilen

matrisi yeni B matrisi olarak tanimla.

1 00000O0-1-2 0 0 O 0 1

0 000001 0O -1 0 0 O0 O

00100001 O O -1 0 0 O
B=[D:C]=/0 0 021 00 0:0 1 0 0O -1 0 O

00001000 1 0O O O -10

000001 0O0 O 1T O 1 0 -1

00000010 0 O 1 0 1 -1
1)i=1,icinadm 2.1

87



1. satir ile 2. satir1 toplave B matrisine ekle
1. satir ile 3. satir1 toplave B matrisine ekle

11000000 -1-10 001
101 00000-10 -12001

1 00000O0-121-2 0 0 O 0 1
01000001 O -1 0 0 O0 O
0010000121 O O -1 0 0 O
B=(f(0 001 000:0 12 0 O -2 0 O
00001000 1 0O O O -10
000001 0O0 O 1T O 1 0 -1
00000010 0 O 1 0 1 -1
adm 2.2
Birinci sttunu sifir olmayan satirlar sil; Eski B matrisinde 1, 2 ve 3 nolu satirlar
silinecek.
11000000 -1-10 0 0 1]
1 01000O00-1 0 -2 0 0 1
B:0001000_0100—100
000010001 O O O -10
00000100 O0O 1 O 1 0 -1
00000010 0 0 1 0 1 -1

Benzer sekilde i = 2, 3, 4 ve 5 i¢cin de adim 2.1 ve adim 2.2 uygulanir. Sonucta

asagida gorilen B matrisi elde edilir.
2111111000000

B={1 01010 1:.00 00O00O0
1101010000000

o O O

B matrisinin sag tarafindaki tim satirlar sifir oldugundan sol taraftaki satirlar pozitif
P degismezlere karsi gelmektedir.

3. Geriye kalan B’ den minimal olmayan satirlari ¢ikart, kalan satirlarin elemanlarini
da o satirdaki sifir olmayan elemanlarin EBOB’ una bol. Elde edilen son B matrisinin
D kisminakarsi gelen satilar P-degismezleri verir.

Elde edilen Gi¢ P degismezden ikisi bagimsizdir. [21 111 1 1], P degismezi diger iki

P degismezin toplamindan olustugundan bu c¢cozimler arasindan atilabilir. Geriye
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kalan[1010101] ve[1101010], Pdegismezleri ayni zamanda A’ nin minimal
destek degismezlerini de tanimlar.

5.6.3. Onerilmis Diger Degismez Bulma Algoritmalari

Polinom Zamanli Algoritma

Tanida [20] ve digerlerinin makalesinde Petri ag1 degismezlerini Uretmek amaciyla
polinom zamanli bir algoritma onerilmistir. Onerilen algoritma lineer programlama
teknigine dayanmaktadir ve O(m.n* + n.t(A)) karmasikligina sahiptir. t(A), lineer
programlamada Karlmarker tarafindan onerilen polinom zamanli yéntemi ifade eder.
Onerilen yontem, olmasi durumunda pozitif bir baz bulmaya calismaktadir.
Algoritmada A.x = 0 denkleminden ilk dnce yari-Uretken bir tablo olusturuluyor. Bu

tablodan da gercek degismezler hesaplaniyor.

Savak ve Kapanlara Dayanan iki Algoritma

Yamauchi [21] ve digerleri STFM (Siphon — Trap based Fourier — Motzkin) kodlu
yeni bir algoritma onermislerdir. Onerilen agoritma, Fourier-Motzkin ve minimal
kovan bulma algoritmalarini (FDMS — Find Digoint Minimal Siphons) birlikte
kullanmaktadir. Algoritmada temel amag bir minimal ayrik kovan tanimlayan P c P
yerler kiimesini veya bir minimal ayrik kapan tanimlayan T < T kimesini bulup bu
kiimenin Uzerine Fourier-Motzkin algoritmasini uygulamaktir. Bu sekilde Petri agi
degismezleri hesaplanirken aday sayisi azaltiimis olur.

Takano [22] ve digerleri iki agoritma birden onerilmislerdir. Algoritmalardan
birincisi  Fourier-Motzkin agoritmasini gelistirip performansini ve duyarliligini
artirmaktadir.  Ikinci agoritma ise [21]’de anlatilan STFM agoritmasini
gelistirmektedir. Bu amagla FDMS algoritmasina iyilestirmeler uygulanmakta, daha
Once kullanmlan Fourier-Motzkin agoritmas  yerine de iyilestirilmis hali
kullanilmaktadir.

Degismez Bazi Olusturan Algoritma

Bourjij [23] ve digerleri, lineer cebirsel yontemlere dayali frakli bir agoritma
onermislerdir. Onerilen algoritma A.x = 0 homojen denklem takimini basit kurallar

araciligl ile basit bir forma donusturtyor. Y ontemde A matrisi dort parcaya bol inup,
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bu bolunen pargalar Uzerinde islemler gergeklestiriliyor. A matrisi asagidaki gibi bir

formda bdl tindyor,

SN 530
Ay A,

Y ontem geregi ilk adimda A mxn boyutlu matrisi 5.30"da gortldugi gibi bir forma
donustaraltp bolundyor. A; bélmesi rxr boyutlu olup tim ranki r’dir. Burada
rank(A) = Rank (A1) = r. Diger bdlmelerin boyutlar buna bagli olarak bulunabilir.
ikinci adimda yontemde 5.31’ de tanimlanan bir M matrisini elde ediliyor.
M= (Cof (A)".A, (5.31)
det(A,)

5.31'deki Cof(A1) A matrisinin kofaktorlerinden olusur. A; matrisinin ranki tam
oldugundan det(A;) # 0. M matrisine dayal1 olarak pozitif degismezlerin varligina
bagli yorumlar yapilmakta ve olmalari durumunda bu degismezler M’ den hareketle
elde edilmektedir. [23]
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6. PADA PROGRAMI VE OZELLIKLERIi

Bu bdlumde, yapilan ¢alisma kapsaminda gelistirilen Petri Aglari Degismez Analizi
(PADA) programinin yapisl, bu program kullanilarak degismez analizlerinin
yapilmasl anlatilacak ve program kullanilarak yapilmis cesitli analizlerin zamanlarini

gosteren cizelge anlatilacaktir.

6.1. PADA Programi Calistiriimasi

PADA programi komut satirindan calistirilan bir programdir. Program calistirildiktan
sonra kullanicidan. txt uzantili Petri agl dosyasinin isimi sorulmakta, daha sonra da
kullanicidan ciktl dosyasl ismi istenmektedir. Kullanici bunlari sagladiktan sonra
program P ve T degismez andizlerini ylritmekte, sonuclari da cikti dosyasina
yazmaktadir. Sonuglarda bulunan P ve T degismezlerin yani sira, analizlerde
kullanilan temel matrisler ve her andlizin ortalama programlama zamani da yer
almaktadir.

6.2. PADA Programi Calisma Ortami

PADA programi Visua Studio .NET ortaminda C# (C Sharp) programlama dili
kullanilarak gélistirilmistir. Program Uzerinde Windows 9X, 2000, XP veya daha
yeni bir isletim sistemi kurulu ortamlarda calistirilabilir. Windows 9X ve 2000
isletim sistemlerine programin  hata vermeden caistirilabilmesi icin  .NET
Framework 1.1 kurulu olmalidir, ki bu yazilim web ortamindan (cretsiz
indirilebilmektedir.

6.3. PADA Programinin Dosya Giris Formati

PADA programinin veri girisi dosyalarl Sekil 6.1 de verilen 6rnekteki formatta ve
xt uzantili olarak tanimlanmalidir. Bu formatta [P] ile yerlerin sayisi, [T] ile

gegislerin sayisi, [M] ile de satirlari gegis, situnlari da yerleri ifade eden degisim
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matrisini tanimlamaktadir. Her satirda bulunan degerler birbirinden bir tab bosluk
araligl ile ayrilmig, her satir sonunda da yeni satir karakteri eklenmistir. Yeni satir

karakteri en son satirdan sonra da eklenmelidir.

[F]

,

[T]

7

[M]

1 1 1 0o 0 0 O
1 0 o0 1 1 0 O
o -1 o0 o0 0 1 o0
o o -1 0o 0 0 1
o o o -1 o0 1 o0
o o o o -1 o0 1
1 o o o0 o0 -1 -

Sekil 6.1 Ornek Petri Agi Giris Dosyas

6.4. PADA Programinin AKisi

PADA programinda iki temel dongu vardir. Bunlardan ilki sekil 6.2'de gorilen P
degismezleri hesaplama dongusudir. 1. adimda dongi A mxn boyutlu matrisinin
okunmaslyla baslamaktadir. 2 adimda A matrisinin transpozu alinmakta, 3. adimda
ise nxn boyutlu |, birim matrisi tanimlanmaktadir. 4. adimda AT matrisine satir
eliminasyonlari uygulanmakta ve bu matrise uygulanan islemlerin aynisi I, birim
matrisine de uygulanmaktadir. 5. adimda ise eliminasyon sonucunda indirgenmis A
matrisi elde edilmektedir. Bu dongti 5. bolimde yer alan Teorem 5.13' i uygulayan
yontemdir. Son adimda elde edilen I, birim matris yontemdeki Q matrisine,
indirgenmis A" matrisi de N""teye karsi gelmektedir.

P — degismez analizlerinin ¢alisma zamani hesaplanirken 2 ve 5 arasindaki adimlar
ilgili matris Uzerinde 1000 kez uygulanip ortalamasi al inmaktadir.
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* txt
Petri Ag
Dosyasi

@ Dosyadan Petri agina ait gegis-
> yer matrisini oku
A

A matrisinin trasnpozunu al

‘

@ A" matrisindeki satir boyutunda
(n) birim matris
tanimla I,, matrisni bul

A

@ AT matrisine satir eliminasyonu Bu islem
uygula, ayni satir iglemlerini » ayrintil olarak
I,'ye de uygula anlatilacaktir.

A

®

A"de sifir olan satirlara |, 'de
karsi gelen satirlar sonucu verir

Sekil 6.2 PADA Programinda P Degismez Analizi

PADA programindaki ikinci dongu Sekil 6.3'de gorilen T degismezleri hesaplama
dongusudur. 1. adimda déngi A mxn boyutlu matrisinin okunmasiyla baslamaktadir.
2 adimda A matris kopyalanmakta, 3. adimda ise mxm boyutlu I, birim matris
tanimlanmaktadir. 4. adimda A matrisine satir eliminasyonlari uygulanmakta ve bu
matrise uygulanan islemlerin aynisi I, birim matrisine de uygulanmaktadir. 5.
adimda ise eliminasyon sonucunda indirgenmis A matrisi elde edilmektedir. Bu
dongu 5. bolimde yer alan Teorem 5.14' i uygulayan yontemdir. Son adimda elde
edilen I, birim matrisi yontemdeki P matrisine, indirgenmis A matrisi de N’ e karsi
gelmektedir.

T — degismez analizlerinin calisma zamani hesaplanirken 2 ve 5 arasindaki adimlar

ilgili matris Uzerinde 1000 kez uygulanip ortalamasl a inmaktadir.
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* txt
Petri Ag
Dosyasi

@ Dosyadan Petri agina ait gegis-
> yer matrisini oku
A

A matrisinin kopyala

‘

@ A matrisindeki satir boyutunda
(m) birim matris
tanimla |, matrisni bul

A

@ A matrisine satir eliminasyonu Bu islem
uygula, ayni satir islemlerini ayrintili olarak
Im'ye de uygula anlatilacaktir.

A

A

®

A'de sifir olan satirlara I, 'de
karsi gelen satirlar sonucu verir

Sekil 6.3 PADA Programinda T Degismez Andlizi

Her iki analizde de goriilen 4. adimda satir eliminasyonlarinin gergeklestigi agoritma
vardir. Bu agoritmabir sonraki bolimde daha yakindan incel enecektir.

6.5.  Satir Eliminasyonlari Algoritmasi

Sekil 6.4'te program kodunda uygulanan satir eliminasyonu algoritmasi akis semasi
gorulmektedir. Bu agoritma program akisinda doérdinct adima karsi gelmektedir.
Algoritma P degismez ve T degismez analizlerinde ayni sekilde calisir. ikisinin tek
farki P degismez analizinde AT matrisine uygulanan algoritma adimlari T degismez

analizinde A matrisine uygulanmasidir.

Algoritmada amag mxn boyutlu olan AT matrisinde eliminasyonlar sonucunda (st
Ugcgen matrisine donustirmek ve A matrisine uygulanan tim islemleri 1, birim

matrisine de uygulamaktir.. Algoritma ilk olarak a[k, I]'nin sifira esit olup
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olmadigini kontrol eder. Baslangi¢ noktasl k = 0 ve | = 0 olan degerlerdir. Eger a[k,
[]'nin degeri sifir ise agoritma bir sonraki adimda | sutununda diger di, 1], i = k,
k+1, ... m, eemanlarin sifir olup olmadigini kontrol eder. Eger situnda tim
elemanlar sifir ise bu durumda I'in degeri bir artirilip (I++) bir sonraki situnda ayni
islemler uygulanir. Sttunda sifir olmayan en az bir i, 1] elemaninin bulunmasi
durumunda alk, 1] ve a[i, ] satirlarinin yeri degistirilir. Bu yer degistirme islemi ayni
sekilde birim matris Uzerindeki i[k, 1] ve i[i, I] satirlarina da uygulanir. Yer
degistirme sonucunda veya ilk kontroldeki a[k, I]'nin sifirdan farkli bir deger ailmasi
durumunda | situnu boyunca satir eliminasyonu uygulanir. Uygulanan satir
eiminasyonu islemlerinin  aynisi I, birim matrisne de uygulanir. Satir
eliminasyonundan sonra hem k hem de I'nin degeri bir artirilir (k++, |++).
Algoritmada k ve I'nin deger degisimlerinden sonra esik degerlerine erisip
erismedikleri kontrol edilir. k’'nin esik deger m, I'nin esik degeri de n’dir. Bu
degiskenlerin degerleri Gst sinira ulasmis olmalari durumunda agoritma sonlandirilir
ve ilk matrisin indirgenmis Ust Gcgen matrisi ile ayni satir islemleri uygulanmis 1,

matrisi geri dondurdldr.
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Matris
Verileri

> sitln sayis

k > satir sayisi
HAYIR
|++
k-i--i v
Sutdn boyunca satir
eliminasyonu uygula Ayni =
eliminasyonu birim matrise EVET alk 1'=0 HAYIR
de uygula
y
HAYIR
e
uyguia Ay : [ ¢—HAYIR tum | sttinu EVET
degisimini birim matrise de - 144
uvaula sifirm ~
EVET Y9
Donguleri Sonlandir EVET

" Indirgenmis Matrisi Déndar

Sekil 6.4 Satir Eliminasyonu Uygulama Algoritmasi

Sekil 6.4'teki akis semasi gorulen algoritmanin adimlari Sekil 6.5'te ayrintili olarak
ele alinmaktadir. Bu agoritmada kullanilan satir eliminasyonu algoritmasl Sekil
6.6'da gOrulmektedir. Satir eliminasyonu algoritmasi satir islemleri yapilacak
satirlarin siradaki  ilk elemanlarinin isaretlerine bakip, ayni isaretli olmalari
durumunda agirlikli cikarma islemini, farkll isaretli olmalari durumunda agirlikli
toplamaislemini yapmaktadir. Sekil 6.7’ de gorilen satir degistirme algoritmasi, ilgili
sutundaki ilk elemani sifir olmayan satirla ilk elamani sifir olan satirlarin yerlerini
degistirmektedir. Hem satir eliminasyonu algoritmasinin hem de satir degisimi
algoritmalari olay matrisine ve birim matrise paralel olarak uygulanmaktadir. Sekil
6.8 de ilgili situn boyunca yine ilgili satirdan asagida kalan elemanlarin sifir olup
olmadiklari kontrol edilmektedir. Sifir olmasi durumunda dogru durumu, sifirdan

farkll olmasl durumunda yanlis durumu geri dondurtilmektedir.
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Giris: mxn boyutlu a matrisi
Cikis: indirgenmis a ve id matrisleri
basla:
tanim id /* mxm boyutlu birim matris*/
herbir (k=0; k<m) ve (I =0; | <n) oldugu slrece yap
eger (alk, 1) '=0) ise
herbir (i = k+1; i <m) icin yap
SatirEliminasyonu(a, id)
son
k++, [++
son
diger (SttunSifirMi(a) == yanlis) ise
SifirOlmayanSatirlaDegistir (a, id)
herbir (i = k+1; i <m) icin yap
SatirEliminasyonu(a, id)

son
k++, [++
son
diger (SttunSifirMi(a) == dogru) ise
[++
son
son
bitir

Sekil 6.5 Satir Eliminasyonu Uygulama Algoritma Adimlari

Fonksiyon SatirEliminasyonu (a, id)
basla:
eger (ak, 1).id(k,l) < 0) ise
herbir (j =0; j <n)icin yap
aj, i)« aj,i)ak, ) +ak,i).aj, 1)
id@, i) « id@, i).ak, ) +id(k, i).a(, I
son
son
eger (alk, 1).id(k,l) > 0) ise
herbir (j =0; j <n)icin yap
aj, i)« aj,i)ak,l)-ak,i).ag, )
id(j, i) « id(, i).ak, ) - id(k, i).a(, )
son
son
bitir

Sekil 6.6 Satir Eliminasyonu Fonksiyonu
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Fonksiyon SifirOlmayanSatirlaDegistir (a, id)
basla:
herbir (i = k+1; i <m) icin yap
eger (a(i, 1) !1=0)
ak, ) < a, )
id(k, I) «>id(, 1
dur
son
son
bitir

Sekil 6.7 Satir Degisimi Fonksiyonu

Fonkisyon SutunSifirMi (a)
basla:
colSum=0
colSumB = yanlis;
herbir (i = k; i <m) icin yap
colSum « colSum + | ai, 1)
son
eger(colSum == Q) ise
colSumB = dogru;
son
dondir colSumB
bitir

Sekil 6.8 Situnda Sifir Kontrol Fonksiyonu

6.6. PADA Programi Analiz Sonuclari

Tablo 6.1'de cesitli boyutlardaki Petri aglarinin P ve T degismez anadlizlerinin
hesaplama zamanlari gorilmektedir. Hesaplamalar Intel Pentium 4, 24 GHZ
islemcisi olan bir bilgisayar Uzerinde yapilmistir. Tablonun ilk sitununda analizleri
yapilan mxn boyutlu olay matrisinin boyutlari verilmistir. A matrisindeki m degeri
gecis sayisini, n degeri de yer sayisini tanimlamaktadir. ikinci ve tglincli siitunda,
ilgili matrisin sirastyla P ve T analiz zamanlari verilmistir. Verilen degerler mili

saniye cinsindendir.

Tabloda kullanilan ve Petri aglarinin tanimli oldugu giris dosyalari, programin

urettigi sonug dosyalari EK-C’ de verilmistir.
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Tablo 6.1 PADA Programi Hesaplama Zamanlari

A’nin boyutu P analiz zamani (ms) T analiz zamani (ms)
X7 5,190 E-02 2,510 E-02
10x9 4,280 E-02 5,210 E-02
20x18 0,207 0,278
40x36 1,170 1,350
50x45 1,647 2,080
100x90 7,438 9,096
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, es zamanli sistemleri modelleme, tanimlama, analiz etme ve sentezlemede
kullanilan bir ara¢ olan Petri aglarinin yapisal 6zelliklerinden P ve T degismezler
incelenmis ve bunlari bulmak amaciyla bir algoritma onerilmistir. Son bdlimde
Onerilen bu agoritma C# programlama dili kullanilarak kodlanmis bir program

gelistirilmistir.

Program calistirildiginda P ve T degismezler i¢in birer baz elde edilmektedir. Bu
bazlar kullanilarak diger tim P ve T degismezler turetilebilir.

Ileride Onerilecek olan algoritmada bazi iyilestirmeler yapilarak pozitif minimal

degismezlerin bulunmasli amaclanmaktadir.

Bir diger adim, algoritma performansinin mevcut olan diger degismez bulma

algoritmalari ile karsilastiriimasi olabilir.

Son asamada daha genis kapsamli analizler yapan ve gorsel olarak Petri aglarinin
tanimlanabildigi bir programda, bu tezde 6nerilen algoritma bir analiz modul U olarak
kullanilabilir.
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EKLER

EK-A: Uygulamanin kaynak kodlari (CD’ ye kaydedilmistir)
EK-B: Tezin dokumanlarina ait dosyalar (CD’ ye kaydedilmistir)
EK-C: Bolum 6’ dadegismezleri elde edilen Petri aglar (CD’ye kaydedilmistir)
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