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ONSOz

Bir-boyutlu kafes slUzgeglerinin, gergeklestirilen basanli caligmalar
sonucunda, kullanim aianlannin arthi@ goéralmigtir. Elde edilen basanli sonuglar,
kullanilan ydntemlerin iki-boyutiu durumlara da uygulanmasi yolundaki ¢alismalara
6ncaldk etmigtir.

Tezin konusu, Kayran tarafindan gelistirilen iki-boyutlu 6zbaglanimii
modelden yola ¢ikarak, iki-boyutlu &ézbaglanimli kayan ortalamali modelin
incelenmesidir.

Galismam siresince bana yardimianni eksik etmeyen, dis bir Glkede tezimi
tamamiamaya caligirken, Tirkiye ‘den her konuda destek olan ve galigmalarima
titizlikle yon veren de@erli hocam Sayin Prof. Dr. Ahmet H. KAYRAN 'a tegekkir
ederim.
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OZET

Bir-boyutta gelistirilen kafes yapisinin bir uzantisi olarak, Kayran tarafindan
iki-ooyutlu 6zbaglanimli dikgen kafes siizgecleri geligtirimigtir. Onerilen ydntem
ceyrek diizlem veya simetrik olmayan yar diizleme uygulanabiimektedir.

Bu metod ile matris tersi alinmadan, iki-boyutlu genisletiimis normal
denklemden, kafes parametreleri kullanilarak éngéri yanilgi stizge¢ katsayilarini
hesaplamak icin matris formunda Levinson algoritmasinin tam ¢6zimi
sunulmaktadir.

Bu caligmada, sinirll veri uzuniuguna sahip, bir-boyutlu rastgele alanlarin
6zbaglanimii (Autoregressive, AR) modellenmesi Burg Yontemi ile gosterilmistir.
Daha sonra, iki-boyutlu 6zbaglanimhi rastgele alanlarin Kayran tarafindan
gelistiriien model ile gésteriimesi agiklanmistir.

Cahgmaya, 6zbagianimli kayan ortalamali rastgele alanlarin (Autoregressive
Moving Average, ARMA), bir-boyutlu kisminin, Karlsson 'un izdisim yéntemi ile
gosteriimesiyle devam edilmigtir. Bir sonraki agamada ise, tezin ana konusu olan,
iki-boyutlu 6zbaglanimii kayan ortalamali rastgele alanlannin, Kayran 'In
iki-boyutlu 6zbaglanimh alanlarn modelledigi yontem kullanilarak, analiz ve sentezi
yapilmigtir.
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SUMMARY

TWO DIMENSIONAL ORTHOGONAL LATTICE STRUCTURES FOR
AUTOREGRESSIVE MOVING AVERAGE RANDOM FIELDS

The two-dimensional (2-D) digital signal processing has been developing in
recent years quite rapidly due to confluence of a number of trends. Digital
computational capability is growing at a tremendous rate, with an increase in
parallel processing capability. The theoretical developments in this field have
been expedited by different areas such as image processing, seismic prospecting,
visual data communications, robotics and target tracking.

The one-dimensional (1-D) lattice filter theory is well developed and found
numerous applications in various disciplines, especially for the analysis and
synthesis of speech. Lattice form algorithms are simple to implement and have a
modular structure, which can be easily used in VLS| implementations. If an order
increase for the predictor is needed, one can simply add one or more stages
without changing earlier computations.

The most important facility of lattice approach is its property of orthogonality.
This property allows the filter to be updated in order, without recalculation of the
previous lower order filter coefficients. Orthogonality is also appropriate for
efficient hardware or software implementations. Lattice algorithms owes their
robust numerical behvior to this property of orthogonality [1].

In recent years, there has been quite a lot of research activities directed to
the development of 2-D equivalent lattice structures. But, all these formulations
are capable of implementing only a restricted class of transfer functions. In the
literature, a fundemental approach to the modeling 2-D fields by the reflection
coefficients was realized by Marzetta who has extended some results in 1-D linear
prediction to the 2-D case [3]. He proposed a half-plane support which is infinite
in one of the two dimensions. This approach, while keeping several
characteristics, such as correlation matching and producing a minimum phase



filter, leads to very long delay filters [4]. Marzetta’s algorithm has been succesfully
applied to 2-D recursive filter design [5] and to linear predictive coding of images

[6].

A different approach, proposed by Parker and Kayran [7], simultaneously
introduces many points into the support when the model order is increased. The
filter uses a quarter-plane support and introduces three parameter at each order
update. That's why, it lacks sufficient parameters to represent all classes of 2-D
AR quarter-plane filters and it lacks the property of orthogonality so that the
cascading of stages may not lead to an optimum filter.

Later, Ertiziin presented a new and improved lattice structure developed
from the three-parameter lattice filter [21]. It was shown that this new structure
approximates the maximum entropy more closely compared to the three-
parameter structure. The increase in entropy leads to a more reliable and better
modeling of AR fields [22].

Therrien proposed a relation between multi-channel AR model and single
channel 2-D models with quadrant support, where simultaneous computation of
parameters of all four quarter-plane filters is possibie [23].

Lenk and Parker have extended the well-known Levinson and Schur
algorithms to the 2-D case for modeling stationary random fields [8],[26]. Kwan
and Lui showed that this structure inherits most of the nicer characteristics of the
1-D lattice filter such as high modularity, low coefficient sensitiveness, low
roundoff noise and elimination of internal flow.

Tire [30], recently investigated the theory developed by Kayran [29] about
the orthogonal 2-D lattice structure for AR modeling of random fields. He showed
the validity of the mentioned theory for the given covariance case and by using
sampie autocorrelation values of the original data fields. The result of his
simulations showed that the computing of sample autocorrelations would not give
sufficient results for short data records. As the data record gets longer, it was
observed that the resuiting estimation spectrums closely converged the originai
ones.
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In this thesis, the theory developed by Kayran about the orthogonal 2-D
lattice structure for autoregressive modelling of random fields is used to make an
analysis and synthesis of orthogonal 2-D autoregressive-moving average random
fields.

A linear causal time-varying ARMA(N,M) filter may be characterized by an
equation that expresses the filter output at time n, y,, as a linear combination of
the previous outputs yn4,...yn-n and the current and previous inputs

Up,...,U n-(M-1), i.e.,

N M1
Y. = Z A, nM @ Yoi T Z bn,N,M G) u.;

i=1 =0

Like in the AR modelling, in the 2-D ARMA modelling as well, a stationary
random field y(ki,kz) is predicted by a linear combination of its neighboring
samples. The procedure starts with creating the ARMA data field according the
prediction region mask which may be quarter-plane or asymmetric half-plane. The
2-D ARMA data field can be considered as a 1-D array if the appropriate indexing
is chosen. To show the output prediction, the equation above can be reformulated
as shown below :

N N-1
Yk ky)= Zai y((ky,kp)-1) + zbiu((khkz)'i)
= =0

where the notation y((k1,kz)-i) denotes the i element behind y(Kk1,k2).

In the Levinson order-update recursions, one can find general expressions
for lattice parameters, forward and backward prediction error fields and error
powers in more compact form. For p=1,2,....m and n=1,2,...,p lattice parameters
can be written as:

M = pO-D7 A1)
I-'f,,_,, - Pb, Afb,

M — ph=1)"" A(n-1)
I‘la,,) - Pf,.,‘ Aﬂa,°
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where the skaler is defined as:

AD = EIEO

(Kq,K3) DO (Ky,K5)]

The error propagation equations or general form of the orthogonal 2-D lattice
filters is given by:

£ (kq,K,)

p-n

OO Kaky) - T bED (K, k,)

b (kq.kz)

bI(kiky) - I 50Ky K;)

p-n
p=1,2,...m; n=1,2,...,p and starting with

f5” (kykz) =g (keKz) = [y(k1,k2):l

u(kq.k2)

For p=0,1,...,m algorithm starts from the 0" order and continues up to m™
order. The forward and backward prediction error powers can be written as:

bl+1

P(n+1) = P(n) [I - 1—-(n+1) 1—~(n+1)
fy £y f

(n+1)
Pbm

R, [1- T ]

In this thesis, also an example has been given in order to explain the outline
of the model by means of a first quadrant support third order quarter-plane model.

As a future research, the Karisson projection method explained in fifth

section of the thesis for 1-D autoregressive-moving average modelling can be
utilized to derive 2-D lattice ARMA models as well.
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BOLUM 1
GIRIS

iki-boyutiu isaret isleme, son yillarda bir ¢ok konuda uygulama alani
buldugundan, olduk¢a 6nem kazanmistir [1]. Bu alandaki teorik geligmeler,
goéruntl igleme [2], jeofizik aragtirmalari, hedef izleme ve gérsel veri haberlegsmesi,
robotik gibi konularda uygulama alani bularak hizlanmistir.

Kafes algoritmalannin moduler yapilan, onlarin VLSI gerceklestirmelerinde
kullanimlanni  arttirmigtir.  Kafes yaklagiminin en blyldk kolayligi dikgenlik
6zellikleridir. Bu 6zellik sayesinde, dnceki daha disik dereceli filtre katsayilarin
hesaplamaksizin, filtrenin derecesi guncellenebilir. Aynca dikgenlik 6zelliginin
kaskad yapisi etkin donanim ve yaziiim gergeklemelerine de olanak saglar.

ilk olarak Marzetta [3] iki-boyutlu alanlar yansima katsayilari ile modellemis
ve minumum fazli sayisal stzgegleri gelistirmistir. Marzetta, iki boyuttan biri
sonsuz olan, yar-diziem modeli dnermistir. Bu yaklasim, ¢ok uzun gecikme
slizgeclerinin olugmasi sonucunu dogurmustur [4]. Marzetta 'nin algoritmasi, iki-
boyutlu 6zyinelemeli slizge¢ tasanmlarinda [5] ve goruntiinin lineer dngdéruli
kodlanmasinda [6] bagari bir gsekilde uygulanmigtir.

Parker ve Kayran tarafindan &nerilen farkl bir yaklagimda, iki-boyutlu ¢eyrek
dizlem kafes slzgegleri sunulmustur [7]. Ancak dnerilen modelin diklik 6zelligi
tagimamasi slUzgecin yapisal kararliigi [8] ve optimum stzgec¢ [1] olmasi
agisindan bir eksikliktir. Fakat basitliginden dolayi, bu yaklasimla iyi sonugiarin
alinabilecegi de gosterilmistir [9] - [20].

Daha sonra, Ertuzin, Parker ve Kayran 'In (i¢ parametreli kafes stizgecini [7]
kullanarak, yeni ve iyilestirimis bir kafes yapisi sunmustur [21]. Bu yeni yapinin,
G¢c parametreli modelle karsilastirilirsa, maksimum entropiye daha yakin oldugu
" gésterilmigtir. Entropideki artig, 6zbagdianimh veri alaniarinin daha givenli ve iyi bir
sekilde modellenmesini saglar [22].



Bir-boyutlu ¢ok kanalli ézbaglanimli model ile tek kanal geyrek dizlem
destekli iki-boyutlu model arasindaki iliski, Therrien [23] tarafindan sunulmustur.
Buna goére dort geyrek dizleme iligkin parametrelerin ayni anda hesaplanmasi
mimkin olmaktadir. Bu ydntem ¢ok kanalll iki-boyutlu modeller igin
genellestiriimis ve cesitli frekans spektrumu kestirim modellerine uygulanmistir
[24], [25].

Literatlirdeki, diger temel farkhh yaklasim da iki-boyutlu lineer 6ngért
stizgecinin dikgen derece-6zyinelemeli kafes gerceklestirmesidir. Birgok
aragtirmaci [8], [9], [26], [27], [28] bu problemi ¢ézmeye caligmistir. Lenk ve
Parker [8], [26] bilinen Levinson ve Schur algoritmasini genigleterek duragan
rastgele alanlarin modellenmesi igin kullanmislardir.

Kayran [29], rastgele alanlann ézbaglanimli modellenmesi igin iki-boyutlu dik
kafes yapilanni sunmustur. Elde edilen sonuglar, herhangi iki-boyutlu genigletilmis
normal denklemden, kafes parametrelerini kullanarak 6éngéri yanilgr stizge¢
katsaytlarini hesaplamak i¢in Levinson tipi algoritmanin tam ¢ézimina ortaya
koymaktadir. Levinson tiri &zyinelemenin elde edilebilmesi icin Burg matris
¢6zimd kullaniimigtir. Bu model ceyrek dizlem ve asimetrik yan dizieme
uygulanabilmektedir. Kayran [29] tarafindan sunulan bu makalede rastgele alana
ait kovaryans matrisinin verildigi kabul edilerek 6rmek ¢6zim de yapilmigtir. Ayrica
modelin dikligi ve kararliigi gésterilmigtir.

Tire [30], Kayran [29] tarafindan geligtirilen teoriyi, kismi &ziligki yontemini
kullanarak incelemis ve simllasyonlan sonucunda basarill sonuglar elde etmigtir.
Ancak veri boyutuna getirilen sinirlama ile ydntemin verimiiliginin azaldig
gézlenmistir.

Daha sonra Yildiz [31], Kayran [29] tarafindan gelistirilen modelin birinci,
ikinci ve Gg¢lncl derecelerden ¢eyrek dizlem ve simetrik olmayan yan dziem igin
dogrulugunu simdlasyonila ispatiamistir.

Bu ¢alismada, Kayran 'in [29], iki-boyutlu 6zbaglanimli alanian modelledigi
yontem kullanilarak, iki-boyutlu 6zbadlanimli kayan ortalamali rastgele alanlannin
analiz ve sentezi yapilmigtir.



BOLUM 2
ON BILGILER

Gantmazde, filtre terimi, elde etmek istedigimiz bilginin icinde bulundugu,
ancak guarlltiyl de iceren bir dataya uygulanan elektronik bir devre veya
bilgisayar yazilim: oiarak kargimiza ¢ikar.

Gurultinan birgok kaynag olabilir. Ormegin, data, gariltili bir sensordan
ge¢mis olabilir, veya bir iletisim kanalindan gegerken bozulmustur. Her durumda,
filtrelerin kullaniminda Gg¢ temel bilgi igleme dlUzenegi vardir [1] :

- Filtreleme : Herhangi bir t aninda, t anina kadar olan ve t anini da igeren
bir datadan, ilgilendigimiz bilgiyi ¢ikartmaktir.

- Yumusatma : Filtrelemeden farki, ilgilendigimiz bilgi miktarini, t aninda
elde etme imkaninin olmadigi durumda, t anindan sonra o&lgllen datanin
kullaniimasidir. Bu durumda bir gecikme s6z konusu olacaktir.

- Ongérii : Herhangi bir t anina kadar olan ve t anini da igeren bir datadan,
gelecekte t + T anindaki bilginin ne olacagini buima problemidir.

Filtrenin lineer olmasi ise, cihazin g¢ikisindaki isaretin, cihazin girigindeki
isaretin lineer bir fonksiyonu olmasi demektir.

Lineer filtreleme probleminin ¢ézimine istatistiksel olarak yaklagilirsa,
isaretin ve istenmeyen gurlitinin ortalama ve korelasyon fonksiyonlarinin
bilindigi varsayilir. istatistiksel kriterler uyguianarak, girigte guralttla datanin
oldugu durumda, ¢ikistaki datada girtltinin etkisi en aza indiriimeye ¢aligiiir.

Bunun igin en uygun yaklagim, filtrenin g¢ikigindaki isaret ile arzu ettigimiz
filtre cevabi arasindaki fark olan, hata isaretinin, karesel ortalama degerini en aza
indirmektir. Duragan girigler i¢in, bu ¢6zim Wiener filtresi olarak bilinir ve karesel
ortalama anlaminda optimum olarak goraltr.



Wiener filtresinin tasarimi, iglenecek datayla ilgili bir takim istatistiksel
bilgilerin énceden bilinmesini gerektirir. Filtrenin optimum olmasi ise, girigteki
datanin istatistiksel 6zelliklerinin, filtrenin tasariminda rol oynayan onceki
Ozellikleriyle uyum saglamasi durumunda mOmkinddr. Bu, tam olarak
gerceklestirilemezse Wiener filtresini tasarlamak mimkin olmaz, tasarlansa bile
sonug optimum olmaz. Bu problemin ¢éziminde bagvurulan en uygun metot,
uyarlamali filtrelerdir. Bu terimle, isaretin &zelliklerinin tam olarak bilinmedigi
durumda, kendi kendini 6zyinelemeli bir algoritmaya gére ayarlayabilen bir aygit
anlatiimak istenir. Uyarlamali filtreler, cikistaki bilgi, giristeki bilginin lineer bir
kombinasyonu olarak uyarlamal bir sekilde elde edildiginden lineer olarak goéruidr.

Uyarlamali filtrelerin, bilinmeyen ortamiarda etkin bir sekilde calisabiime ve
giris istatistiklerinin zamanla degisimini izleyebilme 6zellikleri, onlan istatistiksel
isaret islemenin énemli bir pargasi haline getirmistir.

iletigim, kontrol, radar, sismoloji, gérintii igleme, sekil tanima, hedef izleme,
gorsel veri haberlegsmesi gibi alanlarda uyarlamali filtrelerin basanii uygulamaian
goruimektedir.

u(n) o L u(nt I I I 11 1 . .73 I [

— Y y(n)
Uyarlamali | &) 5
kontrol
algoritmasi +A dn)
u(n) Bilinmeyen
> bir dinamik
sistem

Sekil 2.1. Bilinmeyen dinamik bir sistemin uyarlamal bir filtre ile
modellenmesi



Uyarlamali filtrelerde iki temel stire¢ vardir :

- Uyarlamal siire¢ : Bazi algoritmalara gore, filtrenin katsayi agirliklanini
otomatik olarak ayarlar.

- Filtreleme siireci : Bu iglemde, ilk olarak uyarlamali stire¢de belirlenen
katsay1 agirliklan ile ¢arpilan girislerden, arzulanan cevabin bir tahmini Gretilir.
ikinci olarak, arzulanan cevabin gergek degeri ile yapilan tahminin farkindan,
tahmin hatasi bulunur. Daha sonra da bu hata, hatay! en aza indirecek sekilde
yeni katsayilarin belirenmesi icin, uyarlamali stirece geri déndurtldr.

Uyarlamali filtrelerin kullanildigi konusma, televizyon ve radar sinyaileri,
sayisal bilgisayar datasi, bir iletisim kanalinin ¢ikigi, sismolojik data ve gurtitl
birer rasgele suregtir.

Uyarlamali filtrelerde, girisi beyaz gurtlttyle strilen lineer ayrik zamanl bir
filtrenin c¢ikigi, duragan aynk-zamanh rasgele bir stre¢ olarak gérilir ve
modellenmesine gidilir. Rasgele bir strecin bir model ile gésteriimesi fikri Yule
tarafindan 1927 yilinda ortaya atilmigtir.

Uc adet duradan rasgele isaret modeli vardir :

A - Ozbaglanimh Model (AR) :

Ozbaglanimit model, 1938 yiinda Wold [1] tarafindan énerilen teoreme
dayanir . AR modelin parametreleri, Yule-Walker denklemieri olarak bilinen lineer
denkiem sisteminin ¢ézimuyie hesaplanir.

u(n), u(n-1),...,u(n-M) ile ifade edilen bir zaman serisinin
u(n) + ar*u(n-1) + ... + av*u(n-M) = v(n) 2.1)

fark denklemini saglamasi M. dereceden Ozbaglanimli bir sirecin
gergeklestiriimesi demektir.

Buradaki ai, az, ..., aw sabitleri AR parametreleri olarak adiandinlir, v(n) ise
beyaz guruiti sirecidir. Beyaz glriitinin ortalama dederinin sifir, varyansinin o



oldugunu kabul ederiz.

E[v(m]=0

2

* - gy, k=n
E[v(n) v* (k)] { o ken

Ozbaglanim deyiminin nedenini agiklamak igin (2.1) denklemini
u(n) = ws* u(n-1) + w2* u(n-2) + ... + ww* u(n-M) + v(n) (2.2)

seklinde yazarsak, u(n) strecinin simdiki zamandaki degerinin, u(n-1), ... , u(n-M)
gecmis deg@erlerinin sonlu lineer kombinasyonuyla, v(n) hata teriminden meydana
geldigini gérurtz.

M
Y= D WXtV
P (2.3)

olarak ifade edilen lineer model, bir baglanim modelidir ve y badimh degiskeni,
X1, X2, ... , Xw bagimsiz degigkenlerine baglanimlidir denir. (2.2) esitligindeki u(n)
degdiskeni, kendisinin dnceki degerlerine bagh oldugdu icin 6zbagianimiidir.

Beyaz Vv(n)

um
garutta C

AR Streci

| u(n-1)

u(n-M)

Sekil 2.2. Ozbagdlanimli iglem Uretecinin blok diyagrami



B - Kayan Ortalamali Model (MA):

Sekil 2.3 deki model, beyaz guriltd ile strtlen sifir kutuplu bir filtredir. Sonug¢

ise, bir kayan ortalama sirecidir.
u(n) = v(n) + bs* v(n-1) + ... + b* v(n-K) (2.4)

b, b2, ..., bw, MA parametreleri, v(n) varyansi ov’, ortalama degeri sifir olan

bir beyaz gurultt srecidir.

MA sirecinin derecesi K 'dir.

Beyaz v(n) v (n-1
guralta

Sekil 2.3. Kayan ortalamali iglem Gretecinin blok diyagrami

C - Ozbaglanimh Kayan Ortalamalh Model (ARMA) :
Sekil 2.4 'deki model hem kutup, hem sifirlarin kullaniididi bir filtredir.
u(n) +a*u(n-1) + a2* u(n-2) + ... + aw* u(n-M)
= v(n) + bi* v(n-1) + ... + b* v(n-K) (2.5)

esitligi ile gésterilen streg, bir ARMA sirecidir. a1, a, ..., @, b1, bz, ..., bk ARMA
parametreleri olup, strecin derecesi (M,K) 'dir.



u(n)

ARMA Sireci

Sekil 2.4. Ozbaglanimh kayan ortalamali iglem Uretecinin blok diyagrami



BOLUM 3
BiR-BOYUTLU OZBAGLANIMLI KAFES SUZGEGLERI

3.1. Sonlu Gegmise Dayali Dogrusal Ongérii

Duragan, ayrik-zamanh rasgele bir strecin, gegmisteki 6mek degerlerinden
faydalanarak, gelecekteki bir degerini 6ngérmek, isaret islemenin 6nemii
problemlerinden biridir.

u(n), u(n-1), ... , u(n-m) bdyle bir siirecin (m+1) drnegdi olsun. Ongodri
probleminde, u(n-1), u(n-2), ..., u(n-m) érek degerleri kullanilarak, u(n) degeri
bulunmaya caligilir.

Una i, u(n-1), u(n-2), ... , u(n-m) degerlerinden olusan m-boyutlu uzay,
G(njUn+) 'i ise u(n) 'in éngérulen degeri olarak kabul edelim. G(n|U»+) éngériilen
degeri, (3.1) esitliginde gosterildigi gibi, u(n-1), u(n-2), ... , u(n-m) degerlerinin
lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilirse, dngdrt lineer olur.

AU, = Y &b u@ - 1)

k=

—

(3.1)
Buradaki, a.1, a2, ..., @« sabit katsayilardir.

Yukanda, u(n-1), u(n-2), ..., u(n-m) 6mek degerlerinden, u(n) degerinin
ongorusiinden bahsedilmistir. Bu iglem, ileriye dogru 6ngori olarak adlandinhr.
u(n), u(n-1), ..., u(n-m+1) degerlerinden, u(n-m) degerinin 6ngérimdi ise geriye
dogru éngéraddr.

3.2. Levinson-Durbin Ozyinelemesi
ilk olarak Levinson 1947 yilinda ve daha sonra da badimsiz olarak Durbin

1960 yilinda, genisletimis normal denklemin ¢dziimiyle, 6ngéri hata filtresi
katsayillarinin hesaplanmasi i¢in bir ydontem énermislerdir.
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Ozyinelemeli yapiya sahip algoritma, fiitrenin katsayi giriglerinin 6ziligki
matrisinin Toeplitz olma 6zelliginden yararlanir. Bu sliregte, (n-1). dereceden
genigletimis normal denklemin ¢dzlmleri kullanilarak, n. dereceden
dngoricinin katsayilari hesaplanir. Sizgeg¢ derecesi n = 1, 2, ..., m olmak Uzere,
m ulastimak istenen en son dereceyi belirtir. m baytdikge, yararlanilacak gegmise
ait bilisim miktan arttigindan, ortalama karesel hatanin kugtlerek, u(n)
6ngoériminin daha iyi olmasi beklenir.

Oziligki fonksiyonu R(k) = E[u(n+k)u(k)] olan duradan bir u(n) zaman serisi
g6z énlne alinsin. Verilen herhangi bir m degeri i¢in, en iyi ¢c6zim{ verecek m.
dereceden dogrusal 6ngériict (3.2) esitligi ile gbsterilmistir.

a(k) = - [a1 u(k-1) + a2 u(k-2) + ... + am u(k-m)] (3.2)

ai, az ..., am 6ngoru katsayilari, karesel ortalama 6ngori hatasim en aza
indirecek sekilde secilir.

& = E[f(k)’] = min (3.3)
(3.3) esitligindeki f(k), 6ngdra hatasini belitmektedir.
f(k) = u(k) - a(k) = u(k) + a u(k-1) + az u(k-2) + ... + am u(k-m) (3.4)

(3.3) esitligindeki her bir ai , i = 1, 2, ..., m katsayisina gére turev alinirsa,
diklik denkiemileri bulunur.

Eff(k) u(k-i)] = 0 i=1,2, .. mign (3.5)

(3.4) ifadesindeki f(k), (3.5) 'de yerine yerlestirilirse, hesaplanacak olan
6ngorici katsayilan icin m adet dogrusal denklem elde ediiir.

3 a,Bluk-juk-i)] = 3 RG-]a, =0, i=12 ..,m (36)

=0 j=0

(3.5) 'deki kosullar kullanilarak,
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ot = & = E[fk'] = B9 u®] = ¥ ROa,

(3.7)

degeri de hesaplanir.

(3.6) ve (3.7) denklemleri, (m+1)x(m+1) boyutlu bir matris denklemi seklinde
yazilirsa asagidaki matris esitligi elde edilir.

'R(0) R(1) R(2) .. R(m) F1 ] ol

R(1) R(O) R(1) .. Rm-1) a, 0

R(2) R(1) R(©O) .. R(m-2) a, | _ |0

|R(m) R(m-1) R(m-2)... RO) | | 2, [0 | (3.8)

(3.8) 'deki normal denklemieri dogrudan ¢ézmek yerine, n=1, n=2, n=3.,...,
ve n=m. derecelerden en iyi dogrusal éngériclleri belirleme yoluna gidilir. Bu
yaklagimia, Levinson algoritmasi ya da bagka bir isimle, dogrusal ongéri
stzgeclerinin kafes yapisi ile gerceklenmesi elde edilir. Yontem asama agama
incelendiginde,

(k) = u(k) + an u(k-1)
£9 (k) = u(k) + @21 u(k-1) + az u(k-2)

(k) = u(k) + as u(k-1) + as2 u(k-2) + azs u(k-3)

f™ (k) = u(k) + amt u(k-1) + amz u(k-2) + ... + amm u(k-m) (3.9)
oldugu goruldr.

Burada (1,a11 ), (1,22 ,a= ), (1, as ,as as ), .. katsayilan sirasiyla
n = 1,2,3, .. dereceleri icin en iyi 6ngdrictlleri gdstermektedir. Levinson
Algoritmasi, bir sonraki Ongdruclyl, bir énceki ©6ngéricliden yararianarak
olusturan iteratif bir algoritmadir. Bu algoritmada, istenilen dereceye ulagilana
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kadar, daha disglk dereceli btln optimal 8ngériictiler hesaplanir.

ilk kez Burg tarafindan 1968 yiinda kullanilan Levinson algoritmasinin
matris formu ile, ileri ve geri dngériculer daha bigimsel bir sekilde gdsterilmistir.

Levinson-Durbin 6zyinelemesi asagida gosterilen iki esdeger bicimden Dbiri

ile ifade edilebilir.

1 - ileri ydnde bir 6ngdril hata stzgecinin katsay adirlik vektdri a'e iliskin
derece glincellemesi agagidaki matris esitliginde gdsterilmistir.

0
am = l: am-lJ + rm ,: B* ]
0 B (3.10)

Burada, I'n bir sabittir. Bu derece glincelleme igleminin skaler gésterimi ise:
amx = @m-ak + I'ma@*m1mk k=01,...m (3.11)
amx, m.dereceden ileri yénde bir 6ngort hata stizgecinin k. katsay! agirh@idr.

a*m1mk iSe (M-1). dereceden geri yénde bir 6ngdri hata stizgecinin k. katsayi
agirhigidir. (3.11) bagintisinda, ayrica, am10 =1 ve amim = 0 dir.

2 - Geri yénde bir 6ngérll hata siizgecinin katsayi agirhk vektéra a®» 'ye
iligkin derece giincellemesi ise asagidaki gibi yapilabilir.

0
2= | o o]
A, 0 (3.12)

Bu derece giincelleme igleminin skaler gésterimi ise:
a*mmk = @%mamk + [m* @mak k=0,1,...m (313)

a*mmk, m.dereceden geri yénde bir 6ngdri hata slzgecinin k. katsay:
agirhgidir.
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3.3. Kafes Ongoriiciler

Bir-boyutlu isaretlerin kafes parametre modeli, dogrusal 6ngérii probleminin
¢6zimune bir alternatif olusturur.

u(k) skaler, ayrik zamanl, sifir ortalamali duragan bir sure¢ olsun.
{u(k-i), i=1,...,m} bu slrecin ge¢mis degerlerini olusturan bir uzaydir ve u(k)
dederini dogrusal olarak dngdérmek icin kullanilir. u(k) 'nin 6ngdrist, bu uzaya
olan izdUstum veya u(k-i) 'lerin dogrusal kombinasyonudur.

m

ik) = > a™@) u(k-i) (3.14)
1=1
Burada ((k), u(k) 'min éngértien degderidir. { a™(i), i=1, ..., m} ler éngérici

katsayilaridir. Gergek deger ile dngoérilen deger arasindaki fark, ileri édngéru
hatasidir.

£ () = u(k) - 8(k) = u(k) + > a® (i) u(k-i)
= (3.15)

m indisi, stizge¢ derecesini belitmektedir. Bir kafes 6ngoriclyl karakterize
eden m. ve (m-1). derece filtrelerin katsayi vektdrieri arasinda asagidaki bagintiiar
elde edilebilir.

0
e[ en ]
0 A1 (3.16)

0
o - [ } " T [ am-l}
m aB* m O
-l (3.17)

(m+1)x1 boyutlu am ve mx1 boyutlu am+ vektdrieri sirasiyla m. ve (m-1).
derecelerden ileri 6ngdru yanilgi stizgeglerine karsilik diserler. (m+1)x1 boyutlu
a®m ve mx1 boyutlu aP*»« vektérleri ise sirasiyla m. ve (m-1). derecelerden
geriye 6ngdri yanilgr slUzgeclerine karsiik digerler. I'm skaleri ise izdigim
katsayisidir.



-14 -

filkénce katsayi girigleri u(k), u(k-1), ..., u(k-m) seklinde gdsterilen m.
dereceden ileri yénde 6ngdri yanilg! stizgecini ele alalim. Bu slzgecin, (m+1)x1
boyutlu katsay: girig vektdru olan um«(k) vektérunu asagidaki gibi ikiye ayirmak
mumkandar [1].

uy, (K)
Ky =
Um+1( ) [ u(k-m) } 3.18)
veya
u(k)
k) =
Um+1( ) l: um(k-1) } (319)

(3.16) esitliginin sol tarafi igin, um+(k) 'nin am 'nin Hermitian transpozesi olan
an" ile soldan garpiimasi agagidaki sonucu verir.

F™K) = am’ Umes(K) (3.20)

Burada, f™(k), m. dereceden ileri yénde 6ngéri yanilgi sizgecinin
cikigindaki ileri 6ngdéru hatasidir.

(3.16) esitliginin sag tarafindaki ilk terim igin, um(k) 'nin (3.18) esitlidi ile
verilen sekli kullanilirsa, asagidaki baginti yazilabilir.

H = H um(k)
@ O1Upu(® = [afhy O] [ u(k-m)]
= am-1H Um(k)
g (3.21)

Burada, f™"(k), (m-1). dereceden ileri yénde 6ngdrii yaniigi siizgecinin
cikigindaki ileri 6ngdru hatasidir.

(3.16) esitliginin sag tarafindaki ikinci matris terimi igin, uUme(k) ‘'nin (3.19)
esitligi ile verilen sekli kullanilirsa, agagidaki baginti yazilabilir.
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u(k) ]

O =0 a1,

amt™" Um(k-1)

b™(k-1) (3.22)
Burada, b™"(k-1), (m-1). dereceden geri ydnde 6ngéri yanilgi siizgecinin

¢ikisindaki geciktiriimis geri yénde éngéri hatasidir. (3.20), (3.21) ve (3.22)

esitliklerinden elde edilen sonuglar birlestirilirse agagidaki esitlik yazilabilir.

f(K) = £ (k) + Tm* b™(k-1) (3.23)

Ayni iglemier, geri yonde &6ngéri yanilgi stizgeci i¢in de tekrarlanirsa
asagidaki baginti bulunur.

b™(K) = b™" (k-1) + Tm F™(K) (3.24)

(3.23) ve (3.24) bagintilan matris formunda yazilirsa asagidaki matris esitligi

elde edilir.
£ (k) |1 1"; f (‘“")(k)
™ (k) I, 1 ||b™k-1) (3.25)

(3.25) esitligi ile matematiksel tanimi verilen bir boyutlu kafes slizgeci Sekil
3.1 'de gosterilmigtir.

£ (k) PNl ()
r ®)

b (n-1) (k) l___E (n) b @ (k)
! &)

Z

$ekil 3.1. Bir-boyutta n. adim kafes slizgeci



BOLUM 4
IKI-BOYUTLU OZBAGLANIMLI KAFES SUZGEGLERI

iki-boyutlu dogrusal modellemede, duradan rasgele veri alani u(ki,kz2) 'nin
ongérusi komsu 6mek noktalarin dogrusal kombinasyonu ile yapilir. Ongéri
destek bolgesine bagh olarak cesitli nedensel modeller bulunmaktadir. Ceyrek-
dazlem ve simetrik oimayan yari-diizlem modelleri, en ¢ok kullanilan modellerdir.

iki-boyutlu verilerde, nedenselligin engelleyici bir durum olusturmamasi, yar
nedensel ve nedensel olmayan modellerin de uygulama alani bulmasina yol
acmistir. Gegmise ait degerlerin uygun tamimlanmasiyla, nedensel modeller
6zyinelemeli bir yapi olustururlar.

Ceyrek veya simetrik olmayan yari diizlem icin segilen maskeye goére
yaratilan 6zyinelemeli, 6zbagianimii, iki-boyutlu veri alani, uygun indeksieme ile

bir-boyutlu gibi dustnulebilir.

iki-boyutlu dogrusal 6ngéris asagidaki gibi ifade edilebilir [7].

Uk, k) = - Z Z a(n;,n,)uk, -n, k, - n,)
(ng,n2) €8 (4-1)

Burada a(ns,n2), katsay! agiriikklarim ve S ise, (0,0) noktasinin igeriimedigi
6éngdru destek bolgesini gdstermektedir.

Simetrik olmayan yari-diizlem ve g¢eyrek-dizieme ait farkh modeller igin
6ngorl destek bdlgeleri Sekil 4.1, Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 'de verilmistir.
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An, n, A
h]-2 . . 3 . . 3 o P N2
L n > n,
Nl "'Nl
a) Birinci geyrek-diizlem b) ikinci ¢eyrek-diiziem
An,
-N
——1—_-—.:L nz 4\ }]’1
L o —
! ny - - > ny
-N.
2 —Nz
c) Uglinci geyrek diizlem d) Dérdincl geyrek diiziem

Sekil 4.1. Tek geyrek-dizleme iligkin 6ngérii modelleri
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N, | | . . .
n
2* N, . e e e
- L] . L] - * L] L] >
o * vt ) S B P
N j me—— =M ...
! N, Ny
An,
N,
nﬂ :
N, )
) —
-N, . e Ny
e ¢
N, n . . e
N, 11 -N,

Sekil 4.2. Simetrik olmayan yari-dlzlem ileri-ydnde 6ngorii modelleri icin
destek bdlgeleri
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- >
.........n1_N1... n,

AN,

—Nl IA- _ . - [

! n, -
Tl o
.« @ . . w . . * '

N2 “'Nz [ L)

Sekil 4.3. Simetrik olmayan yari-dizlem geri-ydnde 6ngéri modelleri igin
destek bdlgeleri
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n, n,
154-- ¢+ a--< 13.<..1,2 )f 1..1. .).102
5 8 © y o4 ¥
T% A P L Rkt *11 2 *5 .010 ?13
2 Y 4 vor Y
3¢--€-s o7 <10 1 6 o0 14
A v A v A v
| 1 87 % . | 78 1 >
n, n,
(a) (b)
n, A
14 15 16 17 18 19 20
LR I R kLl SRS IR IS S Pt )
P11 10 9 8 7 6 5
(PR O SRR SR O DX IR DT SRR IY o T GO
A
i - n1
1 2 3 4
Sekil 4.4. Ongdrii destek boigesinde olasi dizilimler
a,b) Tek gceyrek-diiziem c) Simetrik oimayan yar dlziem
Ongéri hatasi, bir boyuttakine benzer sekilde tammianir.
™ (k,k2) = u(ks,k2) - G(k,k2) (4.2)

islemleri kolaylastirmak icin, 6ngérii destek bélgesi icindeki elemanlar, bir-
boyutlu diziler halinde siralanir. Sekil 4.4 'de ¢ceyrek diizlem ve simetrik olmayan
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yari-diizlem modelleri igin olasi destek bdlgeleri gdsterilmistir. Destek bdlgelerinin
elemanlan, O 'dan N 'e kadar numaralandinimigtir. N. dereceden ileri yénde
6ngéri hatasi, onceki N Omedin oOngoérustine baghdir. Ayni sekilde,
N. dereceden geri yonde &6ngéri hatasi, son érnekien N &rek 6ncesinin
dngérisiine badhdir. ileri ydnde 6ngériicii, birinci ¢eyrek-diiziem modeli olarak
dasinallrken, kullanilan dizilimine bagii olarak geri ydnde dngériict ikinci veya
dérdinci ¢eyrek-dizlem modeli olarak ele alinacakitir.

0. drnegdin m gegmis dedere sahip 6ngori destek bolgesiyle 6ngériiimesiyle
olusacak ileri ydbnde 6ngéri hatasi

((n1,0,)-m)
£o™ (k1,kz) = u(ki,ka) + > ao™ (m1,n2) u(ks - N, ka - n2)

(@1.0) =y )-1)
= 0™ Uom (K1,k2) (4.2a)
seklinde verilir. Buradaki
a™ =[1 a™(1) ... a™(m) I’ (4.2b)
ve
Uom (K1,k2) = [ u((ki,k2) -~ 0) u((ks,ka) - 1) u((ks,k2) - m) ]’ (4.2c)
olarak tanimiidir.

u((ki,k2) - i) goésterimi, u(ki,k2) 'den oOnceki i. elemani gdstermektedir.
u((k1,k2) - 0) = u(ks,k2), (4.2a) esitligindeki uom (k1,kz) vektérinin birinci elemanidir.

o™ (k1,k2) 'nin z-dénisuma ahinirsa,
Fo™ (z1,22) = @™ Qom(21,22) U(21,22) (4.3a)
elde edilir. Dizilim vektdru,

Oom(z1,22) = [ 1 81(21,22) ... Sm(z1,22) T ~ (4.3p)
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Sp(21,22) = Z[u((k1,k2) - p) 1/ U(z1,22), p=0,1,.., migin (4.3c)

bagintilan ile verilir. (4.3b) esitlijindeki 8i(z1,22) 'ler, 6ngéri béigesinde kullanilan
érnek noktalarn yerlerini gdstermektedir. Bir boyutlu durumda, bu noktalar,
§i2) = 2", i =1,2, ..., N seklinde dogal bir siralanmaya sahiptirler. Ancak,
iki-boyutiu éngéride siralanma degisik yollardan yapilabilir. Ongérii béigesindeki
elemanian siralamak igin, yainizca dikey ve yatay ydnler kuilanilirsa, asagidaki
baginti elde edilir.

0 (2,2)) _ {Z? , digey yonde
0, (z,2;) z;' , yatay yonde “.4)

u((k1,k2) - m) veya m. drmegin m gegmis dedere sahip 6ngéru béigesine gére
olusacak geri ydnde 6ngéri hatasi agagidaki sekilde tanimianir.

((ny.ny)~-m+1)
bn™ (kika) = u(kika)-m)+ D g™ (ne,n2) ugks - nn, ka - )

(m,12) =((1.1)-0)
= o™ Uom (Ki1,kz) (4.5a)
gn™ = [ gn™(m) g=™(m-1) ... gn"™(1) 1T (4.5b)
olarak tanimlidr.

ileri yéndeki ©6ngéri hatasina benzer sekilde, (4.5a) bagdintisinin
z-déntgimi yazilirsa

Bm™ (21,22) = @o™" Qom(z1,22) Y(21,22) (4.6)

esitligi bulunur.
(m-1). dereceden ileri ve geri ydnde 6ngéri slizgeglerine iligkin mx1 boyutlu
katsay! adirlik vektdrierini a™" ve g-™" olarak gésterelim. Iki-boyutiu, m. derece

ilei ve geri yonde o6ng6ri hata slzgeclerinin katsaylan derece asamasi
yéntemiyle asagidaki sekilde bulunur.
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'm a(m-l) 'm, 0
ag” =[ (; SR T
Em (4.72)

(m-
g(m) _ 0 + I__;m) a, 1))
S I Lo

(4.7) denklemlerindeki, I',"™ ve I's ™, m. dereceden ileri ve geri yénde
éngodruculerin yansima katsayillaridir. (4.7) esitliklerini, u(ki,k2), u((ki,k2) - 1),
u((k1,k2)- 2) , ..., u((k1,k2) - m) 'lerin (m+1) x (m+1) boyutundaki 6ziligki matrisi ile
carparsak, esitligin sol tarafinda m. derece genisletiimis normal denklemleri elde

E®™ 0.
R, 25" =[ 0f° } ve R,.g% =[ E(m)]
bm

m

(4.7b)

ederiz.

(4.8)

E,™ ve E» ™ sirasiyla ileri ve geri yénde 6éngéri hata gugleridir. (4.8)
ifadesindeki, simetrik iligki matrisi asagidaki gibi bélimlenebilir.

Rom = E[uom (k1,k2) Uom' (k1,k2)]

T

Rom1  Tmo Too Mom
Fmo M Fom Rim (4.93)
Burada,
Rea = Efupg (k1,k2) Upa" (k1,k2)] (4.9b)
rog = E[u(ki,kz2) urq (ki,k2)] (4.9¢)
o = E[u((ks,k2) - ) Uop (K1, k2)] (4.9d)
foo = E[U?((k1,k2) - P)] = roo (4.9e)

olarak tamimlidir.
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(4.72) esitliginin sag tarafindaki ilk terim igin,

(4.10)
matris esitligi elde edilir.

(m-1). dereceden, ileri ybnde o©ngbri hata slzgeci icin asagidaki
genigletilmis normal denklemi kullanabiliriz.

E(m-l)
m-1) — £
Rj,.3 = y
O

m-1

4.11)
(4.11) esitligindeki, E™" ileri yonde 6ngéri hata gicudlr. Om+ ise sifir

vektdrdur. (4.10) badintisi ile elde edilen ifade igin asagidaki A,™" skalerini
tanimlayabiliriz.

m-1

T 1) -1) 7+ .
fmo a9 = Z ad™ (i) 10 (1)

=0

m-1
> ad™ (i) Elu((ky.k,)-m) u(k,,ky)-i)]
=0

(m-1)
A,

(4.12)

(4.11) ve (4.12) bagintilan, (4.10) 'da yerine konularak asagidaki baginti
bulunur,

(m-1)

1,

(m-1) 0
0,m-1 0 m-1
A(m-l)

fo

(4.13)
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Benzer iglemler, (4.7b) badintist igin de gerceklestirilirse, (m-1). dereceden

geri ydnde dngéru hata slizgeci igin,

b

0 Ty Tom 0 "
Ro.m-1|: e ]=l: i S 0.,
gSn l) ro‘m Rl,m gfn 1) E(m_l)

b

(4.14)
esitligi bulunur. Burada,
m
A = rg g8 = % gn () fom(
=1
m ..
= > g% () Eludkq.ky) u((ke,kz) -1
P (4.15)

olup, (4.13) ve (4.14) badintilari, (4.7) bagintilarinin sag tarafinda kullanilirsa

—E(m-l) A(m—l)
2™ 0 f bm
Ro,m ( 0 + rlf:) g(m_l) ) = Om—l + rlﬁ:) Om-l
i I A(g:—l) Eg::l)
[ee
L Om
(4.16a)
ve
(m-1) (m-1)
0 | 2 " ¢ o
Ro,m ( (m-1) + rfo 0 ) = Om-l + r‘fom) Om-l
m. E(b:-l) A(;:_l)

(4.16b)
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bagintilan elde edilir. (4.16) bagintilar kullanilarak, ileri ve geri yénde yansima
katsayilan agagidaki gibi bulunur.

Ay 1) Afo"“"’
rfo(m) =- ) rbm(m) =- (417)
Efo(m-ﬂ B, ™
Minimum karesel ortalama hatalar ise
Ey™ = E[ ™ (ki ka) ] = Eg™ (1 - [™ b, ™) (4.182)
B, ™ = E[ bn™ (kika) ] = Es, ™ (1 - [{™ T, ™) (4.18b)

seklindedir.

(4.12) ve (4.15) egitlikleri ile tanimlanan A skalerleri, ileri ve geri yéndeki
ongdra hatalan arasindaki ¢gapraz iliski olarak yorumianabilir.

e ™ = A™ = A5 ™ = E[ F6™ ks, k) ™kt Ka)] (4.19)

(4.2), (4.5) ve (4.7) bagintilarindan, m.dereceden ileri ve geri yénde 6ngori
slizgeclerine iligkin iglemler asagidaki gibi tek bir yapida birlestirilebilir.

f%k,,k,)] |1 T2 [£00(k,,k,)
b& (k)| (T 1 | 680k, k,)

Bir sonraki agamada, a«™" ve g-™" katsayi vektdrlerinin, (m-2). dereceden
ileri ve geri yonde 6ngéri hata slizgeclerinin katsayr vektorieri kuilanilarak
hesaplanmasini inceleyelim. (4.10) ve (4.14) badintilarindaki Rom1 ve Rim
matrisleri asagidaki gibi bélimlendirilebilir.

(4.20)

Romz Tmao oo  Tome

RO.m-1 =

rr:-1 0 Tmama Fom1 Rima (4.21)
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T
Rim1 Tmma M1 Tim
R1,m = =
T
rm.m-1 Tm'm |'1 m RZm ( 4, 22)

R, Foq, oo V@ fee degerlerine iligkin tanimlar, (4.9) bagintilari ile verilmigtir.
rmmi V€ Nm degerleri ise asagidaki sekilde tanimlidir.

Fmemi = E[U((K1,K2) - M) Uiy (k1,k2)] j=12, ...m-1igin (4.23a)
fim = E[u((knk2) - i) Usrm (K1, K2)] i=12, .., m1icin  (4.23b)

(4.21) ve (4.22) badintilan kullaniarak elde edilen ac™" ve gn™" katsayi
agiriklaninin derece guncellemesi (4.24) bagintisiyla verilmigtir.

(m-2) 0
ag™ :[ %o } + Fé:-ll)[ (m-2) ]
0 & (4.24a)

(m-2)
(m-1) _ 0 + r*fgm-l) ao
" gn” Lo

Karsilagilan f1" (ks k2) ileri yénde dngéru hatasi ve bm1™" (ki1,k2) geri yénde

(4.24b)

éngori hatasi su sekildedir.

((ky.k3)-m)
™KKy ) = u(tkeky) = 1) + Z Z a™(ny,n, ) u(ky -nyk, -ny)
(n4.n2)= ((K1.k3)~2)

= 2™ Upm(ks, k) (4.25a)

((y k2 )-m+2)
(n9,n2)= ((k1,k2)-0)

= g™ Uom(ks, k2) (4.25b)

(4.25) bagintilan ile tanimianan, ileri ve geri yénde 6ngéru yanilgi stizgecleri
icin katsay! agirhk vektorieri su sekilde glincellenebilir,
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(m-2) 0
a
[ 0 } ’ ré:*”[ g ]

(4.26a)
0 a{™?
gir = [ (m-2)} Ff(:n-n [ 0 ]
Gm-1 (4.26b)
Bir 6nceki adimda oldugu gibi ¢apraz iligkiler icin
ATD = AT = ATD = EE (K, k) b (K, k)] @.27)
ve yansima katsayilari i¢in
JATE 2 Aegpry 2
I, = - ,I‘bm_1"“‘” =- (4.28)
E;, ™2 B ™2

bagintilan bulunur.

Bu isilemiere devam edilirse, (m-i). dereceden ileri ve geri yénde 6ngdru hata
slizgecleri icin, (i+1) adet kafes yapisi elde edilir.

k)] [T Tl | T k)
b kekz)] [T 1 | [bEE (kky)

mel
'f""'”(kﬁkz)} LS {ff'“”’(khk >]
L1 | [bfmid (k)

bg::-)‘] (k1!k2)

™ (kokp) | |1
b, (ky, k) ™

1 b(m.l"l) (k1 ' kz )

m-itj

‘;":3,} r‘"‘*‘” (kykz)

} i=0,1, ...,i i¢in
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(4.29) egsitlikleri kullanilarak hata yayilim denkiemleri daha toplu bir sekilde

{f:'::(k,,k»] ) [1 Fé:’} [f::"(k,,k»}
bg‘) (k,,k,) Ff(;‘) 1 bg"” k,,k,) (4.30)
yaziir.p=1,2, ..., mven=1,2, ...p dir.
ik kogullar ise,
foP (ke k2) = DaO(ke,K2) = u((knkz) - p) , p=0,1,2, ... m (4.31)

bagintisi ile bulunur.

Onerilen algoritma 0. dereceden baslar ve m. dereceye kadar devam eder.



BOLUM 5
BiR-BOYUTLU OZBAGLANIMLI KAYAN ORTALAMALI KAFES
SUZGEGLER

5.1. Bir izdiigtim Problemi Olarak ARMA Modellemesi

Dogrusal, zamanla degisen, (N,M) dereceli nedensel bir ARMA filtresi,
Yo1, Yn2, ... , Ynn Onceki cikiglanyla, un, Un1, ... , Unmy Onceki giriglerinin lineer
kombinasyonuyla ifade edilir. n anindaki filtre ¢ikigini karakterize eden denklem
asagidadir.

N M-1
Yn = Zan,N.M (l) Ymi + an,N,M (_,) un.j
- = (5.1)

Bu fark denklemiyle gdsterilen bir filtrenin gergeklestirimesine dogrudan filtre
gerceklemesi denir. annv ve banm 'ler filtre katsayilan olarak adlandirilir. Kafes
filtresi gibi diger gergekiemelerde, y» GikiSl, Yn1, ..., YaN V€ Un, Un1, ..., Un(u)
degigkenlerinin lineer kombinasyonuyla ifade edilen yeni bir takim degiskenler
kullanilarak gosterilir. Bu yapilar, farkh filtre katsayilarina sahip olmalarina
ragmen, genel anlamda, verilen bir girig i¢in ayni ¢ikis! Urettiklerinden birbirierine
esdegerierdir.

En az kareler ARMA modelleme probleminde, {un} rasgele degiskenlerinin
olusturdugu bir girig dizisi ve {y.} rasgele degiskenlerinin olusturdugu bir ¢ikig
dizisi verilir ve

N M-1
Vo =Y @@ Vi Y. Bun) Uy,

i=1

(5.2)

cikigl, ||es||* = E[e~"] olan L2 normunu en aza indirecek sekilde dogrusal, zamania
degisen bir ARMA filtresi bulunmak istenir. Burada e, = y» - y' dir.
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Yn, Un, Unt, ..., Unv-) V@ Ynt, ..., Yo~ degiskenlerinin lineer bir kombinasyonu
oldugundan, bu degiskenlerin olusturdugu alt-uzayda yer alir.

Y'n € Sanm = Sp{ Yo, ooy Ynn V@ Un, Una, ...y UnMe1) } (53)

y'n, ¥n 'In Sanm alt uzayina olan izdlgimiine esit olursa, en hata vektérinin L
normu en aza indirgenmig olur [32]. Bu izdlGsim( Panm (yn) olarak adiandiraiim.
Panm (yn) izdlgtimd, en az kareler ¢6zimadir ve bu izdigim Swnm alt uzayini
olugturan herhangi bir vektér kimesi tarafindan gergeklenebilir. Ileride de
aciklanacagi gibi, ARMA kafes filtre yapisi da, Sanwm alt-uzayini olusturan dikgen
vektdr takiminin izdGglmlerinin gergeklemesiyle elde edilir [33].

5.2, [zdligtimier ve Dikgen Aynstirma

Bir sonraki bdélimde, bir Hilbert uzayindaki vektorlerin, dogrusal bir alt-uzaya
izdigimQ gdz 6nline alinacadindan, bu bélimde, izdisimler, dogrusal bir alt-
uzayin dikgen ayristirmasi ve bazi notasyonlar agiklanacaktir [32], [34].

X, bir H Hilbert uzayinda bir vektér, S = Sp{ vo, ..., v } de A 'nin bir alt-uzayi
olsun. Eger x 'in S Uzerine izdUsimind P(x) ile goésterirsek, P(x), vo, ..., Vn
gercekieme vektérlerinin lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilir.

P(x) = .

I

N
c®) v;
=0

(5.4)

izdligimi hesaplamak igin c(0), ..., c(N) izdisim katsayilan belirlenmelidir.
P(x) izdUstimd, ex = x - P(x) izdiglim hatasinin S alt-uzayina dikgen oimasiyla
ifade edildiginden, tamim olarak, ex vektorli vo, ..., v gergekieme vekidrierinin
herbirine dikgen olmalidir. Sonug olarak ise vi, ve ex i¢-carpimlari da sifir oimalidir.
Asagidaki bagintilarda, "< , >* operatérii vektérlerin ig-carpimini gésterir.

<vi,ex>=<vi,Xx-Px)>=0 ,i=0,1,...,N (5.5)
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Buradan
<vip,x>=<v, P(x) > (5.8)
ve
N
Zc(p) SVLVp > = <V Xx> ,i=01,....N (5.7)
p=0
olur.
<Vy,Vg> ... <Vu,Vvy> | |c(0) < Vg, X>
<VE,Ve> . .. <V, V> [cN) <Vy,X> (5.8)
(5.8) bagintisimi matris esitligi seklinde ifade edersek
Rc=w (5.9)
elde edilir. R 'nin tersinin alinabilecegini kabul edersek
c=R'w (5.10)

bagintisindan izdlisim katsayi vektdrd ¢ bulunur.
Bir S alt-uzay! dider alt-uzaylarn toplami sekiinde de yazilabilir. Ormegin
S=8p{vo, .. w}=8p{vo, .. V1}+Sp{vk .. . W}=S1+S 5.11)
bagintisiyla S uzayindaki her vektériin S: alt-uzayindan ve S: ait-uzayindan birer
vektérin toplamiyla gdsterilebilecegi agiklanmak istenir. Eger, S: 'nin her

gercekleme vektéri vi 'yi, S+ Gzerine izdUslrir ve izdlisim hatalarini

evi = vi - P1(vi) i=kK, ... N (5.12)
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ile gbsterirsek, ayni zamanda S uzayini agagida gosterildigi gibi de ifade ederiz.

S=8p{vo, .. w}=Sp{vo, .. vi}®Sp{ew,..ew}=01® 0 (5.13)

@ operatdéri, S uzayindaki her vektérin, O: = Sp{vo, ..., vka } 'den ve
Oz = Sp{ evx, ..., evn } 'den birer vektériin toplami geklinde yazilabilecegini gésterir.
O: 'deki her evk vektdri, O 'e dikgen oldugundan, (5.13) bagdintisi, S 'in 01 ve O
dikgen ait-uzaylarina ayngtrmasini ifade eder. Yukarndaki O1 ve O: 'deki
gercekleme vektdrierini, S uzayinin gergekleme vektérleri olarak

S=8p{{vo, .. vi}U{ev, .. ew}} (5.14)

gésterirsek, x in S Gzerine olan izdigimuna

k-

P(x) = > ci)v, + ZN: c(i) ev,
= = (5.15)

—_

olarak gésterebiliriz.

Bir x vektérintn, O« ve O: dikgen alt-uzaylarina ayrigsmis S uzayina olan
izdisimd, x 'in her alt-uzaya olan izdGsimierinin toplamina esittir.

P(X) = P1(x) + P2(x) (5.16)

5.3. Bir-Boyutlu ARMA Kafes Siizgegleri
ARMA kafes slizgeglerinin elde ediimesinde asagdidaki yollar izlenecektir.

1. Snij uzayini gegmis Snai141  Uzayina ve dikgen bileseni olan uzaya
parcalayarak, dikgen gergekleme vektdr kiimesi olusturulur.

2. y» 'in her Snij uzayina olan izdiisimd, S.i; 'nin dikgen gergcekleme vektér
kimesinin derecesinin ytkseltiimesi ile gercekienir.
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5.3.1. ARMA Dikgen Gergekleme Vektorlerinin Olugturulmasi

Snam icin dikgen bir temel olusturuimasinda birgok yol vardir, ancak burada,
Yn, ..., Yn-N V€ Un, Un1, ..., Unwn) Girig ve gIKiS vektérlerine Gram-Schmidt dikiestirme
islemi uygulanacaktir.

Bu dikgen gercekleme vektdrleri ile bir énceki dikgen gergekleme vektorleri
arasindaki baginti bulunur. Bunun igin, Ssi; uzayi, Ssi1j1 gegmis alt-uzayina ve
ona dikgen olan yeni bir alt-uzaya pargalanir. Bu amagla, S»i; uzayindan, us 'in
icinde bulundugu uzay ¢ikarilarak yeni alt-uzay elde ediiir.

Snii = Sp{ Y1, ..., Yndi, Una, ..., Ungny } + Sp{ un }
= Shnij1 + Sp{un} (5.17)
un i, biri Sz uzayinda, digeri de ona dikgen olan uzayda yer alan iki kisma
ayinirsak, u» 'in Shijq uzayinda yer alan bileseni, Phijq(un) izdUgumudar. S
uzayina dikgen olan bilegeni ise, ileri ydnde izdiisiim hatasi
fnii-t = Un = Phij-1(Un) (5.18)
olup,
Shij = Shij1 © Sp{ fnij1} (5.19)
yazilabilir.

Boylece yn-a+1) 'in Snij Gzerine olan izdlisima, Ya-g1 In Shig Gzerine izdistmi
ile geriye kalan izdUgim hatasi bwij-1 = Yngeny - Paij 1(ynen) 'in Sp{ frijr } Gzerine
olan izdGgumierinin toplami seklinde yazilabilir.

Prii(Ynin) = Paiia(ynn) + p™ai, j-1) Fij-1 (5.20)

Burada,
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< faij1, Dnija >
p™(l, j+1) = (5.21)
(RCTER|

olup, "bf" Ust-indisi izdisim katsayisinin, b vektérinitn, f vektéri UGzerine
izdGstima ile elde edildigini gésterir.

Geriye dogru izdGgum hatasi,
bnii = Yn-i+1) = Paij(Yn-a+n) (5.22)
ve (5.20) bagintilanini kullanarak, ba;; ve b1 arasindaki iligkiyi,
brij = Dniit = p¥a(i, j-1) Fnig-1 (5.23)
seklinde yazabiliriz.
Ayni sekilde, diger geriye dogru izdlisim hatasi,
Cnij = Unq = Pniij{Un4) (5.24)
da, (5.19) bagintisi yardimiyla
Cnij = Cnijt = pon(i, j=1) Frij1 (5.25)
seklinde yazilabilir. Burada p”, agadidaki sekilde tanimhdir.
< fnij1, Chija >

ph(i, 1) = (5.26)
IRETERIR

Bir sonraki agsama olarak, b1 ile br,4 V@ Chjj1 ile Crt154 @rasinda bir iligki
bulunmak istenir.
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St = Sp{ Y1 } + Sp{ yn2, ..., Yni, Un-, ..., UnG1) }
= Sp{ Yn1 } + Sty (5.27)
oldugundan ve ileriye dogru izdligiim hatasi
faid = Un - Praij(Un) (5.28a)
€nij = Yn = Paii(yn) (5.28b)

ve (5.19) bagintilan yardimiyla Swi4+ i iki dikgen uzayin toplami seklinde

yazabiliriz.
Snift = Setitja D Sp{ entija } (5.29)
Burada
entitit = Yot = Prtictjr(Yn) (5.30)

olup, sonug olarak,
Brnis1 = Batirgt = K®na(i=1, j=1) €nitja (5.31)
Cniit = Cntitjt = Kn(i=1, j=1) €ntitj 1 (56.32)
elde edilir ki, burada
< @n1,i1j-1 , Dntjicrja >

K*na(i-1, 1) = (5.33)
llentitj |

< en-1i-1j-1 , Cadi1j-1 >
KE%a(ic1, 1) = (5.34)
[lentita |2

olarak gdsterilir.
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(5.23), (5.25), (5.31) ve (5.32) bagintilann birlestirerek, Sekil 5.1 ve
Sekil 5.2 'de, bn,ij ve ¢ni; icin temel derece 6zyinelemelerini gorebiliriz.

n,i-1,j-1

k*G-1,j-1)

n,i-1,j-1 - nt+l,,j-1

ft:,i,j-l P :f (1,j-1)

Sekil 5.1. bnij ARMA dikgen gergekleme vektérl icin derece 6zyinelemesi

¢ n,i-1,j-1

K4

k2G-1,j-1)

a+Lijl |

n,i-1,j-1 ni,j

fx;,i,j~1 P Zf(i,j -1)

Sekil 5.2. cqij ARMA dikgen gergekleme vektdri icin derece dzyinelemesi
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ARMA dikgen gercekleme vektérlerinin bagintiarini tamamlamak igin, en.i; ve
fnij lleriye dogru izdigim hatalan bagintilarini da gergeklestirmek gerekmektedir.
enii badintilan igin, S.i; 'de, biri AR derece 6zyinelemesi, digeri MA derece
6zyinelemesi olmak Uzere iki adet olusum veriimistir.

AR derece dzyinelemesi icin, Sn.j

Snij = Sp{ ¥n1, Yoz, ..., Yretion), Un, ..., Ungty 3+ SP{ yn-i }
= Snitj + Sp{ yni } (5.35)

yni 'nin Sni-1 'de yer alan bilegenini ayirarak, Sni; 'yi

Shii = Sni1 @ Sp{ b1 } (5.36)

bni1j = Yai = Pniti(Yndi) (6.37)
seklinde yazip, yn i, Sni; Uzerine izdisglrerek,

Prii(yn) = Pnici(yn) + K*a(i=1, ) bni1i (5.38)
'vi elde ederiz. Burada

< Pnjj, €ni1j >

KA1, ) = (5.39)
[ |7

Cnij = Yn- Ph.ij (yn) (540)
oldugundan, (5.38) 'den
€nij = €nitj - K®n(i-1, ]) Dnia, (5.41)

bulunur.
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MA derece 6zyinelemesi igin,

Shii = Sp{ Yn1, Y2, ..., ¥ndi, Un, ..., Ung2) } + SP{ Un-g-1) }
= Shij + Sp{ Ungn } (5.42)

bagintisindan, ungn ‘i Swi1 'de yer alan bilegenini ayirarak, Sni; 'Yi
Shij = Snijt @ Sp{ Cnij-1 } (5.43)
seklinde yazabiliriz. y» i, Sni; Uzerine izdlgtrerek, (5.43) bagintisini kullanarak ve
(5.38), (5.39), (5.41) bagintilarinda yaptigimiz gibi ilerleyerek, enij ve @i
arasinda
enij = enij1 - Kn(i, j-1) Cnijn (5.44a)
< Cnij1 , €nij1 >

K=o(i, j-1) = (5.44b)
llCnii-t |

bagintilarini buluruz.

Sekil 5.1. ve Sekil 5.2 'deki badintilara, (5.41) ve (5.44) bagintilarini da
ekleyerek, Sekil 5.3. ve Sekil 5.4 'de gbsterilen kafes bloklarini elde ederiz.

Son olarak, fni; bagintilarini bulmak isteriz. Burada da iki adet dizenleme
vardir. Birincisi AR derece 6zyinelemesi, ikincisi MA derece dzyinelemesidir.

AR derece dzyinelemesi icin,

Shii = Sp{ Yn-1, Yn2, ..oy Yoeliet), Un, ..., Ung }+ Sp{ Yn-i }
= Snitj + Sp{ yni } (5.45)

seklinde yazabiliriz. y»: 'nin St 'de yer alan bilesenini ayirarak, S 'yi

Shii = S @ Sp{ bnin } (5.46)
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seklinde gdsterebiliriz. Burada
bt = Yni = P i(yn-i) (5.47)

olup, un 'i, S Uzerine izdUslurerek ve (5.28a) 'da verilen fwii 'nin tanimini
kullanarak, f«:; ve fw.1; arasinda asagidaki bagintiyi elde ederiz.

fnig = Faity = pPali-1, J) baiy (5.48)
(5.48) bagintisinda
< by, Faij >

(-1, ) = - (5.49)
1Dt |2

olup, ayni sekilde, Sw.; 'nin MA derece 6zyinelemesi i¢in dlizenlemesi
Snij = SP{ Y1, Yn2, ..., Yni, Und, ..., Ungn 3+ Sp{ Unj }
= Snijt + Sp{ uny } (5.50)
olarak yazilir. Daha sonra us; 'nin Snij1 'de yer alan bileseni kaldirilarak
Shij = Snij1 @ Sp{ Cnija } (5.51)
elde edilir.

un ', yine Sh,; Uzerine izdlistrerek ve fwi; 'nin tanimini kullanarak, fnij ve i
arasinda agagidaki baginti bulunur.

Frij = Frigr = pn(i, j-1) Cnis (5.52)

(5.52) ifadesinde



pn(i, j-1) = -

< Chnijt , Figr >
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| [ 3P% ||2

(5.53)

(5.49) ve (5.53) 'de verilen bagintilar, Sekil 5.3. ve Sekil 5.4 'de gosterilen
bagintilara ekieyerek, Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 'da verilen ARMA dikgen gercekleme
vektorlerini buluruz.

en,i-l,j-l f+\ en,i,j~l ‘/—l.-\ € n,i,]j >
k=G-1,j-1) ki @,j—-1)
) k®G-1,j-{1) b k3(,j-1) -
S, - oLl Cort i+l j1
_n_u_f_ﬂ, D + D ) >
bni 1,j C il b
i-1,5-1 n,1,j-1 n,i, j R
\/_i-_\ + L 7
PG - pEa,j-1)
i, j~2 Zobjl )

Sekil 5.3. bnij ve eniji ARMA dikgen gercekleme vektodrieri igin bir sonraki
derece dzyinelemeleri
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en,i-l,j-l \/_-'_\ e»n,i-l,j 7 c n,1,] o
krG-Li-D\, k™(G-1,j -
eb . .
_ k=G-1,j-1) . -1 _
bn+l,i-l,j—1 > D -+ n+1’l"'-l D { - + bn+1.iai ‘>
Cri-L,j1 bnil. - C_.
v ,1-1,) ,1,] -
\/_-*.\ + >
bf . .
w4 RVHAES!
n,i-1,j-1 fn,i,j-l

Sekil 5.4. cnij ve enij ARMA dikgen gercekleme vektorleri icin bir sonraki
derece ézyinelemeleri
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AR Blogu MA Blogu
en,i-l,j:-l n | eI%l,i,j-l \/_{_\ n,i; j S
krG-1j-1) g ke ) =1)
_ i kPG-Lj-1) b ki) i
cn+1.i f—2 ;I D -+ nfl’”’;l D - n n+l,51+l,J-l N
b,i15 Cuij j-t i
; DT R -7
pal,jt2 pal,jtl
pal,iT2 y paGjtl .
n,ij-2 X mi j-1 R ‘ mithjl
? ,\-{_-/ : ; + : rg

Sekil 5.5. ARMA Kafes beyazlatma stizgecinin bai; ve en,; i¢in derece
6zyinelemeleri

ARMA kafes yapisinin ana islem bloklari, MA ve AR kafes yapilannda
bulunanlarla ayridir. Bu bloklarin, iki vektor girisi vardir, her vektérin ébur vektére
izdisimU hesaplanir ve c¢ikis ise izdigim hatalandir. Sekil 5.5 ve 5.6 'daki
gercekleme vektbrieri derece 6zyinelemeleri, iki kattan olusmaktadir, bir AR
derece arttinm kati ve bir MA derece arttinm kati. Sekil 5.5.'de gosterildigi gibi, ba.
gergekleme vekidr derece 6zyinelemesi, bir AR derece arttinm kati ve devaminda
bir MA derece arttinm katindan meydana gelir. cn.i; gercekleme vektor
Ozyinelemesi ise, tersine olacak sekilde ayni yoidan olusturulur. Bu AR ve MA
derece arttinnm katlari, ARMA kafes yapisinin ana blokiaridir.
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Tum ARMA kafes yapisint olugturmak igin, i=0 ve j=0 oldugu durumlar icin
bazi degisiklikler yapmak gerekir. j=0 oldugu durum, AR kafes yapisidir. Bu
durumda Shio = S'nio, bnio = Do,  Cnio = Chnio V& Cnio = Un = Prio(Un) = Un - Pio(Un) =
fnio dir.

MA Blogu

€ ni-L,j1 .
k®Gi~1,j-1
ky(-1,j-1
bt ‘ >
Cn,if-l,j-l
- po(-1,j-1)
WHENEY
n,i<1,j-1 5

Sekil 5.6. ARMA Kafes beyazlatma stizgecinin cnij ve en,; igin derece
6zyinelemeleri

Bu yltzden, Sekil 5.5. ve 5.6 'daki AR blogu, AR kafes bloguna karsilik gelen
sadece Ust izdligim hata blogunu icerecek sekilde basitlestiriimelidir. Yalniz bir
sonraki kafes katlan igin cnio = faio vektdrleri gerektidinden, temel AR derece
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bagintisina cnio = fnio bagintisi eklenerek j = 0 igin olan AR derece 6zyinelemesi
bulunur. Bu blogu ARO blogu olarak adlandiracagiz (Sekil 5.7). Ayni sekilde i = 0
hali igin, MA kafes yaptsi géz énine alinir. Bu durumda Sn1,0; = S04, D10j = bngy,
Cn1.0j = Cnoj V€ Dnoj = Yr1 = Pnoj (Yn1) = Yt = .Pnoj (Yn) = €n05 dir.

cnoj = fos bagintilanni da eklersek, i = 0 icin MA derece ézyinelemelerini
elde ederiz (Sekil 5.8). Bu blogu MAO olarak adlandiracagiz.

ARO filtresini, AR kafes, MAO filtresini de MA kafes filtresi takip eder. Butiin
bu pargalar bir araya getirilerek ARMA beyaziatma filtresi elde edilir (Sekil 5.9).

5.3.2. ARMA Kafes Filtresi

Sekil 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 ve 5.9 'da S»;; icin dikgen gercekieme vektérierinin
nasil olusturuldugu gdsteriimistir. Sekil 5.5, 5.6, 5.7 ve 5.8 'de bloklar tek tek,
5.9 'da da ARMA kafes beyazlatma filtresinin makro yapisi gésterilmistir. Kismen
de Swi; icin dikgen gergekleme vektorlerinin derecelendiriimesini géstermektedir.
Omegin i > j ve (i + j) nin ¢ift olmas| durumu igin, dikgen gercekieme vektorieri

bnoo ,..., Brig10 ,{ Bnido Cnige1,0 }, ..., { Pritit Caijt } (5.53)

olup, Swi; 'nin dikgen gergekleme vektorleri ile gergeklestirilen Pn.i; (yn) izdUstimu

Pn.i.j (y,.) = Za:(p’q) bn.p,q+ Za:(p’q) cn.p.q

(P) €Bnji (PD Cnjij (5.54)

olarak gdsterilir, burada

< bnpa, yn >
an(p,Q) = e (5.59)
il bapa |12
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< Capa, Yn>
o’ nP,g) = e (5.56)
Il Cnpa 1P

olup, Bnij ve Cni siralama kUmeleridir ve bnpq ve Cnpa vektdrlerinin hangisinin
Snij 'nin gergekleme vektor kiimesi icinde yer aldidini tanimlar. a’+(p,q) = k®x(p.q)
ve a’n(p,q) = k¥ (p,q) olup, k*(p,q) ve k*x(p.q), (5.39) ve (5.45) badintiariyla
verilmistir. Boylece bu izdligima,

Pn,i.j (Yn) = Zk:b(p,q) bn.p.q+ Zk:(p’q) cn.M

(P9 €Bpj (P Cnjj (6.57)

seklinde yazabiliriz.

ARMA kafes filtresi, i < N ve j < M icin tim Pa,i(y») izdUsUmlerini gercekler.
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v

f-.

240 = Caio

¥

Sekil 5.7. j=0 oldugu durum icin ARO "in blok diyagrami

0.0, j-1

n,0,j-1

£

0,0,j-1

Sekil 5.8. i=0 oldugu durum igin MAO blok diyagrami
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BOLUM 6
iKi-BOYUTLU OZBAGLANIMLI KAYAN ORTALAMALI KAFES
SUZGEGLERI

Caligmanin bu bdliminde, dérdinci bélﬁmdé, tek-kanalli iki-boyutiu
dzbaglanimli  kafes slzgeglerini modellemek igin agiklanan yéntemden
faydalanarak, iki-boyutlu 6zbaglanimli kayan ortalamall siizgeglerin analiz ve
sentez modelleri agiklanacaktir.

Bu amagla, ilk olarak ddérdinciu bélimde tek-kanalli model icin ¢ikanimisg
olan bagintilar kullanilarak, iki-kanalli, iki-boyutlu 6zbaglanimli analiz modeli
verilecektir.

Daha sonra, bu iki-kanalli, iki-boyutlu 6zbaglanimii modellemeden
yararianilarak, bir émek uzerinde iki-boyutlu 6zbaglanimli kayan ortalamait
modelin elde ediimesi gbsterilecektir.

iki-boyutlu dodrusal modellemede, duragan rasgele veri alanlarinin
6ngorustinin, komsu 6rnek noktalarin dogrusal kombinasyonu ile yapiimakta
oldugu ddrdincii bélimde agiklanmisti. Islemieri kolaylagtirmak igin, 6ngéri
destek bdigesi icindeki elemanlar bir-boyutlu diziler halinde siralanmaktaydi.
Dizilimin elemanlarinin 0'dan N’e kadar numaralanip, N. dereceden ileri yonde
ongori hatasinin, énceki N érmegin 6ngérimune bagil oldudu; ayni sekilde, N.
dereceden geri yonde ongéri hatasinin da son émekten N émek déncesinin
ongortstne bagli oldugu belirtiimis ve buna gore bagintilar elde edilmisti.

Tek-kanalll yapi icin gelistirilen bu yéntem, iki-kanalli yap: igin bagintilar
vektorel olarak ele alinarak dGzenienebilir.
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6.1 iki-kanall iki-boyutlu AR Modelleme (Analiz Modeli)

Doérdincl bolimde, (4.20) matris bagintisiyla n. dereceden ileri ve geri
yénde o6ngéru sizgeclerine iligkin denklemier verilmisti. Tek-kanalh yapi icin
verilen bu denklemler, iki-kanalli yapi icin dlsUnullrse vektérel olarak yazilir.
Bu yéntem izlenerek, (n-1). derece ileri ve geri yonde 6ngoéri stzgeglerine iligkin
katsayr agirlik vektérlerinin n. derece katsayilan derece asamasi yGntemiyle
asagidaki gibi elde edilir.

féﬁ),.(kka) f;:1)(k1,k2) - rér_::’ b;(:n-ﬂ(k”kz)

{6.1)
n - — T e(n-
bP(kikz) = BV (keky) - T 150 (ko k) 62)
Buradaki katsayi agirhk vektérieri daha genel bir sekilde,
£ (k. k
fi(“)(k1,k2) = [1(;‘)( 1 2)]
fa (Ky.K3) (6.3a)
b (k,.k
b®(ky.k,) = |: 2:1)( 1 2)}
bz’ (k1.Kz) (6.3b)

seklinde tanimianur.

n. dereceden ileri ve geri ydnde éngoéricullerin yansima katsayilarini ise x=b
veya f olmak Uizere

o {ys:’m) y‘;:’m,z)}

% () )
rPRN 922 ©.4)

olarak gdsterebiliriz.
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(6.3) bagintilan ile genel bir gekilde verilen katsay! agirhk vektérierini, ARMA
modelinin giris ve ¢ikis dizileri kanallan géstermek Gzere, iki-kanalli yapi ile ARMA
modeli arasinda bir yakiniik kurmak amaciyla agagidaki sekilde yazabiliriz :

£9(k, k,) = [Y((kv ky) - i)]

u«k1'k2 ) - ') (658)

© = y((k1’k2)—J)
o (kika) [U((khkz)‘j)

(6.5b)

Dérdlnct bdlimde (4.7) esitliklerinde uygulandidi gibi, (6.3) esitliklerinin her
iki tarafini (n+1)x(n+1) boyutundaki dziligki matrisi ile ¢carpalim. Esitligin sol tarafi
n. derece genigletiimis normal denklemieri verir. Sag tarafi ise sirasiyla

P = EIFO Ky ko) £ Kokl 68)
PO = EBO (ki ky) b Ky ky)] 6n

olarak tanimlanan ileri ve geri yénde éngorl hata glglerini verir. (4.17) ifadesinde
oldugu gibi, ileri ve geri ydndeki yansima katsayilarini

M = pO=-1" AT
rf,_,, = P by Afb,,

(6.8)

TP = pe7 ALY (6.9)
seklinde yazabiliriz. Burada

AD = EFD(Kyks) bY (Kyky)] (6.10)

olarak tanimlidir.
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Simdi, bu iki-kanalh iki-boyutlu 6zbaglanimii modellemeden, dordinct
bélimde agikladigimiz iki-boyutlu dikgen AR yapilarini kullanarak, iki-boyutiu
ARMA modellemesini elde etmek istiyoruz. Bunu agiklayabilmek i¢in asagidaki
ormegi ele alalim.

ORNEK 6.1 :

Transfer fonksiyonu,

-1 ~15~1 -1
a, +a,z;' +a,z,'z;' +a,z,

1+b,z;" +b,z'2;" +b, 2! ©.11)

H(z,,z,) =

olarak verilen, Gglincl dereceden, ¢eyrek diziemde 3 destek noktal iki-boyutlu
ARMA kafes slizgecinin analizi G¢ adimda yapilabilir. Dérdiinci g¢eyrek dizlem
modelini, geriye kestirimci hatasi olarak elde etmek igin, kestirim bdlgesi icindeki
dizilimi Sekil 6.1 'de gosterildigi gibi secelim.

Ak,
De e @
&-l1ky  (k-1Lk-Db
© o) -
(kh (k,, kz'l) k1

Sekil 6.1. Birinci geyrek dizlem igin érmek kestirim modeli
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Burada
((ki.kz)-0)= (ky,kp)
((kykp)-1) = (k4 ~1k,)
((kq,ky)-2)= (kqy~1k,-1)
((ki,kz)-3) = (kykp-1) (6.12)

olarak tanimlanir. Baglangi¢ kosullan ise agsagidadir.

kq.k
fé°>(k1.kz)=ba°>(k1,kz>=[y‘ ! 2’]

Ulkykz) (6.13)

Bu baglangi¢ kosullarin kullanarak, birinci adima gegilebilir.

1.Adim :
Dérdlnct bélimde (4.20) matris bagintisi ile gdsterilen, tek-kanall, ileri ve
geri yondeki katsayr agirlik vektér bagintilanni, iki-kanalll durum igin vektdrel

sekilde sdyle gbsterebiliriz:

FO®K k)= FOKK,) - T O kok,) =012  (6.14)

ki kz) = BBk k) - T O ika) —012  (©19)

Bu ifadeler, daha toplu bigimde
I:fim (k1,k2)} _ I - Fg)T [fl(O) (k1K2) }
bl (kykz) 'FSIL I b{) (Ky.kz)

seklinde yazilabilir.

(6.16)



-54-

Buradaki T{" ve rg? yansima matrisleri belirlenmelidir. (6.8) ve (6.9)

denklemlerinden

M = pOTAOF
Ffi - Pblﬂ AI

i=0,1,2 (6.19)
N = pO'A©@
r b:ﬂ Pﬁ A i=0,1,2 {6.20)
buiunur. Burada
PO = E[fO(kyky) £ (k1.k,)]
_ [Ew2(<k1.kz)—i)1 E[y((k1,k2)—i)u«k1.k2>—i>1]
Eu((kyukz) = DY((Kaky) = D] ELU*((Kykp) =] 621)
PO = E[b{ (KoK DD (Ko,
} {sz((k1,kz)—j)1 Ely(Ki.k) =) u((k1,kz>—j)1]
Efu(Kykz) = D) ¥(KeKg) = DT ELU? ((yokp) = D] ©.22)
olarak gosterilir. Ayrica
A® = E[fO(Kyk b (Ky.k,)]
_ [Eiy((k1,kz)—i)y((k1-kz)—i—1)] E[Y((kvkz)‘i)u((k1:kz)—i—1)]:|
Efu((kyky) —y((ky,ky) =i=1]  Efu((kq,ky) ~iu((ky,ky)—i—1)]
(6.23)

olarak yazilir. Oziligki ve karsi iliskileri ise agagidaki gibi belirtilir.
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Ry, (0,0) = Ely*((ky,kz) =]
Ru(0,0) = E[u?((ky,kz) =)
R,u(0.0) = Ely((ks,kz) - jul(kys.kz) - )

Ry (0,0) = Efy((ky,k,) = ul(kyky) =] (6.24)

Bu bagintilan kullanifarak, ileri ydnde yansima matrisini

M = pO' AOF
Pfu - Pb1 Aq

_ T
_ [Rw(o,m R,u(o,O)] ’[R#?}.,,, R#f’:h,,]

Ry(©0) R,O0)] [R®, RO

b (6.25)
seklinde yazabiliriz. Burada
ROy, = ELf (ke,k2)bE (Kyk;)]
= E[ y((ky.kz)— 0)y((ky, k)= 1]
= E[y(kq, ko )y(ks —1,k5)]
= Ry(1.0) (6.26)

RO, = ELED (Kek )b (e ky)]

Elu((kq,ky) ~ 0)y((kq,ky) - 1]

E[ u(k,,ky)yk, —1,k,)]

Ry (1.0) 6.27)
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RO, = ELfD(Kyk; )b (k1. k ;)]

Ely((ks.ky) - O)u((ky,kz) - 1)]

E[ y(ky,k;)Juk, —1,k;)]

R,.(1,0)

(6.28)
RO, = EL(Ky,K;)bS (ki k)]
= E[u((k,kz) ~ 0)u((ky,ky) = 1)]
= E[u(k,, Kz )u(k, —1,k,)]
= R (1,0) (6.29)
olup, aynt sekilde geri ydnde yansima katsayl matrisi de
rgi - I:)f((::)'1 Ag‘)
_ [Ry(00) R,(O.0][R,(1,0) Ry,(1,0)
RW(O,O) R, (0,0) Ruy(‘l,O) R,.(1,0) (6.30)
bagintisiyla verilebilir. Benzer sekilde,
(M = pO' AOF
Ll =R, A (6.31)
M = pO' A@
Lo, = B A (6.32)

PO = PO = PO = PO (6.33)
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E[£© (K1, K;) DY (i k)]

[Ely(k, — 1.K2)¥(Kq = 1.k, =] Ely(ky -1,k Julk; = 1.k, —1)] ]
| Efu(k, = 1.k, )y(ky = 1k =11 Eluly = 1,kz)u((k = 1.kz = 1]

R, (0,1) R,(01)
_Ruy (011) Ruu (011)

= p®' AOT
- Pb; A;

= pO' AO
- Pf2 A;

0 = pO® = p®
PO = PO = p¢

A9 = E[F0 (Ky, k)b (Ky.k,)]

| Efu(k, —1.kz = 1)y(ky,kz =11 Elu(ky = 1.k, = ul(ks,kz =1)

R,,(1,0) Ry,(1,0)
Ry (1,0) Ry (1,0

[Ely(ks —1,kz = y(ky,ky =D Ely(ky —1,k; = Nulkqky —1)]]

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

yansima matrisleri bulunarak, birinci adim igin gerekli £{”, b{?,f{,b{ £’ by ileri

ve geri yondeki katsay! agiriik vektdrieri bulunabilir.

e
~
R

2. Adim :

£9 (Ko kg) = O (Kpky) - T b (Kyky)

2
b

(K.kz) = b (Kykz) - T £ (K K,)

i=0,1

i=0,1

(6.39)

(8.40)
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Bu adimda f{?, b f? b{? ileri ve geri yéndeki katsayl agirk vektorleri

bulunmak istenir. Birinci adimda oldugu gibi aynu yol izlenerek agagidaki bagintilar
elde edilir.

r® = p0 AP, T =PI AP (6.41)
r® =P AP, TR =P AP (6.42)
PO = B (K ko )Y (koko)]
_ [E[ff:”(k1,kz)1 E[f§:’<k1,kz)féP(kﬁkz)]}
B (ko ko S (k)] ETEEY (Ko k)] (6.43)

(6.43) bagintisinda i=0 ve i=1 yerlestirilerek asagidaki bagintiiar bulunur.

PO = ELF (e ko) (kyke)]

[Emz (Knky)] EIFD (o K ) (k1,kz)]]

) ) ] (1)
ElfSs (Kq. ko )fig (Kik2)]1 Elfzg ((Kq,k2)] (6.43a)

PO = ELED (kKo )Y (k)]

: {E[fﬂ” (kykz)] EIFSD (ko )EED (k1 K )1]

B Kok Y (kpk)l EIY ((Rky)] (6.430)

pm

bua

E[ b{ (Kq.Kz) BEY (ke k)]

) [E[b&‘,&i(k1,kz>1 E[bszlz(k1,kz)b9;2<k1,k2>1}

Ebho (ks ko )b{l; (keky)l EBEh, (iky)] (6.44)
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(6.44) bagintisinda da i=0 ve i=1 yerlestirilerek agagidaki bag@intilar bulunur.

PO = E[bY (ky.k, ) b (Kq,k,)]

[E[b(n K,k E[bg’(khkz)b‘;z)(kvkz)]}
EBS (ky,k2 )05 (Kq,k5)] E[b(212)2(k1,k2)] (6.44a)
Pm E[b(1)(k1:kz)b(1) (k1.k2)]
_ [E[bgz(k1,kz)] E[b“’(k1,kz)b§2<k1.kz>l]
EDD (KK DD (Kek)l  EDR (Kqky)] (6.44b)
AP = E[FO (Ko ko )0 (Keky)]
B (ke ko DR (kiko)] EIER (k.kz )8R (Kol
ETES (ke k2 050 (ke ko)]  EIFSY (Ko K2 )0E (Knk)] (6.45)

Ayni sekilde (6.45) bagintisinda da i=0 ve i=1 yerlestirilerek ikinci adima
iligkin bagintilar elde edilir.

AP = EIFO Ky kp 0P (KK, )]

3 [ EIFSD (K1k o (ky, k)] E[f“’(k1,kz>b£2<k1,kz>l]

EFQ (koK 0D (ko) EIFD (ke k2 0P Kokl (6.453)

AP = ELFP (ky ko )bS (ke k)l

_ [E[fﬂ’(k1.kz)b“>(k1,k2)1 E[f“’(k1,kz)b<"<k1,kz>1]

EfSY K1k DB (ke ko)l EIES (ke k2 )0G (1K, )] (6.45b)
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3. Adim :

(9 (kiko) = 12 (kuks) - T P K1 ky) (©.48)

b (kyky) = bP (kyky) - TREP Kiks) ©.47)

Son adimda £ b® vektdrleri bulunacaktir. Bunun igin gerekli T, I')
katsayl matrisleri, PP giic vektorleri ve A{ skaleri agagidaki bagintilarda

verilmigtir.

3) - p@! A@T
r® = pZ" AP

(6.48)
@ = p@'A@
rd = P¥ Ag (6.49)
P@ = E[fP (kyky ' (Ko ky)]
_ | B keko)l ETFD (k1. ko D (ke ko)l
EFD (kq ko )R (k)] EIFS (k1 K,)] (6.50)
P® = E[bP (K1,k 0P (Kyky)]
- [E[b%”(khkz)] E[b%’(k«kz’b%(k”km}
EDB Kk, bR Koky)]  EDR (Keiky)] (6.51)
AD = E[FP (Kyk D" Kyl
= |:E[f1(§)(k11k2)b$23)(k11k2)] E[f‘l%)(k1’k2)b(22g(k1,k2)]]
EFR (kiky 0B (Keky)]  EIFS (kyokz 0B (KoKl (6.52)

Sekil 6.2. 'de yukarida gerekli bagintilan bulunan 3 destek noktal iki-boyutiu
ARMA kafes siizgecinin analiz modeli verilmigtir.
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Birinci derece ileriye dogru ve geriye dogru tahmin hata vektorleri "dlgey" ve
"yatay" hata alanlarindan da elde edilebilir. Bunun icin sirasiyla ileriye ve geriye
dogru birinci derece "yatay" katsayi agirik vektorleri

f‘?) (k1,k2) - [Y(kvkz )] _ F(1)T [Y(k1,k2 - 1)}

fh

uky, k) ukq,ky —1)
Ky ky —1) 7| y(ky,K5)
b(1) k., k )=[Y( 172 ]__1-(1) [ 1282
" ( "2 U(k1,k2 —1) B U(k1,k2) (653)
ve "disey" katsay agirlik vektorleri
y(k ,k ) U y(k _11k )
f§1) k ,k )=I: 172 ]_1-(1) [ 1 2
(ke u(k,.k,) Vo Luky —1.kp)
b\(/1) (k1:k2) _ [y(k1 _11k2 ):l__ I..S)T [Y(kukz )]

seklinde gdsterilip, yansima matrisleri de "diisey" ve "yatay" ifadelerini belirtmek
icin yine ayni notasyon kullanilarak

1"(1) = RYV(O’O) Ryu(oao) - RW(O,1) 0
" [Ry(©0) R,O0] |[RL@O1) O

r = [ o o] [0 5]
o R“Y (010) Ruu (0'0)4 0 0 (655)
o < [Rn@0 R,00) "R, (1,00 0
v |Ry(0,0) R,(00)] |R,(10) 0
r(1) = RW (0'0) RY“ (0'0) B [Ryy (1 ,O) Ryu (1 10):|
o R“Y (0'0) Ruu (0:0) 0 0 (656)

bagintilanyla gosterilebilir.
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Bu bagintilarda, beyaz gurtltinin u(k,,k,) girigi oimasi durumunda
R,(1,0)=R(0,1) =0 (6.57a)
ve kars! iligki 6zelliginde de
' R,(1,0)=R,(0,1)=0 (6.57D)
olarak alinmalidir.
Bu yeni tanima gére,
0 (Kyk) = £ (K k)
bi" (ky,kz) = by (ky,k2)
fO(k,k,) =Pk, —1k,)
b (kyykz) =b{P (k, ~1K;)
f1 (ky k) =D Ky ky = 1)

bg)(kwkz) = fy)(kukz -1 (6.58)

yazilabilir. Yani dereceye bagh olmaksizin tiim birinci derece katsayr agirlik
vektorieri diisey ve yatay tahmin hata vektérlerinden elde edilebilir.

Eger birinci ¢eyrek dizlem ic¢in iki-boyutlu ARMA model katsayilarini bulmak
istiyorsak, bulunmasi gerekli yansima katsayi matrisieri ve tahmin hata vektérieri
gOyle gosterilebilir.
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{f,f” : b,‘,"} = {Fﬂ’ : I’f,:’}

o500} = {2}

P
{b;“} el

b ir(z) 5
3 By } (6.59)

ileriye ve geriye dogru tahmin hata &ziligki matrisleri de 6zyinelemeli olarak

bulunabilir.
PO _pO - [E[yz(k1,k2)1 E[y<l2<1,k2)u<k1.kz)1]
Efu(ky,ky (K kgl EU (ks k)] 0,12 icin (6.60)
Pt = P [t o o)
PRI = B [L- T r{] (6.61)

a, Katsayisinin Bulunmasi :

Besinci bolimde de acgiklandigi gibi, dogrusal, zamanla degisen, (N,M)
dereceli nedensel bir ARMA filtresi, yn1, yn2, ..., ynn Onceki ¢ikiglanyla, un, Una, ...,
u~ey Onceki giriglerinin lineer kombinasyonuyla ifade edilir. y'(k,k,) ARMA
modelinin ¢ikig 6ngérisi olmak tzere model hatasini

g = Y(K;,K)) - ¥'(Ky.ky) (6.62)

seklinde ifade edebiliriz. Verilen érnek igin, ifade de gegen y'(k,.k,) éngdristinu
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3 3
Y (kekz) = D au(ke.kp) =D + D byy((kyk,)~1)
0 i=1

b (6.63)

= [T (nky) U7 (keks)]
a

olarak gosterebiliriz. (6.63) bagintisinda gegen terimleri 6rmek igin daha agik bir
sekilde yazarsak

y(kyky) = [Y(k1 -1.k;) yky —1,k; = 1) y(ky.k, ‘1)]T

ukq,k,) = [Y(khkz) y(ky ~1,ky) ¥(ky =1k, = 1) ¥(kq,k, —1)]T
b=[b, b, bs]"

a=[a0 a, a, a3]T (6.64)

ifadelerini elde ederiz. a ve b parametre vekttrierine gére eq(k,k;) minimize

edilerek
Ry Ru a Fuy (6.65)

bulunur. Minimum ARMA hatasi ey(k,,k,) 'nin karesel ortalamasi ise

T,
T T Y
Enin =Ry, (0.0) - [b3:  al, |

Fuy (6.66)

olur. (6.65) bagintisinda yer alan matrisleri agik bir sekilde asagidaki gibi
gbsterebiliriz.



-66 -

R,, = E[Y(k1rk2)yT (ky. k)1
R,(0,0) Ry, (0.1) R, (-11)
=|R, (0,-1) Ry, (0,0 R,y (-1,0)

R,, (1-1) Ry (1.0) Ry, (0,0)

R, =Elu(k;,k, )uT (kq.k3)]:

R, (0,0)

=|Ru(-1,0)
Ruu (_1 1—1)
R, (0-1)

Ru(0.0)

Rw(0-1) Ru(0.0)
R(1-1) R, (-1,0)

R, = Efu(k,,k, )VT(kh k)l

R, (1,0)
=|R,, (0,0)
Ry, (0-1)
Ry (1-1)

R, (11) R,0.1) |

. .« .
—__/

Ry(©1) Ry (-1.1)

Ruw(1.0)  Ru(17)

- o

Ry (0,1)

Ry(0,0) R,(-1.0)

Ry(1.0) Ry(0,0) |

Ryu = E[y(k1 ’ k2 )uT (k1 ' kz )]

R, (-1.0)

R,y (0,0)

=|Ru(-1-1) R, (0~

Ry, (0,~1)

Ry (1-1)

Rw(01) ]

Ruu (_1 :1)
R (1.0)

R.(0,0) |

R, (0,1) R(-1,1)
R,,(0,0) R(-1,0)
R, (1,0) R(0,0)

(6.673)

(6.67b)

(6.67c)

(6.67d)
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fyy = Elv(kyky )y ko )]
R,,(~1,0) ’
= |R,, (-1-1)
R,, (0-1) (6.67¢)
ry =Efu(kq, k) y(kq,k,)]
R, (0.0) |

= |Ry(-1,0)
Ry (-1,-1)
Ry (0-1) |

(6.67f)

(6.65) bagintisindaki 7x7 ilinti matrisi ne Toeplitz ne de simetriktir. Burada a,
tanimina iligkin 4. satir ve 4. sttun elemanian dikkate alinarak

Ryy Ryu*’ b rw ryu
= _.vao
R. R..||lo | || r.
uy u'u Yy u'u (6.68)

yazilabilir. (6.68) bagintisinda gegen ifadeler agagida tanimlanmistir.

ut = [u(k1 -1k;) uk, -1k, -1) u(k,k, —1)] (6.69)
RUV (_1 ’0) Ruu ("'1 -0) Ryu (—'1 ’0)

Py = Ry (-1-1) rey = | Ru(=1-1) N =|Rpu(-1.-1) (6.70)
Ry (0,-1) Ry (0,-1) R,u(0,-1)

b ve a katsayillarini ¢ézebilmek i¢in (6.68) denklemini

RW Ryu+ b T | ¢ 1

Ru"y Ru*u" a I'.u“‘y ruu (6.71)
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biciminde yazabiliriz. Diger taraftan, iki-boyutlu iki-kanalli AR model katsayilari

R, R, "
1] yu [d" dn} _ y Fy
dy dyp
Ru“y Ru*u" ru"‘y l'lu”u (672)

ifadesinden bulunabilir. Buradaki d; 'ler

[Y'(knkz)} - I:dﬁ d1z] l:y }
u'(kq,kz) d,, dy, u’

3 [d"(i) dz1(i)“:)’((k1ak2)"‘i)]

= [di2()  dyp ()| {u(kyky) =) (6.73)
olarak tanimlanmaktadir.
O halde, tahmin-hatasi
;;__,/
y(k.ky) y'(Ky.ky)
9(k1rkz)=|: ! 2]'[. v
u(k,.ky) u'(ky,ky)
= [y(knkz)] ) l:dn d,, ]T [V(k1sk2) ]
u(kq,kz) dy dy u”(ky,kz) (6.74)
seklinde yaziiabilir. W katsayi vektéri
)
Y=
“8o (6.75)

biciminde tanimlanirsa,
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eT(k1,k2)‘P = y(kq,k;) - agukyk,)
b
= VT(k11k2) u+ (k1rk2)

= eq(Kky,ky) (6.76)

oldugu gérilecektir. e,(k,,k,), iki-boyutlu ARMA modelinin tahmin hatasi olarak

tanimlanmigti. Ayrica bu ARMA modeli hatasinin karesel ortalamasi da

Heq” (yky)] = ¥ TE[elknkz) 7 (ykp)] ¥
=¥TPV¥ 6.77)

olarak yazilabilir. P, iki-kanaill AR modelinin ileriye dogru tahmin hata kovaryans
matrisini géstermektedir. ¥ P ¥ ifadesinin a, 'a gére minimizasyonu ile

Efe. (<r.ka ey kakad)p—

“a qeuz(kvkz)]

(6.79)

elde edilir.

b ve a Katsayi Vektérierinin Belirlenmesi :

(6.71) ve (6.72) denklemlerinden iki-kanall AR modelinin d; katsayilari
belirlenir. Bulunan degerier

- [du d12}
dy dyp

o B (6.80)

b

denkleminde yerlerine yerlestirilerek b ve a katsayi vektérleri bulunabilir.
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6.2 Sentez Modeli

Calismanin bu béliminde iki-boyutlu iki-kanall AR modeli kullanilarak,

ARMA sentez modelinin elde edilmesi gosterilecektir. Bu amagla e (k,,k;) igin bir
giri gereklidir. Uzerinde calighgimiz 6mek igin, e, (K,k,)=f3 (k,k,) olur.

Benzer sekilde, e, (k,,k,) =13 (k,,k,) 'dir.
en (k1vk2) = e(k‘lrkZ)T‘P

1
faasl[] ]
0
= ey(khkz) = aOeu(k1’k2)

(6.81)
(6.81) ifadesinde, eger ARMA modeli dogru bir gésterilim ise,
e, (k. k) = a5 e,(kyk;) (6.82)
yazilabilir. Yani, verilen 8rnek icin £’ (k,,k, ) girisi olarak,
i (kyk,) = ag i (klk,z)/ (6.83)

bulunur.

Baslangigtaki analiz modeli "Lattice" denkleminde asagidaki dlzenleme
yapilirken, diger tim model ifadesi ayni kalmaktadir.

0 (kuko) | _[19(koky) | |70 0D -72012) [bR(k,k,) .84
fio (Ki,K2) f (ko ky) | 75 (21) ~7{(22) | bG (kyk,)
Burada n = 3,2,1olup, f{'(k,,k,) = a, £ (k,k,) 'dir.

(6.84) denkleminin analiz modelinde gergeklestiriimesi icin sadece iki kafes

katsayisinin 7 (1) ve 7 (12) 'nin isareti degistirilirken, & (k,,k,) 'nin akis

ydnl degistirilir. Bu durumda
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o {—v oan - vﬁ',"(lZ)}

Pl yPen yPR2
Tty 21 Tt (22) (6.85)

olarak tanimlanir ve Sekil 6.3, 6.4 ve 6.5 'de gosterilen sentez modeli bulunur.



| i
! 760 (1) 1
| |
| |
| |
£k k) L (K,k,)
L L
| I
I |
| n [
] \7’1(,.3,(21) 1
! !
I l
: 7§?3,<12) :
I |
! |
B (kuka) | D (kks)
| > I
I I
| |
(n)
| Y b, (22) l
| \ !
| |
: (n)(11) ;
| I
I |
g { [
b (Kyoky), = biakeks)
H—>
} — |
! M(21 I
: l\yf, (21) |
| !
| l/ |
| n |
| 71" (12) 1
| !
! i
b (kykz) | B (k)
; >
!
I
|
f
!
I

I
!
N7 22) |
!
!

~ Sekil 6.3. Iki-boyutlu ARMA kafes stizgecinin analiz ve sentez modeline ait
n. derece kafes moddili
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| y& (1) l
| }
I I
! |
(k)| o 1K)
- J
|
|
| '
| R}’.‘,‘}‘(Z,‘l)
|
, L
| 702)
|
|
50 (kpk,) i (kuky)
: .
|
I
| N 76n(22)
|
| L’
|
: r& ()
|
|
b (kyk,), : bk, k)
: (H—>
! |
! i |
| 7 (21 |
| v t
|
7{(12) [
I
|
b (kiky) | B (kk)

|

I

N\ "2 |
|

|

Sekil 6.4. Iki-boyutlu ARMA kafes stizgecinin sentez modeline ait n.derece
kafes moduli
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SONUGLAR

Iki-boyutlu dikgen kafes silizgegleri, bir-boyutlu kafes parametre teorisinin
dogal bir uzantist olarak gelistiriimistir. Kafes yapisinin dik oimasi, gereksiz bilgiyi
ortadan kaldirmakta ve optimum slzge¢ olma avantajimi dogurmaktadir. Bu
nedenle, uyarlamali uygulamalar i¢in yakinsama hizi agisindan tercih edilirler.

Kayran {[29] rastgele alanlann &zbaglanimhh (AR) modellenmesi igin
iki-boyutlu dik kafes yapilanni sunmustur. Elde edilen sonuglar, herhangi
iki-boyutlu genigletimis normal denklemden, kafes parametrelerini kullanarak,
6ngoéra yanilgt stizge¢ katsayilanni hesaplamak igin Levinson tipi algoritmanin tam
¢6zUmind ortaya koymaktadir,

Bu calismada Kayran [29] tarafindan 6ézbaglanimli alanlar igin gelistirilen
yontemden faydalanilarak, 6zbaglanimli-kayan ortalamali (ARMA) alaniann
modellenmesine caligiimigtir.

Yéntemin birinci, ikinci ve Gglinclh derecelerden ¢eyrek duziem ve simetrik
olmayan yarn dlzlem igin dogrulugunun gésterilmesi basta olmak Uzere; ayrica,
¢alismanin besinci béliminde verilen bir-boyutlu 6zbaglanimii-kayan ortalamaii
modelilerin Karlsson ‘un [33] izdisim yéntemi ile modellenmesinin iki-boyutlu
alanlara uygulanmasi konular aragtirmaya acgik konulardir.
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