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OZET

Stiregelen bu calismada alttan 1sitilan ve {istten sogutulan sonsuz uzunlukta iki tabaka
arasindaki akigkan katmaninda olusan 1si1l konvektif hareketlerin kararsizligit ve gecis
evrelerinin karsilastirmali olarak incelenmesi amaglanmaktadir. Boussinesq yaklasimi ile
modellenen ve Rayleigh-Benard problemi olarak adlandirilan bu olgu bir spektral elemanlar
yontemiyle sayisal olarak ¢dziilmiistiir. Elde edilen sayisal veri tabani kullanilarak Karhunen-
Loeve (KL) birim yapilar1 olusturulmustur. KL teknigi deneysel yada sayisal olarak iiretilen
veri tabanlarinin ayristirilarak altta yatan fiziksel olgunun daha diisiik buyutlu olarak ifade
edilmesi ve anlagilmasini saglayan istatiksel bir yontemdir.

ABSTRACT

In this continuing work, a comparative study of the stability and the transitional regimes of the
thermal convective motions between two infinite plates, which are heated from below and
cooled from above, is aimed. This phenomenon, which is known as Rayleigh-Benard problem
and modeled by Boussinesq approximation, is numerically simulated using a spectral element
method. The resulting numerical database is then used to generate Karhunen-Loeve (K-L)
basis. The K-L technique is a statistical procedure that is used to decompose an experimentally
or numerically generated database in order to describe and to study the underlying physical
phenomena in a lower dimensional setting.
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GIRIS

Rayleigh-Benard (RB) problemi olarak bilinen alttan 1sitilan ve {istten sogutulan iki tabaka
arasinda yanal yonlerde periyodik kabul edilen akiskan katmaninda olusan 1sil konveksiyon
akis problemi, basit geometrisi ve akis rejimleri arasindaki farkli gecislerin gézlemlenebilmesi
nedeniyle ilgi c¢ekici bir problemdir. Sistem ii¢ farkli boyutsuz parametre ile kontrol edilir:
Rayleigh sayis1 (Ra), Prandtl sayis1 (Pr) ve konveksiyon hareketinin olustugu hacmin geometrik
orani (A) [1]. Bu parametrelerin degisimi ile ¢ok cesitli dinamik 6zellikler elde edilmektedir.
Bu 6zelliklerin ¢ogu literatiire gecmis ve incelemeler [2] ve kitaplarin [3] konusu olmustur.

Karhunen-Loeve (KL) prosediirii bir fiziksel olguyu ifade eden deneysel ya da sayisal olarak
iiretilen veri tabanindan amaglanan bilgiyi elde etmek i¢in kullanilan bir prosediirdiir. Veri
tabani, 6zel KL uzayma yansitilarak incelenir. Bu uzay, g¢ekirdegi 1s1 konveksiyonuna ait
sicaklik ve/veya hiz profili gibi fiziksel degiskenlerin iki nokta kovaryans tensorii olan integral
asal probleminin asal fonksiyonlar1 baz alinarak olusturulur. Simetri ve cekirdegin pozitif
taniml1 olmasindan dolay1 bu asal fonksiyonlar (KL yapilar1) orthogonal bir baz olusturur.
Integral asal probleminin elde edilmesinin altinda yatan, KL yapilarinin akis enerjisini optimum
bir sekilde tasimasidir. Bu o0zellik incelenen akis veri tabaninin indirgenmesinde (statik
kullanim) [4] ve akis dinamiginin diisiik boyutlu dinamik bir sistemle ifade edilmesinde
(dinamik kullanim) kullanilmstir [5].

Veri iiretimi i¢in Legendre polinomlar1 ve zayif formun kullanildig: bir pseudo-spektral metodu
kullanilmistir. Sayisal yaklagim cesitli calismalar [6, 7] ve Guessous’un [8] RB problemine
uygulamasi ile gelistirilmistir. Bu yaklagimin ayirt edici yonii diisey yonde eksik simir
kosullarina sahip olan basing degiskeninin ele alisidir. Akis yatay yonde periyodik kabul
edilmistir.

Bu ¢alismada 1s1 konveksiyonu hareketinin yiiksek, birim ve diisiik Pr degerlerindeki dinamik
yapist KL yapilarinin statik kullanimi ile karsilastirmali olarak incelenmistir. Bu ¢alismanin

ileriye doniik amaci, KL yapilarinin, Ra degerleri araliginda dinamik kullaniminda gosterdigi
esnekligin [5], Pr degerleri araliginda gegerliligini incelemektir.

MATEMATIKSEL FORMULASYON

Temel Denklemler
RB problemi Boussinesq denklemleri tarafindan modellenir:

V-u=0, (la)

“—+(-V)ju=-Vp+RaPrTe, +PrAu, (1b)
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~— +(u-V)T=w+AT. (1c)

Biitiin degerler standart 6lgeklendirme ile boyutsuzlastirilmistir [1], 6rnegin konvektif hareketin
olustugu periyodik kutunun yiksekligi, H, ol¢eklendirme i¢in kullanilmistir. Elde edilen

parametreler Pr=v/x ve Ra=gBH'a/kv olmustur. Bagimh akis degiskenleri, x =(x,y,z)
yonlerindeki hiz vektorii u = (u,v,w) ve sicaklik T ile ifade edilmektedir. p basing ve e, ise
yercekiminin tersi yoniindeki birim vektordiir.

Akis, geometrik oranlart A =L /H, A =L, /H olan periyodik kutuda Q
gergeklesmektedir. Kare tabanli geometride A=A =A, =L/H. Yatay x ve y yonlerdeki
periyodik sinir sartlarina karsin, dikey z yoniinde (z=0,1) sinir kosullart u=v=w=T=0
seklinde tanimlanmistir.

Sayisal Yaklasim
Uzunluklar yiiksekligin yarisi h=H/2 ile yeniden olgeklendirilerek ve vortisite @ terimi
katilarak temel denklemlerimiz su hali alir:

Vu=0, (2a)
%z(uxw)—VP+RahPrTez+PrAu, (2b)
i—f:—(u-V)T+%w+AT. (2¢)

Burada Ra, =Ra/8, P=p+1u-u ve diisey koordinat araligr —1 <z <+1 olarak degisir.

Yatay diizlemin periyodik oldugu kabulu, Fourier serilerini bagimli akis degiskenleri i¢in
kullanmamiza imkan verir.

u u
Tr(x,t)= T (m,n,zt) exp(21‘ci (rnx/sX +ny/sy)). 3)
P [m[<N,/2 |n[<N/2 f’

Burada s, =L, /h ve s, =L, /h yatay periyotlardir. Yatay diizlem x; =is, /N, 0<i<N_
ve y;=]s, /Ny, 0<j<N, noktalarinda tanimlanir. Diisey yonde ise hiz ve sicaklik

degiskenleri agirlikli Legendre-Lagrange interpolantlar:
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{ }(mnzt) Z{ }(mnzk,t)h (2), 4)

basing degiskeninin agiliminda ise Legendre polinomlar1 [7]
N,-1

z

P(m,n,zt)=> P(mn,jt)L_ (). (5)

j=1
kullanilmaktadir. Burada z, Legendre-Gauss-Lobatto noktalarini, @, Gauss kuadratiir agirlik

katsayilarini, Hk (z)=h,(2) / Jo, agirhikli Legendre-Lagrange interpolantlarini ve

hy (z) = H (2, )) ©6)

J¢k

ise Legendre-Lagrange interpolantlarini ifade eder. Bu ag¢ilimlarin (3-6) temel deklemlerde
yerine konulmas: ile zayif forma indirgenen temel denklemler dogrusal olmayan terimler i¢in
ikinci dereceden Adams-Bashforth ve dogrusal olan terimler i¢in Crank-Nicolson kullanilarak
zaman degiskeninde integre edilmistir [8].

Karhunen-Loeve Prosediirii

Elde edilen veritabanindan KL prosediirii kullanilarak ortogonal baz fonksiyonlar1 (KL
birimleri) olusturulur. Baz fonksiyonlarin elemanlar1 integral denkleminin asal
fonksiyonlaridir.

j jj R(x,x) P*(x') dx’ =1, ¥*(x) (7)

Bu denklemin ¢ekirdegi iki nokta korelasyon tensoriidiir.
Ry (6,x) = (v, (%) v;(x,1)) ()

Burada v , sicaklik ve/veya hiz gibi fiziksel degiskenlere karsilik gelir. Genellikle {i¢ uzay
boyutunda bazlar1 ifade etmek i¢in ii¢ indis gerekir. k bu indis vektoriinii ifade eder.

Agisal parantez < . > akis veri-tabaninin lizerinden (ensemble) ortalamay: ifade eder. Ergodisite

kabulu, ortalama isleminin zaman ve homojen uzaysal yoOnler {izerinden ortalama ile
degistirilmesine izin verir. Korelasyon tensoriiniin simetrik ve tam pozitif olmasi dolayisiyla
Hillbert-Schmidt teorisine goére bu uzayda sayilabilir sonsuz ortogonal asal fonksiyon
bulunmaktadir. Bu uzayin bir eleman1 modal pargalama ile ifade edilebilir

vt =D a, ()P (%) €))

ve bu acilimin katsayilar istatiksel olarak ortogonaldir

(a,(Daj(t))=1,3,,. (10)
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Akist temsil eden v igin, her asal deger A,, akigin karsilik gelen W* asal yondeki ortalama

enerjisini ifade eder.

Simetriler
Akisin yatay yonlerdeki otelemesel degismezligi (periyodik) asal fonksiyonlarin bu yonlerdeki
formunu belirler:

¥ (x) =¥, (m,n,q;x) = O (2) exp(Zni (mx/sx +ny/sy)). (11)
Burada k =(m,n,q) indis vektdrii ve q sayma sayisidir. Integral denklemi (7) su forma

indirgenir:
1
S, Sy Idz’ﬁij (m,n,z,z") CDJ.(m,n,Z’) =A(m,n) ¢, (m,n,z) (12)
-1
Bu integral denklemi, her |m|<M/2 ve |n|<N/2 degeri igin ¢dziiliir. Sistemin (1) diger

simetrileri, konvektif kutu kare tabanl alindiginda s =s , yatay yondeki yansima ve

dondiirme simetrileri ile diisey yondeki orta diizlem etrafinda (z =0) yansima simetrileridir:

Simetri Grup Etkisi
Elemani
Birim I {u,V,W,T,X, y,z}
90° dondiirme R {— v,u,w,T,~-y, X,z}
180° dondiirme R’ {— u,—v,w,T,—x,~y, z}
270° dondiirme R’ {v,—u,w,T,y,—x,z}
x etrafinda yansima F {— u,v,w,T,—x,y,z}
Kosegen etrafinda yansima FR {V,u,w,T,y,x,z}
y etrafinda yansima FR? {u,—V,W,T,x,—y,Z}
Kosegen etrafinda yansima FR’ {— V,—u,w,T,—y,—x,Z}
Diisey yansima Z {u,v,—w,—T,x,y,—z}

Tablo 1: Simetri grup elemanlari.
Asal ¢ozlimler en fazla 8 kez tekrarli hale gelir.
A A A A A

Aslinda simetri gruplarinin
{I,R,Rz,R3,F,FR,FR2,FR3} x {1,2} (14)

A A

(n,—m,q)= A‘(n,m,q) (13)

mn,g)~ Mmng T MemnT MemengT Menemag T M enmg T

eylemi ile mevcut veri tabani 16 katina ¢ikarilabilir ve boylece elde edilen KL birimlerinin
akisin simetri Ozelliklerini tasimasi saglanir.
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Bu KL birimleri, her biri akis veri tabaninin uzaysal 6zelliklerini, 6rnegin, sinir sartlari ve
solenoidal dzelligi gibi, saglayan gercek birimler halinde gruplandirilarak, KL yapilar1 v*,

VX, => v =Y fa, () P (®)+a . () PF ()}, (15)

elde edilir ve tasidig1 fiziksel 6zellikler ile akisin birimlere ayristirilarak incelenmesinde
kullanilir. Burada grup indisi k eslenik KL mod ¢iftleri { k,k*} tizerinde tanimlidir:

k=(m,n,q) ve k" =(-m,-n,q). (16)
Soyleki,
=) ve a.=a; (17)
ve
a, =(¥*.v)=[ Y vix (¥ o) dx. (18)

()" komplex eslenigi ifade eder.

SONUCLAR

Temel denklemler (2) yukarida behsedilen sayisal yaklasima gore farkli rejimler icinde degisen
parametre degerlerine gore integre edilir. Sonu¢ olarak elde edilen akis veri tabani
V= [u,V,W,T ](x,t) kullanilarak KL bazlari GDj(m,n,q;z) ,j=1,...,4, olusturulur ve bu bazlar

akis dinamigini farkli rejimler ve degisik parametre degerlerinde anlamak icin veritabanini
parametrize etmek i¢in kullanilir.

Bu calismada ii¢ parametre bolgesi, Pr <1, Pr~1, Pr>1, ve iki rejim, duragan ve periyodik
rejim, incelenmistir. Bunun i¢in duragan rejimde, ii¢ durum, Pr=0.025, Pr=0.71 ve Pr=7.0,
g6z Online alinmistir. Sonug olarak elde edilen Nusselt (Nu) sayilari

T
0z |,

Pr 7.0 0.71 0.025
Nu 1.2129 | 1.2105 | 1.0614
Nu[9]|1.214 | 1.212 |1.0610

Nu=1+2 (19)

Tablo 2 de, [9] ile karsilastirilmistir.

Table 2: Duragan sarmal konvektif hareketlerden olusan rejimde sayisal olarak elde edilen Nu
degerleri. Burada Ra =2000, L=27/3.117 ve 16 x16x16 ¢oziiniirlik kullanilmigtir.
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KL yapilar1 arasindaki enerji dagilima, 8=7\,/ ZX, Tablo 3 de karsilastirilmistir. Gorildigi

tizere birinci KL yapisi biitiin durumlarda tasidigi enerji igerigi bakimindan baskindir. Bu, akis
veri tabaninin KL uzayinda efektif bir sekilde temsil edildiginin gdstergesidir. Akis veri
tabaninin tekrar olusturulmasi yada saklanmasinda en yiiksek enerji igerigine sahip bir ka¢ KL
yapisinin kullanilmasi yeterli olabilecektir. Pr degeri artarken KL yapilar1 arsindaki enerji
icerigi paylasimi degisiklikler gdstermektedir. Ornegin, Pr=7.0 degerinde, birinci KL yapisi
ile digerleri arasinda enerji igerigi bakimindan carpici bir farklilik vardir. Diisiikk Pr
degerlerinde akis enerjisi daha fazla KL yapist arasinda paylasilir, dolayisiyla akisin temsil
edilmesi i¢in daha ¢ok KL yapist gerekir. Bu daha karmasik bir dinamik yapiya isaret
etmektedir. Enerji dagilimindaki bu carpici farklilik, Sekil 1 ve 2 de agikca goriilmektedir.

Pr=0.025 Pr=0.71 Pr=7.0

mnq € mnq € mnq €

101 10.96629e+0 | 101 | 0.99919e+0 | 101 | 0.99996e+0
301 |0.20158e-1 | 201 | 0.81077e-3 | 201 | 0.32864e-4
201 | 0.12599¢-1 | 301 | 0.18556e-5 | 301 | 0.71065e-5
501 | 0.64638e-3 | 401 | 0.27720e-8 | 401 | 0.59548e-8
401 | 0.30566e-3 | 501 | 0.14103e-9 | 501 | 0.06966e-9

[, T SO 'S T NS I

Tablo 3: Duragan sarmal konvektif hareketlerden olusan rejimde ve Ra =2000 degerinde elde
edilen ilk bes enerjetik KL yapilari.

iErraEas v 8 10
e\\_.\-r'--f\_/,al_)\_\\\ | //4/
N | (R
WIN T
o ol LTIV LA
TAadRS 98 Q

LA/ AL j}
05Hs 78 1 UKl 5
DL TN P

_17.”,“,if“,if“’,, B
0 1 2 3 1 2 3 4 5

X

Sekil 1: u-v akis vektorleri ve es sicaklik ¢izgileri ile gosterilen tipik duragan sarmal konvektif
hareket ve KL enerji spektrumu. Ra =2000 ve Pr =0.025 alinmstir.
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4 5

Sekil 2: Duragan sarmal konvektif hareketlerden olusan rejimde sirasiyla Pr = 0.71 ve Pr=7.0
degerlerinde KL enerji spektrumu. Ra = 2000 alinmistir.

Sekil 3a ve 3b de en ¢ok enerji igeren iki KL yapisinin diisey profilleri @,;(m,n,q;z) t¢ farkh

Pr sayist icin gosterilmistir. Birinci yapi (m =1,n=0,9=1 ), konveksiyon hareketi
basladiginda ortaya ¢ikan ve Pr degerinin de§ismesi ile goze carpan bir farklilik géstermeyen
ana yapiy1 ifade etmektedir. Bu, bilinen, konveksiyon hareketinin baslangicinin Pr sayisindan
bagimsiz olmas: ile ilintilidir. Diger taraftan (m =2,n=0,q= 1) yapis1 Pr degeri ile bir miktar
degisim gosterir. Bu degisim beklendigi gibi momentum sinir tabaka kalinligmnin Pr sayisi
diistiikce incelmesi seklindedir. Bununla bereber diisiik Pr sayilarinda KL yapisinin mekanik
bilesenlerinin 1s1 bilesenine gore goreceli olarak baskin oldugunu goriilmektedir.

©.(1,01.2)

©,{1,01.2) ©,(1,01.2)
1 1
D
05 05 N
X
0 0 ¥
x)‘
0.5 0.5 il
r
-1 -1
0 0.5 1 0 0.05 0.1

Sekil 3a: (m =1,n=0,q= 1) KL yapisinin ii¢ farkli Pr durumu i¢in diisey profili.
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®,(20,12) ®,(2012)
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%
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-1 -1 *
1 -1 1 05 0 0.5

Sekil 3b: The (m =2,n=0,q= 1) KL yapisinin {i¢ farkli Pr durumu i¢in diisey profili.

Bu caligmada diger sayisal deney, periyodik rejim de gerceklestirilmistir. Enerji
dagilimima karsilik gelen ilk bes KL modu Tablo 4 de gosterilmistir. Akis enerjisinin KL
yapilar1 arasindaki paylasimi duragan rejimdeki egilimi takip etmektedir, yani, Pr degeri
azaldikca paylasim daha adildir. Bu rejimin dinamigi Sekil 4 de tipik olarak goriildiigii gibi
konvektif sarmallar boyunca hareket eden dalgalar ile karakterize edilir. Hareket eden dalgalar,
onceki duragan rejimden gelen ve (m =1,n=0,q= 1) KL yapisi tarafindan karakterize edilen
sarmal konvektif hareketin iizerine eklenmistir. Bu dalgalar, Tablo 4 deki enerjetik yapilar
icerisinde, (mzl,nzl,qzl), (mzl,nzl,q:2) ve (mzl,nzO,q:2) KL yapilar
tarafindan temsil edilirler. Karsilik gelen KL katsayilariin a(m,n,q;t) (18) zaman igindeki
evrimi Sekil 5 da gosterilmistir. Duragan sarmal konvektif hareketin evrimiyle ilintili
a(m=1n=0,q=1;t) zaman ile degisim gdstermezken, konvektif sarmallar boyunca hareket
eden dalgalarin evrimiyle ilintili a(m=1,n=1Lq=Lt) ve a(m=I,n=1,q=2;t) zaman
icerisinde sadece fazlarinda olmak lizere periyodik degisim gosterir. a(m=1,n==x1,q=1;t) ve
a(m=1Ln==x1,q=2;t) zaman evrimleri arasinda sabit faz farki vardir. KL yapilarinin Pr
degerine gore gosterdigi farkli energi paylasimi Sekil 4 deki dalga hareketine yansimistir.
Dalgalar1 temsil eden KL yapilarinin Pr=0.025 degerinde goreceli olarak daha fazla enerji
icerigine sahip olmasi, Sekil 4b de gozlenen dalga hareketinin, sarmal hareket iizerinde daha
vurgulu belirmesine yol agmistir. Diger yandan, Tablo 4 de Pr=7.0 degerinde enerjetik KL
yapilar1 arasinda beliren (m =3,n=0,q=1 ), (m =2,n=0,q=1 ) yapilari, Tablo 3 de
mevcuttur. Bu, yiiksek Pr degerinde periyodik akis dinamiginde sarmal hareketin hala baskin
oldugunu gosterir. Bu rejimde, akis dinamiginin Pr degerlerine gore karsilastirmali olarak
incelenmesinde, Tablo 4 de belirtilen rejime gecis Ra yaklasik degerleri, Ra =3250,
Ra =15000, Ra =30000 arasinda biiyiik farklar oldugu gdzoniinde bulundurulmalidir.

(mzl,n:O,q:2) KL yapist ilging fiziksel olgular igerir. Bu yapinin sadece v
bileseni sifirdan farklidir ve diisey vortisite bileseni sifirdan farkli olan ilk enerjetik yapidir. Bu
olgular akisin dinamik yapist ile ilgili iki onemli 6zellige isaret eder. Birincisi, konvektif
sarmallar boyunca hareket eden dalgalardan ibaret olan periyodik rejime geciste diisey vortisite
bileseninin 6nemli rol oynadigina isaret etmektedir [10]. Ikincisi, w bileseninin sifir olmasi
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dolayisiyla, bu yap1 <WT> korelasyonu ile iligkili olan 1s1l enerji taginmasina katkida bulunmaz

ve enerji harcamasina ragmen katkida bulunmayan bu yap1 parazitikdir. Bu yiizden, bu yapinin

ortaya c¢ikmasi, bu rejime gegiste gozlenen ve 1sil enerji tasinmasini karakterize eden Nu-Ra
egrisindeki azalma egilimine [11] sebep olur.

Pr=0.025 Pr=0.71 Pr=7.0
Ra =3250 Ra =15000 Ra =30000
mnq € mnq € mnq €

101 (036et0]| 101 {0.79¢+0| 101 | 0.87e+0
111]027e+0| 111 [0.12¢e+0| 301 | 0.79¢-1
102 0.18e+0| 102 | 0.57e-1 | 102 | 0.32¢-1
112 10.77e-1 112 |0.33¢e-1{201 | 0.70e-2
211 |025e-1|211]057e-2 | 111 | 0.30e-2

[ N O R S

Tablo 4: Periyodik rejimde KL enerji dagilimi.

Sekil 4: Periyodik rejimde orta diizlemde (z = 0) u-v akis vektorleri ve es sicaklik ¢izgileri.(a)
Ra =15000, Pr=0.71, 24x24x24; (b) Ra=3250, Pr=0.025, 16 x16x16. Kullanilan
geometrik oran L =2n/3.117.

788



(1 (2

400 1000

sSefesfrdodedal b dabolr s alodod ool
S00 [ T

500
200

100

-500

0 w
-100 -1000
o

(3) (4)

2000 2000

1000 1000
r

8] £ 0

-1000 -1000

-2000 -2000
0 10 20 o] 10 20

Sekil 5: Ra =15000, Pr =0.71 degerlerinde KL katsayilarinin zaman igerisindeki evrimi ve
polar ayrigimi: (1) (m =l,n=0,q= 1) (*)ve (m =0,n=1Lq= 1) (9),(2) (m =lLn=1q= 1) (*)
ve (m=Ln=-1,q=1) (®),3) (m=1,n=0,q=2) (*)ve (m=0,n=1,q=2) (o), ve (4)
(m=Ln=1,q=2) (*)ve (m=1,n=-1,q=2) (o).
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