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ADYABATIiK OLMAYAN KURESEL SIMETRIK
KUTLEGCEKIMSEL COKME PROBLEMINE BIR BAKIS

OZET

Kiiresel simetrik radyasyon yayan elektrik ytikli ideal bir akigkanin radyasyon
yayarak adyabatik olmayan bir sekilde kiitlegcekimsel c¢okme problemini bu
caligmada inceledik. Kozmolojik sabit ve elektrik yiikiintin ¢okme problemine
etkisi incelenmis, adyabatik olmayan ¢okme igleminin gerceklesmesi icin elektrik
yukiintin ve kozmolojik sabitin varliginin yeterli oldugu gosterilmistir.

Uzay-zamanda maddesel yapilarin varligi enerji-mometum tensoriindeki
siireksizliklere neden olmakta, uzay-zamani zamansal bir hiperyiizeyin boldigii
iki ayr1 bolgeye ayirmaktadir. Genel gorelilik teorsinde bir uzay: tam olarak tarif
etmek istersek birbirinden farkl bu iki bélgenin onlar1 simirlayan yiizey tizerinde
saglamasi gereken kosullar kargimiza gikmaktadir.

Bir y1ldizin i¢ ve dig bolgelerini tanimlayan uzay-zaman iki farkli béliime ayrilmig
olarak agagidaki gibi diigtiniilebilir

M=M"UM". (1)
OM*NOM™ =X (2)

seklinde tanimlanan ortak siir X yiizeyi 3-boyutlu bir hiperyiizeydir ve her iki
bolge (M*) icin Einstein alan denklemleri ayr1 ayr1 saglanmalidir

+ _ .t
G, =rT,,. (3)
Burada ”+” ve ”-" tagiyan tensoriin M* ve M~ boliimleri temsil etmektedir. Her
iki bolge icin ¢izgi elemani
ds® = g, daida’, (4)
dir ve indirgenmis > yiizeyinde ise metrik
do® = h;;dx'dx? (5)

bagitisi ile tanimlanir. Her iki bolgenin geometrisi de, 3 yiizeyinin M* bolgesinin
farkl yerlerine nasil gomiildiigiinii yansitir. ¥ uzayi iki farkl bolgeye ayirdigindan,
bu iki farkli bolgenin geometrisini dig egrilikleri yardimiyla karsilagtirabiliriz. Kffy
i¢ (+) ve dig (=) bolgeler icin digsal egrilik tensoriiniin bilegenlerini gostersin, M*
bolgeleri i¢in, X ylizeyinde baz vektorti e, niin n-dogrultusundaki kovaryant tirevi
olarak tamimlanir

+ + _ a |*
K, =nV,e, =en I}, | . (6)
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M¥ bolgeleri icin indirgenmis metrik h Y} yluzeyi tizerinde birbirine esgit ol-

malidar.

e

Uzay-zaman eslestirme kosullarina gore egrilik tensori ve enerji-momentum
tensortinii Einstein alan denklemleri ile iligkilendirmek igin enerji-momentum
tensoriiniin X tizeri diginda heryerde siirekli olmasi saglanmalidir. Ayni zamanda
metrik tensortiniin de tiim uzayda stirekli olmasi gerekmektedir.

Einstein tensorii, metrik tensoriiniin ikinci tiirevini icermektedir. g,,..n® min

tiirevinin stireksiz olabilecegi gézontine alinirsa, ikinci tirev 6(x) basamak
. . . . 1 /

fonksiyonunun tiirevi delta fonksiyonu olabilir; 6 (z) = §(z).

En genel halde, Enerji-momentum tensort sinirlar boyunca, agsagidaki gibidir
Top = Sagd(y) + Ts0(y) + T,p0(—y) - (7)

Burada Tjﬁ i¢ (+) ve dig (-) bolgelere, S,p ise yiizeye ait enerji-momentum
tensoriidiir. Yiizey lizerindeki enerji-momentum tensorii S, s, ylizey kalinlig: sifira
giderken, bu kalinlik iizerinden integral olarak tanimlanabilir
/2
Saﬂ = lim Tagdy. (8)

T—0 —7/2

Iyi taniml bir tensor olabilmesi icin Sap NN iperylizey tizerinde bulunmas: gerekir.
Sap tensoriiniin bu sekilde tammlanmasi ince kabuk yaklasima olarak adlandirihr.

Bir koordinat takimi olugturulursa, bunlar (z°) hiperyiizeyi lizerindeki koordi-
natlar olacak, ve y ise (ortagonal) dik yondeki koordinat olacaktir. Ince kabuk
yaklagimi kullanilarak, S;; i¢in agagidaki ifade bulunur

T/2 T/2
=072 =072
Elde edilen denklemde U;;, K,  nin kuadratik terimlerini ve {tg¢-egriligini
icermektedir. Bu nedenle, bagl olarak diigiiniilmektedir ve integralin kalan terimi
tam bir diferansiyel olarak yazilabilir
T/2
T —7/2
Bu tanim Einstein alan denklemlerinde kullanilirsa

elde edilir ve bu denklem Lanczos denklem: olarak adlandirihr. S, miin diger
bilegenleri ise sifirdir

Lanczos denklemi yeniden
1



seklinde yazilabilir. Bu denklem yiizeyin enerji-momentum tensorii ile farkl iki
bolgeyi ylizey tizerinde kargilagtirmaktadir ve yiizeyin hareket denklemlerinden
birisini verir. Bu nedenle, basitlik agisindan sadece zamansal hiperyiizeyleri
gozonline alacagiz ve e = 1 varsayacagiz.

Lanczos denklemi ile birlikte agagidaki denklemler iiretilir
® ;8! + [Ti] = 0, (14)
ve

Si{ K7} + [Thn] = 0. (15)

Yiizey tzerindeki metrik i¢ bolgeye ait uzay-zamanin hareketsiz koordinatlari
cinsinden

ds? = —d7 + R (1)? (d6® + sin® 0d¢?) (16)

seklinde yazihr. Burada, £ = (7,0,¢) yiizey koordinatlar ve R(7) yiizeye ait
yarigaptir. I¢ uzay-zaman icinde metrik yiikli kiiresel simetrik coken ideal bir
akigkan1 temsil etmektedir ve su sekilde yazilir

ds?> = —A(r,t)*dt* + B (r,t)? (dr* + r* (d6* + sin® 6d¢?)) (17)

X (t,r,0,¢) i¢ uzay-zamana ait koordinatlardir. A ve B ise, yarigap ve zamana
bagl fonksiyonlar olup Einstein-Maxwell Alan denklemlerinin ¢oziimlerinden bu-
lunur.

Einstein alan denklemlerinin sag tarafi kaynak terimi olup, yildizin yapisi
tanmimlamaktadir

Top = (1t + P)WaWs + DGas + ¢aWs + ¢3Wa (18)

burada p enerji yogunlugu, p is izotropik basing, w, 4-hiz vektorii ¢, radyal
yondeki 1s1 akigini temsil etmektedir. Koordinat sec¢imiyle w, ve w, birbirlerin
dik olarak aliabilir

Yizeyin disinda kalan uzay-zamani radyasyon yayan kiiresel simetrik Vaidya
metrigi ile ifade ediyoruz

2 2 Ar?

ds? = — (1 _2mw) Q—2 - —r> dv? — 2dvdr + r2dQ? (19)
r r 3

Burada igeriden farkl olarak yuzeyin yaricapi v zaman parametresine baghdir,

yani yuzeyimiz zamanla ¢okmekte ya da geniglemektedir. Burada birinci sinir

kogulu (ds%)s = (dsi)s = ds%, dur ve denklemlerde yerine konuldugunda

agagidaki bagintilar elde edilir

ro(v) = R(7). (20)
% {— (2”1(”) + ?—; - ATTQ) dv? — 2dvdr} - # [—dr?],,  (21)
e R

x1



Enerji momentum tensoriindeki stireksizlikler incelendiginde

ps = (a5 + h 5 (23)

Birig K

bagimtisini elde ederiz. Burada A kozmoloji sabiti, ) elektrik yiikii, ¢ 1s1 akis ve
p basinci temsil etmektedir.
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ON THE NON-ADIABATIC SPHERICAL SYMMETRIC
GRAVITATIONAL COLLAPSE

SUMMARY

We consider spherically symmetric radiating collapse of an ideal charged fluid in
the presence of the cosmological constant. In the literature spherically symmetric
radiating collapse of an ideal fluid was studied with cosmological constant. Here
we consider charged generalization of the case. The interior spacetime can be
modelled by de Sitter-Vaidya and the exterior spacetime is considered as Reissner-
Nordstrom de Sitter spacetime. Besides the effects of the cosmological constant,
we also examined the effects of electrical charge. Finally, we compare our results
with the results in the literature and show that heat flux can be chosen as zero
to get collapsing configuration.

The existence of the matter fields causes the jump discontinuity in the energy-
momentum tensor and splits the spacetime into two distinct region by a timelike
hypersurface. To describe a physical spacetime exactly, we encounter boundary
conditions to be satisfied by these two distinct field equations on the boundary
hypersurface.

It can be thought that, spacetime describing the interior and the exterior of a
star consists of two separated regions matched on the boundary surface

M=M"UM". (24)
The boundary hypersurface is a 3-dimensional hypersurface

OM*NoM~ =% (25)
where the Einstein field equations are satisfied for either (M*) regions

G, =rT,,. (26)

Here ”+” and ”-” represent exterior M and interior M~ regions. The line ele-
ments of the interior and the exterior regions are defined by

ds* = glidx’idxi, (27)
and the metric on the induced hypersurface is
do® = h;jdx'dx? . (28)

The geometry of the regions reflects how hypersurface ¥ is embedded into the
different parts of the spacetime M®. Since the hypersurface ¥ splits the spacetime

xiil



into two parts these two separated regions can be matched by means of their
extrinsic curvatures. Let us suppose that Kjﬁ, represent extrinsic curvature tensor
for interior (4) and exterior (—) regions, the extrinsic curvature of the regions
M# can be defined by the covariant derivative of the base vectors e, on the

surface Y in the n-direction as
K;EV = n.foe,, =enal'y, . (29)

The induced metrics hy,, of regions M* must be equal to each other on the
boundary .

According to matching conditions of the spacetime, to relate the curvatures of
the spacetime with the Einstein field equations we should consider that energy-
momentum tensor is supposed to be continuous everywhere thorught the interior
and exterior regions except on the boundary surface ¥ . Furthermore, the metric
tensor is supposed to be continuous throughout whole the spacetime.

Einstein tensor contains the second derivative of the metric tensor. The discon-
tinuity of the g,,.,n® gives that the second derivative can be written in terms of
derivative of the delta funxtion 0(z); 6 (z) = 6(x).

In the most general form, the energy-momentum tensor is given by
Tap = Sapd(y) + T50(y) + Tost(—y) - (30)

Here Tojfﬁ belongs to interior (4) and exterior (-) reginos, S, is the surface energy-
momentum tensor. The surface energy-momentum tensor on the hypersurface Sy
can be defines as the integral over the thickness as the thickness goes to zero

/2
Saﬁ = lim Tagdy. (31)
T—0 —7/2

To get a well defined result S,z is supposed to be on the hypersurface only. The
definition of this type is called S,z " thin shell approximation™ .

Let us form coordinate basis and suppose that (z°) be coordinates on the hyper-
surface and y be coordinates orthogonal to surface. By using thin shell approxi-
mation we have

T/2 T/2

7—0 —7/2 7—0 —7/2

in which quadratic terms of U;;, K, are involved. These terms can be thought
as surface term and then, the rest can be written as an exact derivative

T/2
i [ Gy = e8] = 1K) 33

When we insert the results in the Einstein field equations we get

[Kj| — hij [ K] = €xS; (34)
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and it is called Lanczos equation. But, the other components of S, are zero

The Lanczos equation can be rewritten as

K] = re(Siy — %hijs> | (36)

This equation meets the energy-mometum tensor of the surface with the energy
mometum tensors of interior and exterior regions on the boundary surface and
gives one of the equation of motion of the surface. For the sake of the simplicity
we just consider only timelike hypersurfaces and choose € = 1.

By using Lanczos equation we get following relations

® 75 8]+ [T] =0, , (37)
and

S {K"7} + [Thn] = 0. (38)

The metric of the hypersurface has the following form in terms of interior non-
moving coordinates

dsk = —dr* + R (1)” (d6® + sin® 0d¢?) . (39)

Let us suppose that &' = (7,0, ¢) is the surface’s coordinate basis and R (7) is the
radius of the hypersurface. The interior spacetime consists of a charged shear-free
spherically symmetric collapsing fluid and can be represented by line element

ds®> = —A(r,t)*dt* + B (r,t)* (dr® + 1% (d6° + sin® 0d¢?) ) . (40)

We suppose x* (t,r, 0, ¢) is interior spacetime coordimate basis, A and B are time
and radial coordinate dependent functions and determined by Einstein-Maxwell
field equations.

Energy momentum tensor is the source of the Einstein field equations and define
the interior part of a star

Top = (b + P)WaWs + DGas + aWs + qaWa - (41)

Here p is energy density, p is isotropic pressure, , w, is a 4-speed vector ¢, is heat
flux in the radial direction. By using appropriate coordinate system it is always
possible to choose w, and w, orthogonal.

The exterior region is defined by a radiating spherical symmetric Vaidya space-
time and its line element is

2 2 A 2
ds? = — (1 _amb) Q8 —r> dv? — 2dvdr + r2d? . (42)

r r? 3

It should be emphasized that the radius of the surface changes with time v, that
is, the surface expands or contracts in time. When we apply the first boundary

XV



condition, the equality of the metric tensors on the boundary (ds?)s = (ds?)s =
ds% and substitute in the related equations we have the following relations

re(v) = R(7), (43)
% [— (er(v) + %2 — ATTQ) dv? — QdUdT] . é [—dr’],, (44)
(=g )] -,

When the discontinuity in the energy-momentum tensor is examined we get a
state equation among the physical quantities about the matter

ps = <qB+—2—é) : (46)

Birig K

Here A is cosmologic constant, () is electric charge of the star, ¢ is the heat flux
p is the pressure basinci temsil etmektedir.
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1. GIRIS

Genel gorelilik teorisinde yildizlar1 ve onlara ait kara deliklerin olugumu, kara
delik bolgesinden kacig, kozmik sansiirleme gibi bazi fiziksel olaylar1 anlamak
ve fiziksel yapiyr olusturmak icin birbirinden farkli iki uzay-zamani birlikte
diigiinmemiz gerekmektedir. Bunun ic¢in, birbirinden farkli ozelliklere sahip iki
uzay-zamani maddeye yani yildiza ait olan kismi ig (interior) bolge ve madde-
siz ortama ait radyasyon ve elektromanyetik alan igerebilen kismi dig (exterior)
bolge olarak adlandirip bu iki uzayr siir yiizeyi olan yildizin yiizeyi tizerinde
kargilagtirmamiz gerekmektedir. Yildiz ytizeyi her iki uzayi birbirinden ayiran
zamansal bir hiperytlizeydir. Gozoniine aldigimiz uzaylar kiiresel simetriye sahip
olduklarindan yildizin digina ait uzay eger sadece yildizin kiitlesi ile karakter-
ize ediliyorsa Schwarzschild vakumu, ayrica elektrik yiik iceriyorsa Reissner-
Nordstrom uzayi, bunlarin diginda sadece radyal yonde 1siksal radyasyon yayan
bir uzay gozoniine alimiyorsa Vaidya, yiikli hali olarak da Vaidya-Reissner-

Nordstrom uzay: olarak segilir [1,2,4].

Bu c¢alismanin birinci boliimiinde bir yildizin i¢ ve dig bolgesine ait
uzaylarin tanmimi, eglesme kogullari, metrik tensorii ve enerji-momentum
tensorlindeki siirekliliklerin matematiksel yapisi incelenmis, ikinci béliimiinde
yiizey tabakasmm relativistik teorisi cahsimistir. Uciineii boliimde ise radyal
yonde 1siksal radyasyon yayan () yiiklii Vaidya-Reissner-Nordstrom uzayinda
kiiresel simetrik gravitasyonel ¢okme probleminde eglesme kosullar1 kozmolojik

sabit A varliginda verilmigtir.



1.1 Hiperyuzeylerin Tanim

Dort boyutlu bir uzay manifoldu igerisinde bir ¥ hiperyiizeyi [3,4]

O(z%) =0 (1.1)
seklinde bir denklem ile verilebilir. Burada x® nin parametrik denklemi

2 = 2°(y") (1.2)

ve y*, (a = 1,2, 3) hiperyiizeye ait i¢ koordinatlardir. Hiperyiizeyin normali &
vektorii ile tanimlanir ve birim normal vektor n,, hiperyiizeyin igiksal olmadigi
durum icin

o { 1, ¥ zamansal ise }

1, X uzaysal ise (1.3)

ile verilir. n,,

cd
Ng = —|gul/¢7u¢7y|1/2 (1.4)
dir. Birim normal vektor Y hiperytizeyi 1giksal oldugunda tanimli degildir, ¢iinkii

g ® @ , sifira esit olur. Bu durum icin agagidaki normal vektor tanimlanir
ko = — 4. (1.5)

Y} hiperyiizeyi iizerinde ”indirgenmig metrik” | uzay-zamanin uzunluk elemaninin
hiperytizey tizerindeki uzakliga kisitlanmasi ile elde edilir. Parametrik denklemler

tekrar gozontine alinarak agsagidaki vektor tanimlanirsa

o Oz
a aya

(&

bu vektor ¥ hiperytizeyi tizerindeki egrilere teget oldugundan, 1g1ksal olmayan du-
rum igin, efn, = 0, ve 151ksal olan durum igin de eS'k, = 0 seklindeki denklemleri

saglamaktadir. 3 tizerinde uzakhg: ele alirsak

a B
dst = gapdzdz® = gus (g; dy“) <aidyb) = hapdy®dy’ (1.6)

elde edilir ve burada

hab = gaﬁegeg



seklinde olup, hiperyiizeyin indirgenmis metrigi adini alhr. h,, metrigi x® — '@
uzay-zaman koordinatlar: doniigiimii altinda degismez, skaler gibi davranir. y* —
y'* hiperyiizey koordinat doniigtimii altinda tensor gibi davranir. Isiksal olmayan

durumlar i¢in metrigin tersi
¢ = enn® + h“beg‘ef,

ile verilir, burada h%, indirgenmis metrigin tersidir. Birinci cins Christoffel sem-

bolleri
Leap = 63%;565 (1.7)
indirgenmis metrik cinsinden
1
Fcab - §(hca,b + hcb,a - hab,c) (1-8)
seklindedir.

1.2 Dassal Egrilik

Riemann egrilik tensorii uzaymn i¢ geometrik oOzelliklerini temsil eden bir
biiyiikliiktiir ve uzayin boyutu ile aynmi boyuta sahip gozlemciler tarafindan
oOlgiilebilmektedir. Ornegin 2-boyutlu bir yiizey gozoniine alindiginda, bu yiizeye
ait i¢ geometri o yiizey tlizerinde yasayan varliklar tarafindan olgiilebilir. Genelde
Riemann tensorii sifir olursa bur uzaya diiz uzay denir. 2-boyutlu Euclid’yen bir
diizlemin kendi iizerine kapatilmasi ile elde edilen bir yiizey gozontine alalim.
Bu diizlem kendi iizerine yerel geometrisinde degisiklikler olmayacak sekilde ka-
patilirsa elde edile silindirik yiizeyin i¢ geometrisi hala Euclid’yen ve i¢ egriligi,
Riemann egriligi sifirdir. Ancak bu uzaya digaridan 6rnegin 3-boyutlu bir Eu-
clid’yen uzaydan bakilirsa ylizeyin silidindirik bir yapiya sahip oldugu yani egri
bir yiizeye sahip oldugu goriiliir , uzay digsal (extrinsic) egrilige sahiptir. Agsagida

kendisinden bir fazla boyuta sahip bir uzayin digsal egriligini tanimlayacagiz.

(n + 1)-boyutlu M™*! uzayma gomiilii (n)-boyutlu M™ uzay1 gozoniine alalim.
Bu uzaya hiperyiizey diyecegiz. Yunan harfli indisler M™*!, Latin harfli indisler
M™ uzayina ait biiytikliikleri temsil etsin. Dig egriligin bir ol¢iisii birim normal

vektoriin hiperytizey tlizerinde konuma bagl olarak nasil degistigidir.



Digsal egrilik tensorii K, M™ iizerinde (0,2) tipi (2-kovaryant) simetrik bir

tensordiir ve
K= —e,.Van (1.9)
seklinde tanmimlanir. Burada kovaryant tiirev M" ! uzayida alinmistir.

Birim normal vektor yiizey iizerindeki baz vektorlerine dik oldugundan

V.(ep.n) = 0 yazilabilir buradan (1.9) denklemi

K, = na;ﬁeg‘ef (1.10)

9,9

olarak yazlabilir burada ”;” (n + 1) boyutlu uzayda kovaryant tiirevi temsil
etmektedir. olarak ifade edilebilir. M™ ve M™! boyutlu uzaylara ait Riemann

tensori ile M™ uzayimin digsal egriligi arasindaki bagintilar agagidaki gibidir.
eg‘;ﬁef =TIe0 —eKgpn® (1.11)

denklemi Gauss-Weingarten denklemidir. Ayrica, K, tensorii , metrik tensorii ve

normal vektor tirevi ile soyle iligkilidir
K =h"Ky =ng,. (1.12)

Burada K da hiperylizeyi dik olarak kesen jeodeziklerin bir kongriiansinin
geniglemesine esittir yani hiperyiizey iizerinde teget vektori n® ya esittir.
Hiperyiizey, K > 0 oldugu durumda hiperytizey digbtikey, K < 0 oldugunda
ise i¢biikeydir.

he tamamen hiperyiizey geometrisinin i¢ (intrinsic) yapisi ile iligkili iken, K, dig
(extrinsic) ozelligi ile iligkilidir. Bu tensorler, bir hiperytizeyin karakterizasyonunu

hemen hemen tamamlamay1 saglar.

1.3 Gauss-Codazzi Denklemi
indirgenmig metrik hg ve onunla iligkili olarak tanimlanmig olan intrinsic ko-

varyant tiirevin ardindan egrilik tensoriinii soyle ifade edebiliriz

R?lab = éb,c - Za,b + ana Zz - I3 brgjz . (1’13)

m
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3-boyuttaki Riemann tensérii Rg,, ile dort boyuttaki Riemann tensorii R, g

arasindaki iligkiyi tanimlamak i¢in asagidaki kavramlar1 gozoniine alacagiz.
(e ﬁef)qe (deed eKagpn®) €] (1.14)

oldugundan sol taraf i¢in

(e ﬂef) €L = €5.5.€, 67+e 565767 = €.3,€ 67—|—6a/g(657 g (1.15)

yazariz. (1.11) denklemi yardimiyla
(63;665)wez = €us 67 + ea,@(rbced eKpen”) (1.16)
= e ﬁﬂyeb el +Tie aﬁed eKpeesqn” (1.17)

= e e el + Th(Toel — elKon®) — eKpeeg g’ (1.18)

bulunur. Denklem (1.14) in sag tarafindan

(Popeq — eRapn®) el =T

d a Ly
ab, g +1oeq e ~ —eKgpen® 5Kabnwec

d e « a a a
=gy .0 + I (T — eKgn®) — eKap ™ — eKappni el

dcCe

(1.19)

ifadesi elde edilir. (1.14) denklemi igin sol ve sag tarafta bulunan ifadeler yerine

konursa

d
Cq; 576567 = Fbc ade + 8Fbc]{ﬂbdn + 6[(bcea ﬁn + I‘ab c + r dec e

- 5ljgl;l(dcncY - 5Kab,cna - 5Kabn?yez (1.20)
ve bu bagintida egwﬁe;’ef icin denklem diizenlenirse

« o7 d 1e ¥ d « d e o
€ain 3L eb = —T4Ie e 4 el'd Kogn® + eKaeg.n’ + g peq + T laee

- gFgCdeno‘ - gKaqbna - 5Kacn%ef (1.21)



elde ederiz. (1.20) denkleminden (1.21) denklemini gikararak asagida yer alan

tanmimlamalar: kullanirsak

Kapje = Kape — T8, Koy — T8 Koaa (1.22)
Koep = Kaep — I Kge — T Koa (1.23)
Kape = Kaep = —TeuKap — Kaep + T Kae (1.24)

tbe = Lo = Tibe + TapLae — Tl (1.25)

egrilik denkleme ulagmig oluruz

Rgmeg‘efez =Rl.elh +¢ (Kab|c — Kac|b) nt — 5Kacnf‘ﬁef +eKgntiel . (1.26)

Egrilik tensortiniin e4, boyunca izdigimi alimirsa;

Rgﬁ’yedu - (Rgzceﬂm te (Kab|c - Kac\b) n' — 6Kacnftﬁ€5 + 5Kabnffy6’cy> €du

(1.27)

ve
Ramgegefdeg = Raped + € (KaaKpe — Koo Kpg) 0t (1.28)

buluruz. Ayni denklemin n, icin izdisiimiine bakilarak ise Gauss-Codazzi den-

klemi adi verilen egitlik elde edilir.
Ruaﬁ'ynuegegez = Kab|c - Kac|b (1.29)

Gauss-Codazzi denklemleri, uzay-zaman egrilik tensoriiniin, bir hiperytizeyin ig
ve dig egrilikleri cinsinden yazilabilecegini gostermektedir. Burada verilmeyen
Ruamn“egefez, nin diger bilesenleri ise hy, K4 ve bu biiyiiklikleri iceren

biiyiikliikler cinsinden ifade edilememektedir.



1.4 indirgenmi§ Hal

Gauss-Codazzi denklemleri indirgenmis halde Einstein tensori
1
Gag = Ra[g — 5 Rgag (130)

cinsinden yazilabilir. Uzay-zaman Ricci tensori

Rag = g'uVR,wWﬁ (1.31)
= (enfn” +h""eler )R 0up (1.32)
= eRyapn'n” + K" R0 5eh€r (1.33)

ve Ricci skaleri ise agagidaki gibidir

R = gO‘ﬁRag = <5no‘n5 + h“beg‘eg) (eRyavpn!n” + K™ R 0 el er)

= 25h“bRua,,gn“n”eg‘ef + h“bhm”Ruwge%efLegef. (1.34)

Yukarida Ricci skaleri igin bulunan
R = QEthRMaVBn“n”egef + h“bhmanwe%efLegef

esitligi lizerinden giderek, hiperyitizey tlizerinde tanimlanan Ricci skaleri i¢in son

ifade bulunacaktir. Ilk olarak esitligin ilk terim icin su hesaplamalar yapilacaktir

h* = g*elel, (1.35)
2€h“bRwl,5n”n”egef = 2¢ (gaﬁeie%) Rua,,ﬂn“n”eg‘ef (1.36)
= 260’ Rpowpntn” = R,,m"n” (1.37)
Ragn®n’ = —nZ gn” + n,n” (1.38)
Rogn®n’ = —(n?;nﬁ);ﬂ + n(zn% + (n%nﬁ);a - n‘},nﬁa (1.39)
K* = n&nf (1.40)

ve sonucta
Rogn®n’ = K? — KK, — (8”5 + (nn”)q (1.41)
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bulunur. Asagidaki bagmtilar1 kullanarak

hh™ R appet eteed = hPh™ [Rpans + € (Kb Kan — K Kap)]
= AW Rppans) + b D™ (K Ko — Ko Kap)

@R = ptRm™ (1.42)
R ™ K Koy = K2 (1.43)
R ™ K Ko = KKy (1.44)
hR™ R appetietete] =0 R+ e (K™ Ky — K?) (1.45)

egrilik skaleri

R = 92 [(n;aﬁnﬁ);a _ (n;o;nﬁ);@ + K2 - KabKab} +(3) R+ €(KabKab . K2)

(1.46)
R=2¢ [(n?ﬂnﬂ - n;ﬁﬂno‘);a] Fe(K?— KPK,) +® R (1.47)

yazilir. Einstein alan denklemleri 3-boyutlu hiperyiizeye ait icsel egrilikler ve

digsal egrilikler cinsiden

—26Gopn®n” = —2e(Rap — %Rgag)no‘nﬁ
= —2¢ (K? = K"Ky, — (nn”) ;5 + (n5n”) .o + Rgagn®n”)
= —2eK? + 26 KKy + 2¢ [(ngn”)5 — (n%n”).0]
22 [(3)R te (K% — K®Ky) + 25(71% — n“nﬁﬁ) }

=@ R —eK? + e KK, (1.48)
seklinde ifade edilir. Denklemleri sadelestirirsek

—2eGosn®n® =¥ R — 2K + e KK, (1.49)
Gagegn’ = Ky — K (1.50)

buluruz. (1.48) and (1.50) denklemleri ¥ hiperyiizeyi iizerinde Einstein alan

denklemlerinin bir ksimini olugtururlar .



2. YUZEY TABAKASININ RELATIVISTIK TEORISI

Bir yiizey boyunca enerji-momentum tensoriinde sigramali siireksizlik varsa ge-
ometrinin ne olacag1 genel gorelilik teorisinin en ¢ok ¢aligilan konularindan biri-
sidir. Uzay-zamanda maddesel yapilarin varligi, enerji-momentum tensoriindeki
siireksizliklere neden olmakta, uzay-zamani zamansal bir hiperyiizeyin boldiigii
iki ayr1 bolgeye ayirmaktadir. Genel gorelilik teorisinde bir uzay1 tam olarak tarif
etmek, i¢ ve dig bolgelere ait ¢oztimlerin egrilikleri arasindaki iligkiyi bulmak is-
tersek birbirinden ayrik bu iki bolgenin, onlar1 sinirlayan yiizey tlizerinde saglamasi

gereken kogullar1 ifade etmemiz gerekir [2,4].

Bir yildizin i¢ ve dig bolgelerini tanimlayan uzay-zamani iki farkli boliime ayrilmig
olarak diigiinebiliriz. Yani, sinir yiizeyi boyunca bir sicramali siireksizlige sahip
olan enerji-momentum tensori uzay-zamani bir sinir ytizeyiyle iki farkli bélgeye

ayirmis gibi diigtiniilebilir ve agagidaki gibi temsil edilebiliriz

M=M"uUM". (2.51)
Ortak ¥ siir yiizeyi igin ise

OM*NOM™ =X (2.52)

ifadesini yazabiliriz. Bu yiizey ayni zamanda 3-boyutlu bir hiperyiizeydir. Her
iki bolge (M¥) igerisinde de Einstein alan denklemlerinin saglandig1 varsayilir.

Boylece

+ _ ok
G, = kT, (2.53)

” N

ifadesi yazilabilir. Burada "+47 ve , tasiyan tensorin M* ve M~ bogeleri
igerisinde degerlendirildigi anlaminda kullanilir. Birinci kosul her iki bolge igin

¢izgi elemaninin egitligi, yani metrik tensortiniin siirekliligi olarak

ds® = g, da'y dx’] (2.54)



ile verilir. 3 yiizeyine uzunluk elemani
do® = h;;dx'da? (2.55)

seklindedir. Burada h;; yiizeye ait metriktir ve indirgenmis metrik adim alir. 3
ylizeyinin tizerinde, M~ bolgesinden M™ bolgesine yonlendirilmis birim normal
vektor n tanimlanabilir. 3 yiizeyinin hem uzaysal hem de zamansal olabilirligi n

birim vektoriiniin normalizasyonu ile verilir:

1, X zamansal ise }

= HnV = =
=g =€ { —1, X uzaysal ise (2.56)

Her iki bélgenin geometrisi de, Y yiizeyinin M* bélgesinin farkli yerlerine nasil
gomiilmiis oldugunu yansitir. 3 uzay1 iki farkl bolgeye ayirdigindan, bu iki farkl

bolgenin geometrisini dig egrilikleri yardimiyla karsilagtirabiliriz.

Kffy i¢ (+) ve dig (—) bolgeler igin digsal egrilik tensoriiniin bilegenlerini gostersin,
(1.9) denkleminden M* bolgeleri igin digsal egrilik, 3 yiizeyinde baz vektorii e,

niin n-dogrultusundaki kovaryant tiirevi olarak tanimlanir
Ki, = n.foeV =enal'y, = . (2.57)

M= bolgeleri icin indirgenmis metrik hyw , X ylizeyi tizerinde birbirine esit ol-
malidir. Indirgenmis metrik izdiigiim iglemi ile
+ _ + +
by = G — €051, (2.58)
olarak yazlabilir. ¥ iizerinde hf, ve h;, arasinda ancak koordinat déniigiimiine

izin verilebilir yani her iki metrik birbirinden koordinat doniisiimi kadar farkh

olabilirler. Bu sebeple h:[U = h,, esitligi vardir. Indirgenmis metrik cinsinden

MRS, =" R WSHIGRS + e(KSK g, — KJ Kp,) (2.59)
™ o Kgy =" 7K ga =" R) snahGhi R, (2.60)
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(2.59) Gauss'un Theorema Egregium ve (2.60) Codazzi denklemleri kullamlarak;

1 1
Gm'n” |F= —§e<3>R + 5([(2 — K,pK*%)* (2.61)
Guhlin” |[*= (O, Kl = 7, K)* (2.62)

G hlih =) Gog + en' 7, (Kop — hagK)® — 3eK oK [

1
+2eKFK 5 [* +§6hag(K2 + K" K,,)* (2.63)

elde edilir.

2.1 Einstein Alan Denklemleri

Egrilik tensorii ve enerji-momentum tensorii, Einstein alan denklemleri ile
iligkilendirilir. Bunun igin enerji-momentum tensoriintin X tizeri diginda hery-
erde stirekli olmasi saglanmalidir (ikinci simir kogulu). Ayni zamanda metrik

tensoriiniin de tiim uzayda siirekli olmasi gerekmektedir [2-4].

Einstein tensorii, metrik tensoriintin ikinci tiirevini icermektedir. Ancak g, on®
nin tiirevinin siireksiz olmasi saglandigindan, ikinci tiirev delta fonksiyonu olabilir

0'(r) = §(z). Burada 6(z) basamak fonksiyonudur

0(z) = { 01’7 Z<>(()). } (2.64)

y ortogonal koordinat olarak alinir ise a% =n ’ dir ve X ylzeyinde y=0 dir. En

genel halde, Enerji-momentum tensorii sinirlar boyunca, asagidaki gibidir
Top = Sapd(y) + Ts0(y) + Tos0(—y) (2.65)

Yiizey izerindeki enerji-momentum tensorii S,glzerinden integral olarak

tanimlanabilir
T/2
Saﬁ = lim Tagdy. (2.66)
7—0 —7/2

Iyi tamml bir tensor olabilmesi icin Sap min hiperyiizey tizerinde bulunmasi

gerekir
hehiSap = S (2.67)
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Sap tensoriiniin bu sekilde tamimlanmasi ince kabuk yaklasima olarak adlandirihr.

Bir koordinat takimi olugturulursa, bunlar (z°) hiperytizeyi tizerindeki koordi-
natlar olacak, ve y ise (ortagonal) dik y 6ndeki koordinat olacaktir. Ince kabuk

yaklagimi kullamilarak, S;; i¢in agagidaki ifade bulunur. Denklem (2.63) kul-

lanilarak,
T/2 T/2
PL% B Gwdy = -lrli% o [ETLMVM(KU — hZ]K) + UZJ] dy . (2.68)

Elde edilen denklemde U;;, K, nin kuadratik terimlerini ve {i¢-egriligini
icermektedir. Bu nedenle, bagh olarak diigiiniilmektedir ve integralin kalan terimi

tam bir diferansiyel olarak yazilabilir

lim // Gijdy = (K] — hiy[K]). (2.69)
Burada parantez operatorii genel bir tensor icin su sekilde tanimlanmaktadir

T =T"-T", (2.70)
Bu tanim Einstein alan denklemlerinde kullanilirsa

(K] — hij|K] = exSyy. (2.71)

elde edilir ve bu denklem Lanczos denklemi olarak adlandirihr. S, miin diger

bilegenleri ise sifirdir
Spn = Sni = 0. (2.72)
Herhangi bir tensor 7% icin
L, . _
{1}y =517 +17) (2.73)

olarak tammlanirsa

[TS] = [T11S} +{T}S), (2.74)
1
{5} ={THS} + [T1l5] (2.75)
esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikleri kullanarak Lanczos denklemi yeniden
1
[Kiy] = re(Siy = 5hiS) (2.76)
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seklinde yazilabilir. Bu denklem yiizeyin enerji-momentum tensorii ile farkl iki
bolgeyi ylizey iizerinde karsilagtirmaktadir ve yiizeyin hareket denklemlerinden
birisini verir. Bu calismada smir ytizeyi olarak sadece zamansal hiperyiizeyleri

gozoniine alacagiz ve e = 1 varsayacagiz.

Diger hareket denklemleri, (2.61) ve (2.62) denklemlerinin sag taraflarinin, Ein-
stein denklemi ile birlikte enerji-momentum tensoriiyle yer degistirilmesiyle elde
edilir.

[ ] islemi ve Lanczos denklemi ile birlikte agagidaki denklemler iiretilir
@7, 8]+ [Tin] = 0, (2.77)
ve

Sy { K7} + [Thn) = 0. (2.78)

2.2 Boslukta Kiiresel Toz Kabuk
Enerji-momentum tensorii agagidaki gibi olan bir yiizey diigtinelim [4]
S = ou'u!,  u'u; = —1. (2.79)

Boslukta M* bolgesinde enerji-momentum tensorii Tfu =0, X ylizeyine teget ve

yiizeyle birlikte hareket eden tozun iz u’ olsun. (2.77) denklemine gore
OV, (cwu') = u'®V;(ow’) + oDVt = 0 (2.80)

bagntis1 vardir. Denklemi w; ile carpip ww/®V,u' = w;a® = 0 6zelligini kulla-

narak
V;(ou!) =0 (2.81)
buluruz. Bu bagint1 parcacik sayisinin korundugunu gostermektedir ve
WV ul =0 (2.82)

olmasi, toz parcaciklarinin serbest diigme hareketi yaptiklarini ve diinya
cizgilerinin de X tizerindeki jeodeziklere uydugunu gostermektedir. T, =0 kabul

ederek, denklem (2.78) uygulanabilir
SZJ{KW} = UUin{Kij} =0. (2.83)
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Simdi uzaya ait metrik érneklerine bakalim ve bogluga gémiilmiig kiiresel simetrik
bir toz kabuk diiginelim. Kabugun dig uzay1 i¢in Schwarzshild metrigi gozontine

alalm,

2M dr?
(ds*)* = g} da'lda’, = —(1— T)dt2+ ] _Tw

+72(d6* +sin” 0d¢?). (2.84)

I¢ uzay icin ise, diiz uzay-zaman metrigi kullamlabilir.

(ds®)” = g, datda” = —dT? 4 dr® 4+ r*(d6? + sin® 0d¢?) . (2.85)
Kabuk iizerinde, 3-boyutlu uzay-zaman igin ¢izgi elemani

ds* = —dr? + R*(7)(d#* + sin® 0d¢?) (2.86)

ve T kabugun iizerinde 6z zamandir. Denklem (2.77) den

u'® 75 (ouu?) = 0, (2.87)

od=—-00 ;v =0 ’1h ‘(\/muﬂ'),j (2.88)
Burada ¢ :Z—‘; dir ve

h = —R*(7)sin?0, (2.89)
ve u=u'e, = e, ise,

0= —a%(}?), T = —20% (2.90)
integral sonucunda

oR* = sabit (2.91)
bulunur. Durgun kiitle ise

p=4roR?, (2.92)

olarak elde edilir. Parcacigin digarida olgiilen 4-hiz vektorii

dz® . .
us = d—i = (i, R,0,0). (2.93)

ve n, normal vektoriu
nt = (=R,i,0,0). (2.94)
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uu, [f= —non® |T= 3¢} + R%g} = —1 (2.95)

oldugundan
/124 R
i = — (2.96)
R
bulunur.
uP<y sifadesinin kovaryant tiirevi igin , u,u® = -1 tanim kullanmihrsa,
Uaa® "= ugu’ 75 u® [ T= i’ 75 ut |7 Fuu’ ypu” | (2.97)

ve elde edilen esitlikten, u” 75 u™ ifadesi agagidaki denklemde yerine konulur

nea | = nyu” vaut|t= nyu” veu' |t +n,uP vau' T

Uy
= (n, —n—)u’ ygu” | (2.98)
Uy
Kovaryant tiirevi i¢in agagidaki ifade yazilabilir:
gl =l u® [P AT el |t (2.99)

Burada I}, konneksiyon katsayisidir ve

ag 1 o
L = 597 Gouw + Govin = Guvio) (2.100)

seklindedir. (2.84) ile verilen metrigi kullandigumzda, T7 uu’  |tifadesi

agagidaki gibi bulunur

Igutu’ |7 = %grr(gm,ﬂ + 9B — Gapr)uu’
= %QTT(Qgrr,rUTUT - gtt,rutut) ‘+: % (2.101)
ise
Wy u” | = 0R + %. (2.102)

Denklem (2.93), (2.94) ve (2.96) ve (2.84)) ile verilen metrik de kullanilarak,

T rr " 1
(= ne2) [F= (n, — 20 [Y= : (2.103)
U Gt oM :
t i 1-2M 4 p2
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ifadesi bulunur ve denklem (2.98) asagidaki hale gelir

OR + 2
nea® |F= L= (2.104)
oM | T
V91— 5+ R?
Ic bolge icin aym ifadeyi hesaplamak istersek, M=0 almir
OR
nea® | = —— (2.105)

Vit R

Denklem (2.83) ve nqa® [*= Kj;u'v’/ denklemi kullanilarak, harcket denklemleri

bulunur
nea® |f +nq.a® |7=0. (2.106)
(2.104) ve (2.105) denklemleri kullamlarak,
OR OR+
=+ )
V1+ R? \/1 — M R

=0 (2.107)

denklemi elde edilir ki, bu da genigleyen bir kabugun haraket denklemidir. Bu
ifade R ile carpildigin da ise;

d - 2M )
— 1+ R? 1——+R%2| =0 2.108
ar |V R (2.108)
denklemi elde edilir ve
; 2M .
alinarak
: M
V1+ R2= _ 2.110
+ a—+ 5k ( )

ifadesi elde edilmis olur ki, burada a integral sabitidir ve R— oo iken R=0 ise
a =17 dir. Bu denkleme ek olarak [a®n,| = ga esitligi kullanilirsa
M
4rR*0c = — (2.111)
a
bulunur. Sag taraf bize parcaciklarin kabuk icindeki durgun kiitlesini vermekte-
dir. Schwarzshild ¢oziimiinde gravitasyonel kiitle M kabugun toplam kiitlesidir
Aradaki fark ise
M M(1—a)

= M=

2.112
" - ( )

kabugun ” baglanma enerji” sini vermektedir. Sonsuzda sifir hiza ulagsan kabugun
baglanma enerjisi sifirdir.
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2.3 Kerr Alan1 Coziimii

Kerr metrigine ait kovaryant ve kontravaryant bilesenleri Boyer-Lindquist koor-

dinatlar1 cinsinden [4]

r _(1 . %T’) 0 0 _2Ma7“2sin29
0 0 0
G = S : (2.113)
0 0 4 0
i _2%/[&17” 0 0 (7,.2 + CL2 + 2Mc12£sin2 9) sin2 0
B —<7"2 4 Cl2 4 2Ma2£sin29)% 0 0 _2§4A(1T
o 0 s 00 (2.114)
7= 0 0L 0 '
2Mar A—a®sin? 6
L TEA 0 0 FTamrs

seklinde yazilir. Bu tamima gore ¥ = r2 + a®cos?6 ve A = r? + a? — 2Mr dir.
r = sabit yiizeyi i¢in birim normal vektor soyle tanimlanmaktadir;
n=n"e., ¢gr(n")* = 1. Buna gore (2.113) metrigi kullamldiginda agagidaki ifade

elde edilmis olur

—,/A (2.115
n=4/3er .115)

Simdi ise sabit yarigaph bir yiizey igin digsal egriligi (exterior curvature) bulmak
istiyoruz. (2.57) denklemi digsal egrilikleri bulmak {izere kulanildiginda, sifirdan

farkl bilegenleri agagidaki gibi verilir

Kog =n"Tg9 = —%nr% = —rn" = —r % (2.116)
Ky — —% %% _ (1 - zg) M% (2.117)
Ky = \/gaag;‘f’ - (1 - 2%) Ma% sin® (2.118)
Koy = —% %% =— [r + (1 - 2;—2) MEQQ sin? 9] \/gsnfe
(2.119)

r = 0 durumunu gozoniine alirsak eger, oncelikle » = 0 i¢in metrik elemenlar
9 = diag(—1,cos* 0, a® cos?, a® sin” §) (2.120)
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g = diag(—a® cos® 0, a*, 1, cot?) (2.121)

a?cos20

seklinde yazilir. Bu durumda yiizey tizerinde digsal egrilik, agagidaki sekilde

sadelegir
in’ @ M

K0—=0 Ké= M2 7 Kt—gK®— " 2.122

0 » e a2cos3f’ ¢ @R a? cos3 6 ( )
Boylece,

M
K=K +Kj+Kj=
e TRty a?cosf

bulunur. Ayrica, K;i digsal egriliklerinin birbirinden isaret kadar farklhidir yani;
KJH = —K;_ dir. Iki 0zdeg uzay-zamanin r = (0 da birbirine yapigtirildigini
diiglinelim. Yiizey tabakasmin enerji-momentum tensorii (2.71) Lanczos denkle-

minden bulunur ve (2.122) denklemi, (G = 1 = ¢) birim sistemi kullanilarak

. 1 Msin%6 0 1 M
St= 0 2 S
47 a? cos3 0 47 a? cos 6
1 M 1 M
S(b: - S¢: _— 2.123
¢ A a? cos3 0’ T 4 a3 cos3 0 ( )
elde edilir. Bu ifadeler tek bir denklemde (2.79)
i i i I M
S; = o (u'u; + k'k;) 0= (2.124)
olarak da yazilabilir. 4-hiz
u' = (ut,u’?,u?) = (tan#,0, ;)
T "7 asinfcosf
ve normal vektor
) 1
K= (kL E k%) = (0 0). 2.125
CELELY (7CLCOSQ7) ( )

Kerr uzay-zamani igin eglesme kosullarini yazmig olduk. Yiizey tabakasi negatif
enerji-yogunluklu madde ile dolu oldugundan gerilme tensori t; = ok'k; nin
tek bir bileseni ¢ sifirdan farklidir. Yiizey ile birlikte hareket eden pargaciklarin

koordinat hizlar1 v*

o ddt dtdat

U= o = e S U (2.126)
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denkleminden

1
¢ = 2.127
v asin? ( )

olarak bulunur. Isigin ¢-dogrultusundaki koordinat hizi yilizey tabakasina ait

metrikte ds = dr = 0 alarak

1
. 2.128
© asinf’ ( )
ve buradan
o_ & 2.129
v sin 6 (2. )

olarak bulunur yani parcaciklar takyonik hizda hareket etmektedirler. Bu fikir

Kerr-Newman (donen elektrik yiiklii karadelik) uzay-zamanina genellegtirilebilir
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3. ADYABATIK OLMAYAN KUTLECEKIMSEL COKME

3.1 ig Uzay-zaman

Yiizey tizerindeki, metrigi icerde kalan uzay-zamanin hareketsiz koordinatlari

cinsinden [1]
dst = —d7* + R (7)? (d6® + sin® 0d¢?) (3.1)

seklinde yazilir. Burada, & = (1,0, ¢) yiizey koordinatlar1 ve R(7) yiizeye ait
yaricaptir. i(; uzay-zaman icinde metrik yikli kiiresel simetrik ¢oken ideal bir

akigkani temsil etmektedir ve su sekilde yazilir
ds®> = —A(r,t)*dt* + B (r,t)* (dr® + r* (d6 + sin® 0d¢?) ) (3.2)

X“(t,r,0,¢) i¢ uzay-zamana ait koordinatlardir. A ve B ise, yarigap ve zamana
baglh fonksiyonlar olup Einstein-Maxwell Alan denklemlerinin ¢éziimlerinden bu-

lunur [3].
Asagida bulunan denklem i¢ snir ylizeyinin hareketini temsil etmektedir
f(rt)y=r—rg=0. (3.3)

Burada ry; i¢ bolge icin sabit olarak alinmigtir ¢iinkii ¢cok yavag bir hareket vardir,

yavas bir gsekilde ¢oken bir akigkan. Yiizey i¢in normal vektor

or-

- = (0,1 A4
oy (0,1,0,0) (3.4)

ve normalizasyonundan

n®n, = gaﬁngna_ = N2f75f7; =1 (3.5)
buluruz. N = B(ry,t) ise, n,, i¢in agagidaki ifade elde edilir.

ng ={0,B(rs,1),0,0} (3.6)
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Eger birinci siur kogulu kullamilarak; (ds? )y, = (ds? )y, = ds%, (2.1.1) denkleminde
r = sbt. veya dr = 0 almirsa, denklem (2.1.2) ile esitlenirse agagidaki denklemler

elde edilmis olur

A(rz,t)j—j =1 (3.7)
B(rs, t)rs = R(7) (3.8)

Daha sonraki denklemlerde dt/dr = ¢ notasyonu kullanilacaktir. Christoffel sem-

boli F;k kullanilarak, digsal egrilikler asagidaki sekilde verilmektedir.

e Ot otot L ADA (0N AOA L 1 04
T T Mg T Mg 5 T TP R \ oy Bor A2 AB or
(3.9)
8%r 9000 1 OB (Br)
Ko—=—n 2t i &% g %) L B) = 1
0= Mg T M eggh — PR (T (87’) i > "“or (310)
_ ) d(Br)
Ky, = sin® 6 (7" 5 > . (3.11)

Einstein alan denklemlerinin sag tarafi kaynak terimi olup, yildizin yapisim

tanimlamaktadir

Top = (1t + p)Waws + Pgas + GaWs + qaWa (3.12)

burada p enerji yogunlugu, p is izotropik basing, w, 4-hiz vektorii q, radyal
yondeki 1s1 akigini temsil etmektedir. Koordinat se¢imiyle w, ve w, birbirlerin

dik olarak alinabilir

w® = %53 (3.13)

q¢* =40,4,0,0} (3.14)
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Sifirdan farkh alan denklemleri ise agagidaki gibidir:

o A (208 1 (0B\' 4 0B\ 3 (0B\'_ .,
0= " \Bo2 B \or Bor | "B\a) H

(3.15)
1 (0B\* 20B 2 0AOB 2 9A
G- (o) *roa t azo a tiio (3:19)
B2( 28> 1 (0B\® 2 0AdB )
e (‘E&‘ﬁ(%) +E§E) =B (8.17)
o Lo (1B 1 (0B\' 108 184 104
2= g2 2~ " \Bar B2\ or rBor  Aorz  rAor
+2B_2 _Ea_g_i 0B 2+i%8_3 = pB?r? (3.18)
" \"Boe m\ot) TABor ot | 7T '

2 0’B 2 OBOB 2 0AOB X
“Baai TBor ot T ABor or ~ B4 (3.19)

G61 =

3.2 Dig Uzay-zaman

Yizeyin diginda kalan uzay-zaman radyasyon yayan kiiresel simetrik Vaidya

metrigi ile ifade ediyoruz

2 2 A 2
dsi - — (1 — M + Q@ _ _r> dv? — 2dvdr + r2d)? (3.20)

r r2 3

ve dig uzayda ylizey geniglemesi su denklemle ifade edilebilir
ffirv)y=r—reg(¥)=0. (3.21)

Burada igeriden farkl olarak yuzeyin yaricapi v zaman parametresine baghdir,

yani ylizeyimiz zamanla ¢okmekte ya da genislemektedir. Dig uzayda yiizeyin
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birim normal vektoriide benzer gekilde hesaplanabilir

+ d
gi‘“ - (—%,1,0,0) (3.22)
+
2dry, om(v) @ Ar2\]
+ d’l“z
n, =N —E71,O,O (3.24)

Burada da birinci siur kosulu uygulamp (ds?)s = (ds?)y = ds%, (2.1.1) ile

(2.2.1) denklemleri esitlendiginde agagidaki bagintilar elde edilir

rav) = (). (3.25)
% [— <2mr(v) + ?—; - ATTQ) dv? — 2dver - # [—dr?], , (3.26)
()] B e

denklemleri elde edilir. Bu denklemler (3.2.7) kullamlarak birim normal vektor

(2.2.5)

dv dry, . " .
_ =) = {_ 2
o ( 7 ) T, n, ={-r,0,0,0} (3.28)

ve dig egrilikler

+
Kor =955

L0 L0 [ gotot L, Ot ot 2( - atar>

—ni——n —— —n —— —2(n —
L or? 07057 or L2009 or 120 gr or

:Mv—wr—w(———— 0 =0 (3.29)

(0L ) (3 E5) e

r dv 72 3

o 0000 L1 0000

Koy = —%*Fm%@ ERE YY) (3.31)
L 2m(v)  Q* Ar?
=rr+or <1 . + 2T g (3.32)
K, =sin® 0K, (3.33)
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Denklem (3.2.9) ifadesi, (3.2.7) denklemi ve bu denklemin 7’ ya gore tiirevi kul-

lanilarak daha kapsamli goyle yazilir

v (m Q* Ar
+_ (v _ (M _ Y Ar
K = (@ v<r2 p 3 >)Z (3.34)

Metrik (2.3.1) i¢in dig uzay-zaman igin sifirdan farkh tek Einstein alan denklemi

agagidaki gekli alir.

2 dm

5 —— 6005 (3.35)

+ _
G(Xﬁ
sekilde yazlabilir .

3.3 Hiper Yiizey iizerinde Denklemler

Tkinci siir kosulu; [Ky;] = K, —K;; = 0 denklem (3.1.10) ve (3.2.10) icin yazilirsa

2 2 Ar? B
[7'“7’ +or (1 J2mly) & AT )] = [r—a( ﬂ (3.36)
r r 3 . or |y
Denklem (2.2.7) yardimu ile de su sekilde yazlabilir
1\* _dr dr _dvdr
e | () — 2% | fir =l %00 —r(Br+B .
vr[(q_)) 7| TIT=Tro deUr—H‘r =r(Br+ B). (3.37)

Ayrica, (3.2.6), (3.1.8) ve (3.1.7) yardimu ile de agagidaki esitlikler yazilir

. dr  d(B(rs,t)rs) d(B(rs,t)rs) rs 0B
r Tdr dr B A(rs, t)dt S Aa (339

Denklem (3.2.3) denklem (3.3.2) i¢cinde yerine yazilirsa,

1 7“283 TzaB
b =95y )
o Bor Ao T (3-39)

denklemi elde edilir ve denklem (3.2.7) su hale gelir

1\* i 2m(v)
-] =2-+1- 3.40
(1’)) 0 * Br ( )

(3.2.4) ve (3.2.3) bagmtilari (3.2.5) i¢inde yerine yazdigimizda ise m(v) i¢in

agagidaki bagint1 bulunmus olur

Br[r* . 2r
m(v) = -5 [EB — FB2 + BB (3.41)
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Burada B’ = %—f . (3.2.4) ifadesinin 7’ ya gore tiirevi alindiginda

foo L

7 (3.42)

Lot or Ao B ot or  Botor

1 [ r OBOA r 0°B r OB OB r@ZB]

bulunur. Burada 7' = (2228 4 98 4 1) dir. (3.1.9) ile (3.2.12) bagmtilar

K] = K, :; — K;; = 0 denklemi i¢in tekrar yazilrsa;

1 0A\  [dv dm Q%  Arv
(—@W); (F—T—NT—WT) (3.43)
P
elde edilir. (3.3.6), (3.3.7), (3.3.4), (3.2.6) ve (3.1.8) yardimuyla, denklem (3.3.8)
104\ _ 1 [r8B9B r&B  r0A9B r&B
ABOr ), AT |B>ot or Borot ' A2 0t ot A 0P
rA 0B, r 0B, A 0B QA BAAr
o) Tl Tl T T,

(3.44)
seklini alir. Denklem T ile carpildiginda
Q@ A
—(uB _ = 3.45
pe = (05 + oo (3.45)

elde edilir. Burada A kozmoloji sabiti, @) elektrik yiikii, g 181 akigi ve p basinc

temsil etmektedir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada uzay-zamani zamansal bir hiperytizey ile birbirinden iki farkh
bolgeye ayirdigi diigiiniilen fiziksel yapilarin matematiksel modellemesi ince-
lenmis, cesitli uzaylar igin eslesme kogullar1 verilerek radyasyon yayan kiiresel
simetrik yiikli akigkan problemi incelenmisitir. Burada i¢ uzay olarak kiiresel
simetrik elektrik ytkli bir akigkan kiire dig uzay-zaman olarak Vaidya tipi bir
uzay gozoniine aldik. Kozmolojik sabiti de gozoniine alarak literatiirde verilen
adyabatik olmayan ¢okme problemini ¢aligtik. Hareket denklemlerinde elektrik
yiikii ve kozmolojik sabitlerin etkilerini gosterdik. Literatiirde 1s1 akigi olmaksizin
yani adyabatik olmayan ¢Okme ¢oziimii olmadigi gosterilmisti [1]. Caligmada
kozmolojik sabit ve elektrik yiikiiniin varliginin adyabatik ¢okmeye izin verdigi

gosterilmigtir.

Daha sonraki ¢alismalarda akiskanin 6zellikleri degistirilerek 6rnegin basingtaki

degisikliklerin kosullar1 nasil degistirecegi arastirilabilir.
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