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ONSOZz

Son 35 yilda dogrusal olmayan dinamik sistemler ile ilgili ¢aligmalar olduk¢a
artti. Pek ¢ok aragtirmaci, bu dénemde gelisen geometrik ve kalitatif tekniklerin
giicliniin ve giizellifinin farkina vardi. Daha da énemlisi onlar, bu teknikleri, fizik ve
kimyadan, ekoloji ve ekonomiye kadar pek ¢ok alanda varolan dogrusal olmayan
problemlere uygulayabildiler. Elde edilen sonuglar, bilime olduk¢a katk: saglayan
nitelikteydi: Analitik bir goriis agisindan tamamen takip edilemez gibi goriinen
sistemler, geometrik ve Kkalitatif teknikler ile kolayca anlagilabildi. Bdoylece
deterministik sistemlerin ¢6ziimlerinin gériinen rasgele davramst, pek ¢ok durum igin
anlamlandirildi.

Kaos bugiinlerde, hemen hemen tiim bilim dallarinda iizerinde ¢aligilan bir
konudur. Kaotik bir dinamik sistem, ilk kosullara duyarlifin bir sonucu olarak
rasgele davramg sergileyen deterministik bir sistemdir. Pratikte ilk kogullar, sonsuz
bir prezisyon ile belirlenemediginden, tam olarak ifade edilemezler. Bu nedenle
kaotik bir sistemin davranigi, tahmin edilemezdir. Boylece kaotik sistemler, rasgele
dogasindan dolay: haberlesme sistemleri ile ilgili ¢aligmalarda kullamimaya baglandi.
Bunun yamsira ilk kosullara olan duyarligi sebebiyle ¢ok sayida, tamamen farkl,
rasgele benzeri ve yeniden f{iretilebilen diziler olusturan kaotik sistemlerin, sifreleme
sistemlerinde anahtar dizisi olarak kullanilabilecegi de gosterildi. Biz bu galigmada,
¢ok boyutlu kaotik sistemlerin, bu konuda yapilan galigmalan da gz Oniinde
bulundurarak, tek  zamanli sistemlerde kullamlabilen rasgele sayr ({ireteci
olabilecegini gésterdik.

Bu tezi hazirlamama, gerek yardimci ve Ofretici elestirileri ile gerekse
kiitiiphanesinin kapilarint bana agarak biiyiik katkilar saglayan Sayin Hocam Dog. Dr.
Ciineyt Giizelig’e gok tegekkiir ederim.

Aynica Devreler ve sistemler Anabilim Dal aragtirma goérevlilerinden Sayin
Miistak Yalgin’a, sordugum sorulan igtenlikle dinledigi ve cevapladig igin tesekkiir
etmek istiyorum. Bunun yam sira Sayin Prof. Dr. Nadir Yiicel’e sagladifi yardimci
kaynaklardan dolay1 tesekkiir ederim.

Son olarak anneme, ablama, erkek kardesime ve babama safiladiklar1 manevi
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Asiye YIGIT
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OZET

Giiniimiizde astronomi, biyoloji, biyofizik, kimya, miihendislik, jeoloji,
matematik, tip, meteoroloji, plazma, fizik ve hatta sosyal bilimlerde iizerinde ¢aligilan
bir konu olan kaosun analizi olduk¢a zordur. Buna ragman, lojistik doniigiimiin belli
bir modelinden, kaotik davramigm agiklanmasi i¢in yararlamlmasi oldukga iyi bir
yoldur.

Kaosun ii¢ karakteristigi vardwr: Ik kosullara asin duyarlihk, topolojik
gegislilik ve yogun periyodik orbitler. Hamurun yogurulmast iglemi, kaosun tiim bu
matematiksel ozelliklerine ulagilmasimni sezgisel olarak saglar.

Biitiin giivenli haberlesme sistemleri, asil mesaj isaretinin yalnizca mesajin
iletilmek istendigi alicilar tarafindan bilinen ve diger aliclar tarafindan ¢dzilmesi zor
olan bir sifreyle kargtinlmasma dayanir. Dogrusal ve dogrusal olmayan dtemeli
yaziclar rasgele sifreleme igaretleri lretmede kullamlan donammlara &rnektirler.
Kaotik sistemler gok az parametre ile tanimh olmalarma ragmen ancak baslangig
kosullarnm kesin olarak belirlenmesi durumunda nasil davranacag tamamiyla
bilinebilen aksi halde ise rasgele davramg sergileyen sistemlerdir.  Baglangig
kosullarma asin duyarhk o6zelligi bir ¢ok aragtirmaciyi, kaotik isaretleri sifieleme
isaretleri olarak kullanmaya yoneltmigtir. Fakat gergel say1 dizileri olarak karsmmza
cikan kaotik isaretler, sayisal gerceklemede kuvantalama hatalarmdan dolay: periyodu
kisa isaretlere déniigiirler. Buna ragmen, kaotik dénigimlerin yiksek prezisyonlu
bilgisayarlarda gergeklestirilmesi sonucu meydana gelen gevrim uzunluklarmm pratik
uygulamalar i¢in yeterli oldufu gosterildi. Tek boyutlu kaotik déniigiimlerin
sifrelemede kullanilmasmi éneren ¢ahgmalar yanmda, ¢cok boyutlu kaotik sistemlerin
kullamlmasin1 éneren ¢ahgmalar da vardir. Fakat bu gahgmalarda sistemlerin kaotik
yapisi, At zaman adimmm biiyiik tutularak niimerik olarak ¢oziilmesiyle yok edilmisgtir.

Bu ¢ahsmada Lorenz ve Chua sistemlerinin, kaotik durumda da rasgele sayilar
iiretebilecegi iddia edilmektedir. Bu amagla sistemin kiigiik zaman adimlan i¢in elde
edilen niimerik ¢6ziimlerinin en diigik anlamh rakamlarmdan  yararlamilarak
olusturulan dizilere, rasgele olduklarmi dogrulamak i¢in istatistiksel rasgelelik testleri
uygulandr. Sonuglar yukanda verilen iddiay: destekler yondedir. Boylelikle Lorenz ve
Chua sistemlerinin s6z edilen metot ile, sayisal bir giivenli haberlesme sisteminde sifre
olarak kullanilabilecegi gdsterilmis oldu.



SUMMARY

In the last thirty five years, there has been a great deal of interest in the study
of nonlinear dynamical systems. And, the result has been a better qualitative
understanding of previously intractable systems. The apparent random behavior of
solutions of deterministic systems is now very easily comprehended in many cases.

Generally speaking, the analysis of chaos is extremely difficult. However, in
the specific model case of the logistic map there is a beautiful and illuminating way
to really understand chaotic behavior through and through.

There are many possible definitions of chaos, ranging from measure theoretic
notions of randomness in ergodic theory to the topological approach we will adopt
here.

Definition 1. f:J —1J is said to be topologically transitive if for any pair of open
sets U,V cJ there exists k>0 such that f*(U)nV 2.

Definition 2. f:J —J has sensitive dependence on initial conditions if there exists
8>0 such that, for any x € J and any neighborhood N of x, there exists ye N and
n20 such that [f*(x)-f"(y)|>8.

Definition 3. Let Vbeaset. f:V — V is said to be chaotic on V if

1. fhas sensitive dependence on initial conditions.

2. fis topologically transitive.

3. Periodic points are dense in V.

To summarize, a chaotic map possesses three ingredients: unpredictability,
indecomposability, and an element of regularity. A chaotic system is unpredictable
because of the sensitive dependence on initial conditions. It cannot be broken down
or decomposed into two subsystems (two invariant open subsets) which do not
interact under f because of topological transitivity. And, in the midst of this random
behavior, we nevertheless have an element of regularity, namely the periodic points
which are dense.

Having discussed the phenomena of chaos and the routes leading to it in
‘simple’ one-dimensional settings, we continue with the exposition of chaos in
dynamical systems of two or more dimensions. This the relevant case for models in
the natural sciences since very rarely can processes be described by only one single
state variable. They are strange attractors. Roughly speaking, an attractor is an
invariant set to which all nearby orbits converge.

‘ The first strange attractor ever recognized as such in the natural sciences is

the Lorenz attractor, discovered in 1962. The Lorenz system is a model of thermal
convection which, however includes not only a description of the motion of some
viscous fluid or atmosphere but also the information about distribution of heat, the
driving force of thermal convection.

Chaos is seen in the electrical circuits. Chua’s circuit is the simplest
electronic electronic circuit that satisfies the mathematical properties of chaos. In
addition, this remarkable circuit is the only physical system for which the presence of
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chaos has been proved mathematically. The circuit is readily constructed at low cost
using standard electronic components and exhibits a rich variety of bifurcations and
chaos.

The focus of this research is that Chua attractor and the Lorenz attractor can
be used in cryptography as a secure pseudorandom generator.

Cryptography is set of techniques used to ensure the secrecy of messages
when hostile personnel have the technical capability to intercept and correctly
interpret an unprotected message, which is called the plaintext. After transformation
to secret form, a message is called the ciphertext or a cryptogram. The process of
transformation the plaintext into ciphertext is called encryption. Cryptanalysis is the
unauthorized extraction of information from the ciphertext.

A practical cryptographic communication system must produce ciphertext
that only resists cryptanalysis, but also can be efficiently deciphered by authorized
personnel.

In a cryptographic system, a set of parameters that determines a specific
cryptographic transformation or its inverse is called a key. In most applications, a
single key determines both a cryptographic transformation and its inverse.
Cryptographic systems are designed so that their security depends upon the inability
of the cryptanalyst to determine the key even if she knows the structure of the
cryptographic system.

An enciphering algorithm or transformation is called a cipher. Messages can
be enciphered by a block cipher, a stream cipher, or a combination of these ciphers.
A block cipher divides the plaintext into separate blocks of m bits and associates with

each block (xi,x,.“,...,xim_,) of plaintext a block (yi,y,.“,...,ym_,) of n bits of

ciphertext such that yk=fk(xi,xi+l,...,xi+m,l), i<k<i+n-1 where the fi are
functions. Messages are deciphered with inverse functions. For unambiguous
deciphering, n>m is necessary; for ease of automation, n = m in nearly all practical
block ciphers.

In stream ciphers, on the other hand, the plaintext is encrypted on a bit - by -
bit basis. In encrypting the dataflow to be transmitted, the key is fed into an
algorithm called the pseudorandom bit generator to create a long sequence of binary
signals. This “key - stream” is then mixed with the plaintext sequence, usually by
Exclusive - OR (XOR bit - wise modulo - 2 addition) gates, to produce the
ciphertext.

Stream ciphers play an especially important role in cryptographic practices -
both diplomatic and military - that protect communications in the very high
frequency domain. The central problem in stream - cipher cryptography, however, is
the difficulty of generating a long unpredictable sequence of binary signals from a
short and random key. Unpredictable sequences are desirable in cryptography
because it is impossible, given a reasonable segment of its signals and computer
resources, to find out more about them. Pseudorandom bit generators have been
widely used to construct these sequences.

There are two types of stream ciphers: those for which the keystream is
independent of the plaintext and those for which the keystream is not. Independently
keyed ciphers are often called synchronous ciphers because they require
synchronization between the keystream and the ciphertext for successful deciphering.
Stream ciphers for which the keystream is a function of the plaintext are often called
auto - key ciphers.
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The only unconditionally secure cipher is a synchronous cipher that generates
a completely random keystream as long as the message. Because the key, which is
the same as the keystream in this case, cannot be reused, this cipher is called the one
- time tape or one - time pad. If the key is produced by a binary symmetric source
such that the probability for any enciphering signal to be 1 is equal to 1/2
independently of the other signals, the key is random.

A known - plaintext attack is an attempted cryptanalysis based upon some
knowledge of corresponding ciphertext and plaintext. An unconditionally secure
cipher is one that is invulnerable to cryptanalysis no matter how much ciphertext is
available. A computationally secure cipher is one that is vulnerable to cryptanalysis
only if a prohibitively large amount of computation is performed. Most practical
ciphers are at best computationally secure.

The necessity of long, frequently changed keys renders the one - time tape
impractical for most applications. Therefore since the twenties, many cipher systems
have operated with an approximate version of the one - time pad that uses long
sequences of pseudorandom bits generated from short secret keys.

Generally speaking, we can formulate three requirements for
cryptographically secure keystream generators.

(1) The period of the keystream must be large enough to accommodate the length of
the transmitted message.

(2) The output bits must be easy to generate.

(3) The output bits must be hard to predict. Given the generator and the first n
output bits, a(0), a(1),..., a(n-1), it should be computationally in feasible to predict
the (n+1)™ bit a(n) in the sequence with better than a 50 - 50 chance. That is, given a
portion of the output sequence, the cryptanalyst should not generate other bits
forward or backward.

Linear congruence generators (LCGs) widely discussed method for generating
pseudorandom numbers is based on recurrences of the form

X(i+1)=aX()+b modm. 1)

Here, (a,b,m) are the parameters describing the generator and can be utilized as secret
keys. Xy, is the seed. If the parameters are chosen judiciously, the numbers X(i)
will not repeat until all integers of the interval [0,m—1] have occurred. Boyar shows
that sequences generated by LCGs are not cryptographically secure, [45].

Strong cryptographic sequences can be designed on the basis of shift registers
even when the feedback is linear. A feedback shift register consists of n flip - flops
and a feedback function that expresses each new element a(t), when t 2 n, of the
sequence in terms of the previously generated elements a(t - n), a(t - n + 1), ...,a(t -1).
The feedback function must be nonsingular, that is, of the form

a(t) = g(a(t-1),a(t-2),...,a(t—n+1))@a(t—n) )

where ® denotes the XOR operation.

Depending on the whether the function g is linear (implementable with XORs
alone) or not, the generator is called a linear feedback shift register (LFSR) or a
nonlinear feedback shift register (NLFSR). Each individual storage element of FSR.



is called stage, and the binary signals a(0), a(1), a(2), ..., a(n-1) are loaded into them
as initial condition.

The period of the sequence produced by an FSR depends both on the number
of stages and on the details of the feedback connection. The maximal period of a
sequence that can be generated by an n - stage FSR with nonsingular feedback is 2",
the number of possible states an n - stage shift register may have.

The state diagram of a nonsingular FSR may have many small cycles, and the
output sequence becomes insecure when the generator falls into one of them. A
countermeasure is to design n - stage shift registers that generate sequences of the
largest possible period 2", the so - called De Bru 41m sequences of degree n. The
following is a De Brujin sequences of period 2°, generated by the four - stage
NLFSR,

1011001010000111....

LFSRs are also among the most important devices in building pseudorandom
bit generators. They have feedback functions of the form

a(t) =ca(t~-1)@c,a(t-2)®...8c,_ja(t—n+1)Da(t—n), 3

with a(t)=c, € {0,]}. The feedback connection of an LFSR can be represented
formally by so - called feedback polynomial

f(x) = 1+c;x+e,x" 2+ de, X" +X" 4

in the indeterminate x, which has no other meaning than as a mathematical symbol.
The feedback polynomial decides the period and the statistical behavior of the output
sequence. To avoid trivial output, the zero state should be excluded from initial
setting.

In general, to guarantee the largest possible period 2™ for the output
sequence, the feedback polynomial f(x) of the LIFERS should be primitive. Th1s
means f(x) will be chosen so that the least positive integer T that makes X' -1
divisible by f(x) will be T = 2" -1 Maximality of the period simultaneously
guarantees good statistics.

There are a lot of tests that have been applied to sequences in order to
investigate their randomness. Here, we will present five statistical tests that are
designed to determine if a sequence appears random. We will calculate a value,
called a statistic, for a sequence and then compare that value with the corresponding
distribution of values for random sequences. If the pseudorandom sequence exhibits
a property that very few truly random sequences do, then we conclude that the
pseudorandom sequence does not model a random sequence very well.

Suppose we wish to test a particular feature of a sequence. First we define a
statistic to quantify that feature, and then we determine the distribution of that
statistic for random sequences.

We conduct a statistical test by making a hypothesis, called the null
hypothesis, and testing it against an alternative hypothesis. In our case the null
hypothesis, Ho, will be the hypothesis that our sequence was produced by a random
source. The alternative hypothesis, Hp, is the hypothesis that our sequence was



produced by one of some given set of nonrandom sources. Next we choose a value
o, called the significance level, which is equal to the probability that we conclude our
sequences was not produced by a random source, when in fact it was. That is,

o.= P(reject H, | H, is true), ®)

so 0<o<1. Common choices for o are 0.05 or 0.01. A random variable X has a x>
- distribution with k degrees of freedom if X is the sum of the squares of k
independent random randoin variables that have a N(0,1) distribution. If we expect
the statistic to take on a larger value under the alternative hypothesis, then we have a
one - sided test. In this case we would determine a cut - off value Xy ., such that

P(X> X, |, | X is the statistic of a random sequence) =a.. (6)

If we expect the statistic under the alternative hypothesis to be either larger or
smaller than that under the null hypothesis, instead of just larger, then we have a two
sided test. A two sided test is usually used when the statistic of the random sequence
follows a normal distribution. In this case we find two values X 5 and X.,», and we

reject Hy if X>Xn or X<X . The cut - off points are determined so that

o/2=P(X>X,_,, | Xis the statistic of a random sequence)

=P(X>X,, | X is the statistic of a random sequence). 0

The first statistical test is frequency test to investigate the randomness of the

sequences. Frequency test is designed to compare the number of 0’s and the number

of 1’s in a sequences. Since our sequences should resemble one produced by a binary

symmetric source (BSS), we would expect that number of 0’s and 1°s to be about the

same. If n is the length of the sequence we are studying, ny is the number of 0’s in
the sequence, and n, is the number of 1’s, then our statistic is

(no ‘n1)2
T ®.

X=

The statistic X follows the % - distribution with one degree of freedom.

The serial test determines if the number of occurrences of each pair of bits,
00, 01, 10, and 11, are approximately the same. If we let ngg be the number of times
the pair 00 appears in a sequence of length n, and we define ng;, nyo, and ny;
similarly, then our statistic is

4 2
X=-;-:i(n§°+n§l+nfo+nfl)—;(n§+nf)+l %)

where ng and n; are the number of 0’s and 1’s respectively. The statistic X
approximately follows a y? - distribution with two degrees of freedom.
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bit patterns, the poker test studies the number of occurrences of each of the 2™ m-bit

patterns, for some integer m.
First we partition a sequence of length n into k m-bit subsequences, where

k =[-E;J, the greatest integer smaller then n/m. Since there are 2™ possible m-bit

subsequences we will let n; be the number of occurrences of the i subsequence for
i=1,...,2™. Our statistic for the poker test is then

2™ &

X=1 Lot -k (10)

The statistic X follows a %> - distribution with 2™-1 degrees of freedom.

The fourth statistical test we will study is called runs test. A run is defined as
a subsequences consisting of a repeated single bit. So a run of ones of length t is a
subsequence of t consecutive ones that is not preceded or succeeded immediately by.
a one. In order to perform the runs test we need to know n, the length of the
sequence, and m, the number of runs in the sequence. We also need to know k, the
length k is at least 5. It is sufficient to estimate k using the formula,

k=[log2 % J (1)

Let ng; and n;; be the number of runs of zeros and ones of length i, for i<k-1. Also
let ngx and n;x be the number of runs of zeros and ones of length k or grater. Our test
statistic is calculated as

X=2{(nm‘"%i)z+(n1i"Y1i)2} 12)

i=1 Yoi Yii

This statistic approximately follows a %2 - distribution with 2k-3 degrees of freedom.

The final test we look at is called the autocorrelation test. The purpose of this
test is to see whether there is a correlation between the bits of the sequence as it is
given and the bits of a shifted version of the same sequence. If the sequence we wish
to test is S = 1 ;... 53, then we will compare s; with s;+4 if we are considering a shift
of size d. If no correlation exists then we would expect s; to be equal to si:g
approximately half the time.

If we let @ denote the XOR operator, or equivalently, modulo-2 addition,
then the number of bits not equal to their shifts can be calculated as

A(d) =§si ®s,, d=1..ln/2] (13)

i=l

A(d) should follow a binomial distribution.

Under certain conditions, even simple non - linear iterative functions are
capable of generating “chaotic” sequences of random numbers. The apparent ability
of such functions to provide a source of random numbers is clearly considerable
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Under certain conditions, even simple non - linear iterative functions are
capable of generating “chaotic” sequences of random numbers. The apparent ability
of such functions to provide a source of random numbers is clearly considerable
interest in cryptology. The provably unbreakable one - time system, in which
plaintext is encrypted by modular addition to a key sequence of random numbers that
is used only once, has never gained wide acceptance because of the difficulty of
securely distributing the sequences of random numbers, the “one - time pads”, to the
members of communication network.

If a function were used to generate the random keys, instead of the pads, the
key sequence could be generated when and where required, using specific values of
the function’s tunable parameters. These parameter values would then be the only.
numbers that have to be disseminated, a task posing a much lower security risk than
the safe distribution of one - time pads.

Matthews [4] has recently proposed a new method of generating random
numbers for cryptographic purposes using a chaotic function. He suggests that it
may be useful “as a replacement for the one - time pad system”, [4, p. 29]. The
function he proposed is

g(x(n+1) = (B+1D(1+1/B)’x(n)(1~-x(n))" (14)

with the parameter f in the range 1 < B < 4 and the initial value of X, in the range
O<xp< 1.

The values of B and xo serve as the cryptographic key. Each pair generates a
unique sequence of x values when the function is repeatedly applied. The advantage
of such a generating function is that its nonlinear form could make cryptanalysis
much more difficult than in the case of a linear congruential generator. However,
Wheeler [5] subsequently pointed out that Matthews’ function may lead in practice to
cycling with an unacceptably low period. Based on this idea , a monotonic nonlinear
function for key generation was developed [6]. The purpose of Mitchell’s paper [6]
is to present a modification of Matthews’ approach which is immune to wheeler’s
criticism. A nonlinear pseudorandom number generator based on chaos theory [4]
was criticized for producing cycling keys if used with low - precision arithmetic [5].
However, this function was shown to generate suitable pseudorandom key sequences
when implemented with high precision arithmetic [7]. Chaos theory provides many
formulations that can be used as random generators. The chaotic nature of the
Lorenz system of equations makes it a good candidate for pseudorandom number
generation. Carroll, Verhagen, and Wong modified the equations to ensure that its
sequences are not serially auto correlated. So that the modified system produces
extremely long sequences with good random properties.

We took note of all of these papers which suggests that chaotic functions can
produce long sequences with good statistical properties. Based on these ideas, we
have investigated the suitability of two systems of equations from chaos theory, the
Lorenz Strange Attractor and the Chua Strange Attractor. They generates a large set
of random numbers in a repeatable fashion, which is, at least in principle, suitable for
use as a replacement for one - time pads.

The Chua and the Lorenz equations cannot be solved analytically but require
numerical solution. Because of their chaotic nature, the numerical solution depends
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both on the numerical technique and the precision of the calculation. The simplest
numerical method for solving the equations is the Euler method.

Carroll, Verhagen, and Wong say that from a cryptographer’s point of view,
the sequence of points might not be useful because sub-sequences of it are likely to
become highly self correlated - each point differing from its predecessor by only an
infinitesimal amount. But the system is on the verge of instability. They used this
properties of the Lorenz system. In this case, if we set the differential time increment
At to 0.0245 or more, the particle will escape from the gravity of the attractor and
spin out into three-dimensional space. They say that if At is equal to 0.0245 or more
than 0.0245, the modified system can produce three simultaneous number sequences
that satisfy statistical tests for the characteristics of randomness. In this way, the
chaotic nature of the Lorenz system is destroyed and the system becomes unstable.
We claim that the Lorenz and the Chua equations in the chaotic mode can produce
pseudorandom sequences. In fact, the point of the numerical solution of the systems
obtained using Euler method for small At is different from its predecessor by only an
infinitesimal amount. However after the third digit, digits begin being different from
its predecessor. After this point, we notice that digits diverge the predecessor
significantly. This cause us so as to think that the systems can use in order to
produce pseudorandom sequences by taking the least significant digits or digits
which are near close by the significant digits of the itaretes generated, and converting
them to a convenient base, the result can be added to a plaintext to give a ciphertext
consisting of characters that have been encrypted using a random keystream. To
decrypted the ciphertext, it is only necessary to plug the same values of parameters,
and subtract the resulting iterates from the ciphertext.

On the computer used for calculation (Cx486DX2-S), the number of
significant digits after the point is 15. So that the numbers in three-dimensional
obtained using Euler method were added to each other. then the least significant
digits of the numbers reduced modulo the size of the character set (e.g 256).

The equations were iterated 131072 times to produce test sequences for five
different initial conditions. Five tests (the frequency test, the serial test for pairs, the
poker test, the runs test, and the autocorrelation test) are used to verify that the
sequences are random. They satisfied statistical tests for the characteristics of
randomness. Further investigations showed that the system produces long sequences
with good random properties not only the least significant digits but also other digits
except the first and the second digits after the point. The test results of the sequences
which are consist of the tenth digit, the eleventh digit, and the twelfth digit were
given in this research.

Chaos theory provides a great many other systems that deserve to be
investigated so as to produce pseudorandom sequences.



BOLUM 1

GIRIS

Rasgele benzeri davranglar igeren gesitli dogal siireglerin deterministik kaotik
sistemler ile modellenebilmesi ve bu modellerin analizinde kuramsal gelismelere parelel
sayisal ve analog bilgisayar kullanimi, son yirmi yila damgasmi vuran aragtirma
alanlarindan birisini olugturmugtur. Kaosla ilgili gahgmalar, dinamik sistem kuramni
zenginlestirmis ve bu sayede insanoglunun, anlaglmaz gériinen baz dogal olgulan
kavrayabilmesini miimkiin kimustir, Tiirbiilans mekanizmasi, kristallerde biiytiyen
desenler ve beynin kendine benzer yapisi, bu dogal olaylara yalmzca birkag dmektir.
Kaos giiniimiizde; astronomi, biyoloji, biyofizik, kimya, miihendislik, jeoloji,
matematik, tip, meteoroloji, plazma, fizik ve hatta sosyal bilimlerde iizerinde ¢ahgilan
bir konu olmugtur.

Herhangibir fiziksel olaya bilimsel yaklagimm temel 6geleri; olay1 agiklayan bir
modelin yaratilmasi ve onerilen modele dayah deneylerle, olaym yinelenebilirligidir.
Bu anlamda, baslangig kosullant ve tiim parametrelerin belirli olmast durumunda,
davranigi tam olarak agiklanabilen deterministik modellerin, bilimsel yaklasimn dogal
aygitlan olacaklann agiktir. Yeniden olusturma ve kabul edilebilir dogruluktaki
olgiimiin miimkiin olmadig1 fiziksel olaylar, genelde rassal modeller ile
agiklanmaktadir. Boyle fiziksel olaylari deterministik bir bigimde agiklamanm yolu ise,
temel ozelliklerinden birisi baglangig sartlarma asin duyarliik olan ve bu yiizden
rasgele benzeri davramglar gosteren, deterministik kaotik modeller kullanmaktir,

Omegin Edward Lorenz, havanm karmagk davramgmi modelleyebilmek
amaciyla ii¢ - boyutlu kaotik bir sistem kullandi Bunun yamsira biyologlar,
popiilasyondaki diizensiz degigimleri matematiksel olarak modelleyebilmek igin
rasgele davramg sergileyebilen tek - boyutlu dogrusal olmayan lojistik doniisiimden
yararlandilar. Biitiin bunlara ilave olarak kaosla ilgili aragtirmalar, kuramsal biyolojide



bityiik ilerlemelere neden oldu. Cevre bilimciler ve salgin hastaliklarla ugragan
bilimciler, agiklayamadiklann ve bu nedenle rafa kaldirdiklan pek gok olayi, kaos ile
ilgili gahsmalar sayesinde kavrayabildiler. Omegin New York City’deki kizamk
salgim ile ilgili kayitlarda ve Kanada’daki vasak popiilasyonunda iki yiiz yil iginde
goriilen diizensiz degisimlerde deterministik kaos gozlemlendi. Yine kaos ile ilgili
yapilan aragtirmalarin 1gi3imda, molekiiler biyologlar, proteinlere hareket halindeki
sistemler goziiyle bakmaya baglarken; fizyologlar da organlari duragan yapilar olarak
degil, baz diizenli ve diizensiz osilasyonlarm olugturdugu bir sistem olarak diiglinmeye
bagladilar, [1].

Deterministik kaotik modeller, yalnizca karmagik dinamiklere sahip bu tiir olay
ve sistemleri aciklamak igin kullamimazlar, bunlarm yam sira miihendislik
problemlerinin ¢éziimii amactyla da kullanilrlar. Omegin genis banth olmalarmdan
dolayr giiriiltii isaretlerine benzeyen ve kanalda senkronizasyon saglanmadan
demodiile edilemeyen kaotik isaretler, bu ozellikleri sayesinde giivenli haberlesme
sistemlerinde yaygm bir kullanim alami kazandi. Bu anlamda Heidari ve Bateni,
kaotik dizilerin, yaygm - banth (“spread - spectrum”) haberlesme sistemlerinde, sanki -
giiriiltii (“pseudo - noise”) dizilerinin yerine kullamilmalarni énerdiler, [2]. Bundan
bagka Kevin, Oppenheim, Steven ve Wormnell tarafindan mesaj igareti, Lorenz
sisteminden elde edilen kaotik igaretle maskelendi ve bdylece haberin giivenli bir
sekilde iletimi igin gerekli sistem olusturuldu, [3]. Bu galigmalarm yammnda, ancak
baslangig kosullarmm kesin olarak belirlenmesi durumunda nasil davranacagi
tamamiyla bilinebilen aksi halde ise rasgele davramg sergileyen kaotik sistemlerin,
baglangig sartlarina agir duyarhik gostermesi ve bu sayede birbirinden farkli gok sayida
dizinin elde edilebilmesi ve kriptografide kisa bir anahtar (“key”) yardimiyla uzun
rasgele dizler iiretebilen algoritmalara duyulan ihtiyag, aragtirmacilan kriptografide
kullamlan anahtar dizilerinin (“key stream™), bu tiir sistemlerin {irettigi dizilerle
yerdegistirebilecegi konusunda galigmaya yoneltti. Kriptografide sanki - rasgele dizi
iireteci olarak, dogrusal kongruens iiretegleri (“linear congruence generators”),
dogrusal ve dogrusal olmayan geribeslemeli yazicillar ve bu tekniklerin, o6zellikle
dogrusal geribeslemeli 6temeli yazmaglarm gesitli gekillerde birlesimleriyle olugturulan
sistemler kullanilirken, kaos kurammm anlagiimaya baglanmasi ile bu yéntemlerin



yerine yukarida bahsedilen nedenlerden dolay: kaotik sistemleri 6neren galigmalar su
sekilde 6zetlenebilir.

Kaotik sistemlerin kriptografide kullanimma iligkin ilk inceleme, Robert A. J.
Matthews’in kirilamaz oldugu tanitlanabilir tek - zamanh sistemlerle (“one - time
pad”) yer degistirebilecegini soyledigi biyolojik popiilasyonun modellenmesi amaciyla
kullanilan lojistik doniigimin genellestirilmis seklini Oneren ¢aligmasidir, [4].
Matthews bu g¢ahigmasinda, anahtar dizilerinin, doniigim sonucu bulunan gergel
sayllarm en anlamsiz iki dijitinin olugturdugu sayillarm uygun moda gevrilmesiyle
olusturulmasmi 6nerdi. Bu galigmanmn ardindan Daniel D. Wheeler, Matthews’in
onerdigi kaotik doniigiimii ufak gevrimler olugturdugu igin elegtirdi ve bu nedenle
déniigiimiin, ciddi kriptografik uygulamalarda kullamlamayacagm ifade etti, [5].
Daha sonra Douglas W. Mitchell, anahtar dizisi {iretmek i¢in kaotik doniigiimlerden
¢ok monotonik doniigiimlerin kullanilmas: gerektigini savundu ve bu yol ile iiretilen
anahtar dizilerinin de, smurl, ¢evrimsiz ve monotonik olmadif igin kaotik oldugunu
iddia etti, [6]. Mitchell, onerdigi monotonik déniigim sonucu bulunan gergel
sayilarin, Matthews’in Onerdigi yontemle anahtar dizileri iiretebilecegini ifade etti.
Daha sonra Daniel D. Wheeler ve Robert A. J. Matthews, Wheeler tarafindan kisa
periyotlu ¢evrimler olugturdugu i¢in elestirilen Matthews’in kaotik doniisiimiinii, Cray
Y - MP ile gergeklestirdiler ve elde ettikleri sonuglara dayanarak, genellegtirilmig
kaotik doniigiimiin pratik uygulamalar igin yeterli gevrim uzunluguna sahip diziler
iiretebilecegini soylediler, [7]. Onlar bu ¢algmalarinda, ¢evrimlerin ve kriptografik
uygulamalar i¢in uygun olmayan sabit dizilerin olustugu durumlan kontrol eden bir
altprogram  igeren  genellestirilmis kaotik  algoritmanm  ikili prezisyonla
gerceklestirilmesiyle, ciddi kriptografik uygulamalar igin uygun diziler elde
edilebilecegini belirttiler. Ardmndan Carroll, Jeff Verhagen ve Perry T. Wong, sanki -
rasgele dizi iiretmek igin ¢ok - boyutlu kaotik sistemlerin, tek - boyutlu kaotik
sistemlerden daha iyi sonuglar verebilecegini soylediler ve bu amag¢ ile Lorenz
sistemini incelediler, [8]. Onlar bu galigmalarnda, Lorenz sisteminin niimerik
¢Oziimiiniin birbirine ¢ok yakn sayilar iiretmesinden dolayr kriptografik uygulamalar
i¢in bu sekliyle yararh olamayacagmi ve sistemin, At araliginm biyiik tutuldugu uygun

bir algoritma ile yeniden diizenlenmesiyle rasgele sayilar iiretebilecegini sdylediler.



Bu gahsmada, sanki - rasgele dizi tiretmek igin kullamlan dogrusal kongruens
iiretegler, dogrusal ve dogrusal olmayan geribeslemeli yazicilar yerine, gok - boyutlu
siirekli - zamanh kaotik sistemlerin kullamiimas: 6nerildi. Sanki - rasgele diziler,
rasgele goriniighi olmalarma ragmen, kullamcilar tarafindan aym parametre
degerlerinin ve aym1 makinelerin kullanilmastyla tekrar tretilebilirler. Rasgele ikili bir
dizi, her bir semboliiniin 1/2 olasihkla +1 veya 1/2 olasthkla -1 degerini aldig
istatistiksel olarak bagimsiz sembollerden olusan stokastik bir siiregtir. Sanki - rasgele
bir dizinin 6zilinti (“autocorrelation”) fonksiyonu, rasgele ikili bir dizinin, émegin
smirlh banth beyaz giiriiltiiniin ozilintisine benzerdir.  Belirli bir algoritma ile
iiretilmelerine ragmen bu diziler, 0 ve 1 rakamlarmin diz iginde dengeli dagilmas: gibi
rasgele dizilerin sahip oldufu pek ok ozelligi biinyelerinde barmdirirlar. Sanki -
rasgele diziler, yaygin - banth haberlesmede, sifrelemede, giiriiltii iiretiminin gerektigi
benzetimlerde ve daha birgok alanda kullanilmaktadar.

Gergek mesajm, rasgele sayilardan olusan ve mesaj ile es uzunluklu bir
anahtar dizisiyle XOR islemi kullanilarak gifrelenmesi anlamma gelen ve kirilamaz
oldugu tamtlanabilir, Matthews (1989), tek - zamanl sistemler, tek seferlik kullanidan
uzun rasgele dizilerin giivenli bir gekilde dagitilmasndan kaynaklanan zorluklardan
dolay1 yaygm bir kullanim alani kazanamammgtir.- Kaotik sistemler bu probleme pratik
bir ¢6ziim getirebilirler. Ciinkii kaotik sistemlerin parametrelerine ve baglangig
kosullarma duyarhgmdan dolayi, ayar parametrelerindeki ufak degigimlerle birbirinden
tamamen farkh gok sayida dizi iiretmek miimkiindiir. Buna ilave olarak kaotik
sistemlerin gok kiigiik hatalara duyarhgmdan dolayl, déniigiimiin tekrarlama degeri
tam olarak bilinmedigi miiddetge, anahtar dizisinin tiimiinin dofru olarak yeniden
hesaplanmasma imkan yoktur.

Dogrusal sistemlerin ¢6ziimii, 6zdegerler ve ozvektorler cinsinden (istel
fonksiyonlarla temsil edilebilirk, dogrusal olmayan g¢ok az sayida sistemin, bilinen
fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilen ¢oziimleri vardir. Bu nedenle bu tiir sistemler,
bilgisayarlar yardmuyla niimerik yaklagimlarla goziilebilirler. Bir gergel saymm
bilgisayarda smirh sayida rakamla ifade edilebilmesinden dolay1, kuvantalama hatalar
meydana gelir. Niimerik yaklagimlarla ¢éziilerek kriptografide kullamlan kaotik
sistemler ile, bilgisayarm smirh prezisyonundan dolayl, ilk bakigta kriptografik
uygulamalar igin yeterince uzun periyotlu dizilerin iiretilemeyecegi diigiiniilebilir.



Matthews’in Onerdifi genellestiriimis kaotik doniigimiin Cray Y - MP ile
gergeklestirildigi ¢aligma, Wheeler (1991), ¢evrim uzunlugunun, bilgisayarm
prezisyonu ile istel olarak arttigmi ve bdylece bu problemin, prezisyonun
arttirilmasiyla ortadan kaldirilabilecegini gosterdi.

simdiye kadar yapian gahgmalarm, tek - boyutlu kaotik bir sistem olan lojistik
doniigiimiin genellestirilmis seklinin, kriptografide kullanmimm destekler yénde olmasy,
kisa periyotlu ¢evrimlerin kullanidan bilgisayarm prezisyonunun arttirilmasiyla
ustesinden gelinebileceginin gosterilmesi ve degistirilmis olmasma ragmen Lorenz
sisteminden elde edilen dizilerin istatistiksel rasgelelik testlerini gegmesi, biz iki veya
daha fazla boyutlu kaotik sistemlerin, kriptografik uygulamalar igin daha yararh
olabilecegi fikrine gotiirdii. Bu amag ile Chua ve Lorenz gekicileri Bélim 5’de ele
alind1 ve bu sistemlerin davramslant genisge incelendi. Boliim 6°da, kriptografi ve
kriptografide sanki - rasgele dizi tiretiminde yararlanilan iiretegler agiklandiktan sonra,
rasgeleligin belirlenmesi amaciyla kullanilan istatistiksel testlerin ve bu testlerin
degerlendirilmesi i¢in g6z oniline ahmmas: gereken istatistiksel hipotezlerin iizerinde
duruldu. Bolim 7°de, kaotik sistemlerin kriptografide kullammma iligkin yapilan
aragtirmalar sunulduktan sonra, Boliim 8’de Chua ve Lorenz ¢ok - boyutlu kaoﬁk
sistemlerinin Matthews’in 6nerdigi yontem ile kriptografide sanki - rasgele dizi {ireteci
olarak kullamlmas ele ahndi. Bu sistemlerin niimerik olarak ¢6ziilmesiyle elde edilen
ii¢ farkh dizideki gercel sayilarin en anlamsiz ii¢ dijitiyle meydana getirilen sayilarm,
kullamlan karakter sayisma (256) goére modiiliiniin alnmastyla olusturulan anahtar
dizilerinin rasgeleliginin belirlenmesi amaciyla, dizilere rasgele istatistiksel testler
(frekans testi, seri test, poker testi, hareket testi ve Ozilinti testi) uygulandi ve
sonuglarm iyi oldugu goriildii. Biz kaos kurammnin bu anlamda aragtirmay: hak eden
oldukga fazla ¢ok - boyutlu kaotik sistemi biinyesinde barmdirdigina inantyoruz.

Cahgmanin ana konusunu, bu inceleme tegkil etmekle birlikte, kaos kuramm
temel alarak yapilan gerek bu incelemeden gerckse daha o6nceden yapilan
¢ahgmalardan dolay, kaos kurammi olugturan tanmmlarm ve teoremlerin verilmesinde
de yarar goriildii. Bu amag ile Bélim 2’de dogrusal olmayan dinamik sistemlerin
genel Ozellikleri, tanimlar ve teoremler yardumiyla sunulduktan sonra, Bélim 3 ile
‘“kaos” olgusuna gelindi ve burada, kaotiklie neden olan ii¢ 6zellik agiklandi. Békim
4’te, sanki - rasgele sayilar iiretmek igin yapilan kriptografik aragtirmalarda temel



olarak almip iizerinde bir takim degigiklikler yapian ve ¢ok - boyutlu kaotik
sistemlerdeki kaos iiretme mekanizmasmmn agiklanmasi amaciyla kullamlan, tek -
boyutlu dogrusal olmayan lojistik doniisiimiin, gergekte yogurma iglemine denk
oldugu gosterildi.



BOLUM 2

DOGRUSAL OLMAYAN DINAMIK SISTEMLER

Bélim 2’de kaos teorisini anlagilmas1 igin gerekli tammmlar ve teoremler

sunulacaktir. Genel tammlar altboliimiinde, fonksiyon ile baglayan bu tammlar zinciri,
C' fonksiyonlar, homeomorfizm, C' diffeomorfizm, otonom sistem otonom olmayan
sistem, vektor alanlan, ¢oziim, orbit, yoriinge ve integral egrisi tammlan ile son
bulacaktir. Vektor alanlarmi bazi genel ozellikleri baghg altinda ise,
x(t) =f(x,t), t20, x(0)=x, diferansiyel denklemi i¢cin Peano varhk teoremi,
Picard’in (zamanda) yerel varlik ve teklik teoremi, genel varlik ve teklik teoremi ve C
varlik teklik teoremi incelenecektir. Ayrica yine bu altbéliimde, herhangibir ¢6ziimiin
Liapunov anlanunda kararlihg: ve asimptotik kararllig tanimlar verilecektir.

x(t) = f(x,t) sistemi i¢in denge noktasi tanim ve denge noktasmm fiziksel
anlami, denge noktalan alt bolimiinde irdelenecektir. Yine bu altbolimde, x* denge
noktasmm kararliigm ve asimptotik kararlihgm dogrudan belirlemeye imkan saglayan
Liapunov’un dolaysiz yonteminden s6z edilecektir.  Ayrica dogrusal sistem
davramglarmmn incelenerek"dogrusal olmayan sistem davramglann hakkinda yorum
yapﬂabilinesini olanakh kilan ve Liapunov’un ilk metotu olarak da bilinen Liapunov’un
dolayh yontemi agiklanmakla kalmayp hiperbolik denge noktasi tamum yine bu
altbélimde verilecek ve denge noktalarn da, vektor alanlann ve déniigiimler igin
smiflandirilacaktar.

Periyodik g¢éziimler altblimiinde vektor alanlari ve doniigiimler igin periyodik
¢oziim tanim ve hangi sartlar altinda basit baglantih bir D bélgesinin periyodik orbitler
igermeyecegini ifade eden Bendixson kriteri sunulacaktir, Boélim 2.5’te Poincaré -
Bendixson teoreminin anlagilabilmesi igin gerekli o ve o limit noktalan ile o ve ©
limit kiimelerinin tamimlan verildikten sonra, limit ¢evrim tanimm ve bir diizlemde



ile o ve ® limit kiimelerinin tanimlar1 verildikten sonra, limit ¢evrim tamm: ve bir
diizlemde denge noktas: igermeyen siki bir limit kiimenin, kapal bir orbit oldugunu
ifade eden Poincaré - Bendixson teoremi sunulacaktir. Siirekli zamanh sistemler ile
ayrik zamanli sistemler arasinda bir koprii gbrevi géren Poincaré fonksiyonu ve
periyodik ¢6ziimlerin kararhliimin karakteristik (“floquet™) carpanlarla belirlenmesi
Boliim 2.6°da, sanki periyodik ¢6ziim tanimi ise B6liim 2.7°de sunulacaktir.

2.1 Genel Tanumlar

Tanim 2.1 (Fonksiyon) Eger deger bélgesindeki her bir x degeri ile bir y
degerini bagdagtiran bir kural veya metod verilmisse, y degerine bagka bir x
degiskeninin fonksiyonu denir.

Degeri verilen x degiskeninin degerine bagl olan y degiskenine bagh degisken, x
degiskenine ise bagimsiz degisken denir. Kural veya metod, karsilikli degerlerin bir
tablosu, bir grafik veya bir denklem olabilir.

Tamim 2.2 (C* Fonksiyonlar) Eger bir fonksiyon r kez Liiretilebiliyorsa ve tiirevlerin
ber biri stirekli ise; bu fonksiyon C' sinifindandir.

Tanim 2.3 (Homeomorfizm) Eger f(-) fonksiyonu birebir, 6rten ve stirekli ise ve

£ () de stirekli ise; f (-) fonksiyonu, bir homeomorfizmdir.

Tamm 2.4 (C* diffeomorfizm) g(x) doniistimi evrilebilir ise (g7 (x) varsa) ve g(x)
ile g'(x) doniigimlerinin her ikiside C' smmifindan ise; g(x) déniislimi, C'

diffeomorfizmdir.
x = f(x,1), .1
x> g(x) 2.2)

denklemlerinde U, R™de agik bir kiime olmak iizere, xe UcR", te R' dir. (2.1),
vektor alan1 veya bayag diferansiyel denklem olarak; (2.2) ise doniislim veya fark
denklemi olarak adlandirilir. (2.1) denkleminin ¢6zlimii demekle IcR' araligindan
R™e bir doniisiim kast edilmektedir;



xI - R",

t - x(t) 3)
Syleki x(t), (2.1) denklemini saglar. Yani x(t) = f(x(t),t) dir. Bunlarn 1181 altinda
¢ozlimiin tanimi, gu gekilde verilebilir.

Tamm 2.5 (Coziim) to aninda X baglangig sartiyla baglayan ve x = f(x,t) ifadesini,
X(ty,t9,X,) = X, Olmak iizere, saglayan x(- , ty, Xo): [R" fonksiyonuna, ty aminda
X ile baglayan ¢6ziim denir.

x déniigiimii R"de geometrik yorumu olan bir egriye sahiptir. (2.1) denklemi, bu
egrinin her bir noktasinda tanjant vektoriinli verir. Bundan dolay: (2.1) denklemine
vektor alani olarak da bakilir, Vekt6r alaminin tammi su sekilde verilir.

Tamm 2.6 (Vektor Alam1) % = f(x,t) denkleminde, f(- ,-) fonksiyonu siirekli ise;
f(-,-): UxI > R" fonksiyonu bir vektdr alani olugturur,

VA={ye R"|f(x,t)=y}. 2.4)

(2.1) denklemindeki bagimli degiskenlerin uzay1 (yani R"), (2.1) denkleminin faz
uzay1 olarak adlandirilir.

Coziim egrileri, yoriinge (“trajectory”) veya orbit olarak adlandirilir.
x(t,ty,Xo) 1n varoldugu her t icin grafigi ise, integral egrisi olarak adlandinlir ve
tammi su sekilde verilir.

Tanim 2.7 (Integral Egrisi) I, ¢oziimiin varoldugu zaman arali31 olmak tizere,

x(t,ty,%,) = {(x,t) € R™R'[x = x(t,t0,X,), t € I} (2.5)

grafigi, integral egrisini olugturur.

xXg, (2.1) denkleminin faz uzayinda bir nokta olsun. x¢’dan gegen ve Or(Xo) ile isaret
edilen orbit, xo’dan gegen eri tizerindeki noktalar kiimesidir. Daha agik ve kesin bir
tanim su sekildedir.

Tamm 2.8 (Orbit) x,€ Ue R" olmak iizere bir to amnda xo noktasindan gegen
orbit, ¢8zlimiin biitiin t anlarinda aldig1 degerler kiimesidir,
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Or(x,) ={x € R" [ x=x(t,t,,X,), te I}. _ (2.6)

HerhangiBir Tel igin Or(x(T,t,,%,)) = Or(x,) olduguna dikkat ediniz.
Coziim, integral egrileri ve orbitler arasindaki farki izah etmek amaciyla,

(u,v) e R'xR’. Q.7

<.
I
[~

sistemi g6z Sniine alnsin. t=0anminda (u,v)=(1,0) noktasindan gegen ¢6ziim,
(u(t),v(t)) = (cost,~sint) seklindedir. (u,v)= (1,0) noktasindan gegen integral
egrisi,

{(u,v,t) e R'XR'sR! | (u(t), v(t)) = (cost,—sint), Vte R'} (2.8)

ifadesiyle verilir. (u,v)=(1,0) noktasindan gegen orbit ise, u®>+v>=1 seklinde
tanimlanan bir dairedir.
Tamm 2.9 (Akis) to amndaki x baglangig sartini, t anindaki x’e doniistiiren,

& () = x(ttp,"): U>R" (2.9)

fonksiyonuna akig denir.

Tamm 2.10 (Otonom Olmayan VektSr Alanlar) Zamana bagli vektor alanlar,
otonom olmayan vektor alanlari olarak adlandirilir.

Tamm 2.11 (Otonom Vektér Alanlar1) Zamandan bagimsiz vektor alanlari, otonom
vektor alanlari olarak adlandirilir.

Iki - boyutlu, otonom olmayan vektdr alanlani ile iki - boyutlu otonom vektor
alanlarimin dinamikleri arasinda bilyiik bir fark vardir: kaosun meydana gelmesi,‘
otonom olmayan durumda miimkiinken, otonom durumda miimkiin degildir.
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2.2 Vektor Alanlarinin Bazi Genel Ozellikleri

Teorem 2.1 (Picard’in Zamanda Yerel Varlik ve Teklik Teoremi)
f:R,xR" - R" ve x(t)e R" olmak tizere,

x(t) = f(x(t),t) 120, x(0)=x, 2.10)

denklemi ele alinsin. f fonksiyonu t ve x’de siirekli olsun ve agagidaki sartlari

saglasin:
B= {x € R":" X— xOHSr} ( " . " normu ifade eder) olmak tizere,

£t~ £, 0| < k| x-y], VxyeB, Vte[0,T] @.11)
lexo.0)]<h, vte[o0,T] 2.12)

ifadelerini saglayan sonlu T, r, h, k sabitleri vardir. Bu durumda (2.10)’un [0,5]
aralipinda tek bir ¢6ziimii vardir. Burada p>1 olmak tizere,

hde® <r, (2.13)
(P T
5< mm(T,k,h_l_kr] (2.14)

ifadeleri saglanir.

Teoremin tanit1 igin,[9]°a bakimz.

|tz - v,y <K|x~-y| Vx,ye B, Vte[0,T] ifadesi lokal Lipschitz kosulu;

k ise Lipschitz sabiti olarak bilinir.
Teorem 2.2, eger f genel Lipschitz kosulunu saglarsa, (2.10) denkleminin

[0,00) araliginda tek bir ¢dziime sahip oldugunu soyler.
Teorem 2.2 (Genel Varlik ve Teklik Teoremi) Vte [0,00) icin, agagidaki kosullar

saglayan sonlu ky ve hr sabitlerinin oldufu varsayilsin:
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It~ £ 0 s ko x~y], VxyeR", vie[oT] (2.15)

—— ek < by, Vie[o,T]. (2.16)

Bu durumda VTe [0,0) icin (2.10) ile tammlanan sistem, [0,T] tizerinde tek bir
¢Oziime sahiptir.
Teoremin tanit1 igin,[9]’a bakiniz.

Teorem 2.3 (Peano Varlik Teklik Teoremi) (2.10) ile tamimlanan sistem,,
(%y,t,)’da sitrekli olsun. Bu durumda &yle bir £>0 says1 vardirki; (2.10), £’nun
belirledigi te [t,—¢,t, +€| zaman araliginda en az bir ¢0ziime sahiptir.

Tamt igin [iO]’a bakiniz.
Teorem 2.4, basglangic degerlerine gore varlik, teklik ve tiiretilebilirlik

lizerinedir.
f(x,t), Uc R"xR! agik setinde C', r 21, sinifindan olmak iizere; asagidaki
vektdr alani diigiiniilsiin,

x = f(x,t). .17

Teorem 2.4 (Baslangi¢ Degerlerine Gore Varlik, Teklik ve Tiiretilebilirlik)
(x4,t,) e U olsun. lt—tol ifadesinin yeterince kiigik degerleri igin, (2.17)
esitlifinin tp amnda xo noktasindan gegen ve x(t;,t,,x,)=x, olmak iizere
x(t,t,,X,) ile gosterilen bir ¢6ziimii vardir. Bu ¢8ziim tektir. Yani (2.17) sisteminin
ty aninda Xo’dan gegen baska bir ¢oziimii, her iki ¢dzlimiin var oldugu ortak bir
aralikta x(t,t,,Xx,) ¢6ziimiiyle ayn1 olmalidir. Bunlara ilave olarak x(t,t,,x,), t, to
ve x¢’1n C" sinifindan bir fonksiyonudur.

Tamt igin [11], [12] veya [13]’e bakiniz.

x=f(x), xe R" (2.18)

sistemi ele alinsin,
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Tanim 2.12 (Liapunov Anlaminda Kararlihk) x(t), (2.18) sisteminin x"(t)’den farkli

herhangibir ¢dzii i i i icin &=

sayis1 varsa, Oyleki bu saymn "x'(to)—x(to )" <d ifadesiyle belirledigi ilk
kosullarla baglayan x'(t) ve x(t) ¢Sziimleri t>t, anlar igin |x"(t,)—x(t,)| <€
ifadesini sagliyorsa; x"(t) ¢6ziimiine, Liapunov anlaminda kararlidir denir.

Tanim 2.13 (Liapunov Anlaminda Asimptotik Kararhlik) Eger x'(t) ¢6ziimi
Liapunov anlaminda kararliysa ve "x' (t,)—x(t, )" <r oldugunda,
L”Ix'(t)—x(t)"=0 ifadesini saglayan bir r<oo sabiti varsa, x'(t) ¢Oziimiine,

Liapunov anlaminda asimptotik kararlidir denir.

2.3 Denge Noktalar

f:R,xR" — R" olmak tizere,
x(t) =f(x,t) " (2.19)
vektor alan diiglintilstin.
Tamm 2.14 (Denge Noktasi)) x,€ R" vektorii, f(x,,t)=0, Vt>t, ifadesini
sagliyorsa, (2.19) ile verilen sistemin t, € R, amnda bir denge noktasidir.
Eger x¢, (2.19)’in ty aninda bir denge noktasiysa; tiim t, 2 t, anlan igin de (2.19)’in
bir denge noktasidir. Denge noktasinn fiziksel énemi su gekilde ifade edilebilir.
X, € R", (2.19)’in ty aunda bir denge noktasi ise, t, 2 t, oldugunda,

x(t) =f(x,t), t2t;; x(t;)=x,, (2.20)

sistemi tek bir ¢6ziime sahiptir: x(t)=x, Vt2t,.
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2.3.1 Liapunov’un Dolaysiz Yontemi

Denge noktas: x ile verilen bir vektor alam digiiniilsiin ve sabit noktalarin
kararli olup olmadigi belirlenmek istensin. Kabaca x° sabit noktasi civarinda
¢ozlimlerin baglayip ve yine tlim pozitif zamanlar igin orada kaldig1 bir U bolgesi
varsa ; X sabit noktas: kararlidir. Vektor alam U bolgesinin sinirina teget ise veya
x noktasina dogru yénelmigse, bu kogul saglanir ve bu kosul, U bblgesi x" ilzerine
daralsa bile dogru kalir.

U
Sekil 2.1. U simirindaki vektor alan.
x, =f(x,,Xx,) R
%, = B(x,,X,) (x;,x,)e R (2.21)

denge noktasi (x,,x,) ile gosterilen (2.21) vektSr alam géz Oniine alnsin.
V(x,,x,)fonksiyonu, V(x,,X,)=0 kosulunu saglayan skaler bir fonksiyon olsun,
V:R> - R'. Oyleki V(x,,x,)=c=sabit ifadesini saglayan noktalarin geometrik
yeri, ¢’nin farkli degerleri i¢in, (x;,x,) denge noktast V(x,,x,)>0 kosulu ile

cevreleyen kapah egrilerdir. Vektor alami, (x,,x,) noktasim gevreleyen her bir
X

efriye tegetse veya igeri dofru ySnelmigse, [VV(x,,xz)]TL,(1 ]S 0 kosulu saglanir.
2

Bu ifade, V’nin yoriingeler boyunca tlirevini isaret eder. Bu diigiinceleri agik ve
kesin bir gekilde ifade eden genel bir teorem su sekilde verilir.
Teorem 2.5 (Liapunov’un Dolaysiz Yontemi) Asagidaki vekt6r alam diisiintilsiin,

x=f(x), xe R". (2.22)
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X', bu vektdr alaminin sabit bir noktas: ve V, x'’in U komgulugunda tammh C!

sinifindan bir fonksiyon olsun, V:U - i i ikosullarr ———

saglar.

i) V(x")=0 veeger x#x" ise V(x)>0.

ii)xe U-{x"} i¢in V(x)<0.

Bu durumda x" noktas: Liapunov kararhdir. Eger

iii) xe U—{x"} iginV(x) <0.

kosulu da saglamrsa, x* Liapunov anlaminda asimptotik kararlidir.
Tanit i¢in [14]’e bakimz.

~

Sekil 2.2, V =sabit egrisinin sinirindaki bazi noktalarin VV vektorleri.
2.3.2 Liapunov’un Dblayh Yontemi (Dogrusallagtirma)

x=f(x), xe R" (2.23)
(2.23) sisteminin herhangibir x'(t) ¢6ziimiintin kararli olup olmadig1 hakkinda bir
yorum yapilabilmesi igin, x*(t)’ye yakin ¢bziimlerin dogas: anlagilmalidir. x ifadesi
agagidaki gibi verilsin,

x=x ()+y (229

(2.23) ifadesinin, (2.24) ifadesinde yerine yazilmasiyla elde edilen ifade, x'(t)

civarinda Taylor formiiliine agilabilir,

x=%"+y=£(x' () +DIx"(t)y+0(y]"). (2.25)
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Df, f fonksiyonunun tiirevini; H" ise R™ de tammh bir normu gosterir.
_ x(t)y=f(x'(t)) ifadesi kullamlarak (2.25) ifadesi ( bu ifadenin yazilabilmesiigin f,

en azindan iki kez tliretilebilmelidir) agagidaki egitlige indirgenir,

y=DIx" &)y +ody[). 2.26)

Kararlilik problemine bir ¢6zim getirilebilmesi igin, x (t)’ye gelisigiizel yakin
¢bziimlerin davranislariyla ilgilenilmelidir. Bu problemin, asagida verilen dogrusal
sistemin incelenerek ¢dzlimlenmesi olduk¢a mantikli gériinmektedir,

y=Df(x'(t))y. (227

x'(t) ¢Oziimiiniin kararliligi hakkinda bir yorum getirilebilir. Asagida verilen iki
maddenin incelenmesi ile baska sekilde de yorum yapilabilir:

1. (2.27) esitligiyle tammlanan sistemin y =0 ¢6ziimiiniin kararli olup olmadiginin
belirlenmesi,

2. y=0 ¢oziimiiniin kararhiliginin (veya kararsizhigimn), x'(t) g¢bziimiiniin
kararlilifin1 (veya kararsizligin1) dogurmasinin gosterilmesi.

Zamana bagh katsayilar igeren dogrusal bir diferansiyel denklemin ¢&ziimiiniin
bulunmasi i¢in genel bir metot yoktur. Bu nedenle 1. adimin cevaplanmast, orjinal
sorunun cevaplanmasi kadar zor olabilir. Buna ragmen x"(t), bir denge noktas: ise,
yani x'(t)=x" ise, Df(x'(t))=Df(x") matrisi sabit katsayilt bir matristir ve (2.27)
sisteminin t=0 aninda y, € R" noktasindan gegen ¢6ziimit kolayca yazilabilir,

y(t) = ety (2.28)

Teorem 2.6 (Denge Coziimiiniin Asimptotik Kararhilign) Df(x") matrisinin tiim
Ozdegerlerinin negaﬁf reel kistmh oldugu varsayilsin. Bu durumda (2.23) egsitligiyle
verilen dogrusal olmayan otonom durum denklemlerinin, x=x" denge ¢dzlimil
asimptotik kararhdir.

Tanit1 i¢in [14]’e bakiniz.
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2.3.3 Hiperbolik Denge Noktalan
S

Dogrusal vekt6ér alanina iliskin tim Ozdegerlerin ger¢el kismu sifirdan
farkliysa; dogrusal olmayan vektdr alamin denge ¢6ziimil civarindaki dinamigi,
dogrusal vektdr alanin dinamigi ile aymidir. Bu tiir denge noktalarina 6zel bir isim
verilir.

Tamum 2.21 (Hiperbolik Denge Noktas1) x € R" olmak iizere, x=f(x) sisteminin
bir sabit ¢6ziimli, x = x olsun. Df(x’)’n dzdegerlerinin higbiri sifir gergel kisiml
degilse; x* denge noktasina, hiperboliktir denir.

Eger dogrusallastirilmig sistemin 6zdegerlerinin bazilar sifirdan biiyiik gergel
kistmli; geri kalanlar: ise sifirdan kiigiik gergel kisimliysa, vektor alanin hiperbolik
sabit noktasi, eyer noktasi1 olarak adlandirilir. Dogrusallagtiilmig sistemin tiim
Ozdegerleri negatif gergel kisimliysa; vektdr alanin hiperbolik sabit noktasi, kararli
diiglim veya gukur (“sink”) olarak adlandirilir. Dogrusallagtirilmis sistemin tiim
dzdegerleri pozitif gercel kisimliysa; vektdr alanmin hiperbolik sabit noktasi, kararsiz
diigiim veya kaynak (“source”) olarak adlandinlir. Dogrusallagtinlms sistemin
dzdegerleri saf sanalsa ve sifirdan farkliysa; hiperbolik olmayan sabit nokta, merkez
olarak adlandirilir.

Tablo 2.1, x(t)=Ax(t), t=0 dogrusal vektdr alani igin denge noktasinin

simflandirilmasim gosterir.

Tablo 2.1. Ikinci dereceden dogrusal bir sistem igin denge noktalarimin

siniflandiriimasi.

A’nin 5zdegerleri Denge Noktasinin Tipi
M, Ag gergel, A1 <0,A,<0 Kararh Diiglim (“Stable Node™)
A1, A2 gergel, A1> 0, A;> 0 Karars1z Diigtim (“unstable Node”)
A1, Az gergel, Ay A2<0 Eyer Noktas1 (“Saddle Point”

A1, A2 kompleks eslenik, Re {A1} >0 Karasiz Odak (“Unstable Focus”)

A1, A2 kompleks eslenik, Re {A; }<0 Kararli Odak (“Stable Focus™)
| A1, A2 sanal Merkez (“Center”)
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2.3.3.1 Doniigiimler

C" (r21) smifindan bir doniigiim (fark denklemi) gdz &niine alinsin,
x> g(x), xe R" (2.29)

ve bu doniislimiin x=x" noktasinda sabit bir noktas: yani x’ =g(x') olsun. Bu
donilstimiin dogrusallagtinimisi, A =Dg(x’) olmak iizere,

y+—> Ay, yeR" (2.30)

seklinde verilir. y,e€ R" noktasimn (2.30) altindaki orbiti, (eger doniisiim
C",r2>1 diffeomorfizmse) iki yonlii sonsuz dizi seklinde,

[ A0 s A7V 0,05 AY g eees A"V senr} (231

veya sonsuz dizi geklinde (efer doniisim C',r2>1 smifindansa; fakat evrilir
degilse),

{YOaAYO ""aAnyo} (2.32)

seklinde verilir. (2.31) ve (2.32) esitliklerinden kolayca gériilebilecegi gibi, (2.30)
sisteminin y=0 sabit noktasi; A’nin tiim 6zdeZerlerinin modilil birden kiiikse
asimptotik kararhdir.

Eger (2.30) esitligiyle verilen sistemin bazi 6zdegerlerinin modiilil birden‘
kiigiik; gerikalanlarin modiili birden bilyitkse, (2.29) ile verilen " doniisiimiin
hiperbolik sabit noktasi, eyer noktas: olarak adlandinhr. Eger dogrusal doniiglimiin
tim 6zdegerlerinin modiilii birden kilgiikse; doniisiimiin hiperbolik sabit noktasi,
kararli diiglim veya gukur olarak adlandirilir. Dogrusal doniisiimiin dzdegerlerinin
tiimiiniin modiili birden bilylikse; doniisiimiin hiperbolik sabit noktasi kararsiz
diigiim veya kaynak olarak adlandinlir. Eger dogrusal doniislimiin &zdegerlerinin
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modiilii birse; doniiglimiin hiperbolik olmayan sabit noktasi, merkez olarak
adlandinlir.

2.4 Periyodik Coziimler

(2.33) ile verilen vektor alan1 ve (2.34) ile verilen d6niigiim géz 6niine

alinsin,
x=f(x), xe R", (2.33)
x> g(x), xe R". (2.34)

Tanim 2.16 (Vektor Alanm igin Periyodik Coziim) Biitiin te R degerleri igin
x(t,t,) =x(t+T,x,) esitlifini saglayan bir T >0 sayis1 varsa; (2.33) denkleminin
xXg’dan gegen ¢6ziimii T periyoduyla periyodiktir.

Tanmm 2.17 (Déniisiim i¢in Periyodik C6ziim) Eger x,€ R" noktasindan gegen
orbit, k>0 olmak iizere, g*(x,)=x, kogulunu sagliyorsa; bu orbitin, periyodu k
olan periyodik bir orbit oldugu s6ylenir.

Teorem 2.7, bir bélgenin hangi kosullar altinda periyodik bir ¢6ziim
icermeyecegini ifade eder. Bagka bir deyisle, periyodik bir ¢6ziimiin varolmamasina
dair yeterli bir kogul verir.

f ve g fonksiyonlar, en azindan C' simifindan olmak fizere agagidaki vektor
alam diistiniilstin,

x=1(x,y)

. ,y)€ R? 2.35

y=g(x,y). @) (233)
. .. .. of dg . .. '

Teorem 2.7 (Bendixson Kriteri) 3;+-3; ifadesinin 6zdes olarak sifir olmadif1 ve

isaret degistirmedigi basit baglantih bir DcR? bblgesi varsa; (2.35), D iginde
kapal1 orbit igermez.
Tanit igin [9]’a bakimz.
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Baglantili bolge, tek bir parga iginde olan bir kiime olarak diisiiniilebilir.
Yani, kiime igindeki her iki nokta tamamen kiime iginden gegen bir egri ile birbirine
baglanir. Eger herhangibir kiime baglantili ve bu kiimenin sinir1 da baglantih ise; bu
kiime, basit baglantilidir.

2.5 Poincaré - Bendixson Teoremi

Poincaré - Bendixson teoremi, diizlemde limit ¢evrimin saptanabilmesi igin.
bir kriter verir. Bu teorem, diizlemsel dinamik sistemleri anlamak igin yararlanilan
temel bir arag olmasina ragmen, daha yliksek boyutlu diferansiyel denklemler igin bir
genellemeye sahip degildir. Bu altb&liime, Poincaré - Bendixson teoreminin
anlagilmasi igin gerekli goriilen yardimci tamimlarin verilmesi ile baglanacaktir.

2.5.1 Limit Kiimeler

f:W —> R", W cR" agik kiimesi iizerinde C! simfindan bir fonksiyon olmak

{izere (2.36) sistemi ele alinsin,
x =1(x). (2.36)

Tamum 2.18 (@ - Limit Noktasy) lim¢, (x) =y olmasini saglayan bir t, — oo dizisi
varsa; ye W, xe€ W’nin bir @ - limit noktasidir.

Tanim 2.19 (® - Limit Kiimesi) o - limit nokta olan tiim y degerlerinin olusturdugu
kilme, o - limit kiimesi olarak adlandirilir, L (y).

Tanum 2.20 (o - Limit Noktas)) lim¢, (x)=y olmasm saglayan bir t, — —oo
dizisi varsa; y € W, x € W’nin bir o - limit noktasidur.

Tamm 2.21 (o - Limit Kiimesi) o - limit nokta olan tiim y degerlerinin olusturdugu
kiime, o - limit kiime olarak adlandinthir, L_(y).

Limit kiimelere baz1 6rnekler verilebilir. Ornegin x°, asimptotik kararh bir
denge noktasi ise, gekim bolgesindeki her bir noktamn @ - limit kiimesidir. Her

denge noktasi, kendisinin ® - limit kiimesi ve o - limit kiimesidir. Kapali bir orbit,
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tizerindeki her noktanin @ - limit kiimesi ve o - limit kiimesidir. Poincaré -

Bendixson teoremi, diizlemde denge igermeyen siki (“compact™; kapal1 ve sinrli) bir
limit kiimenin, kapal: bir orbit oldugunu séyler.

2.5.2 Poincaré - Bendixson Teoremi

Teorem 2.8 (Poincaré - Bendixson Teoremi) Denge noktasi icermeyen C!
sinifindan diizlemsel dinamik sistemin bos olmayan siki (“compact™: kapali ve
strh) kiimesi, kapali bir orbittir.

Tamit i¢in [12]’ye bakiniz.

2.5.3 Limit Cevrimler

Tamm 2.22 (Limit Cevrim) Limit ¢evrim kapali bir orbittir. Oyleki baz1
xe v i¢in, ycL,(x) veya yc L,(x) dir. ilk durumday, @ - limit gevrim; ikinci

durumda ise o - limit ¢evrim olarak adlandinlir.
2.6 Poincaré Déoniigiimleri

Poincaré déniisiimii ile, n boyutlu siirekli zamanh sistemin incelenmesi, (n-1)
aynk zamanli sistemin incelenmesiyle yerdegistirir. Bu yOntemin sagladig
avantajlar su sekilde siralanabilir.

1) En azindan bir degisken elendiginden, bu doniislim daha diigiik boyutlu bir
sistemin incelenmesine neden olur.

2) Periyodik ¢6ziimiin varligi, Poincaré fonksiyonunun sabit noktasin varligina
indirgenir.

Periyodik ¢ziimlerin kararlih ile ilgili bir yorum getiren karakteristik ¢arpanlardan
(karakteristik garpanlar “Floquet » ¢arpanlar olarak da bilinir) bahsedebilmek igin,
periyodik bir orbit civarindaki Poincaré déniisiimiinden kisaca bahsedilecektir.
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2.6.1 Periyodik Bir Orbit Civarindaki Poincaré dniigiimii

f:U - R", UcR" agik seti izerinde C" olmak tizere,
x=f(x), xeR" 2.37)

diferansiyel denklemi g6z Oniine alinsin ve ¢(t,’), bu denklemin drettii akigt
gostersin.  x, € R", periyodik orbitin gegtifi herhangibir nokta olmak izere;
(2.37)’nin, periyodu T olan ve ¢(t,x0) ile gosterilen periyodik bir ¢6zlimiiniin
oldugu varsayilsin ( yani ¢(t+T,x,) =6(t,x,) ). X, X0 noktasinda vektor alanma
capraz (“transverse™) (n-1) boyutlu bir ylizey olsun. “Capraz” kelimesinin anlami:
n(x), X’mn x noktasinda normal vektdrli olmak {izere ve ., vektdr carpanim
gostermek iizere; f(x).n(x)#0 olmasidir. V<X olan bir agik kiime bulunabilir;

Oyleki V agik kiimesinde baglayan ¢6ziimler, degeri T’ye yakin bir zaman siiresinden

sonra Y,’ya déner. Poincaré doniigiimii,

P.V—Z,

x - o(1(x),x) (2.38)

seklinde tammlanir. t(x), x’in X’ya ilk déniis zamamdir. P(x,)=x, ve t(xo) =T
dir. P’nin sabit noktasi, (2.37)’nin periyodik orbitine karg: gelir ve bu sabit noktanin
periyodu, k dir.

Olduk¢a kapsamli olan Poincaré déniiglimleri, bu ¢alismanin ana konusunu
teskil etmediginden; yukarida verilenler bu konu igin yeterli goriildii. Bu konu ile
daha fazla bilgi edinmek igin, [15], [16], [17], [13], [12] ve [14] yayinlan

incelenebilir.
2.6.2 Periyodik Céziimlerin Kararhihg: Karakteristik Carpanlar

% =f(x,t)’nin periyodik bir ¢6ziimiine iligkin Poincaré fonksiyonu, P()
olsun. x - P(x) doniistiminiin x" sabit noktasimn kararlihigs, P(-)’nin x"*da
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dogrusal esdegerine bakilarak incelenebilir;

5x,, =DP(x").8x, =D,.5x,. (2.39)

'Dp’nin dzdegerleri my, periyodik ¢dzlimiin karakteristik garpanlar1 olarak
adlandinlir. Denge noktasin 6zdegerlerine benzer sekilde, karakteristik garpanlarin
kompleks diizlemdeki yeri, sabit noktanin kararliliim belirler.

Teorem 2.9 (Periyodik Céziimlerin Kararliligi) Eger lm,l <1 ve X, periyodik ¢6ziime

capraz ise; periyodik ¢6ziim asimptotik kararlidir.
2.7 Sanki Periyodik Coziimler

Tanim 2.23 (Sanki Periyodik Coziim) Sanki periyodik bir ¢6ziim, periyodik

fonksiyonlarin sayilabilir toplami olarak ifade edilmelidir,

x(t) = Z,h,(t). (2.40)

(hi(t), T; periyoduna sahiptir) ve asafida verilen iki 6zelligi saglayan sonlu sayida
taban frekansindan olugan bir kiime olmaldir, {f,...f,}. 1) Bu kiime lineer
bagimsizdir. Yani k,f, +...+kpf'p =0 ifadesini saglayan sifirdan farkli bir tamsayilar

kiimesi yoktur. 2) {k,,...,kp} tamsayilar kiimesi olmak tlizere, fi, her i igin

f,= klf',+...+kpf‘p| seklinde verilir, [18].

Yani sanki periyodik bir ¢8ziim, her birinin frekansi, sonlu bir kiime olugturan
taban frekanslarmmin gegitli toplam ve farklan cinsinden yazilabilen periyodik
dalgalarin toplami seklindedir. Sanki periyodik bir ¢6ziim, p taban frekanslarinin
sayis1 olmak {izere, p - periyodik olarak adlandinilir.

Pratik bir gorils agisindan kaos, yukandaki dinamik sistem davraniglarindan
higbiridir. Yani ne bir denge noktasidir, ne periyodiktir ve ne de sanki periyodiktir.

Boliim 3°te kavramsal kaos tanimi, bu tammin anlagilmasi igin gerekli

matematiksel araglarin incelenmesinin ardindan sunulacaktr.



BOLUM 3

KAOS VE GARIP CEKICILER

Bu boliim, kaotiklik tamminin anlagilmas: igin gerekli degismez kiime,
gezgin olmayan (“nonwandering”) nokta, gekici kiime, gekici kiimenin gekim bélgesi
ve tuzak bolgesi 6n tammlannin 3.1°de verilmesi ile baglayacaktir. Bu tanimlarin
ardindan kaos altbsliim baghig: altinda, vektor alanlan ve déniigiimler igin topolojik
gecislilik, gekici (“attractor”) ve ilk kosullara duyarlik tanimlari verildikten sgnra,’
kaotiklik tamimi vektdr alanlari ve doniiglimler i¢in sunulacak ve kaotik sistexéllere
birkag drnek verilecektir. Bu irdelemelerin ardindan, B6liim 3.3’te garip gekicinin

(“strange attractor”) tammu iizerinde durulacaktir.

3.1 On Tammlar i

i
Tamm 3.1 (Degismez Kiime) S,ScR" ifadesini saglayan bir kiime olsun.

a) (Stirekli Zamanda) Eger herhangi bir x,€ S | i¢in, x(t,0,x,)e S ifadesi tim

te R degerleri igin saglaniyorsa; S’nin x=f(x) vektdr alam altinda degismez

oldugu stylenir.

b) (Ayrik Zamanda) Eger herhangi bir x,€ S igin, g"(x,)e S ifadesi tiim n

degerleri i¢in saglaniyorsa; S’nin x> g(x) doniislimii altinda degismez oldugu

sOylenir.

Tamm 3.2 (Gezgin Olmayan Nokta) Eger asafidaki kosul saglanirsa, x,’a gezgin

olmayan (nonwandering) nokta denir.

a) (Akis) x,’1n herhangi bir U komsulugu igin, t#0 olmak lizere, baz: t degerleri

vardir. Oyleki bu degerler, ¢(t,U)NU =3 kosulunu saglar.

b) (Déniigiim) x,’1n herhangi bir U komsulugu i¢in, n#0 olmak iizere, bazi n

degerleri vardir. Oyleki bu degerler, g*(U)NU =2 kosulunu saglar.
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Tanim 3.3 (Cekici Kiime) A’nin asagidaki kosulu saglayan bazi U komsuluklan
varsa; kapal1 degismez kiime A cR", ¢ekici bir kiimedir.

a) (Akis) Vxe U, V120, ¢(t,x)e U ve ¢(t,x) 2A (3.1)
b) (Doniisim) Vxe U, Vn20, g"(x)e U ve g"(x) S A (3.2)

Tamm 3.4, faz uzayindaki hangi noktalarin, gekici kiimeye asimptotik olarak
yaklagdigim ifade eder.
Tanim 3.4 (Cekim Bolgesi) A’min ¢ekim bdlgesi agsagidaki sekilde verilir,

a) (Akis) Jo(t,U) (3.3)

t<0

b) (Dénisiim)  Jg" (V). (3.4)

n<0

ifadelerde goriilen U, Tamim 3.3’te tamimland.

Tamm 3.5 (Tuzak Bolgesi) Kapali, baglantith M kiimesi, Vt=>0 igin ¢(t,M)cM
kosulunu sagliyorsa, tuzak bolgesi olarak adlandinlir, Vt20 igin ¢(t,M)cM
kogulunun saglanmasiM’nin smirindaki vektdr alanin (dM),M’nin ig¢ bolgesine
dogru yonelmesine esdegerdir. Tuzak bélgesi, ¢ekim bolgesi tarafindan igerilmelidir.
Bu tanim kullanilarak A kiimesi, [ |6(t,M)=A seklinde verilir. Tuzak bélgesi

t>0

tarafindan yakalanabilen orbitleri olugturan noktalar kiimesi, ¢ekim bolgesini
olugturur.

3.2 Kaos

Tamm 3.6 (Topolojik Gegislilik) Herhangi iki U,V < Aagik setleri igin,
asafidaki kogullar saglaniyorsa; kapali defismez A kiimesinin topolojik gegisli
oldugu sdylenir,

a) (Akig) 3te RH¢(t,U)NnV 2D (3.5)
b) (Déniistim) Ine Z 3g"(U)NV = 2. (3.6)
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Tamm 3.7 (Cekici) Bir gekici, topolojiksel gecisli olan ¢ekici bir kiimedir.
R" iizerinde C' (r2=1) smifindan otonom vektsr alanlar ve doniisiimler
diigiiniilsiin,

Vektor Alamm  x =f(x), 3.7
Doniigim x> g(x). (3.8)

(3.7) sisteminin iirettigi akis, ¢(t,x) ile gosterilsin ve bu akigin tim t>0 degerleri
igin varoldugu varsayilsm. Yine AcR", ¢(t,x) altinda degismez kompakt bir
kiime olsun. Yani tim te R deerleri igin, ¢(t,A) ifadesi saglansin. Ve yine
déniistimler iginde AcR", g(x) altinda degismez kompakt bir kiime olsun. Yani
tim ne Z degerleri igin (g(x) tersinir degilse, n 20 altnmahdir), g"(A)cA

ifadesi saglansin.
Tamim 3.8 (Vektor Alanlar igin Ik Kosullara Duyarlik) Herhangibir x c A degeri

ve X’in herhangi bir U komsulugu igin, |¢(t,x)——¢(t, y)l >¢ kosulunu gergekleyen
ye U ve t>0 sayilarmin bulunabilecegi bir £>0 degeri varsa, ¢(t,x) akiginmn
A iizerinde ilk kogullara duyarli oldugu s6ylenir.

Tamm 3.9 (Déntistimler igin ik Kosullara Duyarlik) Herhangibir xc A degeri ve
X ’in herhangibir U komsulugu i¢in, Ig“ x)-g" (y)l >¢ kosulunu gergekleyen ye U
ve n>0 sayilarinin bulunabilecegi bir € >0 degeri varsa, g(x)’in A lizerinde ilk

kogullara duyarl oldugu s6ylenir.
Tamim 3.10 (Vektor Alanlan igin Kaotiklik) A, asafidaki kosullar saglandif takdirde

kaotiktir,

1) ¢(t,x), A tizerinde ilk kosullara duyarhdir,

2) ¢(t,x), A iizerinde topolojik gegislidir.

Bazi yazarlar, 6rnegin [19], bu tamma 3. sartida kogmustur,

3) ¢(t,x)’in periyodik orbitleri A iginde yogundur.

Tanim 3.11 (Ddniisiimler icin Kaotiklik) A, asafidaki kosullar saglandifn takdirde

kaotiktir,
1) g(x), A iizerinde ilk kosullara duyarhdir,
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2) g(x), A iizerinde topolojik gegislidir.

Bazi yazarlar, rnegin [19], bu tamma 3. sartida kogmusgtur.

3) g(x)’in periyodik orbitleri A i¢inde yogundur.

[14], her iki tamm iginde 3. maddeyi sart kogmamigtir; buna ragmen bu maddenin

6nemini ve kaosla olan iligkisini agiklamistir.

(3.10) ve (3.11) tammlarinda verilen 8zelliklerin hepsini degil; fakat birkagim
saglayan bir 6rnek su sekilde verilebilir.
Ornek 1) a>1 olmak tizere, R! {izerinde (3.9) ile verilen vektor alan1 g6z éniine

alinsin,

x=ax, xe R". (3.9
(3.9) tarafindan iiretilen akis,

o(t,x) = e™x (3.10)

seklindedir. (3.10) denkleminden asagidaki yargilara varilir.

1) ¢(t,x), peiryodik orbite sahip degildir.

2) ¢(t,x), sik1 olmayan (0,00) ve (—o0,0) kiimelerinde topolojik gegislidir.

3) ¢(t,x), R! tizerinde ilk kosullara agin1 duyarlhidir, [14]. Cinkiéi x,#x, olmak
tizere herhangibir x,,x, € R' igin,

[0(t,x,) - 0(t,x,)| = e*fx, x| | 3.11)

saglanir. Bdylece herhangi iki nokta arasindaki fark, zamanda tistel olarak artar.
Verilen &rnek, kaotiklik i¢in Tamm (3.10) ve Tanmim (3.11)’in tamamen

saglanmasi gerektiginin Snemini vurgular.



28

3.2.1 Kaotik Sistemlere Ornekler

Kaos, pek ¢ok farkli aragtirma alanlarinda gézlemlenmigtir. Kaos sergileyen
dinamik bir sisteme &rnek verilmek istenirse, belli bir tiir popiilasyonunun uzun terim
davramigin1 inceleyen popiilasyon biyolojisi g6z oOniine alinabilir.  Biyologlar,
popiilasyon degisimlerini silirekli veya ayrik zamanda ifade edebilmek igin
matematiksel modeller olugtururlar. Popiilasyonun baz limit degerleri oldugunu farz
eden bdyle bir model [19]°da

dp
3¢ =P(L-P) (3.12)

seklinde verilir. P, popiilasyonun biiyiikliigiinti; L, P’nin alabilecegi maksimum
degeri ve r, degeri gevre sartlarina bagh olarak degisen bir parametreyi gosterir. Bu
diferansiyel denklemin ¢6ziimii, (3.13)’te verilmistir.

LP,e'™

L-P,+P,e'" (3.13)

P(t) =

Py, baglangigcdaki popiilasyon degerini gosterir. Bu model periyodik bir davranig
gOstermedigi gibi bagka herhangibir diizensiz degisim de g6stermez. Buna ragmen
bu modele paralel

P(n+1) = rP(n)(L - P(n)) (3.14)

fark denklemi , siirekli karsilig1 kadar basit bir dinamige sahip degildir. Hakikaten
bu fark denklemin dinamigi heniiz tam olarak anlasilamamigtir. Bundan bagka bu
sistem, ¢ok boyutlu dinamik sistemlerin sergiledigi patolojilere sahiptir. Bu nedenle

P(n+1)=rP(n)(L-P(mn)) fark denklemi, en temel dogrusal olmayan dinamik
sistem olarak diigiiniiliir.  (3.14) egitlizi x(n)=P(n)/L kullamlarak normalize

edilebilir,
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x(n+1) =rx(n)(1-x(n)). (3.15)

Bu ¢aligmada lojistik doniigiim olarak bilinen (3.15) esitliinin dinamik &zellikleri
{izerinde genis ¢apta durulmusgtur.
Lojistik doniigtimden bagka kaos sergileyen doniigtimler de vardir.

3.2.1.1 Cadir (“Tent”) Déniigiimii

2rx(n),  0<x(n)<1/2

x(n+1) ={2.-(1-;:(1[1)), 1/2<x(m) <1 (3.16)

seklinde tanimlanan g¢adir donlisimiiniin grafigi, r=1 degeri igin Sekil 3.1°de

verilmistir.

¥

1
0.8
0.6
0.4
0.2

N,
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.1 Cadir doniistimii.

3.2.1.2 Testere Disi ( “Sawtooth”) Doniisiimii

rx(n), 0<x(m)<l/r
3.17)y

x(n+l)=y r 1
-:l—(x(n)—--;), 1/r<x(n)<1

seklinde verilen testere disi doniiglimiiniin grafigi r=2 degeri igin Sekil 3.2’de
verilmigtir.
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¥
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Sekil 3.2 Testere digi dontigtimii.

3.2.1.3 Siniis Doniigtimii

Belli parametre degerleri igin kaos sergileyen sintis déniiiimil,

x(n+1) = a[x(n)]’ sin( x(n)) (3.18)
seklinde verilir.

3.2.1.4 Oteleme Déniigiimii

Tanim 3.12 (Dizi Uzayi) 3, ={s=(sos2s3...)|sj =0 veya 1} seklinde
tammlanan 3,, 0 ve 1 sembolleri fizerine dizi uzayi olarak adlandinlir. Y,,’nin
elemanlar, (000...) veya (0101...)’e benzeyen sonsuz dizilerdir. Daha genel olarak
Y., 0 ve n-1 arasindaki tamsayilardan olusan sonsuz dizilerden meydana gelir.

Tamm 3.13 (Oteleme Déniigiimil) c:X, >3, dteleme  doniistimil,
O (8,8,8,...) = (8,8,8,...) seklinde tammlamr ve stireklidir.

so, 0 veya 1 olabilir. Bundan dolay1 6, X, nin ikiye - bir déniigiimiidtir. Oteleme
doéniigiimii su 6zelliklere sahiptir:

i) Miimkiin olan tiim periyotlara sahip sayilabilir sonsuzlukta periyodik orbitler

igerir;
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ii) Sayilamayan sonsuzlukta periyodik olmayan orbitler igerir ve

iii) Yogun orbit igerir. Yani bir sembol dizisinin baz: tekrarlamalari, 3.,’de verilen
herhangibir sembol dizisine geligigtizel yakindir.

Yani ¥.,,, o igin kaotiktir.

Testere digi dontistimii, ikili agilim kullamilarak yorumlandiginda, 6teleme
donligiimii olarak adlandinhr. Oteleme doniisimiintin Tamm 3.11°de verilen
ozcllikleri sagladifn, Bolim 4.6’da gosterilecektir.  Yerdegistirme 6zelligi
yardimiyla, testere digi doniiglimiiniin tekrarlamalarina indirgenebilen ¢adir
déniistimii i¢in; kaosun &zellikleri, 6teleme doniistimiiniin ikili agihm kullanilarak
ifade edildiginde testere digi doniiglimiine olan &zdegliinden dolayi, 6teleme
doniigiimii yardimiyla ortaya g¢ikarilacaktir. Bdylece lojistik doniigiimiin, ¢adir
d6nligimiine 6zdeslifinin Boliim 4.6°da gosterilmesiyle; kaosun &8zelliklerinin
lojistik doniigiim icin de saglandif: gergedi ortaya ¢ikarilmig olacaktir.

3.2 Garip Cekiciler

Garip ¢ekicilerin varlifindan séz edebilmek igin yitirgen (dissipative)
dinamik sistemler g6z 6niine alinmalidir. Bu sistemlerin en belirgin 6zelligi enerji
kaybetmeleridir. Garip g¢ekiciler, oldukca kompleks ve kaosun tiim igaretlerini
sergileyen yitirgen sistemlerin son durumunu karakterize eden desenlerdir.

Tanim 3.14 (Garip Cekici) A € R"’nin bir gekici oldugu farz edilsin. Bu
durumda A kaotikse, garip ¢ekici olarak ¢agrlir.

Buna benzer formal tamimlar, [20] ve[21])’de bulunabilir. Salt matematiksel olarak
sunulan bu ifadelerin anlagilabilirligini arttirmak hedefiyle garip ¢ekicilerin tanimi,
matematiksel araglari sézle ifade eden climlelerle asagidaki gibi tekrar verilmistir.

Eger asagidaki 6zellikleri saflayan bir M kiimesi varsa; diizlemin simrl1 bir

A altkiimesi, g doniisiimii igin kaotiktir ve garip gekicidir.
i) Cekici: M, A’min komgulugundadir. Yani A’nin her (x,y) noktasi i¢in, M’de
icerilen (x,y) merkezli kiigiik bir disk vardir. Bu, A’nin M iginde olmasim
gerektirir. M bir tuzak bolgesidir. Oyleki M’de baglayan her orbit, tiim iterasyonlar
i¢in yine M’dedir. Bundan bagka orbit A’ya yakin kalir ve istenildigi kadar A’ya
yaklastirilabilir. Yani A, bir gekicidir.
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i) Duyarlik: M’de baglayan orbitler ilk kogullara duyarlik gosterir. Bu é6zellik, A’y1
kaotik bir gekici yapar.
iii) Fraktal: Cekici, pargali bir yaptya sahip oldufundan; garip ¢ekici olarak
adlandirilir.
iv) Topolojik Gegislilik: A, iki farkli gekiciye pargalanamaz. M’de dyle baslangig
kosullar1 vardirki; bunlarin {irettii orbitler, A’min herhangibir bagska noktasina
geligigiizel sekilde yakindir.

Eger verilen bir sistemin garip bir ¢ekiciye sahip oldufu tanitlanmak
isteniyorsa, agagidaki adimlar takip edilebilir.
Adim 1) Faz uzayinda bir M tuzak bélgesi bulunur.
Adim 2) M’nin kaotik degismez bir A kiimesi igerdigi gosterilir.
Adim 3) Bu iki adim dogrulandig: takdirde, Q¢(t,M) = A cekici bir kiimedir ve

t>

daha fazlas1 A c A ifadeside saglanir. Boylece A, ilk kosullara duyarliga sebebiyet
veren bir mekanizma igerir. Yani A’min garip bir gekici oldugu sonucuna ulasmak
i¢in yalnizca agagida verilen iki 6zelligin dogruluunun gésterilmesi yeterlidir.
1) A lizerindeki ilk kosullara duyarhik, A’ya genisler.
2) A, topolojik gegislidir.

Garip ¢ekicilerle ilgili, asagida verilen alanlarda oldukga detayli ¢aligmalar
sonunda ortaya ¢ikarilmig 6zellikler vardir.
1) Tek Boyutlu Tersinir Olmayan Déniigtimler Bu doniiglimlere, b bir parametre

olmak {izere,

x> ux(1-x) (3.19)
veya
xPHxi-u (3.20)

ornek olarak verilebilir. Okuyucu, [22], [23], [24] ve [25], ve yayinlarina
bagvurabilir.
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2) iki Boyutlu Déniigiimlerin Hiperbolik Cekicileri [26], [27] ve [29], Tamim 3.11°i
saglayan hiperbolik gekici kiimelerle ilgili yapay 6rnekler olugturmuglardir.

3) Lorenz Benzeri Sistemler Son birka¢ yilda Lorenz denklemlerinin garip bir
¢ekiciye sahip oldufunu tanitlamaya dair biiyiik ilerlemeler saglanmugtir.
Okuyucu,[29], [30], [31] ve [32] eserlerine bagvurabilir.

4) Hénon Déniigiimii Bu d6niiglim, . ve € parametreler olmak iizere,

x>y,
Yio—ext gy, (3.21)

seklinde verilir. Kiigitk € degerleri i¢in bu doniiglimiin garip bir gekiciye sahip
oldugu [33]’te tanitlanmugtir.

Garip ¢ekici problemi, hala tam anlamiyla ¢éziimlenememigtir. Problemin
¢bziimlenebilmesi igin, ¢gok boyutlu dinamik sistemlerle (vekt6r alanlan igin iigten
bilyiik boyutlu; doniigimler i¢inse ikiden biiyiik boyutlu sistemlerle) ilgili detayh
¢aligmalara ihtiyag vardir. Cok boyutlu sistemlerde kaotik davrang sergileyen gesitli
6rnekler,[34]’te bulunabilir.

Garip gekici tanmu ile sinirlanan bu altboéliimiin, Chua ve Lorenz sistemlerinin

Béliim 5°te irdelenmesiyle daha iyi kavranacagina inaniyoruz.



BOLUM 4

LOJISTIK DONUSUM ICIN DUYARLIK, TOPOLOJIK GECISLILIK
VE PERIYODIK ORBITLER

Kaotik davramgm onemli bir 6zelligi olan duyarhgm, x ~> 4x(1-x) lojistik
doniligiimii i¢in, nimerik olarak elde edilen grafikler yardimiyla agiklanmastyla
baslayacak olan Bolim 4, yalmzca parametrelere duyarligm, kaotik davramsa neden
olamayacagmm, x > 1L5x dogrusal doniigiimii igin gdsterilmesiyle devam edecektir.
Daha sonra hata geligiminin, x > 4x(1-x) lojistik déniisiimii igin analiz edilmesiyle
varilacak olan ve kaotik davramigmn 619ﬁ11ﬁesini olanakh hale getiren Liapunov
iistellerinden s6z edilecektir. Bu incelemenin ardindan, x > 4x(1-x) déniigiimiiniin
topolojik gegisli oldugu ve yogun periyodik orbitlere sahip oldugu, niimerik olarak
verilen tekniklerle sunulacaktir. Niimerik olarak bulunan periyodik orbitlerin aslinda
smirth prezisyondan kaynaklandifi, prezisyon arttinldiginda, diigiik prezisyonda
varolan periyodik orbitlerin kayboldugu ve yenilerinin olugtugu belirtildikten sonra,
niimerik ¢aligmalarda nasil bir mekanizmanm yapay periyodik orbitlere neden oldugu
iizerinde durulacaktir. Niimerik olarak bulunan sonuglarm agiklanmasmmin ardindan,
kaotikligin ii¢ 6zelligini saglayan, bagka bir deyisle kaosu yaratan temel iglem olarak
yorumlanan “yogurma” olaymdan s6z edilecektir. Yogurma igleminin, gekme -
katlama seklinde yorumlanmasi, ¢adir déniigiimiiniin tanimmm yapilmasma; bu iglemin,
¢ekme - kesme ve yapigtirma geklinde yorumlanmasi ise testere - digi dontigiimiiniin
tanmumn yapilmasma neden olacaktir. Ardindan, ¢adwr dénigiimiiniin kaosun g
ozelligini sagladifi, kaosu yaratan temel mekanizmalardan biri olan ve testere - disi
doniligiimiiniin, kendine argiiman olan saymin ikili a¢im digiiniilerek
yorumlanmastyla tammlanacak olan Gteleme doniigiimii yardmmyla gosterilecektir.
Bu incemelerin ardindan, diizgiin yogurma iglemine kargi gelen gadir doniiglimii ile
diizgiin olmayan yogurma iglemine karg1 gelen lojistik déniisiimiin esdegerligi, cadir
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d6niigtimiintin, testere-disi doniiglimti kullamlarak ikili sayilar i¢in yeniden

tammlanmasiyla verilecektir.

4.1 ik Kogullara Duyarhk

Lojistik donfiglimiin i¢ farkli sekli, xF>x’+¢, pH> p+rp(1—p) ve
x> ax(1-x) olan bu denklemler, ¢=—-2, r=3 ve a=4 degerleri igin kaotik bir
davramis sergilerler. Sekil 4.1, a =4 ve X, =2027 degerleri i¢in x> ax(1-x)
lojistik doniigimiiniin davramigim gosterir.  Sekilde yatay eksen, doniigiimiin
tekrarlanma sayisini; diisey eksen ise x degerini gésterir. Kiigiik bir aralik digindaki
genlik degerlerinin tahmininin oldukca zor oldufu gériilmektedir. Grafige bakilarak
emin olunulan tek gey, genligin 0 ile 1 arasinda kalmasidir; 0<x<1ve 0<a<4
oldugu miiddetge x > ax(1—x) ifadesinin genligi 0 ile 1 arasinda kalir,

oo | VV\N

iy AN

20 40 60 80

n
Sekil 4.1. x,=2027ilk kosulu ve a = 4 parametre degeri igin lojistik d6niiglimiin
zaman serisi.

Ay formiil ile ¢izilen Sekil 4.2°de, a degeri 3.742718 olmak iizere, yine
aym x, =2027 baslangig¢ kosulu ele alindi. Grafikten x degerinin, her 5. veya 10.
tekrarlamada aym genligi aldifn goriilmektedir. Bilgisayarla yapilan niimerik
hesaplarla periyodun gergekte 20 oldugu bulundu. Bu farklibk, grafik gizilerken
yapilan kagimlmaz yuvarlatma hatalarindan kaynaklanmaktadur. Burada
gdzlemlenilen, niimerik hesaplar ile teorik hesaplarin birbirinden farkli oldugudur.
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Sekil 4.2. x,=2027 ilk kogulu ve a = 3.742718 parametre degeri icin lojistik
déniiglimiin zaman serisi.

Sekil 4.3te, a = 2.75 degeri ve x, = 022 ve x, = 0.12baglangig kogullar1 i¢in
démiigiimiin ayni son duruma yakmsadig goriilmektedir. Bu, parametrelerine duyarh
olmayan, kararh bir sisteme 6rnek olarak verilebilir.

Tek bir noktaya yakinsama olayl, grafiksel tekrarlamayla da goriilebilir.
Grafiksel tekrarlamanm nasil yapildigma dair bir agiklama yapmak yararh olur. x,
degerinin bir sonraki tekrarlamada aldig1 x; degeri, xo’dan parabole dik ¢ikilarak
bulunur. Fonksiyonun, x; degerini nereye gétiirdiigtinii bulabilmek igin, x; degerinin
x eksenine tagmmasi gereklidir. Bunu yapmanm en iyi yolu ise y=x eksenini
kullanmaktir. Yani xo’m bir sonraki tekrarlamada aldig1 x; degeri, xo’dan parabole dik
¢ikilarak bulunur. Bulunan bu x; degerinden y=x eksenine gidilirse, x; degerinin x
eksenine taginmas: gergeklestirilmis olur. Daha sonra x; degerinden parabole dik
gikilarak x, degeri bulunur. Isleme bu sekilde devam edildigi takdirde limit kiime elde
edilir.

Sekil 4.4’te, yalmi x, = 0.22 ilk kosuluyla iiretilen orbitin degil, aym1 zamanda
x,—0015 ve x,+0015 arahfmda iirettilen tiim orbitlerin de tek bir noktaya
yakmsadigi goriilmektedir. Bu grafiklerde gozlemlenilen gey, belirli bir arahktaki tiim
ilk kogullarla tek bir degere yakinsandigi olayidir, Bununla birlikte arahktaki tiim
degerlerin, ayn1 son duruma yakmnsadigt gézlemlenebilir. Bu, kararliliga bir 6rnektir.
Bayle bir olay kaotik sistemlerde gériilmez.
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Sekil 4.3. a =2.75 degeri i¢in O ve 1 arasindaki tlim ilk kosullar ayn1 son duruma
yakinsar. (a) x¢ = 0.5 ilk kosulunun 0.64 noktasina yakinsamasi. (b) xo = 0.3 ilk
kosulunun 0.64 noktasina yakinsamasi.

Lojistik doniistimde a parametresi, 3°ten bilyiik olacak sekilde
degistirildiginde, sistemin davramg§1 oldukga farklilagir. a parametresi 3’ten kiigiik
oldugunda tek bir degere yakinsayan doniigiim, a = 3 deZerinden itibaren, hangisine
varilacagini baglangic kosullarinin belirledigi iki farkli degere yakinsar. Sistemin
kalic1 durum davranisi bu durumda iki nokta iken, a parrametresi bu noktadan sonra
artinldifinda, sistemin kalici durumu 4, 8, 16, 32,... farkli degerden olusur. a
parametresi 3.8’den biiyiik oldugunda periyot ikilenmesi kaybolur ve rasgele segilen
bir xo baslangi¢ degerinin lojistik doniliglim altinda lirettiZi orbit rasgele goriiniislii
olur. Yani sistemin bu noktadan sonra davranigi tamamen kaotiktir.
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Sekil 4.4. (a) a = 2.75 parametre degeri ve xo = 0.22 ilk kosulu i¢in déniigtimiin
kararli tek bir noktaya yakinsamasi. (b) a =2.75 parametre degeri, xo - 0.015 ve
Xo + 0.015 degerleri i¢in doniigiimiin kararl: tek bir noktaya yakinsamasi.

4.1.1 Kiigiik Hatalarm Duyarhk Ozelliginden Dolay1 Giiglenmesi

Kaotik davramgin 6nemli bir 6zellifi olan duyarlik, a parametresinin 4
yapilmasiyla agiklanacaktir. Parametrelere karsi olan duyarlik, en kiigiik hatalarin
bile bilylimesine neden olur. $ekil 4.5'den goriildiigli gibi ¢ok kiiglik bir aralik,
doniliglimiin daha birkag tekrarn  sonucunda gozardi edilemeyecek derecede
biiylimiigtiir. Tekrarlama sayisi arttirildiginda, [0,1] araliinin tiimiiniin kapsandig

goriiliir.
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Sekil 4.5. Cok kiigiik bir araligin tekrarlamalar sonucunda oldukga genis bir bolgeye
yayilmasi.

Yukarida yazilanlar 6zetlenecek olursa, efer parametrelere duyarlik soz
konusuysa, geligigiizel segilen ¢ok kiigiik bir aralik, doniiglimiin tekrarlanmasi
sonucunda ©nemli derecede genisler ve bu, ilk kosullara asir1 duyarlik olarak
adlandirilir. Daha ileri giderek burada tartigilan x - 4x(1—-x) lojistik doniistim igin,
segilen herhangibir araligin, tekrarlamalar sonucunda tiim [0,1] aralifina

genisleyecegi sdylenebilir.
4.1.2 Dogrusal Déniigiime Bir Ornek

Duyarlik, kaotik davramigin g6zlenebilmesi igin gerekli bir 6zelliktir. Buna
ragmen yalnmizca bu ozellik otomatik olarak kaosa neden olmaz. Bagka bir deyisle
parametrelerine duyarli fakat kaotik olmayan sistemler vardir. X > ¢x basit ifadesi,
¢>1 oldugunda parametrelerine duyarli, fakat kaotik olmayan bir sistemi tamimlar.
Verilen bir x¢ ilk kosulu, déniigiimiin n kez tekrar1 sonunda x(n)=c"x, degerine
esit olur. Isleme u,=x,+E, ilk koguluyla baslandiginda, n tekrarlamadan sonra
déniigtimiin aldifn deger, u(n)=c“(x0+Eo) olur. E, =¢ olarak alimirsa, hatanin n
tekrarlama sonunda ulagtif1 deger,

E(n) = u(n) - x(n) =c"(x, +€) —c"X, =c"€ 4.1
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seklindedir. Herhangibir € sapmasi, ddmiigiimiin her tekrari sonunda ¢ > 1 ¢arpam
ile biyiir. Yani sistem duyarlidir; fakat kaotik degildir. x > 1.5x dogrusal sisteminin
duyarlipi, Sekil 4.6'dan goriilmektedir.

L
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Sekil 4.6. Dogrusal sistemlerdeki duyarligin x> 1.5x dogrusal dniigiimil igin
incelenmesi.

4.1.3 Lorenz'in Yaklagim

Unlii bir meterolojist olan Lorenz; kaotik sistemlerin duyarligini, lojistik
doniistim ile dogrusal doniigiim arasindaki farki kullanarak tammlamigtir,[37].
Kaotik bir déniiglim altinda, verilen ilk kosuldan gok kiigitk bir sapma ile isleme
baglandiinda elde edilen isaret, gergek isaret ile aym genlikte olacaktir. Bu olay
bagka sekilde ifade etmek gerekirse; doniigiimiin birka¢ tekrarindan sonra, hatanin
genligi, gercek isaretinin genlii ile aym derecede olacaktir.

x(n+1) =4x(n)(1-x(n)) lojistik dntistimii igin, ilk kosul xo=0.202 olarak
alinsin ve sapma degeride € = 10 olarak segilsin. Bu sapma degeri ile .202 ilk
kosuluna ¢ok yakin olan .202001 degeri elde edilir. Sekil 4.7'de Iu(n)—x(n)l'e karg1
gelen seriler goriilmektedir. Ik 15 tekrarlama icin bu fark, sifirdan ayirt
edilemeyecek kadar kiigiiktiir. Fakat belli bir kritik genlikten sonra aradaki farkta bir
artma olmakta ve bu fark, tekrarlama sayis1 arttik¢a, orjinal igaret ile ayn1 genlige
ulagmaktadir. Bu, kaotik sistemlerde g6zlemlenen tipik bir davramgtir.
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Bu hata gelisimine zit bir karakteristik gosteren x(n+1)=cx(n) dogrusal
déniigiimiinde hata, gergek degerlerle uyumlu olarak artar ve bagil hata,

1 = —8— = sabit (4.2)

seklinde verilir.

4.1.4 Hata Gelisiminin Analizi

Yukarida tanimlanan ilk kosullara agiri duyarlik, tiim kaotik sistemlerin
kesinlikle sahip oldugu bir &zelliktir. Kesfedilmis nicelikleri Slgebilmek igin bir
takim teknikler gelistirmek bilimin 8nemli bir konusudur. Hata yayiliminin, burada
tartisildig: gibi olmas1 durumunda bu 6l¢me nasil yapilir?

Baglangigta, basit bir dogrusal sistemi tanimlayan x(n+1)=cx(n)
ifadesindeki hata yayilimi irdelensin. Hata, tekrarlama bagina c faktorii ile artar,

H=c". 4.3)

Dogrusal sistem igin bulunan bu basit kanunun, x(n +1) = 4x(n)(1—x(n)) ifadesi igin
gecerli olmadi Sekil 4.7'de gériilmektedir.

Hatanin 0.1 degerini agtig1 ilk tekrarlama sayisi, gesitli ilk kosullar ve farkli
hata degerleri igin belirlensin ve sonuglar Tablo 4.1'de toplu olarak gosterilsin.
Tablodaki ilk satirdan anlagpilmas: gereken sey: x,=0202 gercek degeri ve
x,, = 0203 hatali degeri ile isleme baslandifinda, doniigiim sonuglarinda aradaki
farkin, 0.1 degerini gegtigi ilk tekrarlama sayisi, 9 ve bu tekrarlama sayis1 sonucunda
E(n) degerinin, E(n) = 025622 oldugudur.
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Sekil 4.7. (&) xXo = 0.6 ilk kogulunun trettigi orbit. (b) yo = 0.600001 ilk kogulunun
iirettigi orbit. (c) Xo = 0.6 ve yo = 0.600001 ilk kosul degerlerinin olugturdugu
orbitler arasindaki farkin mutlak degeri
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Sekil 4.8. (a) xo = 0.6 ilk kogulunun x > 1.5 x d6niisiimii altinda tirettigi orbit. (b)
yo = 0.600001 ilk kosulunun y - 1.5 y doniisiimii altinda tirettifi orbit. (c) xo = 0.6
ve yo = 0.600001 ilk kosul degerlerinin x > 1.5 x doniisiimii altinda olusturdugu
orbitler arasindaki farkin mutlak degeri.

Bagil hatamn tiim zamanlar igin aymi kaldi sekil 4.9°da goériilmektedir.
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Sekil 4.9. x> 15x dogrusal déniigiimii igin, xo = 0.202 ve yo = 0.202001 ilk
kosullan ele alindiginda (y(n) -x(n)) / x(n) degerinin grafigi.

Tablo 4.1. x(n+1)=4x(n){1—-x(n)) lojistik déniistimii igin hata yayilim.

X0 Hata E Adim n Hata E(n) Ustel
0.202 0.001000 9 0.25622 0.61623
0.202 0.000100 11 -0.12355 0.64720
0.202 0.000010 15 0.25730 0.67703
0.202 0.000001 17 0.15866 0.70438
0.347 0.001000 7 -0.12331 0.68781
0.347 0.000100 11 -0.18555 0.68417
0.347 0.000010 15 0.31390 0.69028
0.347 0.000001 18 0.19490 0.67668
0.869 0.001000 8 -0.25072 0.69054
0.869 0.000100 10 0.14068 0.72491
0.869 0.000010 13 0.11428 0.71876
0.869 0.000001 18 0.32095 0.70439

Hatann, tekrarlama bagina ne hizla arttifina dair bir 6lgii tiiretmek amaciyla,

E(n)
E,

=¢" ifadesine degisik bir agidan bakilsin. Yukaridaki deneyde E(n) ve Eq

degerleri sanki dogrusal sistemden geliyormus gibi diisiiniilebilir. Bu, hata gelisimini
niimerik olarak karakterize eden ¢ faktoriinii belirlemeye imkan saglar. (4.1)
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ifadesinin her iki tarafimn dogal logaritmasinin alinmasiyla, bu iglem igin uygun bir

formiil bulunur,

E(n)

B | 4.4

Inc=

Tablo 4.1°de “iiste]” bash@ altinda verilen ifadenin saf tarafi, hata gelisimini
gosteren ¢ sabitinin logaritmasini verir. Ilging olan bu iistel degerlerin tiimiiniin 0.7
civarinda olmasidir. Dolayisiyla ¢ = ¢*’= 2 olur. Yapilan bu deneyin sonucu su
sekilde ifade edilebilir: x(n +1) = 4x(n)(1—x(n)) lojistik déntistimiinde, ufak hatalar,
her tekrarlamada yaklasik olarak 2 ile garpilir.

Bu ifade yeterince kiigiik hatalar i¢in gegerlidir. Yani birim aralik iginde
hatalarin artmadig1 x degerleri vardir. Ornegin 0.5 noktasi civarinda parabol oldukg¢a
diizdiir ve hatalar bastirilir. Diger taraftan birim araligin u¢ noktalarinda hatalar 4
carpanina varincaya kadar artar.

4.1.5 Liapunov Ustelleri

Deneyle gozlemlenen yukardaki olay, Liapunov iistellerinin tanimlanmasina
neden olur. Bu tisteller, xo'in igindeki ¢ok kiigiik hatalarin ortalama biiyiimesini
niteler. Yukarida verilen metodun, x¢ ilk kosulundan bagimsiz gibi goriinmesi
ilgingtir. Hesaplama, daha dogru olarak nasil yapilabilir? Hatadaki ortalama
biiylimeyi hesaplamak igin, Tablo 4.1°de verilen tekrarlama sayisindan daha fazla
sayida tekrarlamalar diigiinmek bir avantaj olabilir. Bu durumda daha ufak E,
hatasiyla baglama zorunlulugu dogmaktadir. Ciinkii hata, her tekrarlama bagina 2 ile
carpilir. Bu, o kadar iyi bir yaklagim degildir. Ciinkii, makine ile ifade edilebilecek
miimkiin en kii¢iik hatayla bile isleme baglansa, ancak biraz daha fazla tekrarlama
yapilacaktir. Yani farkli bir metod diistiniilmelidir. Gelisiglizel segilmis Ep ilk
hatasiyla igleme baglandifi varsayilsin. Bu durumda toplam hata kuvvetlendirme

faktorii [E(n)/E,| asagidaki gibi yazilir,
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lE(n)/ EOI degerini hesaplamak i¢in, tiim bu tek ifadelerin garpilmasi gerekir. Bu ise
bilgisayarda tagma hatasina neden olur. Bu durumdan kurtulmak i¢in, logaritmik
toplamlar diigiiniilebilir,

1, [Ew|_1 l| E(n) Em-1) EQ@)|
n | E, | n |E@-1)E®m-2) E, |

E(k)
ng,ln——’E ] (4.6)

Tekrarlama bagina hata giiclendirme faktérleri nasil tahmin edilebilir?
E(k+1)/E(k) orani, k. tekrarlamada xy iginde olan E(k) ufak hatasinin, sonraki
tekrarlamada ne kadar biiyiiyecegini veya azlacagim tanimlar. E(k+1)/E(k) hata
giiclendirme faktorii, € ufak oldugu miiddet¢e, E(k)=¢ hatasindan bagimsizdir.
Boylece gelisigizel segilen ufak & hatasi kullamlarak E(k+1)/E(k) hata
gliglendirme faktorii, gok kiigiik ilk kogul hatalan Eo icin, [E(k+1)|/e yardimiyla

hesaplanuir,
Bk +1)| = £(x(k) +£) - £(x(K)). @.7

Sonug olarak, Liapunov {istellerini hesaplamak igin, gelismis bir yontem elde

edildi,
E(n) E(k)
4.8
nln E, ng;l £ “8)

Tablo 4.1°de kullamilan ilk kosul degerleri igin, iistteki formiil kullanilarak
bulunan sonuglar Tablo 4.2'de verilmistir. Her tekrarlama igin, 0.001 hatas:
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kullanilmigtir.  Tekrarlama sayis1 arttikga; istel, A(x,)=In2=0.69314 sayisina
yakinsar.

Tablo 4.2. Farkl tekrarlama degerleri igin, ortalama hata gliglendirme faktorlerinden
hesaplanan Liapunov {istelleri.

Tekrarlamalar | x,=0202 X, = 0347 x, = 0.869
10| 0.62475 0.68873 0.72803
100 | 0.69435 0.69360 0.69708
1000 | 0.69368 0.69199 0.69004
10000 |  0.69322 0.69290 0.69337
100000 | 0.69307 0.69306 0.69327

Bu iistellerin daha dikkatli bir analizle 8l¢tilmesi sonucunda, A (x,)=0.693
sayisi elde edildi. Bdylece lojistik doniistim igin, ilk kogullara duyarlik, 6l¢tilmiis
oldu. |

A(xo) Liapunov iisteli, kararsiz, kaotik davramistan; kararli ve tahmin
edilebilir davramisi ayirmak ve bu ozellikleri dlgmek i¢in kullamlir.  Eger
A (Xy) > Okosulunu saglayan A(x,) bliyik bir sayr ise, ilk kosullardaki ufak
degisimlere olan duyarhik da biiyiiktiir. Sonug¢ olarak Liapunov iistelleri, kaotik
davrani1 6lgmek, hesaplamak ve belirlemek igin gerekli araglardan biridir, [35].

4.2 Topolojik Gegislilik

Sekil 4.5'te ufak hatalarin, tekrarlama sayis1 arttikga ne sekilde biiyilidigi
goriildi. Sekil 4.5, biraz farkli bir goriis agistyla da yorumlanabilir: kiiglk bir
araliktaki baglangig kosullar, tekrarlama sayis: arttikga, tiim [0,1] aralifina yayilir.

Topolojik gegislilifi yorumlamanin sezgisel bir yolu da, birim aralifi alt
araliklara ayirmak ve bu araliklardan herhangibirini baglangi¢, digerlerini ise hedef
olarak segerek; belirli bir tekrarlama sayisindan sonra tiim alt araliklara ulagilip
ulagilmadigim kontrol etmektir. Eger sonlu sayida olan bu alt araliklarin tamamina
ulagiimigsa, sistemin topolojik gegisli oldugu sdylenir.
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Yukarida ifade edilen iglem, bir ek lizerinde irdelenebilir. I = [0,1] aral1g,
1/10 uzunluklu 10 alt blgeye ayrlsin,

k-1 k
I, =,:-T6—,1—0—j|,k=1,...,10 ve I,=[01,02] arap: da baslangig olarak segilsin.

L= [0.1,02] aralig1 ile isleme baglandiginda ilk tekrarlamadan sonra, L, Is, Is ve I alt
araliklarini kapsayan [0.360, 0.640] aralif bulunmugtur. Ikinci tekrarlamadan sonra
ise, [0.922, 1.000] aralig1 elde edilir, yani I;o aralifina ulasilir. Segilen baslangi¢
araliginin ii¢ kez tekrarlanmasi sonucu, Ij, I ve I3 alt araliklarim1 simgeleyen
[0.000,0.289] alt aralig1 bulunur. Baslangi¢ kosulunun 4. tekrarinda ise [0.000, 0.822]
araligr bulunur. Béylelikle [0.1, 0.2] ilk kosulu ile, 4 tekrarlamadan sonra 1/10
uzunluklu 10 alt aralifa ulagilmigtir. Tablo 4.12'de, sGylenilenlerin ézeti verilmigtir.
I, yerine bagka bir araliktan igleme baglansayd: veya [0,1] birim aralidi, 10 alt araliga
degilde 100, 1000 veya bir milyon alt aralifa béliinseydi, yine aym sonug ile
kargilagilirdi.

Topolojik gegislilik daha formel olarak su sekilde ifade edilir: sifirdan farkh
olmasi kosuluyla gelisi giizel ufaklikta segilen herhangi iki I ve J agik aralig: igin; I
altaralig1 iginde, itere edildiginde nihayi olarak J altaralifina diisecek noktalar iireten
bir ilk kosul degeri, bulunabilir.

Sekil 4.10, a = 4 i¢in, lojistik doniisiimiiniin topolojik gegisli oldugunu
gosterir.

Tablo 4.3. I,=[0.1,0.2] aralif1 4 kez tekrarlanmas ile, baglangicta belirlenen tiim alt
araliklara ulagilmgtir.

Tekrarlama Aralik Ulagilan Araliklar
n L L i L It Ig I Is Iy Ijp
0 [0.100,0.200] *
1 [0.100,0.200] *ok ok %
2 [0.100,0.200] *
3 [0.100,0.200] *
4 [0.100,0.200] x ok &k ok ok k%
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Sekil 4.10. Herhangibir J alt aralifina ulasan bir ilk kosulun, I alt aralifinda
varolmasi.

4.3 Yogun Periyodik Orbitler

Periyodik orbite neden olan bir ilk kosul ile isleme baglandiginda, birkag
tekrarlama sonunda, tekrar segilen ilk kosul degerine ulagilir. Teorik olarak, her
aralikta periyodik bir orbite neden olan sonsuz sayida deger vardir. Verilen bir alt
aralikta duyarhigin, topolojik gegisliligin ve yoZun periyodik orbitlerin varlig, kaos
i¢in gerekli kogullardir. ,

Periyodu 3 olan orbit tireten sin’ (n/7) = 0.1882550... ilk kosuluyla isleme
baglansin. Bu sayi, bilgisayar aritmetigi ile tam olarak ifade edilemez. Bu sayiy: tek
dogruluklu kayan nokta aritmetidi ile ifade ederken yapilan hata, 0.00000005 dir
(ashinda bu say1 kullanilan makineye baghidir). Bu durumda, doniigiimiin ilk
kosullara olan duyarlifini temel alarak, ne olacad: tahmin edilebilir. Yapilan
hesaplamalar, en fazla 20 tekrarlamadan sonra, periyodu 3 olan g¢evrime yakin
olunacagim ve daha sonra duyarlifin etkisinden dolayr ¢evrimden uzaklagilacagim
gostermistir, [37]. Yani yuvarlatma hatalarindan ve déniisiimiin ilk kosullara olan
duyarligindan dolayl, orbit, gergek periyodik ¢evrimden uzaklagir. Bu, sekil 4.14'te
gorilliiyor. Aym problem, tiim periyodik orbitlere neden olan degerler igin gegerlidir.
Periyodik bir orbit iireten deger, bilgisayarla tam olara ifade edilse bile, ilk
tekrarlamadan sonra meydana gelen yuvarlatma hatasindan ve duyarlihfin yikict
etkisinden dolay1, bilgisayarla hesaplanan orbit, gergek periyodik orbitten uzaklagir.
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Sekil 4.11. sin® (n/7) = 0.1882550 ilk kosulunun iirettigi gercek periyodik orbitten
bilgisayardan kaynaklanan yuvarlatma hatalarindan dolay: uzaklagiimasi.

Sonug olarak, parametrelerine duyarli bir sistemin periyodik orbitlerini

bilgisayarla kesfetmek miimkiin degildir.
4.3.1 Periyodik Orbitleri Ureten Mekanizma

Periyodik orbitlere nasil bir mekanizmanin neden oldugunu kavrayabilmek
amaciyla, kullanilan aritmetigin dogrulugu dramatiksel olarak azaltilsin. Sekil
4.12°de, [ 0,1] araliginin 25 alt aralifa boliindtigii goriilmektedir. Bu &rnekte, v, ile
vn+1 arasindaki degerler, v, degerine kesilmistir. vo ,...,v24 noktalarinin, kesme hatalan
dikkate alinarak, lojistik déniigiim altinda hangi degerleri aldig1 hesaplandifinda,
Sekil 4.12'de goriilen yaklagik parabol elde edilmis ve lojistik déniisiimiin , vy,...,v24
noktalarim doniistiirdiigu degerler Tablo 4.4’te listelenmisgtir.

524 = 0.2083 den 6/24 = 0.25'e kadar olan reel sayilar1 ifade eden vs
tekrarlama degeri su sekilde agiklamir. Lojistik déniistim bu bolgeyi, sinirlar
95/144= 0.6697 ve 3/4 = 0.75 sayilan ile belirlenen bolgeye doniistiirlir. Yani bu
durumda aralifin genigligi, 13/6=2.17 faktorii ile artmugtir. vs degeri, lojistik
doniigiimii altinda v;5s degerine doniigiir. vs ile ifade edilen gergel sayilarin bolgesi,
vis’e daralir. Bu noktadan sonra igleme devam edildiginde va;, v1 , vi9 ve tekrar vis
degeri bulunur. Dolayisiyla periyodu 4 olan bir dizi elde edilir. Sonugta, vy, ile vy

arasindaki degerlerin v,’e kesilmesi sonucu periyodu 3 olan, v3, vip ve vo3 dizisi, vo
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vig sabit noktalann ve periyodu 4 olan vz , vi , vis , Vis dizisi bulunmustur. Bu

gercekler, Sekil 4.13'te 6zetlenmigtir.

Sekil 4.12. Gergek parabol ile déniigiim uygulanmms noktalarm meydana getirmig
oldugu merdiven fonksiyonunu.

Tablo 4.4. 25 farkh noktaya, déniigiim altinda karsilik gelen noktalar.

0 0 {5 15 (1023 1522|2013
1 3 16 18 |11 23(16 2121 10
2 7 |7 19 122417 1922 7
3 10(8 21 132318 18,23 3
4 1319 22 {1423 |1915(24 O
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Sekil 4.13. Oldukca diigiik dogruluklu aritmetigin dért farkli uzun terim davramigma
neden olmast

Yani bilgisayarla gozlemlenen orbitler, smirli prezisyondan kaynaklanan yapay
orbitlerdir. Kullamlan aritmetigin dogrulugu arttinldiginda, varolan periyodik orbitler
kaybolur ve yenileri olusur. Periyodik orbitlere neden oldugu sdylenilen mekanizma,
kayan nokta aritmetigi kullanildigmda da gegerlidir. x> 4x(1-x) lojistik
doniigiimiiniin tekrarlamalart sonucu meydana gelen orbitler, kullanidan smirh
prezisyonlu aritmetikten dolayr birbiri iizerine diiser ve birka¢ periyodik g¢evrim

hayatta kalir.
4.4 Kaosu Yaratan Temel Islem: Yogurma

Lojistik doniigimiin belirli bir modelinin, kaotik davramgm anlagihmas: igin
kullanilmas: oldukga giizel bir yoldur. Bununla birlikte hamurun yogurulmast islemi,
kaos teorisinin anlasiimast i¢in segilen iyi bir drnektir

Yogurma isleminin kendisiyle ilgili higbir rasgeleligi yoktur. Aksine belirli bir
hareket devamh olarak tekrar edilmektedir. Yogurma iglemi, gekme, uzatma ve
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katlama iglemlerinin séylendikleri sira ile pespese uygulanmas: geklinde diigtintilebilir.
Bu belirli tanima ragmen, iglem sonunda elde edilen sonuglar rasgele olaylarm sahip
oldugu pek ¢ok ozelligi igerir.

4.4.1 Yogurma Isleminin Cekme ve Katlama Seklinde Yorumlanmas:

Bu islem, hamurun uzunlugunun iki katma gekilmesi ve merkezinden kendi
iizerine katlanmas: seklinde diigiiniiliir. Sekil 4.14, bu iglemi gostermektedir.

) Co—  — —

Baglangie Uzatmak Merkezden Biitkmek

T3S com

Katlamak Sonug 7

Sekil 4.14. Yogurma igleminin uzatma - katlama iglemi ile yorumlanmas:.

Acaba hamurun degisik boliimleri tizerinde bu yogurma islemi nasil bir etki
yapmaktadir? Bunu gorebilmek amaciyla, hamur 12 boliime aynlarak, uzatma ve
gekme iglemleri uygulansm. Bu iglemlerin iki kez uygulanmasiyla elde edilen hamurun,
bir miktar kanistig1 Sekil 4.15'te goriilmektedir.

Bu adimdan sonra artik ideal bir durum ele almsm. Yani sonsuz incelikte
hamur tabakalanyla ¢ahsidifi ve katlama iglemi sonucu hamurun kalmhgmmn
degismedigi varsayilsm. Dolayistyla hamur, Sekil 4.16°da oldugu gibi bir cizgiyle
ifade edilebilir.  Sekilde, baslangigta birbirlerine olduk¢a yakmn olan farkh iki
meteryalin birkag tekrarlamadan sonra nerede bulunacagmm tahmin edilemeyecegi
goriilmektedir. Bu, yogurma isleminin topolojik gegisliligi olarak verilir. Bagka bir
deyisle, baslangicta birbirine yakmn olan iki farkli madde, bir siire sonra komgu olacak
kadar yakm olamazlar. Bu, ilk kosullara duyarhgm bir etkisidir. Yani baglangicta ilk
kosullarda olan ufak sapmalar, iglem siiresince bityiik sapmalar seklini alir.
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Sekil 4.15. 12 bolime aynlmmg hamura iki kez ¢ekme - katlama igleminin

uygulanmasi.

4.4.2 Yogurma isleminin Cekme - Katlama ve Yapistrma Seklinde

Yorumlanmasi

Simdi ise gekme - kesme ve yapigtirma islemleri seklinde yorumlanan ikinci bir
yogurma iglemi ele almacaktir, Sekil 4.17. Hamur, diger islemin analizinde oldugu
gibi tekrar 12 pargaya boliinsiin ve ¢ekme - kesme ve yapistirma iglemlerinden sonra
uzatma - katlama islemi uygulansm. Bu iglem sonunda elde edilen sonugla, iki
¢ekme - katlama isleminin pespese uygulanmasiyla elde edilen sonug¢ kargilagtiriism.
Pargalarn yatay siralan géz oniine almmaz ise, sonuglarm aym: oldugu Sekil 4.18’de
gorilmektedir.

Hamur, yogurma isleminin matematiksel olarak modellenmesi amaciyla, [0,1]
araligmi temsil eden bir dogru seklinde almir. Bu durumda, iki farkli yogurma
isleminin 6zellikleri daha kolay anlagilabilir. Cekme -katlama iglemi igin T semboli,
¢ekme - kesme ve yapistirma iglemleri iginse S sembolii kullanilsm.
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Sekil 4.16. Cekme - katlama igleminin, ¢izgi ile ifade edilen hamura dért kez
uygulanmas.

) e C———

Uzatmak Kesmek
A |
) <) W)
— ! C_ C m

Yapls':lrmak Sonug

Sekil 4.17. Cekme - kesme ve yapistirma islemleri ile yorumlanan yogurma islemi.
Omegin T islemi, hamuru modelleyen [0,1] araligina ii¢ kez uyéulansm ve yine aym
arahfa iki kez S islemi ve daha sonrada T iglemi uygulansm. Gozlemlenilen,

baslangigtaki pargacigm, her iki farkli iglem sonucunda da aym yerde olmasidir. Yani
pargacik baslangigta bir x konumundaysa, asagidaki durum elde edilir,

T(T(T(x))) = T(S(S(x))). (4.9)

Her iki islemin meydana getirdigi etki, Sekil 4.19'da goriilmektedir.
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Sekil 4.18.

12 pargaya aynlmus hamura gekme - katlama igleminin uygulanmasmn
ardindan, ¢ekme - kesme ve yapistirma isleminin uygulanmasi ve bu sonucun, aym
hamura iki kez ¢ekme - katlama iglemi uygulanmug sonugla kargilagtinlmas.

Cekme - katlama igleminin (T), N kez uygulanmasi, ¢ekme - kesme ve

yapistirma iglemlerinin (S), N-1 kez ve ardmdanda bir kez T igleminin uygulanmas: ile
Ozdestir,

T N=T S N-l. (4.10)

Hamurun yogurulma islemi, matematiksel olarak bir fonksiyonla
modellenebilir. Cekme - katlama iglemi,

T {Zx ,x>05
(x)= -2x+2,x>05 (4.11)

seklinde ifade edilir ve Sekil 4.20, bu déniigiimiin grafigini gosterir. Bu déniisiim,
seklinden dolay: gadir doniigiimii olarak adlandimlir,
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Sekil 4.19. x=9/10 ilk kosuluna, ¢ kez T isleminin uygulanmas: solda, S, S, T
islemlerinin uygulanmasi ise sagda gosterilmistir.

ikinci yogurma iglemini modellemek igin, bagka bir temel matematiksel
doniisiim kullanihir. Testere digi (saw-tooth) doniigiimii olarak g¢agnlan bu S
déniisiimii, [0,1] araligindaki x ler igin

G 2x x<03 ‘i
) =12x-1,x>05 (4.12)

seklinde tanimlanir ve Sekil 4.21, bu doniigiimiin grafigini gdsterir.

v
1 /,,.\
AN
& \
. / N
¢ "\
g.6 (f/ \%
/ N,
0.4 /// \\\
0.2 ./ \'».
j‘o
N,
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.20 Cekme - katlama iglemine kars1 gelen ¢adir doniiglimii.
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Sekil 4.21 Cekme - kesme ve yapistima islemlerine karg: gelen testere disi
do6niistimii.

4.4.3 Lojistik Doniigiimde Yogurma Islemi

Burada x > 4x(1-x) déniigiimil ile hamurun yogurulmas: islemi arasindaki
iligki anlagilmaya galisilacaktir. Lojistik dontistim, x-y diizleminde ifade edildiginde,
Sekil 4.22°deki parabol elde edilir.

0.2 0.4 0.6 0.8 i

Sekil 4.22. x - 4x(1-x) lojistik donlistimiiniin grafigi.

Lojistik dontiigiim igin, [0,1] araligindaki degerlere kars1 gelen y degerleri de
[0,1] arabgindadir. Buna ilave olarak y degerleri, x <1/2 kosulunu gergekleyen
degerler igin monotoniksel olarak artarken, x>1/2 degerleri i¢in monotoniksel
olarak azalir. x ekseni {izerindeki [0,1/2] aralif, y ekseni tizerinde [0,1] araligina
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gekilir. Aym sey, [1/2, 1] araligr ig¢inde gegerlidir. Bagka bir deyigle lojistik
déniigtim, her iki aralif1, uzunluklarimn iki katina geker.

Buna ragmen, uzama iglemi homojen (“uniform”) degildir. 1/2 noktasina
yakin ufak araliklar bastirilirken, 0 veya 1'e yakin ufak araliklar biiyiik miktarda
uzatilir, Sekil 4.22'de, esit araliklarla segilen S ilk kogulun déniigiimleri sonucu,
diizenli olmayan uzamalarin olugtugu gériiliiyor.

0, 1/2 ve 1 noktalarinin déniisiimleri diigtiniildiigiinde, 0—0, 12— 1, 10
degerleri bulunur. O halde lojistik déniigtimiin [0,1] aralifina uygulanmasi, gekme ve
katlama iglemlerinin birlegimi olarak diigiiniilmelidir.

Lojistik doniiglim igin kaosun &zelliklerini anlamak amaciyla, ¢adir
donligimiiniin tekrarlar dugiintlecek ve her iki doniigimiin birbirine 6zdes oldugu
gosterilecektir. Bu amagla tlim ilk kosul degerleri ve tlim tekrarlama sayilar igin,
T¥(xg) degerinin veren kapal1 bir formiil bulunacaktir. Cadir déniisiimii ile testere
disi doniigtimii arasinda,

T*(x,) = TS*"'(x,) (4.13)
bagintisinin oldugu gériilmiistii. Bu ifadeden goriildiigli gibi, ¢cadir déniisiimii igin
kapali bir formiilin bulunabilmesi igin, S*'(x,) ifadesinin hesaplanmasi
gerekmektedir.

4.4.4 Testere Disi Doniigiimii

Testere disi doniigimii, Frac(x) donlgiimii kullamlarak yeniden
tammlanabilir. Frac(x) doniigiimii, k bir tamsay1 olmak lizere,

eger k <x <k+1iseFrac(x)=x-k (4.14)

seklinde tanimlamir. Bazi sayilarin bu doniigiim altinda aldigi degerler agagida
goriilmektedir,

Frac(0.4) = 0.4

Frac(5.123)=0.123
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Frac(18)=0
Frac(24/7) =3/7.
Testere digi doniigiimii, Frac(x) d6niigiimii kullamlarak

0<x<1 igin S(x) = Frac(x) (4.15)

seklinde yeniden tanimlanabilir.

0<x<1 kosulunu saglayan x¢ degerinin, Frac(x) d6niigiimii altindaki ilk k+1
tekrarlamasi,
x(1) = Frac{2x,)

x(2)= Frac(Zx(l)) (4.16)

x(k+1)=Frac(2x(k)), k=0,1,2,3,...
seklinde hesaplanir. x(k) degeri, yalmizca xo degerine bagl olarakta ifade edilebilir,
x(k) = Frac(2"x,). (4.17)

Bu bolimde simdiye kadar iki 6nemli ara¢ bulundu. Bunlardan biri,
yogurma igleminin yerdegistirme 6zelligi, digeri ise testere disi déniigiimiiniin k.
tekrarlama degerinin veren kapali formiildiir. Béylece, x¢ ilk kosulunun k tane ¢ekme
- katlama isleminden sonra aldifn x(k) degeri bilinmek istenirse, yerdegistirme
6zelligi kullamlarak ilk k-1 iterasyon, gekme - kesmeme ve yapistirma islemlerinin
(S) kapali formiilii kullanilarak hesaplanir, y=8*"(x,)=Frac(2*"'x,) ve ardindan

bu islem sonunda elde edilen degere bir kez gekme - katlama iglemi (T) uygulanir,

2y, y<05

—2y+2, y>05. (4-18)

T(y)= {



61

4.5 Kaosun Analizi

0<x <1 igin S(x) =Frac(2x) olarak tamimlanan testere disi doniistimii, 0 ve
1 arasindaki x gergel sayisimin ikili gésterimi ele alinarak farkli bir agidan
yorumlanmaya gahisilsin. Birim araliktaki herhangibir say1, x = 0.a; a; a3... geklinde
yazilabilir. Ifadede goriilen ay sembolil ikili dijitleri ifade eder. Yani ay ifadesi 0
veya 1 ve x sayisinin onluk karsiii, x = a; 27+a; 2%+a3 23+...  seklindedir.
Omegin 1/2 = 0.100..., 3/4 = 0.1100..., 1/3 = 0.01, 1/7 = 0.001. Birim aralikta ikili
agtlimi x = 0.3 a; a3... ve y = 0.b; b, b;... olan iki say1 ele alinsin. Efer x ve y

sayilarinin ilk k dijiti aym ise, | x - y | <2« kosulu saglanr.

4.5.1 iki Sembol Uzerine Oteleme Doniigiimii

0.a;3a3... sayisinin 2 ile garpilmasi, tim dijitlerin bir sola kaymasina neden
olur. Yani 0.a; a; a3... sayisi, 2 ile garpildiktan sonra, aj.aya3... sekline gelir. Bu
nedenle 0.a; a; ;... sayisina S donligiimii uygulandiktan sonra, 0.a; aj as... sayisi elde

edilir,
x=0.a;2a3... = S(x)= O.aza3a4 (4.19)

Yani S doniisiimii, dijitlerin bir sola kaymasina ve nokta 6niindeki dijitin silinmesine
neden olmaktadir. Bu déniiglim, ikili a¢cilhim kullanilarak yorumlandiginda &teleme
déniigiimii olarak da adlandirlir.

4.5.1.1 ilk Kosullara Duyarhk

N dijiti belli olan xp = 0.a; a; a3... say1s1 gz Oniine alinsin, drnegin N = 100
olsun. Gergek say1, N dijitle belirlenmis olandan en fazla 2% kadar farklidir. Pek
¢ok olayda &lgme hatas1 olarak yorumlanan bu kadar kiligtik bir farkin, hi¢ dnemli
olmadigy diigiiniilebilir. ajo;, ajp2, aip3 ve daha sonraki dijitler bilinmedigi igin,
hesaplama, her adiminda sanki birisi bir demir para atip bu dijitleri belirliyormus gibi
diistiniilebilir (yaza = 1 ve tura = 0). IIk kosul degeri, 101. ve daha sonraki dijitleri
etkiler.
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Xo = 0.a; a; as... baglangi¢ degeri ile S(x) islemine Baglandlglnda baglangicta
hersey olagan goziikiir; fakat isleme devam edildiginde, sonuglar, tamamiyla rasgele
sekil alir. Bu olay, ilk kosullara duyarlik olarak adlandirilir.

Yogurma islemi ile farklh maddenin hamura diizenli bir sekilde yayildig
sOylenebilir. Eger madde, hamurun lizerine bir grup seklinde gelirse, pargaciklarin
koordinatlari, xo = 0.a; a; as...ax ax+1... Seklinde verilir. Burada pargaciklarin grup
seklinde oldugu varsayildig igin ilk k dijit aymdir. Diger dijitler, topluluk igindeki
maddelerin rasgele kanigimini ifade edecek sekilde, diizgiin olarak dagilmiglardir. k
islemden sonra, ortak koordinatlar gitmis olur ve geriye rasgele olanlar kalir. Kalan
dijitler, maddenin tiim hamur iginde diizgiin dagilimin verir.

Duyarlikla ilgil bir tanim su sekilde verilebilir. 0 ve 1 arasinda verilen
herhangibir xo degeri igin, xo noktasina gelisigiizel yakin bir yo noktas: vardir. Oyleki
Gteleme doniisiimiiniin x¢ ve yp noktalarinda baglayan tekrarlamalari, nihayi durumda
birbirlerinden belirli bir esik degeri kadar farklidir. Bu esik degeri, birim araliktaki
tlim xo degerleri ig¢in aymdir ve duyarlik sabiti olarak ¢agrilir. x¢'a yakin baglayan
tiim orbitlerin bu egik degerini agmasi, duyarlik 6zelligi i¢in gerekli degildir.

4.5.1.2 Periyodik Orbitler

Eger xo ilk kosulu, x,=0.2,a,a,...a, seklinde ise, nasil bir durumla
kargilagilacag: bu béliimde irdelenecektir. k dijitte bir kendini tekrar eden sonsuz
uzunluklu bir dizi ele alindifinda, Gteleme déniigiimiiniin her k tekrarlamasinda bir xq
ile kargilagilir. Yani uzunlugu k olan bir ¢evrim olugur. Bu durumda x, ilk kosulu,
Steleme doniigiimiime gore periyodik, olarak adlandirilir. Agikga goriilen, herhangibir
uzunlukta gevrim iiretilebilecegidir. Fakat daha énemli olan, verilen herhangi bir xq
noktasina gelisigiizel yakin ve periyodik orbit iireten bir wp degeri bulunabilir.

xo= 0.3 ay a3... olsun ve wy, ¥,= O.W olarak se¢ilsin. Bu durumda
Xo ve @y birbirlerinden en fazla 2 kadar farklidir ve @y, periyodik bir orbit tiretir.
Bu, periyodik orbitlerin yogun olmas: anlamina gelir.



63

4.5.1.3 Topolojik Gegislilik

Gelisigiizel segilen iki ufak I ve J araliklan igin, donilislimiin belli bir
tekrarlama sayisindan sonra J alt aralifina gidecek bir xo baglangi¢ kosulu, I alt
araliginda bulunabiliyorsa, bu alt araliklarin topolojik gegisli oldugu s6ylenir.
Oteleme doniisiimii igin, bu 6zelligin de saglandifa goriilecektir.

Herhangi iki tane I ve J araliklant segilsin ve n, I araligimin uzunlugu 1/2™'
say1sindan biiyiik olacak sekilde belirlenen bir say1 olsun. Ilk araligin orta noktasmin
ikili g®sterimi, 0.a; a; a3... ve ikinci araliktaki bir y noktasimn ikili agilimi da
0.byibybs... olarak wverilsinn Bu durumda  Gteleme doniiglimiiniin n kez
tekrarlanmasindan sonra, y sayisina egit olacak yani J hedef araliginda bulunacak bir
Xp baslangi¢ kosulu bulunmaya galigilacaktir. Bu amagla, xo baslangi¢ kosulu, I alt
aralifinin orta noktasin ilk n dijiti ve buna ilave olarakda y hedef noktasinin
dijitleri olarak tanimlanir, x¢= 0.ajaza3...a,b1babs... Xo baslangi¢ kosulu, I aralifinin
orta noktasindan en fazla 2™ kadar farklidir. Yani belirlenen bu ilk kosul, I aralig
tarafindan igerilir ve bu ilk kosulun, Steleme doniisiimii altinda n kez tekrarindan
sonra,

x(n) = 0.b; by bs... = y noktas elde edilir.

4.5.2 Cadir Doniisiimii

Testere disi d6niiglimiiniin (6teleme déniiglimiiniin veya gekme - kesme ve
yapistirma igleminin), kaosun ti¢ 6zelligini sagladign goriildi. Bu boliimde ise gadir
déniistimii i¢in kaosun ti¢ 6zelligi tartisilacaktir. T doniislimi, yerdegistirme 6zelligi
yardimiyla, S d6niigiimiiniin tekrarlamalarina indirgenebilir. xo sayisiun k.
tekrarlamasi, k-1 tane 6teleme doniiglimiiniin ardindan bir kez g¢ekme - katlama

isleminin uygulanmastyla hesaplanir.
4.5.2.1 Yogun Periyodik Orbitler

Bu béliimde, 6teleme doniisiimii i¢in periyodik bir orbit iireten noktamn,
cekme - katlama iglemi iginde periyodik bir orbit tirettiSi anlagilmaya galisilacaktir.



Verilen bir n tamsayisi i¢in, x(n) = Xy esitlifini saglayan bir xg ilk kogulunun
bulunmasi, bu ilk kogulunun n periyotlu bir orbit {iretmesi anlamina gelir. Oteleme
dontiglimil i¢in, n periyotlu bir orbit lireten wy noktasinin, ¢adir déniigiimii altinda,
xo= T(0y), periyodik bir orbit liretecegi iddia edilmektedir.

o, S déniigiimii altinda periyodik bir orbit liretsin, wp = S" (). Bu durumda
xo ilk kosulunun tamim bagintis1 ve yerdegistirme 6zelligi kullanilarak, x(n) = xo
esitliginin gerceklendigi g6zlemlenir,

x(m) = T" (x0) = T" (T(x0)) = T™"' (o)
= T(S" (@0)) = T(@o) = Xo. (4.20)

Boylece eger wp, Gteleme doniisiimii igin n periyotlu bir orbit tiretirse, xo noktas: da
(x0=T(wg)) g¢ekme - katlama iglemi (T) i¢in, n periyotlu bir orbit iiretir.

T déniigiimiiniin, Kaosun ii¢ 6zelligini de sagladigi, bu déniigiimiin ikili
acilimi kullanilarak incelenecektir. Cadir doniistimiiniin matematiksel ifadesj tekrar

goz 6niine alinsin,

2x ,X<05

T(x)= {—2x +2,x>05. “.21)

x € [0,1] olmak {izere, x = 0.ajaza;... seklinde verilsin. Eger x < 1/2 ise, ¢adir
déniislimil, testere digi doniisiimiine 6zdestir. Yani, x < 1/2 ise T(x),

T(x) = 0.azazas... geklinde ifade edilir. Eger x= 1/2 ise, S(x) = 2x -1 oldugundan
T(x),

T)=-2x+2=1-(2x-1)
=1 - S(x) = 1- 0.aza3ay... (4.22)

seklinde ifade edilir. Eglek (“dual”) ikili dijit tammu su sekilde verilir,
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. {1,a=0 ’
2" =1pact (4.23)

Bu durumda, 0.a,a,a,..+0.a;a,a;...= 0.111...= 1 oldugundan,
x> 1/2 igin T(x),

L

T(x)=0.a,a;a,... (4.24)
seklinde tammlanir. Bdylece gadir doniistimiiniin ikili kargiligin veren ifade,

O.a,a,a,.., a, =0

T(0.a,a,a,...) = { (4.25)

L
0.a,a;a,.., a;=1

seklindedir.

Testere digi d6niisiimiiniin S" () = ® esitligini saglayan ®w € [0,1)
noktasinin, ¢adir doniigiimii icin periyodik orbit lireten x = T(®) periyodik noktasina
neden oldugu gériildii. Periyodik orbitlerin yogun oldugu, ikili agilim1 gelisigiizel

aj ... ap dizisi ile baslayan ve periyodik orbit iireten noktalarin bulunabileceginin
gosterilmesi ile tanitlanir, @ =0.0a,...a, <1/2 noktas, S doniigiimi altinda (n + 1)
periyotlu orbit iiretir. T d6niislimil, ilk dijit 0 ise, 6teleme déniigiimiine 6zdestir. Bu
durumda x = T(®) = 0.;1?.._:1,,_0 noktasi bulunur ve bu nokta, T déniisiimii altinda
(n+ 1) periyotlu orbit {iretir .

Ornegin ikili agilim1 0.11011 ile baslayan sayilan igeren I = [27/32,28/32]
aralign ele alindiginda, aralifin orta noktasi, 55/64 = 0.110111 dir. Yukanda
stylenilenler dikkate alinarak x, su sekilde segilir,

110
x=T(0.0110111)=O.1101110=-13,76 L (4.26)

Hakikaten x, T doniistimii altinda periyodu 7 olan bir orbit tiretir.
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4.5.2.2 ik Kogullara Duyarhk

xo = 0.a;aza3..., birim araliktan gelisigiizel segilen bir sayimn ikili agilim
olsun. Verilen bir n sayisi i¢in, n > 0 olmak iizere, Xy noktasina yakin bir zy noktasi
arastirilacaktir. Oyleki bu degerler, hem | z0-x0] <27 esitsizliini saglamali hem
de bu noktalarin d6niigiim altindaki bazi tekrarlamalari, birbirlerinden € = 1/2 degeri
kadar farkli olmalidir. zo degeri z,=0.a,...a,a.,,a,,,3,,,8,.;... yeklinde segilsin.
Iyi bir kestirim ile |zo-xo| <2 ™ oldugu elde edilir. Bu durumda déniiiimiin n.
tekrarlamasinda | z(n) x(n)| = 1/2 esitliginin gergeklendigi iddia edilsin. Tamit igin,
a,= 0 ve a,= 1 durumlan ayn ayn digiiniilecektir.

a,= 0 durumu:

x(n) = T"(xo) (Sn— (xo)) (0 anau+lan+2“‘)

= T(O Oan+lan+2an+3 ) -2, 130428 5430+

n o 1 “4.27)
z(n)=T zo (S Z, ) 0 a,8,,8,.,8,.. )
= T(O 0an+lan+2an+3 ) 0.2,,,8,,)8 5,58 5.4
elde edilir. Bdylece ilk durum i¢in iddiamn tanitlandid: goriilmektedir.
ap= 1 durumu:
X(l‘l) = T(O'lan+lan+2an+3‘“) = O'a;+la;+za;+3"' (428)

z(n)=T(0la’, a,,,a,,,..) =0.a,,4,,,25.;..
elde edi}ir. Yani ikinci durum igin de iddiamin tanitlandig: gériilmektedir.
4.5.2.3 Topolojik Gegislilik

Birim aralik iginde gelisigiizel iki agik I ve J araliklar1 verilsin. Ikili agilimi
a;...a, ile baglayan sayilar, I aralif1 i¢inde; by...bs ile baglayanlar ise J araliinda

kalacak gekilde, a;... ap , by...b, bitlerini ve n sayisim yeterince biiyiik segmek daima
miimkiindiir. Burada I arah1 i¢inde, n tekrarlamadan sonra J iginde kalan bir x ilk
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kosulu bulunmaya calisilsin, Yani xo € I olmak tizere, x(n) = T" (xo)€ J esitligini
saglayan xo noktasi belirlenecektir. Yine xo noktasi, a, = 0 ve a,= 1 durumlarinin ayri
ayn ele alinmasiyla saptanacaktr.

ap= 0 durumu:

X0 = 0.a1... agb;... by segilsin. Bu durumda x, € J oldugu su sekilde dogrulanabilir,

x(n) = T*(x,) = T(S*"(x,)) =T(0.a,b,...b,)
4.29
=T(00b,..b,)=0b,..b, € J. 429
ap= 1 durumu:
X, =0.a,..a,b;..b, olarak segilsin. Bu durumda x(n) € J oldugu asagidaki gibi
dogrulanabilir,

=T"(x,) =T(S""'(x,)) =T(0.a,b;...b,
0= (x) =7(5" (x) =T(0..87.5) an
=T(0.0b;...b,)=0b,..b,111€ J.

Yani 6teleme d6niistimii ve onun ¢adir doniigiimii ile olan iligkisi, kaosun {i¢
dzelliginin, gadir dontigiimii i¢in anlagilmasim1 saglamigtir,

4.6 Lojistik Doniigiim Icin Kaos

Bu boélimde dilizgiin yogurma isleminin fonksiyonel gosterimi olan ¢adir
déniigiimii ile diizgiin olmayan yoZurma iglemine kars1 gelen x > 4x(1-x) lojistik
déntigiimiin  6zdes oldufu gosterilecektir. Yani Oteleme doniisiimii ve ¢adir
doniislimii i¢in g&sterilen tiim karmagik davramsg, lojistik d6niigiimde de gézlenir.

Cadir doniigiimii ile lojistik dontiglimiin 6zdesligi, koordinatlarda dogrusal
olmayan degisimi saglayan,

x'.—.h(x):sin’(fz—’f) 4.31)
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esitlifinden yararlanilarak gosterilecektir. Sekil 4.23, h fonksiyonunun S seklindeki
grafigini gostermektedir. h fonksiyonu, [0,1] birim araligim1 kendi lizerine
doniigtiirmektedir. Yani x’e [0,] araligindaki tim degerlerin her birine Kkargt,
x € [0,1] araliginda x’=h(x) esitligini saglayan tek bir deger vardir. Bu fonksiyon,
¢adir déntislimiintin dinamigini, lojistik doniiglimiin dinamigine nasil ¢evirmektedir?
Bu dinamik doniiglimiintin nasil gergeklendigi asafida ifade edilecek olan
matematiksel iglemler ile sunuldu. X, ilk kogulunun drettigi xo, X;, X2,... orbitinin
¢adir donilisiimti altindaki durumu ele alinsin,

x(1) = T(x,),X(2) = T2 (X, )s-ees X(K) = T* (X )y .- 4.32)

Déniiglim uygulanmug ilk kosul, xj=h(x,) seklindedir. y,=x; degerinin
x> f(x) =4x(1-x) lojistik doniistimil altindaki tekrarlamalar,

Y, =1(¥,),Y, =f2(y0)"""yk =fk(YO)a"- (4.33)

seklindedir.

Yukaridaki iddia, (4.32) eysitliginde goriilen orbit ile (4.33) esitligindeki

orbitin ayn1 oldugunu ifade etmektedir. Yalmzca y,=h(x,) degildir. Aym
zamanda,
y(1) = h(x(1)),y(2) = h(x(2)),...,¥(k) = h(h(k)),... dir. Yani xo’in T altinda iirettigi
orbit ile x¢’1n déniiglim uygulanmis degerinin, y=x; =h(x,), f lojistik d6niistimii
altinda tiretti3i orbit aymdir. Bu denklik, f ve T déniigimleri yardimiyla, x € [0,1]
kosulunu saglayan tiim x ler igin, syu denklemle verilir,

f*(h(x)) =h(T*(x)), k=12,.... (4.34)

Bu esdegerlik, bir 6rnek ile kontrol edilebilir. x, =8/25 ilk kogulunun ilk 9
tekrarlamasinin (“iterations”) sonucu, Tablo 4.5’te verilmistir. Cadir déniigtimiiniin
h(x) uygulanmig koordinatlari ile lojistik doniigiimiin x; noktasindan baglayan orbiti,
tamamen aymdir.
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Sekil 4.23. h(x) = sin?(7 x/2) doénistimiinin grafigi.

Fakat bu sonug, dikkatle yorumlanmalidir. En sagdaki iki siitunun pek ¢ok
tekrarlama i¢in 6zdes olmasin1 matematiksel tammlar garantilemesine ragmen; bu
teorik sonucun pratikte de saglanacai yorumu yapilmamalidir. Bunun nedeni,
fonksiyonun parametrelerine olan duyarhifidir. x,=8/25 sayis1 bilgisayarda tam
olarak ifade edilmesine ragmen, x; sayis:1 bilgisayarda tam olarak ifade edilemez ve
dahasi1 her tekrarlama sonunda ufak hatalar birbirine eklenir. Bunun sonucu olarak
degeri makine prezisyonuna bagli sonlu tekrarlama sayisindan sonra, niimerik
hesapla bulunan orbit, x; degerinin {irettii gergek orbitten farklhidir. Yani, bu
esitlifin niimerik hesapla g6zlemi, kaosun etkisinden dolay: miimkiin degildir.

4.6.1 Cadir Doniigiimii ile Lojistik Doniisiimiin Denkligi

Bu bglimde, c¢adir déniigiimii ile lojistik doniisiimiin esdegerlifinin
arkasindaki matematik sunulacaktir. Boylece bu 6zdesligin saglandigi, matematiksel
olarak tamtlanacaktir ‘Bunun igin baslangigc olarak iyi bilinen iki trigonometrik.
Ozdeslik kullanilacaktir,

21 cin?
cos o= 1-sin"q, (435)

sin? 20l = 2 sinc.cosct.
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Tablo 4.5. x,=8/25 ilk kosulunun ¢adir doéniiglimii altindaki ilk 9 tekrarlama
sonucu, x; degerinin f altindaki degerleri ve bunlarin, x’(k)=h(x(k)) doniigtim
degerlerinin hesaplanarak, kontroliiniin yapilmasi.

k x(k)=T*(x,) |x®=sin*(zx(k)/2) | y&k)=F*(y,)
0 8125 0.232 0.232
1 16/25 0.713 0.713
2 18125 "~ 0.819 0.819
3 14125 0.594 0.594
4 22/25 0.965 0.965
5 6/25 0.136 0.136
6 12/25 0.469 0.469
7 24/25 0.996 0.996
8 225 0.016 0.016
9 4125 0.062 0.062

X ilk kosulunun ¢adir déniistimii altindaki tekrarlar1 ve déniigiim uygulanmis
x|, =sin’(zx/2) ilk kogulunun, lojistik doniigiim altindaki tekrarlamalar1 birbirine

esdegerdir.

Bu olay cebirsel olarak ifade edilecektir. Cadir doniigimii igin, xo baslangig
kosulu; lojistik d6niisim icin ise y,=xj baglangi¢ kosulu kullamlsin. Yani,
Xy,X(1),X(2),..., dizisi ¢adir doniiglimii altindaki orbiti; x,,y(1),y(2),..., dizisi ise
lojistik doniigiim altindaki orbiti géstersin. Tiim k lar i¢in, k=0, 1, 2,...,

y(k) =x"(k) =h(x(k)) (4.36)

kosulunun saglandif gosterilirse, denkligin varlif: tanitlanmg olur.
0<x,<1 olmak iizere, y,=sin’(mx,/2) ilk kosulunun lojistik donilstim
altindaki tekrarlamasi goz oniine alinsin,

y(1) = 4y,(1-y,) = 4sin*(x x,/2)(1-sin*(7 x, /2)). 437)

cos’ & =1—sin® & trigonometrik 6zdesligi kullanildiginda,




)

y(1) = 4sin*(7 x,/2) cos* (7 x, /2) (4.38)

ifadesi elde edilir. Bu ifade, sin2a =2sina cosa 6zdesliginin kullanilmasiyla su
sekilde basitlestirilir,

y(1) =sin*(7 x,). (4.39)

X ilk kogulunun gadir dontiglimii altindaki ilk tekrarlamasi, x(1) = T(x,) dir. Burada

Koordinat degigiminden sonra, y; degerinin x degerine 6zdes oldugu; yani
x'()=hxD)=y(1) (4.40)

esitligi gosterilecektir. Ilk olarak 0<x,<1/2 durumu g6z 6niine alinsin. Bu

durumda

x(1) = T(x,) = 2x,, (4.41)
x’(l):sinz(fiz(—QJ: sin(mx,) = y(1) 44
degerleri bulunur.

Ikinci olaraksa 1/2 < x, <1 durumu ele alinsin. x(1) =T(x,) =2-2x, esitligi
yerine yazildiginda,

x'(1)= sin{-’th(l-)-J: sin’(m -7 x,) (4.43)

bulunur. Ifade,

sin’ (@ + &) = sin’ (@), (4.44)

sin?(—ot) =sin’ o (4.45)

ozellikleri kullamlarak, su sekilde basitlestirilir,



72

x’(1) = sin*(-7 x,) = sin*(7 x, ) = y(1). (4.46)

Sonug, x’(1)=y(1) oldugunu gosterir. Dolayisiyla tiimevarim y6ntemi ile tim k
degerleri igin x’(k)=y(k) oldugu sonucu gikarihr. Yani x’(k)=h(T"(x,)) ve
y(k) = £*(h(x,)) oldugundan, (4.34) esitligi tamitlanmug oldu.

Ustteki denklemler yardimiyla lojistik doniigimiin periyodik orbit iireten
noktalar1 kolayca belirlenebilir. Cadir d6niigiimil igin x¢ periyodik orbit iireten bir

T X,
2

periyodik orbit iireten ilk kogul degeri bulunur. Orneginx,=2/7 ilk degeri cadir
doniiglimii altinda periyodu 3 olan bir orbit tretir, 2/7 = 4/7 - 6/7 - 2/7. Bu
nedenle sin® (7 /7) = 0.188255099... noktas, lojistik donfigiim iginde periyodu 3 olan

bir noktadr.
Yani ¢adir doniigiimii ile lojistik déniistimiin tekrarlamalari, tiimel egdegerdir.
Bu nedenle kaosun tiim belirtileri, x> f(x)=4x(1-x) lojistik déniisimde de

nokta ise, bu ilk kosula sinz( )dﬁnﬁsﬁmﬁ uygulmasiyla, lojistik déntigiim altmda.

bulunur.

® Cadir déniisimii i¢in periyodik orbit lireten noktalar, lojistik doniisiim igin de
periyodik orbit liretirler.

® Cadir doniigtimii i¢in topolojik gegislikik gdsteren noktalar, lojistik déniisiim igin
de aym 6zelligi gosterirler.

® Cadir doniiglimii igin duyarlik gdsteren noktalar, lojistik doniiglim icinde aym
6zelligi gosterirler.

4.6.1.1 Yogun Periyodik Orbitler ve Topolojik Gegislilik

T sembolil gadir doniistimiini, x > f(x) = 4x(1—-x) ifadesi lojistik déniistimii
ve h(x)= sin’(n' x/ 2) esitlifi ise koordinat degisimini saflayan doniislimi
belirtmektedir. xe[0,]] ve k=12,... i¢in f*(h(x))=h(T*(x)) esitliginin
saglandign Ustte gosterildi. Daha fazlasi, lojistik doniislimiiniin periyodik noktalar
[0,1] aralifinda yogundur ve yine bu doniisiim topolojik gegislidir.
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(a) Lojistik déniigiimiin periyodik noktalarinin, [0,1] aralifinda yogun oldugu
iddia edilsin. ye [0,1]] olsun. Burada lojistik déniigiimiin periyodik noktalarindan
olusan ve limiti y olan bir dizinin var olduu gosterilecektir. x degeri, y'nin h
altindaki 6ngoriintiisii olarak segilebilir. Yani h drten fonksiyon oldugu i¢in, h(x) =y
dir. T'nin periyodik noktalar, [0,1] araliginda yogun oldugu i¢in, limiti x olan bir
x(1),x(2),... dizisi bulunabilir ve dizideki her bir x(k) noktasi, T doéniisiimii altinda
p(k) periyotlu orbit fretir Yani k=12,.. igin TP®(x(k))=x(k) dr.
y(k) =h(x(k)) ile tammlanan y(1),y(2),...,y(k) dizisinin limitinin y oldugu ve bu
dizinin lojistik dénistimiin periyodik orbit Greten noktalanndan olustupu iddia
edilecektir. Ilk iddia dogrudur. Ctinkil h stirekli bir fonksiyondur. Ikinci iddianin
dogrulugu, f*h=hT* esitliginden takip edilir. Gergekten ikinci iddiamin da
saglandif1 goriilmektedir,

£°0(y(k)) = £*®(h(x(k))) = h(T*®x(k)) = h(x(k)) = y(k). (4.47)

(b) Lojistik doniigiimiin topolojik gegisli oldugu iddia edilsin. Bu amagla U ve
V, [0,1] araliginda iki agik aralik olsun. Bu durumda f*(y)e V kosulunu saglayan,
bir y € U noktas1 ve bir k sayis1 bulunmalidir. Bu nedenle 6ncelikle U ve V nin
Ongoériintiileri g6z 6niline alinmahdir, |

A=h"(U)={x e [0,]]n(x) e U}, @.48)
B=h"'(V).
h siirekli bir fonksiyon oldugundan, A ve B agik araliklardir. Yani T topolojik
gecisli oldugundan, T*(x)e€ B olacak k sayis1 ve x€ A sayis1 vardir. y=h(x)
olarak  alinsin. Bu  durumda  fonksiyonel esitlik  kullanilarak,
f*(y)=1*(h(x)) =h(f*(x)) elde edilir. Ve f*(x)eB oldugundan,
h(f*(x)) € h(B)=V oldugu sonucuna varilr. Yani lojistik dontisim topolojik
gecislidir.

Cadir doniiglimli igin yogun periyodik noktalarin varlign ve T ile f
doniistimlerinin egdegerligi, f donlislimiiniin de yoBun periyodik orbitlere sahip
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oldugu sonucunu verir. T'nin topolojik gegislilik 6zelligine sahip olmasi ve file T
arasindaki egdegerlik, f'nin de topolojik gegislilik 6zelligine sahip oldugu sonucunu
verir. Bu yaklagim, kaosun #iglincii 6zellii olan duyarlik igin galiymaz. Yani ilk
kosullara duyarlik, bir dinamik sistemden, koordinat degisimiyle tekrarlamalar1 bu
dinamik sisteme egit olan bagka bir dinamik sisteme taginmaz. Bunun tersine,
kangtirma ve yogun periyodik noktalar, esdeger sisteme geger.

Bu nedenle, lojistik doniistimiin duyarlik 6zelliginin ortaya gikarilabilmesi
i¢in, T'nin duyarlik 6zelligine sahip olmasindan ve T ile f'nin denkliginden daha fazla
bilgi gerekmektedir.

4.6.1.2 Duyarhk

f fonksiyonunun ilk kogsullara duyarh oldugu iddia edilsin. y, [0,1] araliinda
gelisigiizel segilen bir nokta olsun. Burada limiti y olan y(1),y(2),... ilk kosullariyla
baglayan Gyle bir dizinin var oldugu gosterilecektirki bu her bir ilk kosula kargilik
gelen orbit, y’den en azindan belirli bir &, > 0 sayis1 kadar uzaktir. x sayisi, y'nin h
altindaki 6ngoriintiisti, h(x) = yolarak segilir. T déniislimii duyarli oldugundan, yani
8. >0 kosulunu saglayan bir Or sabiti ve T igin limiti x olan x(1),x(2),... ilk
kosullarindan olusan bir dizi vardir. Oyleki bu diziye T altinda kars: gelen orbitler,
x noktasindan en azindan &t sayisi kadar uzaktir. ‘

Yani bu dizideki her x(k) itk kogul degeri i¢in, dyle bir n(k) degeri vardirki,
x(K)'nin n(k). tekrarlama degeri, x'in n(k). tekrarlam degerinden en azindan &y kadar
uzaktir,

"% (x(K)) - T"® (x)| 2 5, (4.49)
8, = {hx)-h(y)|lx-y|28;, x,ye [0,1]} (4.50)

ve bu durumda & sayis1 tamimlanabilir. h(x) = sinz(n' x/ 2) monotonik olarak arttif1
i¢in, 8, 8; <x<1 arah@ i¢in tammlanan h(x)—h(x—&,) siirekli fonksiyonunun
minimum noktasidir. Burada ele alinan durumda, &, =h(d;) > 0 olur.
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y(k) =h(x(k)) ile tanimhi y(1),y(2),... dizisi diigiiniilstin. Yani koordinat
degisimi, T doniigiimii igin ilk kogullan olugturan diziye uygulamr. h doniisiimi
stirekli oldugu i¢in, bu dizi bir limite sahiptir,

lim y(k) = limh(x(K)) = h(x) = . @.51)
f™h=hT"™ fonksiyonel denklemi kullamilarak agagidaki ifade bulunur,

£ (y(k)) — £°® (y)] = [£*® (a(x(k))) - £ (h(x))|

= |h(T"® (x(k))) -~ h(T*® (x)). @2
(4.49) esitsizligi ve 8¢ tanimi g6z Oniine alarak,
e (y (k) - £"® (y)| 2 6, (4.53)

elde edilir. Yani, y(k) degeri ile baglayan orbit, n(k) tekrarlamadan sonra, d; sayisina
esit veya ondan daha biiylik uzakliga erisir. y(k) —y oldugundan, y noktasina
gelisigiizel yakin ve bu ozellige sahip ilk kogullar bdylece bulunmug olur. Yani, f
doniigiimii, y noktasinda duyarlik 6zelligine sahiptir.

Duyarlik 6zelligini yalmizca lojistik déntistim igin degil, aym zamanda benzer
durumlar igin de ortaya ¢ikaran iyi bir ¢6ziim, 1992 yilinda bes Avustralyali

matematikg¢inin olugturdugu bir grup tarafindan yaymlanmigtir, [36].



BOLUM 5

GARIP CEKICILER

Giintimiizde garip ¢ekiciler, yalmzca fizik¢i ve matematikgilerin degil, aym
zamanda doga bilimcilerin ve hatta sosyal bilimcilerin dikkatini ¢eken popiiler bir
konudur. Aragtirmacilarin bu konuya olan ilgileri, dogada varolan fakat Kepler veya
Newton gibi kanunlarla agiklanamayan olaylarin anlagilabilmesi igin garip
¢ekicilerden umulan beklentilerden dolayidir, [37, s 656]. Bilim adamlari, kuramsal
fizikte ¢o6ziilemeyen en biiyilkk problemlerden biri olan tiirbiilans mekanizmasi
anlayabilmek istedikleri kadar, diinyanin ikliminin nasil bir sistemle yonetildigini
veya insan beyninde faaliyetlerin ne sekilde cereyan ettifini de kavrayabilmek
isterler.

Dogada varolan ilk garip ¢ekici Lorenz tarafindan 1962 yilinda kesfedildi ve
Lorenz’in basingh yitirgen hidrodinamik akisin, deterministik dogrusal olmayan
bayag1 diferansiyel denklemlerle temsil edilebilecegini ifade ettigi bu g¢aligmasi,
“Journal of the Atmospher Science” da yaymnlandi. Lorenz gekicisi, bilinen garip
cekicilerin en eskisi olmasina ragmen, pek g¢ok temel soruyu cevaplayabildigi igin,
6nemini hala korumaktadir.

Chua ¢ekicisi ise, otonom bir devrede kaosun olusabilmesi i¢in gerekli
kriterleri igeren en basit elektronik devredir. Bununla beraber, kaosun varliginmin
matematiksel olarak tanitlandig tek fiziksel sistem olan bu devre, diigiik fiyatli devre

parcalariyla insa edilebilir, [38, s 657].

Chua ve Lorenz ¢ekicisi sGylendikleri sira ile bu béliimde ele alinacaktir.
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5.1 Chua Cekicisi

Kapasite, direng ve kondansatorden olugan otonom bir devrenin kaos
sergileyebilmesi igin,
1) En azindan dogrusal olmayan bir eleman,
2) En azindan yerel olarak aktif bir direng ve
3) En azindan {i¢ tane enerji depolayan eleman

icermelidir. Chua devresi, bu kriterleri saglayan en basit elektronik devredir.

LR

Sekil 5.1. Dogrusal bir self (L), dogrusal iki kapasite (C;,C;), dogrusal bir direng (R)
ve gerilim kontrollii dogrusal olmayan bir direngten (NR) olusan Chua devresi.

=+

1i)
=+

| < +$’

Chua devresinin oldukg¢a zengin bir dinamige sahip oldugu, bilgisayar
simiilasyonu ile, [39] ve deney ile, [40] dogrulandi. Bu g¢aligmalardan sonra,
devrenin dinamiklerinin tlimiinii anlamaya iligkin olduk¢a yofun ¢abalar ve
¢aligmalar olustu ve bu devreye, dogrusal olmayan dinamikleri ve kaosu §grenmek,
anlamak ve Ogretmek igin bir 6rnek goziiyle bakilmaya baglandi. Bu devrenin,
Shilnikov’'un bakis agisiyla kaos sergiledigi; 1986 yilinda Chua et al tarafindan
tanitlands, [41].

Sekil 5.1°de verilen Chua devresi igin, I3, V3 ve V| durum degiskenleri olarak
segildiginde, G=1/R, G, =G+G, ve G, =G+G, olmak iizere, agafidaki durum

denklemleri yazilir.

d, 1
Sr=-TV, (5.1)
v, 1. G

-at—=—C:13 ——(V,-V)) (5:2)
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(6. 6. (G,-G
C, v, C, V, ( C, }:, V,<~-E
dV G G G’
={—V, ——* -E<V,. <
G G' G,, -G,

Nr’nin pargali dogrusal yapisindan dolayi, Chua devresinin vektér alam, ii¢ ayn
bolgeye ayrilir: V, <-E, IVJS-E ve V,>E.

Ar IR
Gy
(Gy-G,)E
-E G, Vkr
< = >
-GeGRE -2\

Gy

v

Sekil 5.2. Dogrusal olmayan N direncinin karakteristigi, +E kirilma noktalarina ve
i¢ ve dis bolgelerdeki G, ve Gy egimlerine sahiptir.

Simdiye kadar Chua devresi, L, C;, G, Cy, E, G, ve Gy parametrelerine gore
tammlandi. Dogrusal olmayan direncin normalize edilmesiyle parametre sayisi
azaltilabilir. Yani dogrusal olmayan direncin kirilma noktalart olan +E yerine 1V
alinarak normalize islemi gergeklestirilir. Daha fazlasi, (5.1) - (5.3) denklemleri,
agafida verilen degisken degigimleri yardimiyla boyutsuz olarak normalize edilebilir:
x=V,/E, y=V,/E, z=1,/(EG) ve 7=tG/C,. Bu kabuller is1ginda (5.4) -
(5.6) denkiemleri elde edilir.

dz
3.- B (5.4
E’L=x——y+z (5.5)
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dx

37 =2 (y-hx)

o(y-bx—(b-a)) x<-1
=qa(y—ax) ~1<x<1 (5.6)
a(y-bx—(a-b)) x>1

Denklemlerde, a=G,/G=1+G,/G, b=G,/G=1+G,/G, a=C,/C, ve
B=C,/(LG*) olarak verilirler. Yani 7 parametreye sahip olan Chua devresi,
{a,b,c, B } boyutsuz parametreleriyle temsil edilebildi. Chua diyodunun (dogrusal
olmayan direng) Ga, Gp egimlerine kars1 gelen a ve b degerleri sabit tutulursa; Chua
devresinin kalici durum dinamikleri, iki boyutlu @¢—f diyagraminda &zetlenebilir.
o—f diyagramiigin,aveb, a=-1/7 ve b=2/7 degerlerinde sabit tutuldu.

5.1.1 Chua Devresinin Denge Noktalan

x < -1 igin:
~By=0
x-y+z=0 6.7

o(y—bx—(b-a))=0

a-b (a-b)
b b

denklemlerinin ¢6ziim, ( ] denge noktasin verir.

-1<x <1 igin:

-By=0
x—-y+z=0 (5.8
o(y—-ax)=0

denklemlerinin ¢6ziimii, (0,0,0) denge noktasim verir.

x>1 i¢in:
~By=0
x-y+z=0 (5.9)
o(y-bx—-(a-b))=0
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—a+b0 (-a+b)
b 7 b

denklemlerinin ¢dziimii, ( ] denge noktasim verir.

5.1.2 Denge Noktalarmin Kararliliga

Denge noktalarinin kararliligs,

dz

-d?=—ﬁy=f3(x,y,z) (5.10)
dy
E:x—y+z=f2(x,y,z) (5.11)
dx
5, = (0-h()=f(x.y.2) (5.12)

denklemlerinin, kararlilif: incelenecek olan denge noktalarinda dogrusallastiriimasi
sonucu elde edilen Dy matrislerinin &zdegerleri yani karakteristik polinomun sifirlari
tarafindan belirlenir.
Routh - Hurwitz kriterine gore, denge noktalarimin kararlili: hakkinda bilgi,
karakteristik polinomun katsayilar1 tarafindan belirlenir. Bu kriterin 1s131inda
olusturulan tablonun ilk siitunundaki tiim terimlerin pozitif olmasi, karakteristik
| polinomun tiim sifirlarinin (k6klerinin) sol yari diizlemde olmasi igin gerekli ve
yeterli bir koguldur. Dahasz, ilk siitundaki katsayilarin isaret degistirme sayusi, pozitif
gergel kisimli koklerin sayisim verir.

a-b (a-b) —-a+b  (-a+b)
(b 0~ b Jve( b 0, b

Bu denge noktalari simetrik oldugu igin, birinin kararlihiginin incelenmesi yeterlidir.

] denge noktalarinin kararhhgn:

[9f, af If, |

Jx dy 9z -ab a 0

of, 9 9% =D = 1 -1 1 (5.13)
dx dy dz . 0 -B 0

af, 9f, I,

|dx Jdy dz |
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matrisinin karakteristik polinomu,
s +s*(1+ab)+s(f +ab-a)+abp (5.14)
seklindedir. Klasik kararlilik kuramimmin Routh - Hurwitz teoremi, bu denge

noktalarinin kararlilig igin gerekli ve yeterli kosullan verir. Bu teorem igin gerekli
tablo, karakteristik polinomun dikkate alinmasiyla su sekilde olugturulur:

s’ 1 B+ab-a
s’ l+a B abp
. (1+ab)(B+ab-a)-abp : (5.15)
) 0
(1+a B)
s’ abp 0

Denge noktalarinin kararli olmas igin,

1+ B >0, (5.16)
(1+ab)(B +axb—a)>abp (5.17)
ye

abf >0 (5.18)

esitsizliklerinin saglanmas: gerekir.
( 0,0,0) denge noktasmin kararhhg:

Bu denge noktasinin kararlilig igin,

1 -1 1 (5.19)
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matrisinin, s° +s*(1+ca)+s(f +a-a)+aap  Kkarakteristik polinomunun tiim
kokleri agik sol yar1 diizlemde olmalidir. Bunun igin gerekli ve yeterli kosullar, yine

Routh - Hurwitz teoremi kullanilarak belirlenebilir.

s’ 1 B+aa-a

s? 1+ac aaf

. (1+aa)(p+ac-a)-aap (5.20)
s 1+aa 0

s o af 0

diizenlenen bu tabloya gére denge noktasinin kararlilig igin,

l+aa >0, (5.21)
(1+aa)(f +ac-a)>aaB (5.22)
ve

aaf >0 (5.23)
kosullari saglanmalidir.

1 2
Chua devresi ile ilgili verilecek tiim gekiller igin, a = — ve b =7 olarak

alindi. Bu durumda sistemin denge noktalan, (-3/2,0,3/2), (0,0,0) ve (3/2,0,-3/2)
olarak elde edilir.
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0.02
e
0.01p
0.0
0.00p
- 0

-0.00p

-0.0

-0.016

002
gz 0 0Z 04 05 0B T 12 14 16

X

Sekil 5.3. o =4, B =33 ve (Xo, Yo, Zo) = (0.01, 0, 0.1) degerleri igin sistemin x - y
diizleminde (1.5, 0, -1.5) denge noktasina yakinsamasi.

Y

Sekil 5.4. o =4, B =33 ve (Xo, Yo, Zo) = (0.01, 0, 0.1) degerleri i¢in sistemin y - z
diizleminde (1.5, 0, -1.5) denge noktasma yakmsamasu.
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0.2

Sekil 5.5. =9, B=165 ve (X,,¥0.2%)=(001,0,01) degerleri icin sistemin x - y
diizlemindeki davramg:.

Sekil 5.6. @=9, B=165 ve (x,,¥,,%) =(0.01,0,0.) degerleri igin sistemin x -z
diizlemindeki davranigi.
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2.5

Sekil 5.7. =9, B=16 ve (xo,yo,z0)=(0.01,0,0.1) degerleri igin sistemin x - y
diizlemindeki davranisi.

Sekil 5.8. @=9, B=16 ve (xq,y,,%)=(001,0,01) degerleri igin sistemin x -z
diizlemindeki davranis.
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Sekil 5.9. @=9,8 =155 ve (x,,¥,,2,) =(0.01,0,01) degerleri iin sistemin x - y
diizlemindeki davranig1.

Sekil 5.10. ¢=9,B =155 ve (xo,yo,zo) =(0.01,0,01) degerleri igin sistemin x - z
diizlemindeki davransi.
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© o0 900

S 5 6 6 5

Sekil 5.11. =9, =100/7 ve (x,,¥,.2,) =(001,0,0.1) degerleri igin sistemin x -y
diizlemindeki davrangi.

Sekil 5.12. a=9,8=100/7 ve (x,,y,,%)=(001,0,0.1) degerleri igin sistemin x -
z diizlemindeki davranigi.



Sekil 5.13. a=9,8=100/7 ve (xo,yo,zo) =(0.01,0,0.1) degerleri igin sistemin y -z
diizlemindeki davramgi.

Sekil 5.14. @=9,8=100/7 ve (X,,¥,,%)=(0.01,0,01) degerleri i¢in x(t)’nin
grafigi.

.
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0d

02

i

02—t Ts0—200— 250300

2aman 1/6 s.

Sekil 5.15. a=9,8=100/7 ve (x,,¥0.2%)=(0.01,0,01) degerleri igin y(t)’nin
grafigi.

zaman 1/6 s.

Sekil 5.16. @=9,8=100/7 ve (x,,¥o.2%)=(001,0,01) degerleri iin z(t)’nin
grafigi.

Bolim 3 ve Bolim 4’de kaotik sistemlerin ilk kosullara asin duyarlik
gosterdigi belirtildi. Chua devresinin simiilasyonu sonucu bulunan niimerik ¢6ziim,
(5.1) - (5.4) denklemlerinin gergek ¢oztimili degildir, [40]. Bu nedenle sistemin
kaotik oldugu iddias1, matematiksel tanitlar yardimiyla desteklenebilmelidir.
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Stirekli zamanli sistemlerde, kaosun varligim tamtlamak olduk¢a zordur.
Buna ragmen Chua devresi i¢in béyle bir tanit, Chua ef al tarafindan verildi, [41]. Bu
calismadan elde edilen sonug, [38]’de su sekilde verilmigtir.
Teorem (Chua devresinde matematiksel kaos) (a, B ) parametre uzayinda &yle bir
bélge vardirki, bu bolgede Chua ¢ekicisinin hareketi, yazi - tura atmamn

matematiksel modeli (Bernouilli telemesi) ile iiretilir.
5.2 Lorenz Cekicisi

Akigkanlar mekanigi ile ilgili kismi tiirevli Napier - Stokes denklemlerinden
tiretilen Lorenz denklemleri, Saltzman denklemlerinin basit konveksiyon igin
basitlestirilmigidir, [42]. Iki boyutlu akigkan hiicre alttan isitildiginda ve {istten
sogutuldugunda olugan konveksiyon hareketini tanimlayan Lorenz denklemleri,

X=—0Xx+0Yy
y=-Xxz+rx—y (5.24)
z=xy-bz

seklinde verilir.

Alt ve ist yiizeyler arasindaki sicaklik farki sabit oldugunda, diizgiin
derinlikteki akigkan yiizeyinde meydana gelen akis,  Rayleigh tarafindan
incelendi,[43]. Bu sistem, eger sicaklik derinlikle dogrusal olarak degisirse;
konveksiyon igermeyen kalici ¢6zlimiine sahiptir.

Bu ¢bziim kararsizsa, konveksiyon olusur. x degiskeni, konveksiyon
hareketinin siddetiyle orantilidir. y ise artan ve azalan akimlar arasindaki sicaklik
farki ile orantilidir. X ve y’nin benzer isaretleri, 1sinan akigkanmn ylikseldigini ve
soguyan akigkanin indiBini gosterir. z degigkeni, diiseydeki sicaklik degigimini Slger.
Bu degiskenin pozitif degeri, en biiyiik sapmanin siirlar civarinda meydana geldigini
gosterir. Prandtl sayis1 olarak bilinen boyutsuz olan ¢ parametresi, kinematik
viskozitenin, termik iletkenlie oramidir. r parametresi, Rayleigh sayis: ile orantil1

sicaklik gradyamdir. b=4(1+a’)"', incelenen bolge ile orantih geometrik bir

carpandir. G, r ve b parametreleri, pozitif degerli olarak alinrlar.
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Sistemin kararliliginin bélirlenmesi i¢in, denge noktalarinin 6zel bir 6neme
sahip oldugu, Béliim 2°de incelendi. Sistemin denge noktalan,

-ox+0y=0
~XZ+rx—~-y=0 (5.25)
xy—-bz=0
denklemlerinin ¢6z{imleridir.
Lorenz denklemlerinin,

(0,0,0), (5:26)
(—vb(=1+1),—/b(=1+1),(-1+T)) (5.27)
ve
(Vb(=1+1),4/b(=1+1),(=1+T)) (5.28)

olmak iizere li¢ denge noktasi vardir. Bir denge noktasimin kararliligi, sistemin

kararlili1 incelenecek olan denge noktasinda dogrusallagtirilmasi sonucu elde edilen

matrisin 6zdeZerleri, yani matrisin karakteristik polinomunun sifirlann (kékleri)

tarafindan belirlenir. |
(0,0,0) denge noktasinin kararliligi,

X=-0x+0Yy =fl (x,y,z)
y=-xz+rx—y=f,(x,y,2) | (5.29)
z= xy—bz = f3 (X,y,Z)

olmak iizere,
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(o1, of, af,

dx Jdy Jdz

of, I, of, =_"‘: _"1 _° < 30
dx dy Jdz zrr : (5.30),
of, If, If, y * -

| dx Jdy Jz ]

matrisinde bu denge noktasinin yazilmasi sonucu, (x,y,z) = (0,0,0), elde edilen

- O 0
r -1 0 (5.31)
0 0 -b

matrisinin 6zdegerleri, yani
(s+b)[$* +(c+1)s—o(=1+r)] (5.32)

karakteristik polinomun sifirlar1 (k6kleri) tarafindan belirlenir. Basitlik a¢isindan bu
adimdan sonra, A= (—1+r) alindi.

(s+b)[s* +(0+1)s—0A]=0 (5.33)

karakteristik denkleminde tiim kokler gergeldir ve A =(o+1)2+40A olmak {izere
agafidaki gibi verilirler,

s, =-b (5.34)
p, =DV (535)
s, ="—(6112)——[’3. (5.36)

Bu 6zdegerlerden herhangibiri pozitif oldugunda, (0,0,0) dengenoktasi, kararsiz
olacaktir.
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Modelin simetrisinden dolay:, diger iki denge noktasi 6zdes o6zelliklere
sahiptir. Bu nedenle yalnizca birinin detayl galigilmasi yeterlidir. Bunlardan pozitif
koordinatlis1 ele alinsin,

(VbA,VbA,(-1+1)). (5.37)

Sistemin bu denge noktasinda dogrusallagtirilmig modeli,

-0 O 0
1 -1 —ba (5.38)
Vbi Vbi b

matrisi ile verilir. Bu matrisin karakteristik polinomu,
s’ +(o+b+1)s’ +b(o+ A+1)s+20bA (5.39)

olarak elde edilir. Routh - Hurwitz teoremine gére,

§’ 1 b(o+A+1)
§2 (c+b+1) 20bA

,  (o+b+Db(o+ A+1)-20bA 0 (5.40)
: (+b+1)
5 20bA 0
(oc+b+1)b(c+A+1)>20bA (5.41)
kararlilik i¢in gerekli ve yeterli bir koguldur. Bu ifade,
AMb+1-0)+(c+1)(c+b+1)>0 (5.42)

seklinde yeniden yazilabilir. Yani bu kosul saglandiinda orjinden uzakla olan her
iki denge noktas1 asimptotik kararlidir. Diger taraftan,



o>b+1 (5.43)

(oc+1)(o+b+1) o(o+b+3)

A> @-b-1) veya r> o—b-1)

(5.44)

oldugunda tiim denge noktalar1 kararsizdir. Bu kosullar altinda sistem oldukca
karmagik bir davranig sergiler. Denge noktalarindan birine yakin baglayan yériinge,
bazi anlar igin digartya dofru sarmal sekilde hareket eder ve daha sonra zit denge
noktasina gider ve benzer hareketi bu denge noktas: etrafinda icra eder. Hareket bu
sekilde devam eder. Bu 6zel 6rnek igin, simiilasyon galigmalar1 parametrelerin belli
deger bolgesinde, denge noktalari igin asimptotik kararhilik kosulu saglansa bile,
garip gekicinin varolabilecegini gstermistir, [44].

5.2.1 Sistemin Kalici Durum Davramslari

O<r<1 oldugunda, Lorenz denklemleri tek bir kalici durum ¢oziimiine
sahiptir, (x,y,2)=(0,0,0). Bu ¢oziim, higbir konveksiyon olmadifinin ve
herhangibir ¢6ziimiin bu noktaya yakinsadigim ifade eder. Sekil 5.17 ve Sekil 5.18,
(Xq5Y0,%0) = (0.0,1.0,00), 0=100, r=05 ve b=8.0/3.0 degerleri i¢in bu durumu

gosterir.

y
© © © © 2 9 9 ©

Sekil 5.17. r=0.5, b= 8.0/3.0 ve o = 10 parametre degerleri igin tiim ilk kosullann,
(0,0,0) denge noktasina yakinsamast.
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Konveksiyon ilk kez r = 1 oldugunda olusur. r > 1 oldugunda, Lorenz
denklemleri (0,0,0) kalic1 - durum ¢6ziimiine ek olarak iki simetrik kalici - durum

¢Ozlimiine daha sahiptir:

(x,3,2) = (+4/b(r—1),+/b(r—1),r-1)

(5.45)
(x,y,2) = (~y/b(r=1),~yb(r—1),r-1).

Sekil 5.19 ve Sekil 5.20, (x,y,z)=(0.0,1.0,0.0),0=100, r=150 ve b=8.0/30
degerleri i¢in sistemin, bu simetrik kararli noktalardan birine yakinsadigini gésterir.

Sekil 5.18. r= 0.5 igin, Lorenz sistemi (0,0,0) denge noktasina yakinsamasi.

1, I, ile gosterilen r’nin kritik degerinden biiyitk oldugunda kalic1 - durum

konveksiyonunda kararsizlik baglar,

o(c+b+3)
UICAL A ) 5.46
="6-b-1 ' " (5:46)

Eger (0—~b~-1)>0 ise, r>r, i¢in kalic1 konveksiyon kararsizdir ve sonug kaotiktir.
Sekil 5.21 ve Sekil 5.22, (x,,Y,.2,) =.(0.0,10,0.0), 6=10.0, r=28.0 ve b=8.0/30
degerleri igin, x -y ve x - z diizlemindeki Lorenz gekicisini gdsterir.
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Sekil 5.19. Sistemin, r = 15.0 i¢in simetrik kararli denge noktalarindan birine
yakinsamasi.

8

Sekil 5.20. r =5 parametre degeri igin Lorenz sisteminin x - z diizlemindeki kalic1 -
durum davramsi.
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Sekil 5.21. r=28 i¢in, x - y diizlemindeki Lorenz g¢ekicisi.

X

Sekil 5.22. r=28 paremetre degeri igin, x - z diizlemindeki Lorenz gekicisi.
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400 600 800 1

zaman (t) 1/10s.

Sekil 5.23. r =28 paremetre degeri igin x degiskeninin zamana bagh grafigi.

zaman (t) 1/10 s.

Sekil 5.24. r =28 paremetre degeri i¢in y degigkeninin zamana bagl grafigi.
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0 00 400 600 800 i

zaman (t) 1/10 s.

Sekil 5.25. r =28 paremetre degeri igin z degiskeninin zamana bagh grafigi.



BOLUM 6

KRIPTOGRAFI VE SANKI - RASGELE DiZi URETECLERI

Bu béliim 6zel bir bilginin izinsiz giriglere kargt korunmasi anlamina gelen
Kriptografi altboliimii ile baglayacaktir. Bu altboliimde, kriptografi, sifreli mesaj,
sifreleme, sifre ¢6zme ve kriptoanaliz ‘tammlan sunulduktan sonra, bilgilerin
sifrelenerek anlagilmaz sekle getirildigi kriptosistemler iizerinde durulacaktir. Bu
altboliim tek - zamanh sistemlerin (“one - time pad™) ve bunlarn kullanlmasdaki
giighiklerin agiklanmasi ile son bulacaktir. Bu sistemlerin kullamm giighiklerinden
dolayr, tek - zamanl sistemlerin yaklagtk uyarlamalann seklinde tasarlanan
algoritmalarda, sanki - rasgele dizilere oldukga fazla ihtiyag vardir. Bu nedenle bu
altboliimiin ardindan, kriptografide kullanilan sanki - rasgele dizi iiretegleri
anlatilacaktir.

Kriptografinin temel kabullerinden biri, kriptografik algoritmalarm gizli
tutulamayacagidir. Bu sebeple algoritmanin giivenligi, kullamlan anahtar dizisine
baghdir. Bir anahtar dizisi, kullanim siiresi boyunca gizli tutulmal: ve korunan bilgi
onemini yitirene kadar kriptoanalize karsi dayamkhi olmalidir. Anahtar dizisinin
kriptoanalize karst dayanikli olmasmm saglamanm bir yolu; dizinin, miimkiin
oldugunca rasgele goriiniighi olmasmin garantilemektir. Bu nedenle deterministik
olarak iiretilen anahtar dizilerinin, kriptosistemlerde kullamlmasindan énce istatistiksel
rasgelelik testlerini gecmesi gerekmektedir. Bu yiizden Bolim 6, dizlerin
rasgeleliginin belirlenmesi igin yararlamlan istatistiksel rasgelelik testlerinin birkagmm,
bu testlerin degerlendirilmesinde kullamlan istatistiksel hipotezlerin kontrolunun

agiklanmasmm ardindan incelenmesiyle noktalanacaktir.
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6.1 Kriptografi

Kriptografi (“Cryptography”), diisman personelin agik mesaj (“plaintext”)
olarak cagrilan korunmasiz mesaji yakalamak ve dogru olarak yorumlamak igin
teknik yetenege sahip oldugu durumlarda, mesajlarin gizlilifini garantilemek
amaciyla kullanilan tekniklerin tiimiidiir. Yani 6zel bir bilgiyi izinsiz giriglere kars
korumak anlamina gelen kriptografi, yazinin baglangic: kadar eskidir. Herhangibir
mesaj glivenli hale getirildikten sonra, sifreli mesaj (“ciphertext”) veya kriptogram
(“cryptogram”) olarak adlandinilir. Agik mesaj sifreli mesaj sekline getiren déniiglim
stirecine, sifreleme (“encryption”) denir. Sifreli mesaji agik mesaj haline getiren ters
doniigiim siirecine ise sifre ¢6zme (“decryption veya deciphering”) denir.
Kriptoanaliz (“Cryptanalysis”) de, sifreli mesajdan yetkisizce bilgi ¢ikariimasidir.

Pratik bir kriptografik iletigim sisteminin tiretti3i mesaj, kriptoanalize dayanikl
olmakla kalmayip yetkili insanlar tarafindan da ¢6ziilebilmelidir.

Sifreleme algoritmas1 veya doniigtimi, sifre olarak adlandinilir. Yani bir sifre,
acik mesaji (M) bir déniiglim yardimiyla sifreli mesaj (C) olarak adlandirilan karigik
bir sekle getirerek, M’nin gizlenmesini saglar. Sekil 6.1, bir sifre tanmimlar.

Acik Mesaj Sifreli Mesaj Acik Mesaj
Génderici Sifreleme Sifre Cézme Alic1
) C .
M Sifreleme Sifre Cézme M
Anahtar Anahtar1
K. Kq

Sekil 6.1. Bir siftre.

Acik mesajin yetkisiz kigiler tarafindan kolayca agia ¢ikarilmasinin 6nlenmesi
amaciyla, génderici bu a¢ik mesaji belirli bir parametre yardimiyla g¢ok sayida
miimkiin sifreli mesaja doniigtiiriilebilmelidir. Bu belirli parametre, sifreleme
anahtar1 (“encryption key”) (K.) olarak adlandirilir. Bu iglemlerin ardindan alici,

giivenli bir kanal vasitas: ile iletilen sifreli mesaji1 ¢6zmek amaciyla, sifre ¢dzme

R AT
. 'ci M e

DR



102

anahtarm (“decryption key”) (Ky) kullanir. Genel anahtarh kriptosistemlerinde , K.
genelken; Ky gizli tutulur. Hesaplama yoluyla K. anahtarmdan Ky anahtarini ortaya
gikarmak miimkiin degildir. Ozel anahtark kripto sistemlerinde, gonderici ve alict
gogunlukla hem sifrelemede hem sifre ¢ozmede kullanilan ortak bir anahtan (K)
paylagirlar. Degistirilebilen bu K anahtar1 daima gizli tutulur.

Ozel anahtarh kriptosistemler, blok sifreleme sistemleri ve dizi sifreleme
sistemleri olmak iizere iki kisma aynhr. Blok sifreleme sistemlerinde agik mesaj m

bitlik bloklara ayrihr, (xi,xl +I,.,.,xh‘m_l) ve her bir bloga agtk mesajda n bitlik blok

karg1 getirilir, (Yx»Yx+1a""y1+n—l)' Bu déniigiim,
Yx =fk(xi’xi+l""’xi+m—l)’ isk<i+n-1 (6.1)

seklinde tammlamr. Bu gifreleme, fi fonksiyonlarmin tersi yardimiyla g¢oziiliir.
Sifrenin tek olarak ¢oziilebilmesi igin, n>m sart1 gereklidir Hemen hemen tiim
pratik blok sifreleme sistemlerinde, n=m olarak almir. Her bir blogun birbirinden
bagimsiz olarak sabit bir anahtar kontrolii altinda sifrelendii blok sifreleme
sistemlerinde, farkh yerlerde goriilen aym agik mesaj bloklarma, aym sifreli blok karst
getirilir.  Yani sifreli mesajdaki farklt desenlerin (“pattern”) gozlenme sikhifin1 analiz
ederek gizli bilgiyi ortaya ¢ikarmaya g¢ahsan kriptoanalizstin (“cryptanalyst™) ataklarmi
bosa ¢ikarmak i¢in blok, yeterince uzun olmaldir. Sekil 6.2, bir blok sifreyi gosterir.

K. l l Ky
M Belleksiz C Belleksiz M
—_— ——> —> e
Doniigiim Doniigiim
Sifreleme Sifre Cozme

Sekil 6.2. Bir blok sifre
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Diger taraftan dizi sifreleme sistemlerinde agik mesaj, bit - bit gifrelenir. Bu tiir
sistemlerde iletilen verinin sifrelenmesi igin, kisa K anahatan, uzun ikili diziler tiretmek
amaciyla sanki - rasgele bit iireteci olarak adlandmilan bir algoritmadan gegirilir.
Anahtar dizisi (‘key - stream”) olarak adlandirlan bu uzun dizi, agik mesajla
kangtiriir. Bu kangtirma islemi genellikle modiilo - 2’ye gore toplam ifade eden
diglamah veya (Exclusive - Or) kapilariyla gergeklestirilir.  Sekil 6.3, bu ilkeyi ifade

eder.

K lx
Sanki - Rasgele Sanki - Rasgele
Bit Ureteci Bit Ureteci
Anabtar] Dizisi .| Anahtar)Dizisi
M~ 2 oL s w— > = > M
Agik Mesaj Sifreleme Sifreli Mesaj Sifre Cézme Agik Mesaj

Sekil 6.3. Bir dizi sifre.

6.1.1 Tek Zamanh Sistemler (“The One - Time Pad *»)

Dizi sifreleme sistemleri, anahtar dizisinin agtk mesajdan bagimsiz oldugu
sistemler ve anahtar dizisinin agik mesajdan bagimsiz olmadig: sistemler olmak iizere
ikiye aynhr. Bagmsiz anahtarh sifreler, eszamanh (“synchronous™) sifreler olarak
adlandinlir. Ciinkii bu tiir sistemlerde sifreli mesajm dogru olarak ¢éziilebilmesi igin,
anahtar dizisi ile gifreli mesaj eszamanh olmahdir. Anahtar dizisinin, agik mesajm
fonksiyonu oldugu diz sifreleri, kendinden eszamanh sifreler (“self - synchronizing”)
veya oto - anahtar gifreler (“auto - key ciphers”) olarak adlandinhr.

Sartsiz olarak giivenli tek sistem, gergek rasgele bir dizi iireten egzamanh bir
sifreleme sistemidir. Bu gifre, anahtar dizisinin bir kereye mahsus olmak iizere
kullanmilmasindan dolayi, tek zamanh sistem (“one - time pad veya one - time tape” )
veya Vernam sistem olarak adlandirihir. Bu sistemde, anahtar dijitleri rasgele olarak
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secilir ve anahtar dizisi mesajla aym uzunlukta olmakla beraber kendisini asla tekrar
etmez.

Bu sistemde sifreli mesaj, n uzunluklu agik mesajn, yukarida 6zellikleri verilen n
uzunluklu gizli bir anahtar dizisi ile XORlanmas1 sonucunda elde edilir. Sekil 6.4, bu
ilkeyi gosterir. Alcy, sifreli mesaji, giivenli bir kanal vasitastyla iletilen aym gizli
anahtar dizisiyle XORlayarak agik mesaj haline getirir.

Kriptoanalizst, tiim olasi anahtarlarm aragtinldigi kaba kuvvet atagi (‘“brute -
force attack™) ile bu tiir sistemi kirmak isterse, tiim anlamh agik mesajlar1 elde eder.
Omegin sifrelenen kelime “Ayse” olsun. Kriptoanalizst kaba kuvvet atagi sonunda
“Ayse” isminin de dahil oldugu tirkgede dért harfle ifade edilebilecek tiim isimleri
elde eder. Fakat onun elinde, elde ettigi hangi ismin dogru olduguna dair hi¢bir ipucu
yoktur.

Agik Mesaj M: 011000111111101...
Gizli Anahtar K: 100110010001011...

Sifreli Mesaj C: 111110101110110...

Sekil 6.4. Tek zamanh bir sistem.

Eger K anahtar, ikili simetrik bir kaynak tarafindan iiretiliyorsa, dyleki sifreli
mesajin hehangibir semboliiniin 1 olma olasiif1 diger sembollerden bagimsiz olarak
1/2 dir; tek zamanh sistem, kriptoanalizstin agitk mesaj hakkmda higbir bilgisinin
olmadig atak tiiriine (ciphertext - only attack) karsi miikemmel giivenlidir. Pratikte
agik mesaj hakkinda bir miktar bilgi elde mevcuttur. Baz sifreli metinlere kargilik
gelen agik metinlerin bilinmesi bilgisini temel alarak yapilan bu atak tiirii, bilinen agik
mesaj atagi (“known - plaintext attack™) olarak adlandinhr. Sartsiz olarak giivenli bir
sifre, elde mevcut olan agik mesaj - sifreli mesaj giftlerinin sayisina bagh olmaksizin
kriptoanalizden yara almayan tek sistemdir.

Bu sistem, iki kez kullanilmayan uzun rasgele anahtar dizilerine ihtiyag duydugu
i¢in pratikte kullamgh degildir.
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Tek zamanl: sistemlerin kullanimimin gii¢liigiinden dolay, yirmili yillardan beri
pek ¢ok sifreleme sistemi, gizli tutulan kisa bir anahtarin bir algoritma yardimiyla
tirettifi uzun sanki - rasgele dizileri kullanan tek zamanli sistemlerin yaklagik
uyarlamalar1 geklinde tasarlanmaktadir.

6.2 Giivenli Sanki - Rasgele Bit Uretegleri

Kriptolojik uygulamalar i¢in gtivenli anahtar dizi ireteglerinin ii¢ 6zelligi kesin
ve agik olarak belirtilebilir.

1) Anahtar dizisinin periyotu, iletilmek istenen mesajin uzunlugu ile uzlagacak kadar
bityiik olmalidur.

2) Cikis bitlerinin tiretimi kolay olmahidir.

3) Cikis bitlerinin tahmini gli¢ olmalidir. Bir tiretecin ilk n ¢ikig biti kullanilarak,
dizinin (n+1). biti hesap yolu ile %50’den daha iyi bir olasilikla tahmin
edilememelidir. Yani ¢ikig dizisinin verilen bir pargasi igin, kriptoanalizst ne bu
noktadan &nceki ne de bu noktadan sonraki diger bitleri iiretememelidir.

Verilen belirli bir anahtar dizi tiretecinin hangi nitelii temel alinarak, tiretecin
olusturdufu ¢ikis isaretinin tahmin edilemez oldugu sonucu ¢ikanlir?  Bit
fireteclerinin giivenligini dogrulayan her zaman ve her yerde uygulanabilir ve pratik
olarak kontrol edilebilir bir kriter gelistiriimemis durumdadir. |

6.2.1 Inga Bloklan

Sezgisel olarak, rasgele olusun manasinin tahmin edilemezlik oldugu sdylenir.
Bir dizinin rasgele olabilmesi i¢in, periyodu bilyiik olmali ve gesitli uzunluktaki
desenier, tiim dizi boyunca diizgiin olarak dagilmahidir. Bu boliimde sanki - rasgele
dizi Ureten bazi basit ySntemlerden, dofrusal geribeslemeli Stemeli yazicilar,
dogrusal olmayan &temeli yazicilar ve dogrusal kongruens {ireteglerinden sbz
edilecektir.
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6.2.1.1 Dogrusal Kongruens Uretecler (“Linear Congruence Generators *)

Sanki - rasgele sayilar iiretmek amacryla olduk¢a fazla tartigilan yontemlerden
biri,

X(i+1)=aX(i)+b mod m (6.2)

ifadesiyle verilir. Gizli anahtar olarak kullamlabilen (a,b,m), iireteci tammlayan
parametrelerdir. X, baslangig degeridir. Eger parametre degerleri akillica segilirse,
X(i) saylan [0,m—-1] arabgmdaki tim tamsayilar olusana kadar kendilerini
tekrarlamazlar. Bu iiretece 6rnek olarak X, =1 olmak iizere,

X(i)=5X(i-1)+3 mod 16 (6.3)

verilebilir. Uretecin iirettigi dizi degerleri, {1,8,11,10,5,12,15,14,9,0,3,2,13,4,7,6, 18,...}
seklindedir.

[45], dogrusal kongruens iirete¢ dizilerinin kriptolojik uygulamalar i¢in giivenli
olmadigm gosterdi. Bu tiir bir dizinin verilen yeterince uzun bir pargasindan, m, a ve

b parametreleri yeniden inga edilebilir.
6.2.1.2 Geribeslemeli Otemeli Yazicilar

Giiglii kriptografik diziler, geribesleme devresi dogrusal olsa bile o6temeli
yazicilar temel alnarak olugturulabilir. Geribeslemeli 6temeli bir yazici, n tane flip -
flop ve her yeni elemani a(t), t>n olmak iizere, daha 6nceden iiretilen elemanlar
a(t—-n),a(t—-n+1),...,a(t—1) cinsinden ifade eden bir geribesleme fonksiyonundan
meydana gelir. Sekil 6.5, n - durumlu geribeslemeli bir yaziciy1 gésterir. Tekil
olmayan geribesleme fonksiyonu,

a(t) = g(a(t-1,a(t-2),a(t-n+1))®a(t-n) (6.4)
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seklinde verilir. @ sembolii, XOR iglemini ifade eder.

g fonksiyonunun dogrusal olup olmadigma bagh olarak, iireteg dogrusal
geribeslemeli otemeli yazici (DGOY) veya dogrusal olmayan geribeslemeli dtemeli
yazic1 (DOGOY) olarak adlandirihr. Geribeslemeli 6temeli yaziemm (GOY) her bir
elemam, durum olarak adlandmbr. Bir diz iretmek igin a(0),a(1)a(2),...,a(n-1)
ikili sayilary, baglangig degerleri olarak GOY’ya yiiklenir.

_Cg(a(t—1),...,a(t—n+l))63a(t—n) .

A

a(t—1) a(t—2) a(t—-n+1) a(t—n)
Sekil 6.5. n - durumlu geribeslemeli 6temeli yazici.

GOY’nm iirettigi dizinin periyotu, hem durum sayisma hem geribesleme
baglantilarma baghdir. Geribesleme fonksiyonu tekil olmayan n - durumli GOY
tarafindan iiretilen dizinin maksimum periyotu, 2" dir. 2", n - durumlu o6temeli
yazmacm sahip olabilecegi miimkiin tiim durumlarn sayisisir.

6.2.1.3 Dogrusal Olmayan Geribeslemeli Otemeli Yazicilar

Tekil olmayan geribeslemeli 6temeli yazicmm durum diyagramu, ufak gevrimlere
sahip olabilir. Eger iirete¢ bu durumlardan herhangibirine diigerse, iiretilen ¢ikig dizisi
giivenli olmaz. Bu duruma kars1 tedbirler almak amaciyla, n.dereceden De Brujin
dizileri olarakta gagrilan miimkin en biiyik periyotlu (2°) dizilerini iireten n -
durumlu 6temeli yazicilar dizayn edilir. 1011001010000111..., Sekil 6.4°de verilen
DOGOY tarafindan iiretilen periyotu 2* olan bir De Brujin dizisidir. n - durumlu De

Brujin dizilerinin sayisi, 2% ™ dir ve bu diziler ideal desen dagiimma sahiptirler.
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Ornegin 4 uzunluklu her bir desen, iireteg tarafindan bir periyotta yalmizca bir kez
tiretilir.

Bilinen algoritmalarla iiretilen De Brujin dizlerinin ya hzh iiretilmelerini
gergeklestirmede tekniksel glighikler vardir ya da 6z - iligkisel karakteristikleriyle ilgili
zayifliklart vardir. Omegin hizli gergeklestirmeye uyarlanabilen bu dizilerin genis bir
smifi igin, a(t) ve a(t—n) arasmdaki ¢akisma olasthi@ (“coincidence probability”),
1/2’den biiyiiktiir. Kriptoanalizst, bu 6zelligi ¢ok iyi bir gekilde kullanabilir.

Sekil 6.6. Dort durumlu De Brujin dizi Ureteci
6.2.1.4 Dogrusal Geribeslemeli Otemeli Yazicilar

DGOY devreleri, uzun siiredir hata denetim kodlamasmda, VLSI testlerinde,
genis banth iletisim sistemlerinde ve bunlara benzer uygulama alanlaninda
kullamimaktadir. Bu devreler aym zamanda sanki - rasgele bit iiretegleri olusturmada
kullanilan en 6nemli araglardan biridir. ¢, € {0,1} olmak iizere, DGOY devrelerinin

geribesleme fonksiyonlar,
a(t) = ¢,a(t-1)Dc,a(t-2)®...c,_a(t-n+1)@a(t-n) (6.5)

seklindedir. DGOY’nm geribesleme baglantilar, geribesleme polinomu ile ifade
edilebilir,
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f(x)=1+cx+e,x" 4. ¢, _x"" +x". (6.6)

Denklemde goriilen x’in matematiksel sembol olmasmdan bagka bir anlamm yoktur.
Cikig dizisinin periyotunu ve istatistiksel davramgini, geribesleme polinomu belirler.
Asikar ¢ikigdan kagmmak igin sifir durumu baglangi¢ olarak alnmaz. Omegin dort
durumlu bir DGOY nmn geribesleme polinomu

f(x)=1+x+x? +x> +x* (6.7)

seklinde ise, baglangig kosuluna bagh olarak DGOY,
1) 1111011110...,
2) 1000110001... ve
3) 0100101001...
dizilerinden birini iiretir. Periyotu 5 olan bu dizler, oldukga kétii istatistiklere
sahiptirler. Aksine eger DGOY’nm geribesleme polinomu f(x)=1+x+x* geklinde
ise, iirete¢ oldukga iyi istatiétikte periyotu 15 olan tek bir diz iiretir,
101100100011110....

Cikig dizisinin miimkiin en biiyilk periyotlu olmasmi garantilemek igin,
DGOY’mn geribesleme fonksiyonu f(x)ilkel olmahdir. Yani f(x), fonksiyonu

(xT-1) ifadesine tam olarak béliinebilir yapan en kiigiik pozitif tamsayt T,

T=2"-1 (6.8)

olacak sekilde segilir. Bu bigimde segilen f(x)fonksiyonunun ilkel oldugu sdylenir.
Hazirda polinomlarm ilkel olup olmadimi test eden algoritmalar vardir. n. dereceden

ilkel polinomlarm sayisi,

g (2"-1)

n

(6.9)
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seklinde verilir. Euler fonksiyonu olarak bilinen ¢ (x), x tamsayismdan kiigiik ve x ile
aralarmda asal olan pozitif tamsayilarm sayism verir. Ilkel polinoma sahip bir DGOY
tarafindan iiretilen dizi, maksimum uzunlukli DGOY dizisi veya basitge m -dizisi
olarak adlandirilir. Periyotun maksimum uzunluklu olmasi, aym zamanda dizinin iyi
istatistikte olmasim garanti eder.

Biiyiik periyotlara, ideal istatistik dzelliklere ve ilkel polinomlarm gokluguna
ragmen, m - dizileri kriptografik doniigiimlerden gegcirilmeksizin anahtar dizisi olarak
kullanilamaz.  Gergekte, n durumlu DGOY’nm iirettigi ¢ikig dizisinin 2n biti
gozlenerek, baglangi¢ durumu ve geribesleme baglantilan belirlenebilir, Bunu gérmek

i¢in,

a(t),a(t+1),...,a(t+n-1),a(t+n),...,a(t+2n~-2),a(t+2n-1) (6.10)

dizi pargasmm verildigi varsayilsm. a(t+n),...,a(t+2n-2),a(t+2n~1) bitlerinin her
biri, soldaki n bite dayah olarak yazilabilir,

a(t)e, ®a(t+1)c,®. Pa(t+n-1c,, =a(t+n)

a(t+1)c, @a(t+2)e,®.DPa(t+n)e,, =a(t+n+]) (6.11)

a(t+n-1l)c, Da(t+n)c,®. ®a(t+2n-2)c, , =a(t+2n-1).

Geribesleme sabitleri, bu dogrusal cebirsel denklemlerin, e¢,,...,c, , katsaylarmm
bilinmeyen olarak almip ¢oziilmesiyle belirlenir.

Genel olarak her periyodik dizi, tekil olmayan DGOYlar tarafindan iiretilebilir.
Bu tiir bir diziyi iiretebilecek en kisa uzunluklu DGOY’nm geribesleme fonksiyonunu
bulan etkili bir sentez islemi vardir, [46]. Boyle bir DGOY’nmn uzunlugu, a dizisinin
dogrusal karmagikhg (“linear complexity”) olarak adlandirihr ve DK(a) (“LC(a)”)
olarak gosterilir. Sonug olarak kriptografik kullamimlara uygun bir iirete¢ dizayn
etmek icin; Uretecin meydana getirdigi dizilerin dogrusal karmagikhgmm altsmirmm
yeterince biiyiik olmasimi garantilemek gerekmektedir, [47].
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6.3 Istatistiksel Rasgelelik Testleri

Bu bélimde dizilerin rasgelelifinin belirlenmesi igin olusturulmus
istatistiksel testler lizerinde durulacaktir. Bu amagla rasgeleligi belirlenmek istenen
dizi igin istatistik olarak adlandirilan bir deger hesaplé.nacak ve elde edilen bu deger,
rasgele dizinin bu degere karg1 gelen dagilimiyla karsilastinlacaktir. Eger sanki -
rasgele bir dizi, olduk¢a az sayida rasgele dizinin sahip oldugu bir &zelligi sergilerse,

ooooo

varilacaktir.
6.3.1 Istatistik Hipotezlerin Kontrolu

Dizinin belirli bir 6zelliginin test edilmesi istensin. Bu durumda ilk olarak bu
ozelligi dlgen bir istatistik tanimlanir ve ardindan bu istatistifin rasgele diziler igin
izledigi dagilim belirlenir.

Bir istatistiksel test, sifir hipotezi (“null hypothesis”) olarak adlandirilan bir
hipotezin, karsit hipoteze (“alternative hypothesis™) karg1 kontrolii ile gergeklestirilir.
B gibi bir parametre degerinin, segilen bir By degerine esit oldugunun kabul edilip
edilemeyecegine karar vermek igin yapilan islemlere, B = B, istatistik hipotezinin
kontrolu (test) denir. Burada P, ortalama,standart sapma,.. gibi herhangibir
parametre ve Bg, bu parametrenin bilinmeyen degeri igin incelenen probleme gére
secilen bir degerdir.

Hy diye adlandinilan B = B, (Bo, X istatistigi i¢in kabul edilen bir deZerdir)

hipotezini kontrol etmek i¢in 6nce sunlarin belirlenmesi gerekir:
1) Hipotezin reddedilmesi halinde kabul edildifi varsayilacak olan Ha kargit
hipotezi: Incelenen problemin yapisina gore 8 # f,yada B > B, (veya B < fB,)
seklinde olabilir. Kargit hipotezin ne sekilde segilecegi ¢aligmanin amacina baglidir.
Ilgilenilen sadece B’nin Bo’a esit olup olmadig ise karsit hipotezf8 # 8 seklinde
alinabilir. Buna karsilik baz1 problemlerde bizi 6zellikle f’nin Po’a esit mi, yoksa
Bo’dan &zellikle bityiik mii (ya da kiigiik mil) oldugu ilgilendirebilir. Bu durumda
karsit hipotez 8 > B, (yada B < fB,) seklinde segilmelidir.
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2) Hesaplanan B istatistiginin Bo’dan ne kadar farkl olmasi halinde H, hipotezinin
reddedilecegi segilecek o anlamliik diizeyine (“significance level”) baghdir. o’nm
degeri segildikten sonra § = 8, degeri merkez olmak tizere gizilen X istatistiginin
omekleme dagilion, kabul bolgesi ve red bolgesi olarak ikiye ayrilir. Goézlenen X
degerinin icinde kalmas: halinde Hp hipotezinin kabul edilecegi kabul bdlgesi B,
degerine yakm, H, hipotezinin reddedilecegi kritik bolge Bo degerine uzak olup red
bélgesinin alam, o‘ya esit almir. Red bélgesinin, 6rekleme dagihmunm her iki ucunda
mu, yoksa sadece bir ucunda mm yer alacagi Hu karsit hipotezinin tipine bagh olup buna
gore iki uglu ya da bir uglu test uygulanir:.

a) Iki Uglu Test: H,: f = f, hipotezini, H,: S # f, hipotezine gére kontrol etmek
isteniyorsa, gozlenen X degerinin gerek bu istatistik igin kabul edilen Bo’dan fazla
kiigiik, gerekse fazla biiyiikk olmast hallerinde, H, hipotezini reddetmek
gerekeceginden, red bolgesi érnekleme dagihmmmn her iki ucuna simetrik olarak
yerlestirilir. Buna gore, 6rnekleme dagihiminda agilmas: olasthg1 @ /2 ve 1-a/2 olan
degerlerin arasinda kalan bélge kabul bélgesi, bu degerlerin digmda kalan iki bolge red
bolgesidir (Sekil 6.7).

8 b
0
red —sba——— kaby] ———>&— red

Sekil 6.7. B = f3, hipotezinin, # # B, karsit hipotezine gore kontrolu.

b) Bir Uglu Test: H,: # = 3, hipotezinin kontrolunde kargit hipotez H,: 8 > S, (ya
da B < B, seklinde ise gozlenen X degerinin sadece Bo’dan fazla bityiik (fazla kiigiik)
olmas: halinde H, hipotezi reddedileceginden, red bolgesi, 6rnekleme dagihmmm sag
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(sol) ucuna yerlestirilir. Buna gore, f = f, merkezi gevresinde g¢izilen X
istatistiginin, drmekleme dagilimmda agilma olasiigi olan o, kritik bélgenin smirmm
belirler, Sekil 6.8.

Istatistik hipotezler (Hyo ve Ha hipotezleri), rasgele degiskenin dagihmmn
ozellikleri ile ilgili bir problemde mantikl bir temele dayanilarak yapilan kabullerdir.
Hipotezlerin kontrolu i¢in, hipotezde yer alan parametreye karsi gelen istatistigin
omekleme dagihmim bilmek gerektigi goriilmektedir. Anlamlilik diizeyi segildikten
sonra, karsit hipotezin tipine goére, 6émekleme dagihmmm ya her iki ucunda ya da
sadece bir ucunda bulunan kritik bélgenin smirlant belirlenmektedir. Gozlenen
omekten hesaplanan istatistik degerinin red bolgesine diigmesi halinde H, hipotezi red,
aksi halde kabul edilmektedir.  Bdylelikle bir rasgele degigkenin herhangibir
parametresinin bilinmeyen degeri igin yapilan bir seg¢imin dogrulugunun, eldeki
ornekten o parametre i¢in tahmin edilen degerle kargilastirilarak, kabul edilip
edilmeyecegine karar verilmektedir.

kabul

Sekil 6.8. # = f, hipotezinin, S > 3, karsit hipotezine gore kontrolu.

Buradaki incelemede sifir hipotezi, Ho, rasgeleligi belirlenecek olan dizilerin,
rasgele bir kaynak tarafindan tretildigidir. Kargit hipotez H, ise, dizlerin rasgele
olmayan bir kaynak tarafindan tretildigidir. Sifir hipotezinin belirlenmesinin ardindan
anlamlilik diizeyi (“significance level”), a, belirlenir. o’nin, Hy’m dogru oldugu halde
test sonunda reddedilmesi olasihigm gosterdigi goriildii. Yani a,
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o = P(Hy’1 reddet | Hy dogru) (6.12)

seklinde tamimlanir. 0< @ <1 arahifmda olan o, 0.05 veya 0.01 olarak segilir.

Rasgele bir kaynak tarafindan iiretilen bir dizinin test sonucunda reddedilmesi
istenmezken, rasgele bir dizinin karakteristiklerini igermeyen dizinin test sonucunda
kabul edilmesi de kriptografik uygulamalar i¢in tehlikelidir.

Rasgele bir degigken, X, N(0,1) dagiimma (ortalamasi 0, varyans1 1 olan
normal dagihm) sahip k tane bagimsiz degiskenin karelerinin toplamu ise, serbestlik
derecesi (“degrees of fredom™) k olan x” - dagilimma sahiptir. Sekil 6.9, bu dagilimm

grafigini gostermektedir.

Area=l-«o Area = o

Cut-off
Point

Sekil 6.9. x - dagilm,

Tablo 6.1, hesaplanan istatistigin, segilen bir X, degerini agmas1 olasthgim
Verir.

Hesaplanan istatistigin, ger¢ek rasgele diziler igin serbestlik derecesi k olan $?
dagihmm izledigi varsayilsm. Eger istatistigin, bu parametre igin segilen bir
istatistikten biiyiik olmasi bekleniyorsa, tek uclu test uygulanmasi gerektigi daha

onceden goriildii. Bu durumda Xy .. kesim noktasi,

P(X>Xx 1.« | X, rasgele bir dizinin istatistigidir) (6.13)
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seklinde ve Xy 1., degeri de, Tablo 6.1°deki istatistiksel dagihmdan belirlenir. Omegin

k=5 ve a =005 oldugunda, X, , , =1107 olarak belirlenir. Yani X> X, , .

J-a
bolgesi kritik bolgedir. Rasgele olmayan bir dizi igin belirlenen istatistigin kritik
bélgeye diismesinin, rasgele bir dizininkine gore daha olas1 oldugu beklendigi igin,

X> X, . ise, Hy reddedilir. Dolayistyla Hy dogru oldugu halde rededilme olasihig
o‘drr,

o = P(X > Xi 1« | X, rasgele bir dizinin istatistigidir)
= P(X > Xy 1o | Ho, dogrudur) (6.14)
= P(Hy’1 reddet | Hy, dogrudur).

Eger karsit hipotez altinda hesaplanan istatistigin, bu parametre igin segilen
istatistikten yalnizca biiyiik olmasi yerine, daha biyiik ya da daha kiigiik olmasi
'bekleniyorsa, iki uglu test uygulanmas: gerektigi daha onceden goriildii. ki uglu test
genellikle rasgele dizinin istatisti§i normal dagiim izlediginde kullanihr. Normal
dagilim, merkez limit teoremi(“central limit theorem™) ile agiklanabilir. Bu teoreme

gore, Xi(i=1,2,...,n) birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler ise, X=Zc‘x,

=1
seklinde, X; lerin sabit sayilarla garpihp toplanmalanyla elde edilen (X; lerin dogrusal
bir kombinezonu olan) X rasgele degigskenini dagihmm, X; lerin ayr1 ayn dagihimlan ne
olursa olsun, n biiyiidiik¢e hizla normal dagiima yaklagir. Sekil 6.10°de N(0,1)
dagihm verildi.

Area=a/2 Area = o/2

— I ! l

Sekil 6.10. N(0,1) dagilim.



116

Bu durumda X, ., ve X,, degerleri bulunur. Eger X>X, ,, veya

X <X, ise Hy reddedilir. Kesim noktalari,

o/2 = P(X < Xy 1.2 | X, rasgele bir dizinin istatistigidir)
= P(X < X 1-o2 | X, rasgele bir dizinin istatistigidir) (6.15)

olacak sekilde belirlenir.

Tablo 6.1. ¥ - dagihm

0.99 0.95 0.75 0.50 0.25 0.05 0.01

v=1] 0.00016 | 0.00393 | 0.1015 | 0.4549 | 1.323 3.841 6.635

v=12 0.02010 |.0.1026 | 0.5753 | 1.386 2.773 5.991 9.210

v=3 0.1148 |0.3518 | 1.213 2.366 4.108 7.815 11.34

v=4 0.2971 |0.7107 | 1.923 3.357 5.385 9.488 13.28

v=5 0.5543 | 1.1455 |2.675 4.351 6.626 11.07 15.09

v==6 0.8720 | 1.635 3.455 5.348 7.841 12.59 16.81

v=17 1.239 2.167 4.255 6.346 9.037 14.07 18.48

v=8 1.646 2.733 5.071 7.344 10.22 15.51 20.09

v=9 2.088 3.325 5.899 8.343 11.39 16.92 21.67

v=10 2.558 3.940 6.737 9.342 12.55 18.31 23.21

v=11 3.053 4.575 7.584 10.34 13.70 19.68 24.73

v=12 3.571 5.226 8.438 11.34 14.84 21.03 26.22

v=15 5.229 7.261 11.04 14.34 18.25 25.00 30.58

v=20 8.260 10.85 15.45 19.34 23.83 3141 37.57

v=30 14.95 18.49 24.48 29.34 34.80 43.77 50.89

v=50 2971 34.76 42.94 49.33 56.33 67.50 76.15

Xp -2.33 -1.64 -.675 0.00 0.675 1.64 2.33




117

X, ve X,_,, degerleri, N(0,1) dagihmma ait tablodan belirlenebilir. Omegin
a =005 ise, X, , =-196 ve X, ,, =196 du.

Tablo 6.1’de v>30 oldugunda istatistik degeri,
v+ 2 V)R, +2/3%, %, - 2/3+ 0 (1/v'?) (6.16)
olarak belirlenir.
6.3.2 Istatistiksel Rasgelelik Testleri

Burada bes istatistiksel test sunulacaktir, Burada verilecek 6mekler,
rasgeleligin belirlenmesi i¢in her bir testin, kendi bagma yeterli olmadigimi, fakat diger
testlerle bir arada kullanilmas: gerektigini gosterecektir.

6.3.2.1 Frekans Testi

Frekans testi, dizideki 1 ve O0’larm sayisim kargilagtrmak amaciyla
geligtirilmigtir.  Dizilerin ikili simetrik bir kaynak (BSS) tarafindan iretildigi
diigiiniildigiinden, 0 ve I’lerin yaklagik aynt sayida oldugu beklenir. Caligilan dizinin
uzunhigu n, dizideki sifirlarn sayisi, no ve dizideki 1’lerin sayis1 n, ise, istatistik,

x=("—°;l‘)— (6.17)

seklinde belirlenir. X istatistigi, serbestlik derecesi 1 olan % - dagilum takip ettigi
igin, Tablo 6.1 yardumyla X,, . kesim noktasi bulunabilir. Eger o, 0.05 almirsa,
3.841°den biiyiik olan bélge kritik bélgedir. Yani hesaplanan X istatistigi, 3.841°den
biiyiikse, dizi reddedilir. Bu testi gegen, fakat rasgele olmayan diziler bulmak oldukga
kolaydir. Bu testen gegen, fakat rasgele olmayan 12 uzunluklu bazi dizi 6rmekleri
sunlardir, 010101010101 ve 000000111111.
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6.3.2.2 Seri Test

Seri test ile dizideki her bir ¢iftin, 00, 01, 10, 11, meydana gelig sayisinm
yaklagik olarak aym olup olmadif: belirlenir. Yani rasgele bir diz igin her bir ¢iftin
olug sayisi, yaklagk olarak (n—1)/4 olmahdrr. Dizideki 00’larm meydana gelis
sayismn, 01’lerin meydana gelis sayisindan daha fazla oldugu varsayilsm. Bu durum,
0’takip eden bitin, sifir olma olasihgmnmn bir olma olasihfmmdan daha yiiksek olmas:
gerektigini soyler. Yani, bir bitin meydana gelisi, 6nceki bitten bagimsiz degildir. Bu
nedenle béyle bir dizi, rasgele bir kaynak tarafindan iiretilemez.

ng, n uzunluklu bir dizideki 00 ¢iftinin sayisim gostersin ve ng;, nyo ve ny; da
benzer sekilde tanimlansm, bu durumda X istatistigi,

4 2
X=E(ngo+ngl +nfo+nf1)—;(n§ +nf)+1' (6.18)

ny ve n,, soylendikleri sira ile 0 ve 1’lerin sayisidir.

I J. Good, X istatistiginin yaklagik olarak serbestlik derecesi 2 olan y* -
dagilimm izledigini gostermistir. Eger o = 0.05 almirsa, Tablo 6.10 yardimiyla smr
5.991 olan kritik bolge belirlenir. Béylece eger X > 5991 ise, dizi reddedilir.

Bu testi gegen, fakat rasgele olmayan bir dizi, 00110011001100110 seklinde
verilebilir.

6.3.2.3 Poker testi

Poker testi, frekans ve seri testlerinin genellestirilmis seklidir. Frekans testinin
I’li desenlerin olus saymi verdigi, seri testinin ise, ikili desenlerin her birinin olug
sayismi verdifi goriildii. Poker testi ise, 2" tane m - bitlik desenlerin her birinin olug
sayismi1 inceler.

Bu test igin ilk olarak n uzunluklu dizi, k tane m - bitlik altdizilere ayrilr.

Burada k, n/m’den kiigiik olan en biiyiik tamsay: olarak tammlamr, k =l£—J. 2"
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tane m - bitlik altdizi varoldugundan, n;, i. altdizinin meydana gelis sayisin, i=1,...,2™
icin gostersin. Bu degerler yardimiyla poker testi igin istatistik,

2L
= Tan -k (6.19)

i=1

seklinde tanimlanir. Bu istatistik, serbestlik derecesi 2™-1 olan % - dagiimm gosterir.
Béylece tekrar Tablo 6.1 yardimyla, kritik bolge belirlenir.

Poker testi, m’nin farkli degerleri igin tekrar edilebilir ve dizi m’nin farkh
degerleri igin tekrarlanan bu testlerin gofunu gegmelidirr. Buna ragmen m’nin
biiyiikliigiine dair bir smir vardir. Bu smur, her bir nesnenin meydana geliginin beklenen

sayismin en az 5 olmasidir. Buradaki durum igin, 2" tane altdizinin her birinin

k
meydana gelis sayist en az 5 olmahdir. Yani FZSveya [iJZ 5(2“') esitsizligi

saglanmalidir.

Eger m iizerine bu gekilde bir kisitlama getirilirse, poker testini gegen, fakat
rasgele olmayan bir dizi kolaylikla bulunur. 000 111 101 011 001 100 010 110
altdizisini 5 kez tekralayan 120 uzunluklu bir dizi, rasgele degildir.

Bu diziden m = 3 i¢in elde edilen istatistik,

2° 3
2
X="EZni -40

1 ' ,
= g(s)(s )-40

_200_ o
5

=0

seklindedir. Bu arada m =3 igin, istatistik, serbestlik derecesi 7 olan %’ dagilimm
izledigi igin, kritik bolge, @ = 0.05 olmak iizere, 14.067’den biiyiik degerler igeren
bolgedir.

Ayni dizinin m = 2 igin istatistigi,
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22 4
= — 2 _
X= 6OZn, 60

i=1
- L5 -
_15(4)(15) 60
=0

seklindedir. Istatistik, m =2 igin serbestlik derecesi 3 olan x* dagimmi izlediginden,
kritik bélge, @ = 0.05 olmak iizere, 7.815’den biiyiik degerleri i¢eren bolgedir.

Bu dizinin m =1 igin istatistigi,

2
X=—2*Zn,2—n

i=1
= —3—(602 +60?) ~120
120
=0

seklindedir. Bu durumda a = 0.05 igin, kritik bélge 3.841°den biiyiik degerleri igeren
bélgedir. Bu gozlemler, 000 111 101 011 001 100 010 110 altdizisini 5 kez
tekrarlayan dizinin, poker testini kolayca gegtigini gosterir.

poker testinin m’nin daha biiyiikk degerlerine izin veren degistirilmis bir sekli
vardir, Degistirilmis bu poker testinde, m - bitlik altdizilerin her birinin meydana gelig
sayisini saymak yerine, altdiziler her birinde goriinen 1’lerin sayisma bagh olarak
gruplara aynhr. 1k grup, iginde sifir tane 1 olan tiim dizileri, ikinci grup, iginde bir
tane 1 olan tiim dizileri igerir ve gruplarm igerdigi tiim diziler bu sekilde diigiiniilerek
diizenlenir. itgne 1 igeren alt dizilerin grup igindeki sayisinm beklenen degeri,

m) k )
y,=( ,)—- i=0,..,m (6.20)

m!
il(m —i)!

seklindedir. ifadede (‘:’) -
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Hala grup sayismin beklenen degerinin 5°den az olacag miimkiinse, kiigiik
degerde olanlar, her bir grubun beklenen biiyiikligii en az 5 olacak gekilde bir araya
getirilir. Bunlan gruplamanm bir yolu su gekilde olabilir:

Yoty +. 4y, i=d;
Y, =1y, i=d+1,..,m-d-J; 6:21)
Yu-a +y..._,,+, +...+ym, i=m-—d.

ifadede goriilen d, tim i=d,..,m-d igin Y, 25 olacak gekilde tammlanr. Bu
durumda m—-2d+1 tane grup vardir: d - grup, d tane 1°den daha fazla 1 igermeyen
tiim dizileri igerir, (m - d) - grup, (m-d) tane 1’den daha az 1 igermeyen tiim dizileri
icerir ve i - grup, i=d+1,...,m—-d-1 olmak iizere, i tane 1 igeren tiim dizileri igerir.
Bu test i¢in belirlenen istatistik,

X= Z—LY— (6.22)

seklindedir. n;, yukarida tanimlandif: gibi, incelenen dizide i - grubuna diigen
altdizilerin sayisidir. X istatistigi, serbestlik derecesi m —2d olan % - dagilimm izler.

6.3.2.4 Hareket Testi

Bir hareket (“a run”), tek bir bitin tekrarlamalarim igeren bir altdizi olarak
tammlanir, 01100010111101 dizisinde, 0, 11, 000, 1, O, 1111, O, 1 hareketleri
gOzlemlenir. Yani bu dizide, 1 tane 3 sifirdan olugan hareket, 3 tane 1 sifirdan olugan
hareket, 1 tane 4 birden olusan hareket, 1 tane 2 birden olugan hareket ve 2 tane 1
birden olugan hareket, gozlemlenir.

Hareket testi, incelenen dizideki gesitli uzunluklarda degigsen hareketlerin
sayismi, rasgele bir dizideki bu hareketlerin beklenen degerleriyle karsilastirarak,
kontrol eder. Hareket testini gergeklestirmek igin, dizinin, uzunlugu (n) ve igerdigi
hareket sayis1 (m) bilinmelidir. Ayrica dizide en biiyiikk uzunluklu hareketin uzunlugu
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(k) da bilinmelidir. k’nin beklenen degeri en az 5°dir. Babbage, k degerini tahmin

etmek amaciyla,

k =[10g2 _196 J (6.23)

esitligini kulland:.

i<k -1 olmak iizere, ny; ve ny;, séylendikleri sira ile i uzuntuklu dizideki sifir
ve birlerin sayist olsun. ng ve ny ise, k uzunluklu veya k’dan daha biiyiik uzunlukiu
dizedeki soylendikleri sira ile sifir ve birlerin sayist olsun. yu ve yu, ng ve ny;
degerlerinin beklenen degeri olsun. Bu durumda yq; ve yyi,

m(m-1)(n-m)n-m-1)..(0-m-i+2)

= = =1 k .

Yo =Y 2(n-D(n-2)(n—) o (6.24)
seklinde, yox ve yix ise

m k-1
Yok E‘ Zy oi

i=l1
m k-1
lk 2 = y
(6.25)
seklindedir. Hareket testi igin istatistik,
2 2
X = S (nm "'Yoi) +(nn "Yn) (6.26)
=1 Yo Yu

seklindedir. istatistik, serbestlik derecesi 2k —3 olan x? - dagihmmi izler.

11111 00000 111 000 11 00 11 00 10 10 10 10 altdizisini 5 kez tekrarlayan
bir dizi, rasgele olmadigi halde haraket testini kolayca geger. Babbage’nin k’nmn
tahmin {izerine yaklagim kullanilarak, k,
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n
k= logz-ﬁ =log,16=4

olarak belirlenir. Bu dizideki hareketlerin sayist,

n, =20 n;,, =20
n, =10 n,=10
n; =5 m;=35

n,=5 n,=35

seklinde bulunur. yo; ve yy; degerleri iistte verilen egitlik yardimiyla,

Yo 1987 y, =1987
Yo, £1006 y,, =10.06
Yo 2506 y,, =5.06
Yo, =501 y, =501

olarak elde edilir. Hesaplanan bu degerlerin 1g18inda X istatistigi,

X= i((“m ~Ya) . (n, — yny)

i1 Yo Yu

_[(20-1987) +(10—10.06)2 +(5-5.06)2 +(5—5.01)2
= 19.87 10.06 5.06 501

=0.004

olarak bulunur., 2k —3=5 serbestlik derecesi olan y* - dagihmmdan & =005 igin
kritik bolge, 11.07°den biiyiik degerleri iceren bolge olarak belirlenir. X istatistiginin
bu degerden oldukga higiik oldugu gériiliiyor. Bdoylece dizi rasgele olmadigi halde bu
testi kolayhkla geger.

6.3.2.5 Oziliski Testi

Bu test, rasgeleligi incelenen dizinin bitleri ile aym dizinin 6telenmis gekli
arsmda bir iligki olup olmadigm beliflemek amaciyla olugturulmugtur.  Eger
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incelenmek istenen dizi, S=s.s,...s, seklinde ise ve d biiyiikliginde bir Gteleme
gergeklestirilmis ise, bu, s; ile s;+; bitlerinin karsilagtirilacag: anlamma gelir.
Otelenmislerine esit olmayan bitlerin sayis;, ® XOR islemini gostermek iizere,

Ald) =3, ®s,, d=1..|n/2] (6.27)

i=1

seklindedir. Rasgele bir dizi ¢gin A(d), (n - d) tane birbirinden bagimsiz olarak diizenli
bir gekilde dagilmmg 0/1 rasgele degigkenlerinin toplamm geklinde oldugundan, A(d),
d#0 olmak iizere, ortalamasi (n - d)/2 ve varyansi (n - d)/4 olan binom dagihmmi
izler. Eger (n - d) biiyiikse, binom dagilimnmn yaklagik olarak normal dagihm izledigi
n-d n-d
2’ 4
¢ok biiyiik degerleri gozlenmemelidir. Bu nedenle iki uglu test kullaniimalidir.
Normal dagihmda, & =0.05 igin kesim noktalar1 daha dncedende soylendigi gibi,

Xiap =196 ve' X, =-196 seklindedir. Yani

sOylenilebilir, ) Bu test igin, A(d)’nin hem gok ufak degerleri hem de

n—d
Ad)-——
> 1.96 (6.28)

Jn-d

2

durumunda dizi rededilir. Bu séylenilene 6zdes olarak

- Jn—d

Ad)> 29 106¥0
2 2 (6.29)
-d vn-d '

n
-1.96
A(d) < > 2

esitsizliklerinin gergeklegmesi halinde dizi reddedilir.

Dizilerin rasgeleliginin belirlenmesinde kullanilan testler, yalnizca yukanda
verilen bes istatistiksel test degildir. Bu testlerin yam sira aralik testi, kupon toplayica
testi, permiitasyon testi, seri korelasyon testi, t’lerin maksimumum testi, ikili tiirev
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testi, degisim noktas: testi, carpigma testi gibi testler de rasgeleligin belirlenmesinde
kullanilir, [48]. Buna ragmen rasgele olmadif1 halde istatistiksel testleri gegen
dizilerin varhgy, rasgele testleri 6lgen bagka birtakim testlere ihtiya¢ duyuldugunu
gostermistir. Bu nedenle dizilerin 6ngorilemezligini dlgen karmagikhk testleri
tiiretilmigtir.

Rasgeleligin olgiilmesi amaciyla, teknik bilgilerin artmasi ve bilgisayar yazilim
ve donanimmnin geligmesi paralelinde ileride daha pek gok testin tiiretilecei agiktir.



BOLUM 7

KAOTIK SISTEMLERIN SIFRELEMEDE KULLANIMINA ILISKIN
YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde kaotik sistemlerin, kriptolojide sanki - rasgele dizi iireteci olarak
kullammina iligkin yapilan galigmalar tanitilacaktir.

Biyolojik popiilasyonu modellemek i¢in kullanilan lojistik dénigiimiin kaotik
ozellikler sergilemesinden yararlanarak tek - zamanl sistemlerle yer degistirebilecegini
soyledigi yeni bir genellestirilmis doniigiim tiireten Robert A. J. Matthews, [4], ile
baslayacak bu ¢aligmalar, Daniel D. Wheeler’m kiiglik ¢evrimler olugturdugu igin bu
dontigiimii elestirdigi ¢alismasiyla, [5], devam edecektir. Ardindan Douglas W.
Mitchell’in anahtar dizisi iiretmek i¢in kaotik doniigiimlerden ¢ok monotonik
déniigiimlerin kullanilmas: gerektigini savunan ve bu yol ile iiretilen anahtar dizilerinin,
smirll, ¢evrimsiz ve monotonik olmadif i¢in kaotik oldugunu iddia ettigi galigmasi,
[6], verilecektir. Daniel D. Wheeler ve Robert A. J. Matthews’in, Wheeler tarafindan
kiigiik gevrimler olugturdugu igin elestirilen Matthews’in genellegtirilmis kaotik
déniigiimiiniin, Cray Y - MP ile gergeklestirilmesiyle bu tiir sorunlarm ortadan
kalkacagmm gosterdikleri ¢aligmalarinm, [7], ardindan, bu ana kadar tek - boyutlu
déniigiimlerle smirlanan kaos kuramma dayah sistemlerden sanki - rasgele dizi iiretme
fikri, John M. Carroll, Jeff Verhagen ve Perry T. Wong ile gok - boyutlu sistemlere
tagmacaktir, [8].



127

7.1 Kaotik Bir Sifreleme Algoritmasmnin Tiiretilmesi

Belirli kogullar altinda, lojistik doniisiim rasgele sayilardan olugan kaotik
diziler iiretebilir. Matthews galigmasinda, bu tiir bir kaotik doniigiim tiirettti. Ayrica
¢aligmasinda, bu doniiglimiin, kriptografik uygulamalar i¢in uygun olabilecegini ve
tek zamanh sistemlerle yer degistirilebilecegini ifade etti,[4]. Matthews’in bu
¢aligmasi su sekilde Szetlenebilir.

Lojistik déniigtim, ayar parametrelerinin uygun sec¢imi ile, rasgele sayilardan
olusan diziler iiretebilir. Kaotik fonksiyonlarin ayar parametrelerindeki ufak
degisimler, birbirinden tamamen farkl: dizilerin {iretilmesine neden olur. Dolayisiyla
kaotik doniigtimler, bir anahtarda olmas: gereken karakteristiklere sahiptirler. Kaotik
doniiglimler, rasgele sayilar tretebilme o6zellifinden dolayi, sifreleme biliminde
oldukga (“cryptology”) ilgi uyandirmigtir. Gergek mesajin, rasgele sayilardan olugan
bir anahtar dizisi ile modiler toplam vasitasiyla sifrelenmesi anlamina gelen ve
kirtlamaz oldugu tamitlanabilir tek zamanli sistemler, rasgele sayilardan olugan
dizilerin giivenli dagitilmasindan kaynaklanan giicliiklerden dolayr yaygin bir
kullanim alan: kazanamamustir.

Rasgele anahtar dizileri tiretmek i¢in kaotik bir doniligim kullamlirsa, ayar
parametrelerinin uygun degerleriyle istenilen yerde ve zamanda anahtar dizisi
firetilebilir ve boylece uzun rasgele dizilerin giivenli bir gekilde dagitilmas: yerine,
yalmzca bu parametre degerlerinin giivenli sekilde dagitiimas: yeterli olur.

Tek boyutlu dogrusal olmayan doniisimlerin en ¢ok caligilam lojistik
déniigtimdiir,

xb g(x)=4x(1-x), 0<x<L (7.1)

Ayar parametreleri A ve Xxo olan bu doniigim, biyolojik popiilasyonu
modellemek i¢in kullamlir.

Lojistik doniigtim, A parametresinin 3’ten bilylik olmayan degerleri igin dikkat
gekici bir davramgta bulunmaz: xo baslangi¢ degerinin g(-) doéniistimil altindaki
tekrarlamalan (“iterations™), tek bir degere yakinsar. Kalici durum tek bir noktadan
olugur. Buna ragmen, A parametresinin 3’ten biyiik degerleri igin olusan diziler,
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periyodiklik gosterir. Baglangigta iki farkh deger arasnda salimim yapan dizi, A
arttikga 4, 8, 16, 32,... degerleri arasinda salmim yapar. Fakat A’nm 3.6’dan biiyiik
baz degerleri igin, doniigiimiin trettii diziler tamamen rasgele gériiniiglidiir. A, 3.8
degerini astigmda ise, periyot ikilenmesi tamamen kaybolur ve verilen bir rasgele xo

baslangi¢ degeri i¢in iiretilen diziler rasgele goriiniiglii olur.

7.1.1 Lojistik Déniisiimiin Kaotik Davranigi

Bir doniigtimiin  kaotik davramgm anlamaya iligkin anahtar kavram,
déniisiimiin sabit noktalandir. x, =0, lojistik déniigiimiin asikar bir sabit noktasidur.

Diger sabit nokta,

x,, = 4x, (1-x,) (7.2)
denkleminin ¢éziilmesiyle,

x, =1-1/2 (7.3)

olarak bulunur. Doniiglimiin sabit noktalar, A’nm belli degerleri igin kararsiz olur.
Yani baslangig degerinin bu kararsiz sabit noktalara ne derece yakm olduguna
bakilmaksizin; bu baglangi¢ degerinin g(-) doniigiimii altindaki tekrarlamalan, kararsiz
sabit noktalardan uzaklagirlar. Feigenbaum, déniigiimiin sabit noktadaki egiminin-
mutlak degeri 1°den biiyiikse; bu sabit noktanm kararsiz oldugunu gésterdi,[49].

g(+) doniigiimiintin herhangibir x noktasmdaki egimi,

dg(x)

o= A(-2x) (7.4)

seklindedir. Ohalde 0< A <1 oldugunda, x, =0 sabit noktast kararhdir.
x,, =1-1/A sabit noktasmm kararliigs da A’ya baghdir,
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dg(x,,) _

=24 (7.5)

Béylece A>3  oldugunda, lojistik doniiglimiin sabit noktalarmmn her ikiside
kararsizdir. >3 oldugunda herhangibir degere yakmmsamayan g(-) doéniigiimii,
periyot ikilenmesi ve kaos sergilemeye baglar. Buna ragmen, A>3 oldugunda; (7.1)
denkleminin analitik tarifi olduk¢a karmagiktir, [50].

Feigenbaum, en azindan baz periyot katlanmalarmm bu A degerinden sonra
sonsuz uzunlukta olacagi, A ile gosterilen bir A degeri hesaplamak i¢in yaklagik bir
teknik gelistirdi.

Fakat A_’un lizerindeki A degerleri igin bile, kararlilik pencereleri vardir. Bu
pencerelerde iiretilen diziler periyodik olacagindan, anahtar dizisi olarak giivenli
degildirler.

7.1.2 Genellestirilmiy Kaotik Doniisiim

Matthews, kriptolojik uygulamalar igin, x ve A degiskenlerine sahip olan
lojistik doniigiim yerine; (A,a,f,x) degiskenleriyle tanimlanan genellegtirilmis
lojistik doniigiimii 6nerdi,

x> g(d,a,f,x)=Ax(a-x)’. (7.6)

Dért degigken igeren bu doniigiim ilk kogullara agi1 duyarh oldugundan, oldukga
fazla sayida farkh rasgele diz iiretebilir. Doniiglimiin rasgele sayilar iiretebilmesini
garantilemek amactyla ayar parametreleri tizerine birtakim kogullar tiiretildi.

Ik olarak doniisiim, z. dereceden tiiretilebili maksimuma sahip olmahdar.

Oyleki kiigiik [x|ler igin,

xl

g(0)-g(x) c|x’], z21 (7.7)
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saglanir,[50]. Bunu garantilemenin en iyi yolu, A, o, ve B degerlerinin pozitif
olmasidur.

Ikinci olaraksa, déniigim periyodik olmayan diziler iiretebilmelidir.
Feigenbaum, ¢ahsmasmda: doniigiimiin kaotik davranip davranamayacagm belirlemek
icin en onemli ozelligin; doniigimiin, agikar olmayan sabit noktadaki egiminin
oldugunu séyledi.

Feigenbaum, en azmdan periyodik olmayan dizilerin goriinmeye bagladig A
degerinin, déniigiimiin agikar olmayan sabit noktadaki egiminin -1.6012 degerinden
biiyiik olmas:1 gerektigi kosulundan hesaplanabilecegini gosterdi. Buradaki genel ilke,
sabit noktadaki egim degeri ne kadar biiyiikse; doniigiimiin davramiginin o derece garip
oldugudur. g(-) doniisiimiiniin herhangibir x noktasmdaki egimi,

—di—(:—)= Ma —x)? - Axf(a -x)*"" (7.8)
seklindedir.  g(-)’nin asikar olmayan sabit noktas, g(x,)=x, denkleminin
¢oziilmesiyle,

x, =(a-1/1"F) (7.9)

seklinde bulunur ve bu sabit noktadaki egim,

EE(_XQ=1+ﬁ_aﬂiVﬂ (7.10)
dx

seklindedir. Déniigiimii kaotik davramsa zorlamak i¢in, (7.5) ifadesinin sag tarafi,

dg(x)

F— 0 ifadesini saglayan x degerinden

maksimize edilmelidir. Eger x, ’in degeri,

d
biiyiikse, —-%%Q miimkiin oldugunca negatif yapiimalidir.
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dg(x)
dx

maksimum yapan degerdir. g(-) doniigiimiiniin maksimum degeri g, ile gosterilsin,

x=a/(1+f) oldugunda, =0 dir. Yani bu x degeri g(-)’y1

g.=Ala?"1(B+D|(1+1/ )7, (7.11)

Bu ifadenin yeniden diizenlenmesi ile A,

A=(B+1)[gn/a” "1+ 8)" (7.12)
seklinde bulunur. x, > a/(1+#) yani a-1/A"* >a/(1+B) esitsizligi saglamrsa;

X, doniigiimiin sag bolimiindedir. Bu egitsizlikte, A’nin yerine yazilmasiyla, sabit
noktanin doniigiimiin sag tarafinda olmasm garantileyen kriter bulunur,

g.>al(1+4) (7.13)
Gergel degerli g(-) igin, « en azindan g, kadar olmahdr,

a=kgn, k21 (7.14)
Bu ifadenin (7.13)’de yazilmasi ile; > 0 esitsizliginin saglanmasmm, sabit noktanmn
démiigimiin sag tarafinda olmasi i¢in yeterli olacagi bulunur.  Buradaki hedef,

domiigiimiin sabit noktadaki egimini miimkiin oldugunca negatif yapilmasidir. Bu
kosulun saglanmasi igin, asagida yazilan ifadeden goriildiigi gibi, g, >> @ olmaldir,

B (14 6)-(ea/a) " (1) (1.19)

Fakat g(-) déniigiimiiniin gergel degerli olmasi i¢in, @ > g,, olmahdir. Dolayistyla en

iyi ¢ziim,
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a=g, (7.16)

esitliginin saglanmasidir. (7.16)’in, (7.12)’de yerine yazimastyla elde edilen A,
(7.6)’da yerine yazildiginda; sabit noktada efimi en biiyiik olan g(-) doniigiimii,
herhangibir x degiskeni i¢in asagidaki gibi verilir,

gx)=[(8+)/g2](1+y5)" x(g. ~x)". (7.17)

Kriptolojik uygulamalar igin, g, tzerine bir iist smir verilmelidir. Béyle
yapilmadig1 takdirde, B biiyiik oldugunda g(-) déniigiimiiniin herhangibir x degeri igin
kiigiik olma tehlikesi vardir. Béyle bir tehlike gergeklestiginde, doniigiim tarafindan
iiretilen anahtar dizisinde sifirlar bag gosterir. Bu tiir bir dizinin sifrelemede higbir
giivenlik saglayamayacagn agiktir. Bu risk, g =1 almarak ortadan kaldmlabilir.
g, =1 alndignda (7.16)’den dolayr, @ =1 olur. Bu degerler i1gmda, kriptolojik
uygulamalar i¢in uygun bir doniigiim elde edilir,

g(x)=(B+1)(1+1/8)" x(1-x)* (7.18)

o ve A’nin gergekte ayar parametreleri olmadifn goriiliiyor. Bu démigim igin
baslangig degerleri, 0 ile 1 arasinda almmahdur.

B iizerindeki kisitlamalar, sabit noktada kaosun goriinmeye basladifi egim
yardimiyla belirlenebilir. Daha 6ncede sdylenildigi gibi, bu deger -1.6012 degerinden
biiyiik olmahdr.

B’nm altsmir, Ulam ve Von Neumann’in aragtrmalan kullanilarak
belirlenebilir, [51]. Onlar, x> f(x)=4x(1-x) doniigiminin rettifi dizilerin,
f(-)’in rasgele say1 tireteci olarak kullamimma olanak saglayan uygun istatistiksel
ozelliklere sahip oldugunu buldular. Bu déniigiimiin agikar olmayan sabit noktasi, 3/4
tiir. Déniigiimiin bu noktadaki egimi, -2 dir. Bu deger dg(x,)/dx igin kullaniirsa,
£ 21 altsm bulunur. Yani bu kosul saglandiginda, g(-) doniisiimiiniin asikar
olmayan X, sabit noktasmdaki egimi en az -2 dir.
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B’nn ist smirmi hesaplamada kullamlan makinenin oézellikleri belirler.
Makinenin, en fazla D dijit gosterebildigi ve deger bélgesinin 10™ <x <10" oldugu
varsayilsm. Doniisiimiin herhangibir degeri, (1-x)” <10™ olacak sekilde 1’e gok
yakinsa, makineden ‘bolgenin diginda” diye bir mesaj gelir. bu durumdan
kurtulabilmek igin, B iizerine,

(10°)” >10™ (7.19)

olacak sekilde bir iist smur getirilir. Bu egsitsizlik, B’nm iist sturmm n/D  oldugunu
soyler.

Burada, n=38 ve D=8 oldugu Amstrad PCW 8256 i¢in, B iizerine
agagidaki gibi bir smr verildi,

g(x)=(B ;I)Siliﬂ) x(1-x) (7.20)

7.1.3 Kaotik Doniigiimiin Kriptografide Kullanim

Kriptografik uygulamalar igin, genellestirilmis kaotik doéniigiimiin nasil
kullanilabilecegi giiglii ozelliklere sahip olmayan bir cihaz kullanarak agagidaki gibi
tarif edilebilir.

fIk olarak kullanilan makinenin 6zelligine bagh olan D dijite gore g(-)’nin deger
bélgesi, xo ve B belirlenir. [ belirlenirken, yukanda agiklanan alt ve tist smirlar
dikkate almmahdw. B’mmn tamsayr degerinde olmama zorunlugunun olmamasi
onemlidir, Gergekte kaotik doniigiimiin giizellifi, birbirine oldukga yakm tamsayr
olmayan B degerleri i¢in birbirinden tamamen farkh diziler tiretebilmesidir. Niimerik
simiilasyonlar, uygun anahtar dizilerinin, f‘nm (D-2) tane dijitle belirlenmesi
durumunda iiretilebilecegini géstermektedir. Doniigiimiin tirettigi dizideki sayilarm en
diigiik anlamh iki dijiti, uygun bir tabana gevrilerek agik mesaja eklenir ve bunun
sonucunda sifreli mesaj elde edilir. Sifreli mesaji agmak igin gerekli olan, g(-)
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doéniisiimiiniin aym1 B ve Xo degerleri igin gahgtinlp; yukarida verilen aym1 metotla
elde edilen sonucun sifreli mesajdan ¢ikanlmasidir.
B =253 ve x,=045 degerleri kullanilarak déniigiimiin ilk 5 degeri,

0.812980077
0.095875139
0.609135158
0.463757308
0.785823223

seklinde verilir. Bu degerler yuvarlatma ve benzeri hatalardan dolayr makineden
makineye degisir. Bu nedenle iletisim agmdaki her iiyenin aym makineyi kullanmasi
gerekir.

Yukarida verilen 5 degerin son iki dijitinin, 25’e gore modiilii alindiginda 2,
14, 8, 8, ve 23 dizisi elde edilir. Rotor devresi kullanilarak, [52], bu dizi CHAOS
yalin mesajima eklenirse, EVIWQ elde edilir. Doniigiimiin parametrelerine olan asiri
duyarhifnm vurgulanmasi amactyla, S =25300001 almarak yukardaki iglem
tekrarlandiginda, 23, 1, 3, 12, 23 dizisi bulunur.

Sifreli mesaji agmak igin, B ve Xo bilgisi tamamen bilinmelidir. g(-)
doéniigiimiiniin  drettigi dizilerin sifirflardan olugma tehlikesi vardir. Bu durum,
doniisiimiin degeri 10°’den kiigiikken meydena gelir.

Omegin D = 8 olsun ve herhangibir doniigim degeri 10" prezisyonla
olugsun. Bu doéniigiim degeri birkag tekrarlamadan sonra 00’lardan olusan bir anahtar
dizisi iiretir. Bu problemden, 10" prezisyonla meydana gelen déniigiim deZerinin
logaritmasi ardndan mutlak degeri almarak; ufak bir sayryla, 6megin 0.001, ile
garpilarak yeni baglangi¢ degerinin belirlenmesi ile kurtulabilinir.
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7.1.4 Kaotik Déniigiimiin Giivenliginin Tahmini Ust S

Kaotik déniigiimiin tahmini tist smury, bilinmeyen metin iizerinde uygulanan
ayrintih anahtar aragtirma atagmda (“exhaustive key search attack™) denenebilecek
olas1 tiim anahtarlarm sayisi ile verilir.

Déniigiim, B ve xo degerlerine agirt duyarhdir. Béylece anahtar dizilerinin
yaklagik olarak sayisi, farkli anahtar dizilerinin iiretilmesine neden olan bu parametre
degerlerinin sayismm garpimu ile verilir. Tamamen farkh dizilerin dretilmesi igin en iyi
¢Oziimiin, B ve xo parametre degerlerinin gikisdan iki az dijitle belirlenmesi oldugu,
6nceden vurgulanmugdi. Bu durumda eger makine D dijitlik gostergeye sahipse,
anahtar sayisi,

K =10 (7.21)

seklindedir. Tiim anahtarlarm esit olasilikli oldugu rasgele bir sifreleme modelinde,

anahtar entropisi,

QHK) _ 1((2D-4) (7.22)
ifadesini saglar, [53]. Bu ifade 10 tabanmda yazldiginda,

H(K) = 6.6(D-2) (7.23)

bulunur. Bu, kaotik sifreleme sisteminin karmagikhk fonksiyonunun zamanla iistel
oldugu anlamma gelir, ([53, s 30]). Boylece sifreye yapilacak kaba kuvvet atagi
(“brute force attack”), D dijit sayismm arttirilmastyla 6nlenebilir.

Sifreyi kirmak igin kullamlacak makinenin saniyede R iglem yapabildigi
varsayilsm. Bu atak tiirii kullanilarak siyreyi kirma siiresi yil olarak Y ile verilir,

Y =2%"2/310"R. (7.24)
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Her birinin saniyede yaptig1 islem sayiss 2.10° olan 1000 tane T - 800 Inmos
Transputers igeren bir makinede, 12 gdstergelik kaotik bir gifreleme sistemini bu atak
tirii ile kirmak igin gerekli siire, yaklagik 1000 yildir. Dahasi, Y, D dijit sayisina
agint duyarlidir. Her fazla dijit sayis1, Y degerini 100 kat arttirir.

Bu etkileyici sonuca ragmen, kaotik sistemi kirmak i¢in kullamlacak tek atak
tlirl, bu degildir. Dogrusal modiiler kongruens {ireteglerinden elde edilen dizilere
dayanan sifreler, bu dizilerin analizi ve ayar parametrelerinin tliretilmesi ile
kirilabilir. g(-)’nin dogrusal olmayan yapisi, bu atak tlirline karsi daha dayamkli
olabilir. Buna ragmen dayanikliliin kontrol edilebilmesi i§in, g(-) dontglimiiniin
yapisinin dikkatle ¢aligilmasina ihtiyag vardir.

7.1.5 Sonug

Sonu¢ olarak Matthews bu galigmasinda, en azindan prensip olarak tek
zamanl sistemlerle yerdegistirebilecek kaotik bir sifreleme algoritmasi tliretti.
Yazar, s6zii edilen ¢alismasinda bu algoritma i¢in giiglii 6zelliklerle donatilmis
makinelere ihtiyag duyulmadifini da belirtti. Bunlara ilave olarak, Matthews,
istenilen yerde ve zamanda rasgele dizi liretebilme giiciiniin, tek zamanl sistemlerde
uzun rasgele dizileri gtivenli bir gekilde daitmaya duyulan gereksinimin listesinden
gelebilecegini de yine bu ¢aligmasinda ifade etti.

7.2 Kaotik Sifreleme Sistemlerindeki Problemler

Wheeler, Matthews’in [4]’te kaos kuramina dayal1 olarak olusturdugu ve tek
zamanl sistemlerle yerdegistirebilecegini s6yledigi kaotik sifreleme algoritmasinin,
sayisal Dbilgisayarlarla gergeklestirildiginde birbirini tekrar eden ¢evrimler
olusturdugunu séyledi. Olusan bu gevrimlerin tahmin edilemezlik ilkesini digladiim
ve olduk¢a kisa uzunlukta gergeklestigini belirtti. Kriptoanalizstin bu kisa gevrim
uzunluklarindan yararlanarak sifreli mesaj1 kirabilecegi tekniklerin varoldugunu ve
bu nedenden dolayi, Matthews’in Onerdifi kaotik doniisiimiin kriptografik
uygulamalar i¢in uygun olamayacagim sSyleyen Wheeler’in [5]°deki bu galigmast, su
sekilde dzetlenebilir.
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Matthews’in  tek zamanh sistemlerle yerdegistirebilecegini Onerdigi
kriptografik metodun daha dikkatle incelenmesi gerekir. O, énerdigi metodun
yaralanamaz olduguna dair etrafh bir gahsma yapmadi.

Acik mesajm sifrelendigi gercek rasgele anahtara bagh olan tek zamanh
sistemler, tamamen giivenli olan tek kriptografik sistemdir. Bu sistemin giivenligi,
aglk mesajim gergek rasgele bir anahtarla aym uzunlukta bir gifreli mesaja
cevrilmesinden ileri gelir. Tek zamanh sistemlerin kullamglhiligm sinirlayan iki iglemsel
itiyag su sekilde ifade edilebilir. 1k olarak bu sistemler, uzun rasgele dizler
iiretebilen kaynaklara ihtiyag duyar. Ikinci olaraksa bu uzun dizilerin tam kopyalari,
iletisim agm1 kullanan her kullaniciya dagitilmalidur.

Pek ¢ok bilgisayar programlama dilinde, verilen bir baglangic degerinden
rasgele sayilar iiretebilen doniigiimlerin varolmasi, ilk bakista sozi edilen her iki
problemi ¢ézebilirmig gibi bir izlenim uyandirmaktadir. Ciinkii bu tiir bir durumda,
uzun rasgele dizlerin iletisim agimi paylasan her kullamciya dagitilmasi yerine,
baslangi¢ kosulunun dagitilmas: yeterli olur.

Dogrusal kongruens ve otelemeli yazmag dizilerine dayanan rasgele sayi
iiretegleri, [54], [55]’te detayla olarak incelenmistir. Bu algoritmalarn tirettigi sayilar,
sanki - rasgele sayilar olarak adlandirilir. Ciinki rasgele goriiniigli olan bu sayilar,
deterministik algoritmalarla iiretilmelerinden kaynaklanan birbirini tekrar eden
cevrimlere ragmen; rasgelelik icin gelistirilmis istatistiksel testleri geger.

Bu dizileri iireten déniigiimler, bazi kriptografik uygulamalar igin kullanighdar.
Fakat bu déniigiimler, tek zamanh sistemler ve benzerlerinde rasgele say iireten bir
kaynak olarak kullanilamaz. Bu tiir diziler, muhtemel kelimeleri kullanma metoduna
gore oldukga hassastir. Olasi kelimenin, gifreli mesajm 6zel bir yerinde oldugu
varsayilir. Daha sonra olasi kelimeyi, sifreli mesajdaki sekle getiren anahtar rakamlan
belirlenir. Bu kisa diziden, iiretecin nerede ¢evrime girdigi belirlenebilir. Bu ise, tiim
anahtar dizisinin iiretilebilmesini olanakh hale getirir. Bu iglem sonunda, a¢ik mesaj
elde edilemez ise; olas1 kalimenin bagka bir 6zel yerde oldugu varsayilir ve yukanda
verilen metod aynen tekrar edilir.
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7.2.1 Matthews’in Genellestirdigi Kaotik Doniigiim

Kaos kuram, basit dogrusal olmayan denklemlerin belli parametre degerleri
i¢in kaotik diziler tiretebilecegini gosterdi. Matthews, belli bir deger bolgesindeki

parametre degerleri igin kaotik diziler iireten bir doniigiim 6nerdi,

gx)=(B+1)(1+1/8 ) x(1-x)" . (7.25)
xo baglangig degerinin ve B parametresinin deger bolgesi,

1S <4 (7.26)
0<x,<1 (7.27)

seklindedir. x, ve B, kriptografik anahtarlardir. Bu ikilini her bir ¢ifti, g(-) déniisiimii
altinda tek bir diz iiretir. Matthews, 6mek olarak f =253 ve x, =045 degerlerini

kullandi. Bu degerlerle, doniistim herhangibir x degeri igin,
g(x) = 8.198790355x(1~x)*% (7.28)

seklindedir. Matthews, x, = 045 baslangi¢ degeri i¢in ilk 5 iterasyon degerini verdi,
0.812980077, 0.095875139, 0.609135158, 0.463757308. O, bu sayilarmn en sagdaki
iki rakammmn anahtar dizisi olarak kullamlmasiyla; genellestirdigi kaotik déniigiimiin
tek zamanh sistemlerle yerdegistirebilecegini ifade etti.

Matthews, bu doniigiimiin tekrar etmeyen diziler iiretecegini iddia etti.
Gergekte  oOnerdigi dontigiim, bir hesap makinesinde veya bir bilgisayarda
gergeklestirildiginde; tekrarh diziler tiretmelidir. Gergel sayilar igin sabit uzunluklu
gosterim, sonlu sayida farkh degere neden olur. Déniigiimiin iirettifi bir deger,
yuvarlatma hatalarmdan dolay, o¢nceden varolan bir degere yuvarlandiginda;
doniigiim, onceki diziyle tamamen aym olan bir dizi iretir. Yani, kaotik déntigiimiin
sayisal bilgisayarlarla gergeklenmesi durumunda; diger sanki - rasgele dizi tireteglerine
benzer sekilde, kaotik déniigiim de sonlu uzunluklu bir gevrim olusturacaktir.
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Buna ragmen bilgisayarlarla, tek prezisyonda bile, ifade edilebilecek oldukga
¢ok sayida gergel say1 vardir. Dolayistyla bu déniisiimle, gonderilecek tiim mesajlarm
uzunlugundan daha uzun bir gevrim uzunluguna sahip diziler iretilebilir. Fakat kaotik
déniigiimlere dayanan sistemlerin, kriptografik uygulamalar i¢in kullaniimadan 6nce
¢evrim uzunluklan belirlenmelidir.

7.2.2 On Cahsmalar

Kaotik sistemlerin ozelliklerinden biri, ilk kogullara olan agin duyarhktir, Bu,
kelebek etkisi olarak adlandiriir: Pekinde bir kelebegin ugarak meydana getirdigi
havadaki dakikalik bir degigim, bir ay sonra New York’taki hava durumunu
etkileyebilir. Gleick’in raporuna gére, Edward Lorenz bu etkiyi, hava desenlerinin
bilgisayarla simiilasyonu esnasmda meydana gelen yuvarlatma hatalarmm, hava
durumunu tamamen degigtirdigini anladiginda fark etti,[1].

Yani ¢evrim uzunlugunun, gergel sayilarm bilgisayarda ifade edilis bigimine
ve  bilgisayarm niimerik sonuglan ne gegit bir metoda gore yuvarladigma kritik bir
sekilde bagh oldugu beklenir. Bu gahgmadaki tiim incelemeler, 8087 matematik
islemci ile donatilmig bir MS - DOS bilgisayarmda gerceklestirildi. Programlar, Turbo
Pascal 5.0°da yazildi. Degigkenler ise, ikili prezisyonla (64 bit) sakland.

Farkh seviyedeki dogruluklarm etkisini inceleyebilmek amaciyla, yuvarlatilmg
sayllar1 daha diisiik prezisyona gevirmek icin iki farkh metod verildi. Ik yontemde,
sayllari onlu rakamlardan olusan degigkenlere geviren Pascal fonksiyonu kullanildi.
Sayiy iistel formdaki ASCII dizisine geviren bu metod, mantis kismin istenen sayrdaki
rakamdan sonra keser ve bu sekilde elde edilen sayryr tekrar ikili dogruluklu gercel
bigime ¢evirirr Omegin yuvarlatma kiimesi anlamh 3 rakamdan olusacaksa;
0.095875139 sayisi, “9.5875139E-0002” dizisine gevrilir, ardindan “9.58E-0002”
dizisine kesilir ve daha sonra ikili prezisyonlu 0.095800000 gercel sayr bigimine
gevrilir. Ikinci yuvarlatma yontemi, saymn gegici olarak tek prezisyonlu gergel
degisken olarak saklanmasidir.

Matthews, olduk¢a kiigiik degerler sonucunda olusturulan dizilerle ilgiliydi.
10 rakamlik bir saymm en sagdaki iki rakammm alnmas: bile, sifirlardan olugan
dizilere neden oldu. Matthews, bu probleme neden olacak kadar kiigiikk x degerleri



140

olustugunda; logaritma déniisiimiinii 6nerdi. En iyi segenek, sayilarin normalize iistel
gosterimindeki en sagdaki iki rakammm almmasidir. x degeri gok ufak oldugunda,
saymin iistel kisim negatif olacaktir; fakat kriptografik anahtar dizisi olarak, artik
sifirlara neden olmayan anlamh rakamlar alinacaktir.

Daha ciddi problem, doniisiim sonucunda ¢ikan degerlerin 1’e gok yakm
olmasi durumunda yuvarlatma degerinin 1 olmasidir. Ciinkii bu durumda doniigiim,
(1-x) ifadesinden dolay1 tam olarak sifir degerini iiretir.

Bu nedenlerden dolayy, sayiyr en yakin sayrya yuvarlayan fonksiyonlar yerine;
yukarnida, istenilen rakamda sayry1 kesen Paskal fonksiyonu tanunlandi. Matthews bu
giiglikten soz etmedigine gore, onun kaotik doniigiimii gergeklestirdifi makinenin
kesme yontemini kullaniyor olmasi miimkiindiir.

Ayni problem, tek dogruluklu gergel degiskenler igin de meydana gelir. Turbo
Pascal, ikili prezisyonlu bir sayiy1 tek prezisyonlu bir say1 seklinde saklamak igin; bu
say1yl, tek prezisyonla ifade edilebilecek en yakm sayiya yuvarlar . Bu gekildeki smirh
prezisyon kullamldiginda; doniigiimiin verdigi 1.0 degerini kontrol eden bir blok,
kaotik déniigiim algoritmasma ilave edilmelidir. 1.0 degeri meydana geldiginde,
onceki x degeri 0.9 ile garpilir ve bu iglem sonucunda elde edilen say1 igin doniigim

degeri yeniden hesaplanir.
7.2.3 Cevrim Uzunluklariyla ligili Ozellikler

Ik olarak, Matthews’in kullandig1 6tnek parametre degerleri igin prezisyonun
anlamh ii¢ rakamla smirlandig1 durumda gevrim uzunlugu kontrol edildi. Bu iglem
sonucunda elde edilen

0.8120 0.0970 0.6140 0.4520 0.8090

0.1000 0.6280 0.4210 0.8660 0.0439

dizi degerleri, birbirini tekrar eden gevrimler igeren asagidaki dizi tarafindan takip
edilir:

0.32100  0.98800000 0.00011100  0.0009090  0.007430
0.05970  0.41800000  0.87100000  0.0401000  0.296000
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0.99800 0.00000121  0.00000992 0.0000813  0.000666
0.00545  0.04400000  0.32100000

Sonuglardan, déniigiimiin 10 kez tekrarmdan sonra, degerlerin birbirini tekrar
ettigi, ¢cevrim uzunlufunun 17 oldugu ve dizinin, Matthews’in 9 anlamli rakamla
hesapladifi diziden uzaklagtign gorildii.  Yuvarlatma iglemindeki degisimler,
ktiptografik diziyi tamamen degistirebilir.

Prezisyonun 8 anlamh rakamla smilandigy hesaplama ile iiretilen dizilerin
¢evrim uzunluklan belirlendi. Cevrimler, sanki - rasgele diz iireteglerinin kendilerine
kars1 iki kat lizla galigtiriimalariyla belirlenir. Bir doniiglimiin iirettigi dizinin gevrimini
ortaya ¢ikaran ve bu ¢evrimin uzunlugunu 6lgen Pascal kodu,

repeat
Xn := G(Xn),
Yn := G(Yn);
Yn := G(Yn)
until Xn = Yn;
CycleLength := 0;
repeat
CycleLength := CycleLength + 1;
Xn := G(Xn)
until Xn = Yn,
seklinde verilir.

Tablo 7.1, B ve xo degerlerinin 100 farkh degeri i¢in elde edilen ¢evrim
uzunluklarmi gosterir. Tablo 7.1, Matthews’in kullandift parametre degerlerinide
igerir (8 =253 ve x, =045). Bu parametre‘degerleri i¢in, kaotik doniigiim kendini,
13511 tekrarlamadan sonra tekrar eden bir gevrime girdi.

Tablo 7.1, gevrim uzunlugunun B tarafindan belirlendigi fikrini verir. Her B
degeri igin, kaotik doniigiimiin girebilecegi kiigiik bir gevrim kiimesi vardir. x, degeri,
bu gevrimlerden hangisine girilecegini belirler.
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Tablo 7.1. Prezisyonun 8 anlamh rakamla sinwlandign durumda elde edilen gevrim
uzunluklar. .

p= 1.03 133 163 193 223 253 2.83 3.13 343 373

0.05 3116 15838 2982 2177 2136 13511 16456 11140 4720 1049
0.15 3116 15838 5357 2177 2136 13511 16456 11140 4720 1049
025 3116 15838 2982 2177 2136 13511 16456 11140 4720 1049
035 3116 15838 2982 2177 2136 13511 16456 11140 4720 1049
045 3116 15838 2982 2177 2136 13511 16456 11140 4720 1049
0.55 3116 15838 2982 2495 2136 13511 16456 11140 4720 1049
065 3116 15838 2982 2177 2136 13511 16456 11140 4720 1049
0.75 3116 15838 2982 2495 2136 1451 16456 11140 4720 1049
085 3116 15838 2982 2177 2136 13511 16456 11140 4720 1049
095 3116 15838 2982 2177 2136 13511 16456 11140 4720 1049

8 anlamh rakamli hesaplama ile belirlenen g¢evrim uzunluklan, ciddi
kriptografik uygulamalar igin kullamlamayacak kadar kisadir. Daha kisa gevrim
uzunluklarmmn olup olamayacagini bilmek igin, bir yol yoktur. Burada yalmzca 100
farkh parametre degeri i¢in gevrim uzunluklan kontrol edildi. Belki arastirma daha
fazla B ve xo degerleri igin yapilsaydi, ¢evrim uzunlufu 10 olan diziler bile
bulunabilirdi. Béyle bir gevrim gergek kullanimda meydana geldiginde, sifreli mesaj
bilgisayar kullantmmna ihtiya¢ duymayan kagit ve kalem yontemleriyle kolayca
kirlabilir.

Tablo 7.1’de goriilen oldukga kisa ¢evrim uzunluklari, prezisyonun 8 rakamla
smurlandiriimasmdan kaynaklanan yapay uzunluklar olabilirdi. Tablo 7.2,
hesaplamalarm Turbo Pascalda tek prezisyonlu gergel degiskenlerle yapilmasi
durumundaki ¢evrim uzunluklarm gésterir. Tablo 7.2°de elde edilen ortalama gevrim
uzunlugu 2993 tiir. Bu deger, Tablo 7.1°deki ortalama gevrim uzunlugu 7181°den
bile daha kiigiiktiir. Farkli yuvarlatma hatalan igin, farkh ¢evrim uzunluklan bulundu;
fakat kisa ¢evrim uzunluklari, kesme metodunun bir yapis: degildir.
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uygun olmadigimi sdyledi. O, gergel sayilarin sonlu gOsteriminden kaynaklanan
yuvarlatma hatalarimin, doniigtimiin kisa cevrimlere girmesine neden oldugunu
belirtti.

Mesaj uzunlugu, ¢evrim uzunlugunun bir garpam ise, mesaj vigeneré ile
kinlabilir. Kisa gevrim uzunluklarimin, kriptoanalizstlere mesaji kirmak igin agik
kapilar biraktig1 bilinmektedir. Cevrim uzunlugunun bilinmesi, aragtirilmas: gereken
deger uzaymi 6nemli derecede azaltacagi milmkiin gibi gériinmektedir. Otemeli
yazicilar ile olusturulan dizilerde bu bilginin kullanilarak dizilerin yeniden inga
edilebilmesi miimkiin iken, kaotik doniigiimlerin  bu yapisal giigstizliigi
icermeyecegi daha olasidir.

Buna ragmen Wheeler, tiim hesaplamalanin  ikili prezisyonla
gergeklestirilmesi durumunda, ¢evrim uzunlugunun pratik kullammlar igin yeterince
uzun olabilecegini ve Turbo Pascal ile yapilan testlerin bu fikri destekledigini ifade
etti. O, Tablo 7.1 ve Tablo 7.2’deki hicbir parametre degerinin, 100,000 tekrarlama
i¢in ¢evrim olusturmadigim ve belirlenen dort ¢evrim uzunlugunun, 38,053,252 ile
72,475,155 degerleri arasinda oldugunu belirtti. Fakat bu sonuglarin diger sistemler
icin genellestirilemeyecegini sdyleyen Wheeler, kaotik doniiglimlerin kriptografik
uygulamalar igin kullanilmadan 6nce algoritmamn, kullanilacag: yazilim ve
donamimlar igin test edilmesi gerektiini belirtti. O, test ederek bile sistemin tiim
parametre degerleri igin iyi sonuglar verebilecegini garantilemenin zor oldugunu
sOyledi.

Kaotik d6niiglimiin Matthews’in Onerdigi sekilde kullamlmasinin giivenli
olamayacagini ifade eden Wheeler, bu doniisimiin dier kriptografik uygulamalar
icin uygun olabilecegini, 6rnegin doniligimiin standart sanki - rasgele dizi
tiretegleriyle birlegtirilerek kullanilabilecegini, belirtti. Rasgele sayr liretecinin
¢ikisina uygulanan kaotik doniiglim, anahtar dizisinin ufak bir pargasi kullamlarak
gergeklestirilen “olas1 kelime” atagim &nleyebilir.
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Tablo 7.2. Tek prezisyonlu gercel sayilarla bulunan ¢evrim uzunluklan.
B= 1.03 133 163 193 2.23 2.53 2.83 3.13 343 3.73

Xo
0.05 640 565 421 10964 7514 2241 738 1215 2395 2320

0.15 2557 2843 421 10964 7514 1674 859 1215 2395 1248
0.25 2557 2843 2718 10964 203 1709 859 1215 2395 149
0.35 640 2843 421 10964 7514 2241 859 1215 2395 1248
0.45 2557 2843 421 10964 7514 1674 859 1215 2395 1248
0.55 2557 2843 421 10964 7514 2241 859 1215 2395 149
0.65 2557 671 421 10964 455 1988 1183 1215 2395 1248
0.75 2557 2843 421 10964 7514 2241 1183 1215 2395 1248
0.85 640 2843 421 10964 7514 2241 859 1215 2395 149
0.95 2557 2843 2718 10964 7514 2241 1183 1215 2395 1248

7.3 Dogrusal Olmayan Anahtar Uretegleri

Mitchell, [6]’daki ¢alismasinda, dogrusal olmayan anahtar dizileri iireten bir
yontem sundu. Wheeler, [6]’da Matthews’in [6]’da Onerdigi kaotik déniigiimi,
ortaya gikarilmamig tehlikeler igerdigi icin elestirirken; Mitchell, 6nerdigi ySntemin
bu elestirilerden yara almayacagimi ve daha bagka istenilen 6zelliklere de sahip
oldugunu séyledi. Mittchell’in bu ¢alismasi su sekilde 6zetlenebilir.

Wheeler, Matthews’in 6nerdigi

x> gx) =(8 +1)(1+Y8) x(1-x)#, 1<B <4, O<x<I (7.29)

kaotik doéniigiimiin, defer bélgesi 149°dan 16456’ya degisen uzunluklarda ¢evrim
olugturdugunu gosterdi.  Gergekte ¢evrim olusturmayan doniisiim degerleri,
yuvarlatma hatalarindan dolay1 ¢evrim igeren dizilere neden olurlar. Anahtar
dizisinde meydana gelen bu problem, hesaplamada kullanilan prezisyonun derecesine
baghdir. Simirli ve monotonik olmayan doniiglimlerin, yuvarlatma hatalarindan
dolay1 gevrime girme olasiliklar1 vardir. Bu nedenle anahtar dizileri tiretmek igin
monotonik déniigiimleri ele almak iyi bir segimdir.
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7.3.1 Monotonik Dogrusal Olmayan Uretegler

Matthews’in onerdigi déniigiim, § =1 igin gok iyi bilinen lolistik doniigiime
(A=4 igin) egdegerdir,

x—4x(1-x), 0<x<l (7.30)

Bu doniigiim, 0, x, koguluna bagh olmak iizere x(n)=sin’*(2"0 ) gbzimiine

sahiptir. Bu ¢dziime benzer; fakat monotonik olan bir ¢6ziim g6z oniine almabilir,

x(n)=an", a>0, b>1

(7.31)

a ve b degerlerini kullanici seger ve b’nin 1°den biiyiik almmasinin nedeni, x degerinin
tek bir sayida takiip kalmasim onlemek igindir. x(n), n ile monotonik olarak artar ve
x(n)’nin (D-1). ve D. rakamlari, anahtarm n. elemanm belirler.

(7.31) ile tanimlanan iretecin, a=987.0, b=11 ve n = 11, 12, 13, 14, 15
degerleri igin TI - 30 hesap makinesinde gergeklestirilmesiyle, 13799.047, 15185.060,
16582.685, 17991.111, 19409.643 degerleri elde edilir. K anahtan, bu sayilarm 7. ve
8. rakamlan almarak 47, 60, 85, 11, 43 seklinde olugturulur. Tekrarlamah olmayan

bu iireteg,
x(n+1)=a[ax(n)" +1° (7.32)

seklindeki tekrarlamal tiretece doniigtiiriilebilir a parametresi, n’nin maksimum
degeri igin, tagma olusturmayacak sekilde segilir. Omegin n’nin maksimum degeri
2000 ise ve 8 gostergelik bir makine kullamliyorsa; a <2499 kosulu saglanmalidir,

x(n), n ile monotonik arttyr igin, bu doniigiimle iiretilen dizinin bir ¢evrim
olusturmast mimiikiin degildir. x(n) kaotik degilken; smirli, monotik olmayan ve
¢evrimsiz olmayan k(n) dizisi kaotiktir.
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(7.31) ve (7.32), parametrelerin monotonikligi ve iiretecin bir degerde takilip
kalmasini garantileyecek sekilde segilmesiyle,

x(n) = ia(i)n"“’, a(i),b(i) > 0, b(1)>1 (7.33)

i=t

seklinde tekrarlamali olmayan gekle genellestirilebilir. (7.32)’ye dayanan tekrarlamalh
iireteg ise, parametrelerin uygun segilmesiyle

b(1)

x(n+1)= ia(i)[d(i)x(n)g“’ +e(i)] (7.34)

seklinde verilir.

Daha giivenli bir yontem, farkli fonksiyonel sekildeki ve farkh parametre
degerlerindeki birden fazla monotonik dogrusal olmayan tiretecin birlikte kullanidmasi
olabilir. Bu birden fazla farkli iireteglerin ¢ikiglarinmn toplanmas: ile elde edilen
sayllarin (D-1). ve D. rakamlar almarak anahtar dizileri olugturulabilir.

7.3.2 Simiilasyonlar
x(n)=an", a>0, b>1, n e [1,20000] (7.35)

iireteci,

a=1234.56, b=1070
a=123457, b=1070
a=123456, b=1071
a=1234.57, b=1071

parametre degerleri igin incelendi. Elde edilen 4 dizinin herhangi ikisinin birbirleriyle
karsilastinlmasi, anahtar dizilerinin parametrelerine olan duyarhiklarmin kontrol

edilmesine olanak saglar.
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Yukarida sunulan ySntemle bu parametre deferleri icin tiretilen anahtar
dizileri, ¢evrim igermediklerinin dogrulanmasi amaciyla test edildi. Ardindan ilk 10
gecikme i¢in, her dizinin 6z - iligki fonksiyonu hesaplandi. Higbir durum i¢in 6z -
iligki fonksiyonun bilyiikl{iil, 0.015°den bityilk ¢cikmadi. Bu sonuglar en azindan ilk
10 gecikme igin seri iligkinin olmadifim1 gosterir. Daha sonra her dizi igin,.
Kolmogorov - Smirnov testi [56 s 663] uygulanarak; [00,99] aralizindaki
tamsayilarin dizi iginde diizgiin dafilip dafilmadifi kontrol edildi. Bu test
sonucunda diizgiin olmayan dagilim gézlenemedi.

Son olarak herhangi iki dizi i¢in iligki katsayilar1 g6z éniine alinarak, anahtar
dizisinin ufak degisimlere kars: olan duyarlig1 kontrol edildi. Kontrol sonucunda,
iligki katsayilarinin biytikl{igtintin hi¢bir durum igin 0.011°den daha bilylik olmadig1
gbriildti. Yani kriptoanalizci, parametrelerin yaklagik olarak elde edilen degerlerini
kullanarak anahtar dizisini yeniden inga edemez.  Ciinkli anahtar dizisi
parametrelerdeki ¢ok ufak degisimlere kars: asirt duyarlidar.

7.3.3 Sonug

Yukarida &zetlenen bu g¢alismada Mitchell, Matthews’in 6nerdigi kaotik
doniigiim yerine monotonik bir doniislim Onerdi ve bu doniistimiin periyodik
cevrimler olugturmadigim belirtti. O, 6nerdigi kaotik olmayan fakat monotonik olan
déniigimden elde edilen say1 degerlerinin 7. ve 8. rakamlarimin alinmasiyla
olusturulan anahtar dizilerinin kaotik oldugunu ifade etti.

7.4 Kaotik Bir Sifreleme Algoritmasimnin Siiper

Bilgisayar Yardimiyla incelenmesi

Wheeler, [5]’te Matthews’in [4]’te Onerdifi kaos kuramina dayali
dogrusal olmayan sanki - rasgele dizi iretecini, diigiik prezisyonlu aritmetik ile
gerceklestirildiginde gevrimler olugturdugu igin elestirdi. Kisa ¢evrim uzunluklarinin
ciddi kriptografik uygulamalar i¢in kullamlamayacag: agiktir. Bu zayiflify kullanan
atak tiirleri literatiirde mevcuttur. Wheeler ve Matthews’in Cray Y - MP makinesini
kullanarak kaotik sifreleme algoritmasinin &zelliklerini inceledikleri ve elde ettikleri
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sonuglar 151ginda iiretecin kriptolojik uygulamalar igin hala ilgi odag: olabilecegi
sonucuna vardiklan [7]’deki gahgmalan su sekilde dzetlenebilir.

Bir algoritma yardimyla sanki - rasgele sayilardan olusan dizler iireten
tiretegler, kriptolojide omemli bir yer tutar. Bu tiir iretegler, kisa bir kullamct
anahtarmdan uzun anahtar dizileri iiretebilirler. Eger anahtar dizisi kendini tekrar
etmiyorsa ve yeterince rasgele ise, dizinin periyodik dogasm kullanan kriptografik
teknikler artik etkin degildir. Buna ragmen parametre degerlerini elde eden diger
tekniklerle sifreleme sistemi kirilabilir. Bu tiir ataklara karsi dayanikli anahtar dizileri
iiretebilen algoritmalar, kriptolojik uygulamalar igin gok énemlidir.

Matthews, kendisinin gelistirdifi dogrusal olmayan tekrarlamah kaotik
algoritmanm bu tiir ataklara karst daha az hassas oldugunu soyledi. Buna ragmen
Wheeler, bu algoritmanm, diisiik prezisyonlu bir sayisal bilgisayarla gergeklestirilmesi
sonucu, kriptoanalizstin yararlanabilecegi yeterince kiigik gevrimler olusturdugunu
sGyledi.  Burada, bu problemden yiiksek prezisyonlu aritmetik kullamldigmda
kurtulunabilegi gergegi tzerinde duruldu. Cray Y - MP siiper bilgisayariyla
gergeklestirilen incelemeler, gevrim uzunlugunun prezisyon ile istel olarak arttigm
gosterdi.

7.4.1 Algoritma ve Onun Gergeklestirilmesi

Matthews, A =4 oldugunda kaotik diziler iiretebilen
xbgx)=Ax(1-x) (0<x,<]) (7.36)

lojistik doniigiimiinii kullanarak; ayar parametrelerinin sonsuz degeri icin kaos

tiretebilen bir déniigiim tiiretti:

] V4
x> g(x)=(p +1)(1+’%) x(1-x)” . (7.37)

Ifadede B, 1< f <4 sartim saglar. B’nm alt smir, (7.36) ifadesinde A’nmn 4
almmasiyla belirlenirken; iist smir, hesaplamalarda kullamlan makineler tarafindan
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belirlenir. X, degeri, O ile 1 arasnda kalmasma ragmen, dejenere diziler olugturan
patolojik degerler vardir. Dejenere dizi demekle, x(n+1)=x(n) olmast kast

edilmektedir. Bu tiir diziler olugturan x degerleri,

X= l——ﬁ—'—l- (7.38)
(8 +1)"7

seklinde tammlanir. Yani f =1 oldugunda, x, =3/4 degeri dejenere bir diz iiretir.
Buna ilave olarak, nihayi olarak (7.38) ile verilen patolojik degere neden olan sonsuz
sayida ilk kogul degeri vardir. Bu durum, takip eden bolimde detayh olarak
incelenecektir.

Bu déniigiimiin kriptografik bir algoritma olarak kullanilmas i¢in Matthews, B
ve Xg degerlerinin D rakamla belirlenmesini ve sonu¢ degerinin D+2 rakamla
hesaplanmasimi dnerdi.

Dogrusal olmayan déniigiimiin ufak hatalara olan asin duyarhgindan dolay,
doniigiimiin niimerik degeri tam ve dogru olarak bilinmedigi miiddetge, anahtar
dizisinin tamamm elde etmek miimkiin degildir.

7.4.2 Yuvarlatma Hatalarindan Kaynaklanan Cevrimler

Eger kriptolojik uygulamalar igin uygun diziler iiretilmek isteniyorsa, belli
patolojik degerler baslangig olarak segilmemelidir. Fakat dejenere dizilere neden olan
bu patolojik degerlere, doniigiimiin daha sonraki takrarlama degerlerinde de ulagilmasi
miimkiindiir. Li ve Yorke, (7.16) ve (7.17) gibi ifadelerin, nihayi olarak gevrim
olugturacag sonsuz sayida baslangi¢ degeri icerdigini gosterdiler, [57].

Daha fazlasi, ashnda patolojik olmayan bir deger kullanilan diigik
prezisyondan kaynaklanan yuvarlatmalardan dolayl, patolojik bir degere doniigebilir.
Gergekte gergel sayilarm sonlu gosteriminden dolayy, tiretilen her dizi nihayi olarak bir
gevrime girer. Gerek dejenere dizilerin gerekse gevrim igeren dizilerin, kriptolojik
uygulamalar i¢in kullaniimas1 oldukga tehlikelidir.

Buna ragmen galiymada, bu tiir problemlerin iistesinden yeterince yiiksek
prezisyon ve deteﬁﬁr kullammmiyla gelinilebilecegi g(‘isterifldi.
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Gergel sayllar, sayisal bir bilgisayarda her birine sabit miktarda yer aynlan
gezer nokta gosterimiyle (“floating - point representation™) saklanirlar. Gezer nokta
gosterimi, kesirli (“fractional”) ve iistel (“exponent™) olmak iizere iki kisimdan olugur.
Makinede 01 15000000 seklinde verilen gezer noktah bir saymi degeri,
.15000000X10°" seklinde yorumlanir.

Sayisal bilgisayarlar, ikili gosterim sistemini kullamirlar. Buna ragmen pek ¢ok
bilgisayarda bu gosterim sistemi oldukga farkh detaylara sahiptir. Yine bilgisayarlar,
kesirli kisimlar1 N rakam igeren iki saymm carpim sonunda elde edilen 2N rakamu
azaltmak igin de farkh yontemler kullanirlar. Sonucu tekrar N rakama azlatmak igin,
bazi bakineler N rakamdan fazlasmi keserken; bazilan kesirli kismu en yakm sayrya
yuvarlar.

Bilgisayarlarin kullandifi metotlarm ttimii, kaotik algoritmanm yararh olup
olmayacag konusunda yorum yapabilmek i¢in g6z oniine almmasi gereken gok énemli
noktalardir. Cok ug bir 6mek ele almsm. Omegin bilgisayar tiim hesaplamalari,
degeri 0.5’in iizerinde olan tiim sayidan 1’e yuvarlayarak gergeklestirdiginde, kaotik
doniigiim, prensip olarak kabul edilebilir # =1 degeri igin uygunsuz bir dizi iiretir.

Buna ragmen kullamlabilir takrarlama sayismmn, prezisyon ile iistel olarak
artacagmi beklemek igin iyi bir neden vardwr. Eger prezisyon D rakamla smirlamirsa,
doniigiimiin alabilecegi 10° farkh deger vardir. Genel olarak istenmeyen diziyi iireten
degere ilk tekrarlamadan sonra; fakat 10° tane tekrarlamadan énce ulagilacaktir.
Problemli degere ulagiimadan 6nceki tekrarlama sayisi, bu iki u¢ saymm geometrik
ortalamasidur. Béylece problemler olusmadan onceki tekrarlama sayist (N),

1x10™’nin kare kokiiyle orantih olacaktir,

(N)oc10%P, (7.39)

Yani ¢evrimden ve dejenere dizilerden kagmilamamasma ragmen, bu problemlerin
meydana gelmedigi bir D degeri bulmak miimkiindiir.
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7.4.3 Cevrim ve Diger Ozelliklerin Cray Y - MP ile incelenmesi

Cray stiper bilgisayari, gezer noktali sayilan ifade etmek i¢in 64 bit kullanir.
Kesirli kisim, bir tanesi igaret biti olmak {izere 49 bitten olugur. Yani iistel, bir tanesi
isaret biti olmak iizere 15 bitten meydana gelir.

Kaotik doniigiimii, bir ¢evrime girmesi veya 0<x<1 bolgesi disinda bir
deger tiretmesi durumuna kadar tekrarlayan bir test programi, Cray Pascal’da yazildi.
Bu program ile 9 farkli prezisyon igin, kaotik doniiglim test edildi. Testler, Tablo
7.3°te goriilen 5 farkli xo ve 10 farkli B degerleri igin gergeklestirildi. Bu degerler,

Xo ve P degerlerinin maksimum ve minimum degerleri arasindan dogrusal.

interpolasyon ile segildi.

Tablo 7.3. Test degerleri.

Xo ﬁ

0.169982 1.317226 2.624208
0.333033 1.578623 2.885605
0.496085 1.840019 3.147001
0.659137 2.101415 3.408397
0.822188 2.362812 3.669794

Her bir prezisyon igin, 50 test yapildi. Bd&ylece toplam 450 test icra edildi.
Her test degeri igin, program ne gekilde sonlandifin1 yazili olarak ifade etmektedir.

Sekil 7.1, her prezisyon seviyesinde yapilan 50 deney igin elde edilen
kullanilabilir tekrarlama sayisinin ortalama, minimum ve maksimum degerlerini
gosterir, Ortalama kullamlabilir tekrarlama sayisi, 16 bit igin 357 iken; 48 bit igin 10
milyonun iizerindedir. Sekil 7.1, kaotik d6niisimiin yilkksek prezisyon ile
gergeklestirilmesi durumunda, kriptografik uygulamalar igin yeterince uzun gevrim
uzunluguna sahip diziler liretebileceZini gdstermektedir.

Bu gézlem, kisa gevrimler olugturdugu igin elestirilen kaotik déniigtimiin,
yitksek prezisyon ile gergeklestirilmesi durumunda hala ilgi odagi olabilecegini
goOstermektedir.
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Sekil 7.1. Kullanilabilir tekrarlama saysi.

Sonuglarm en kiigiik kareler yontemi ile analizi, P bit sayism1 gdstermek lizere,

kullanilabilir tekrarlama sayismin ortalama degerinin yaklagik olarak

(N(P)) = 1.8x 10%"2F (7.40)

oldugunu gésterdi. (7.40), P bitin onlu tabanda kag rakama denk diigtiigiinii gosteren
ve P cinsinden D =log, 2P =0301P seklinde yazilan D’ye bagh olarak ifade
edilebilir,

(N(D))~ 1.8x10°¥? (7.41)

Yani (7.41) ifadesinin istel kismi, tahmin edildigi gibi 0.5D’ye yakindir. Sekil 7.2,
evrimle sonuglanan dizilerin, prezisyona gore grafigini gosterir.  Sekil 7.3 ise,
ortalama ve minumum gevrim uzunluklarmin prezisyona bagh grafigini gosterir.
Kullanilabilir tekrarlama sayisi, gevrim uzunlugundan bityiik olabilir. Ornegin
prezisyonun 16 bitle smurlandigi durum igin yapilan testlerden biri, doniigiimiin
periyodu 5 olan gevrime girmeden énce, 795 deger iirettigini gosterdi. Fakat diziyi
bir gevrim iginde degerlendirmek daha yaygm oldugundan, ¢evrim uzuntugu ile
kullanilabilir tekrarlama sayist aynidur.
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Sekil 7.2. Cevrimle sonuglanan sonlanmalarin orani.
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Sekil 7.3. Cevrim uzunluklar:.

7.4.4 Sonug

19

Wheeler ve Matthews’in yukarida ézetlenen bu gahismasmda gergeklestirilen

testler, Wheeler’in Matthews’in onerdigi kaotik doniisiimde
kriptorafik uygulamalar igin bir kusur olmadign1 gosterdiler.
herhangibir prezisyonda kriptografik uygulamalar igin ka
tiretilme riskini tahmin etmeye olanak sagladigim ifade ettiler.

isaret ettigi ¢evrimlerin
Oalar, test sonuglarmm
bul edilemez dizilerin

Wheeler ve Matthews, sonlanma riski bulunan C uzunlugundaki mesaj sayisim

10%°den 1’ indirmek igin gerekli bit sayisini,
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P =7(log,,C+R)-18 (7.42)
seklinde ve prezisyonla iligkili olan R’yi ise,
R =0.142P +026—1log,,C (7.43)

olarak tammladilar. C karakter igeren bir mesajin giivenli bir sekilde sifrelenmesi
igin, P >> 7log,, C kosulunun saglanmasi gerektigini belirten Wheeler ve Matthews,
K anahtar sayisiny, P bit igin K =10~ geklinde genellestirdiler.

Onlar, prezisyonun 48 bitle smirlandigi durumda sonlanma riski bulunan
5000 karakterli dizi sayisinin, 10**7 (=2300)’den 1’e indigini ve anahtar uzaymm
10% oldugunu belirttiler. Biitiin bu sdylenenlerin 1s181nda, ikili prezisyonun pek gok
uygulama igin yeterli olabilecegini ifade ettiler.

Sonug olarak Wheeler ve Matthews, Matthews’in 6nerdigi kaotik déniigtimiin
kriptografik uygulamalar i¢in géz 6niine alinmaya deger basit bir sistem oldugunu
ifade ettiler.

7.5 Kriptografide Kaos: Garip Cekicilerden Kacis

Carroll, Verhagen ve Wong, Lorenz sisteminin kaotik yapisindan
dolay1 sanki - rasgele dizi liretmek igin kullamlabilecegini sbylediler. Buna ragmen
Lorenz sisteminden elde edilen dizilerin seri iligkili olmadigin1 garantilemek igin, bu
sistemin degistirilmesi gerektigini vurguladilar. Degistirilmis Lorenz sisteminin iyi
istatistiksel &zellikler iceren oldukga uzun diziler retebilecegini ve bu tiretme
mekanizmasimn hizli ve verimli oldugunu ifade ettikleri Carroll, Verhagen ve
Wong’un [8]’deki bu ¢aligmalar su sekilde 6zetlenebilir.

Kaotik sistemlerin ¢6ziimleri kisa bir zaman aralif1 diginda tam olarak tahmin
edilemedii i¢in rasgele olarak adlandirilirlar. Lorenz sistemi i¢ boyutta sanki -
rasgele diziler tretebildiginden, kriptografide lojistik d6niiglimden daha kullamsh
olabilir. Lorenz denklemleri, G, r, b sabitler olmak iizere,
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EK—-——or:r(+0'

dt y

dy

q¢ = XZtrx-y (7.44)
dz

E-—xy—bz

seklinde verilir. Bu galigmada o, r, b sabitleri sdylendikleri sira ile 10, 28 ve 8/3
olarak alinacaktir. Bu degerlerle sistem kaotiktir.

Analitik olarak goézillemeyan bu denklemler, niimerik olarak ¢oziilebilirler.
Denklemlerin kaotik yapisindan dolayi, niimerik ¢6zilm hem kullanilan niimerik
tekniklere hem hesaplamanin gergeklestirildii prezisyona baghdir. Denklemleri

¢6zmek i¢in en basit yontem, Euler metodudur:

x(n+1) = x(n) +(-ox(n) +cy(n))At
y(n+1) =y(n)+(-x(n)z(n) + rx(n) - y(n))At o

(7.45)
z(n +1) = z(n) +(x(n)y(n) — bz(n))At. .
Eger (0'-— b- 1) >0 saglanirsa, sistemin davranigi
_olo+b+3) 746
r>r, = (o-b—l) , T (7.46)

icin kaotiktir. 6=10.0, r=280 ve b=80/3.0 degerleri igin bu ii¢ kosul saglanr.
Sekil 7.4 ve Sekil 7.5, baglangig degeri (x,,y,,2,) =(0.0,1.0,0.0) olmak tizere, bu
parametre dagerleri i¢in Lorenz sisteminin davranigim gésterir.

Sekil 7.4 ve Sekil 7.5°de gorrtildiigi gibi sistem, yukarridaki parametre
degerleri igin {i¢ tane kararsiz denge noktasina sahiptir. Bu simetrik denge
noktalarindan birine yakin baglayan yoriinge, denge noktas: etrafinda disa dogru
spiraller ¢izdikten sonra difer denge noktas: civarina atlamakta ve aym hareketi
orada icra etmekte ve hareket, bu sekilde devam etmektedir. Yani sistem bu
parametre degerleri igin oldukga karmagik bir davranig sergilemektedir.
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Sekil 7.5. r=28.0i¢in z-x diizlemindeki Lorenz Cekicisi.

Bu nedenle Lorenz sisteminin sanki - rasgele dizi {ireteci olarak

kullanilabilmesi i¢in G, r ve b parametreleri,

1) (o-b-1)>0 (7.47)
o(o+b+3)

2) r>————(a_b_ ) (7.48)

3) r>1 (7.49)

kosullarim saBlayacak gekilde se¢ilmelidir. Bu parametrelerin segimi, kriptografik
anahtar yerine geger.
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Lorenz denklemlerinin kaotik ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin tahmin
edilemez olmalarina ragmen, basit niimerik ¢bziim rasgele diziler liretmez. Ciinkit
¢6zlim sonucu bulunan degerler, 6nceki degerlere ¢gok yakindir.

7.5.1 Yiiksek Adim Arahg ile Ayriklagtirilmig Lorenz Sistemi

Kriptologun gorils agisindan olaya bakildifinda, alt dizilerin dizinin
kendisiyle oldukga iligkili olmasi muhtemeldir. Ciinkti her noktanin, bir &nceki
degerle arasinda ¢ok az fark vérd1r. Fakat sistem kararsizlifa ¢ok yakindir. Eger
differansiyel artim At, 0.0245 veya daha fazla alinirsa; pargacik garip gekicinin
etkisinden kurtulacak ve {i¢ boyutlu uzayda dolasacaktir.

Biiyiik At degerleri igin bulunan niimerik ¢8zilim, Lorenz sisteminin gergek
¢oziimii degildir. Ciinkli dogrusal olmayan differansiyel denklemleri ¢6zmek
amaciyla gergeklestirilen niimerik yaklagimlar, yalmzca kiigiik At’ler i¢in gegerlidir.
Biiyiik At degerleri alinarak yapilan bu igleme, bir ¢6ziim goziiyle bakilamamasina
radmen, Lorenz denklemlerinin kullamilarak rasgele sayilar iretilmesi goziiyle
bakilabilir.

Kiigiik At degerleri i¢in nlimerik ¢6ziim garip ¢ekiciyi takip ederken; At
degeri arttinldifinda baglangigta garip c¢ekiciye yakin olan niimerik ¢6ziim birkag
adim sonra sonsuza dogru gider.

At degeri 0.01°den artim yOniinde uzaklastifinda, niimerik ¢6ziim, garip
cekici etrafinda baslangigta daireler gizer daha sonra ise garip gekicinin igine diiger.
Bu durum, At = 0.01 ve At = 0.24 degerleri i¢in x - y diizleminde ¢izilen Sekil
7.6’dan goriilmektedir. Buna ragmen At degeri, 0.0244 ile 0.0245 arasinda iken
davranig tamamen degisir. Baglangigta garip ¢ekici etrafinda daireler ¢izen niimerik
¢6zlim, daha sonra garip ¢ekicinin igine diigmek yerine sonsuza dogru uzaklagir.
Sekil 7.7, At=0.01 ve At =0.0245 i¢in niimerik ¢6ziimiin x - y diizlemindeki yerini
gostermektedir.

Bu durumda sistem, kaotik durumdan uzaklasmig ve basibos sekilde U¢
boyutlu uzayda dolagmaya baslamistir. Boylelikle ufak zaman adimlan i¢in birbirine
oldukga yakin seyreden x, y ve z degerleri, nemli derecede birbirinden farklilagir.
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Sekil 7.6. Kiigiik At arahklan i¢in ¢izilen grafik (At=0.01 , At=0.024 ).
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Sekil 7.7. Biiyiik At arahiklan igin ¢izilen grafik ( At = .01

Sekil 7.8 ve Sekil 7.9, At degerleri biiyiik oldugunda pargacigm z - x

diizlemindeki haraketini gostermektedirler.
X, V, z degerleri, At = 0.0245 degeri igin luzla sonsuza dogru giderler. Bu

nedenle degerlerin bir bolge iginde smirlandinlmasi gerekir. Burada m=2%-1

olarak alind.

Eger (x,y,z) igin baglangi¢ degerleri kﬁgﬁk‘olarak secilirse, Ax, Ay ve Az
degerleride kiigiik olacakatir. Bu durumda iiretilen diziler kendileriyle oldukga iligkili
olacaklardir. Bu problem asagida verilen iki yéntemin uygulanmasiyla engellenebilir:
1) xo degeri bityiik; yo ve z degerleri ise kiigiik secilerek.

2) xo degeri kiigiik; yo ve zo degerleri ise biiyiik segilerek.



159

Biiyiik baglangi¢ degerlerinin segimi, iiretilen dizilerin rasgelelik karakterini etkilemez.

Sekil 7.8. Biiyiik At degerleri igin Lorenz gekicisi, At = 0.01 , At =0,0245
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Sekil 7.9. Biiyiik At degerleri igin tekrarlama sayismin arttnlmasi durumundalorenz
cekicisi, At = 0.01 , At =0.0245

Lorenz sisteminin o, r ve b parametre degerleri igin ii¢ tane denge noktasi

vardir:

(x,y,2) = (0,0,0) (7.50)
(x,%,2) = (+4/ble =) +4blr—D),r 1) (7.51)
(x,3,2) = (~yblr = 1),~yblr—1),r - 1). (1.52)
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Eger islem esnasmda bir denge noktast iiretilirse, bu noktadan sonra iiretilen her deger
aym noktay: tiretecektir.

x vey degerleri e zamanh olarak sifir oldugunda, x ve y dizilerinde sifirlar
bag gosterir. Bu durumda z dizisi hemen sabit bir dizi haline doniigmez; fakat tahmin
edilebilir bir tarzda davranir. Bu dizinin degeri, (1—bAt) sabit garpam ile degisir.

Lorenz denklemlerinin rasgele olmayan etkisinden dolayr dizilerin bozulma
riskini yok etmek amaciyla, bu denklemler degistirildi. Ax, Ay ve Az

Ax = (—ox(n) + O'y(n))At
Ay = (-x(n)z(n) +rx(n) - y(n))At | (7.53)
Az =(x(n)y(n)—bz(n))At

seklinde olmak iizere, degistirilmis bu denklemler

x(n+1)= (((round(x(n) + Ax) mod m) +m) mod m) +1
y(n+1)= (((round(y(n) +Ay)mod m) S m) mod m) +1 (7.54)

zZ(n+1)= (((round(z(n) +Az)mod m) +m) mod m) +1

seklindedir.

Hesaplamalar (232 - 1) alani ile siirlandig igin, sistem periyodiktir. Olast tiim
degerler tiiketildifinde, sistemin bu noktadan sonra iirettigi deger daha énce
varoldugu igin periyodik diziler olugur. m=(22-1) olmak iizere, sistemin
erisebilecegi miimkiin maksimum periyot, m’ diir. Buna ragmen Lorenz iiretecinin
rasgele olmayan bazi etkilerinden dolayi, daima miimkiin maksimum g¢evrim
uzunlugunu elde etmek miimkiin degildir. Gergek gevrim uzunlugu, niimerik olarak
belirlenebilir. Bu amag igin en basit yontem R. P. Brent tarafindan verilir, [48].
Bunun yamsira R W. Floyd, R.W. Gosper [48]’de; Sedgewick ve Szymanski ise
[58]’de periyotun belirlenmesi igin daha farkh yontemler verdiler.

(x,y,2) =(0.0,10,0.0), =100, r =280, b=8.0/3.0 ve At=0. igin sistemin

2*!  uzunluktan sonra bile gevrime girmedigi bulundu. Eger sistemin periyotu
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makinenin prezisyonundan biiyiikse, Brent algoritmasi ile sistemin periyotu
belirlenemez. Prezisyonun 64 bitle smirlandign durum igin bu say, 2% -1 dir.

Genel olarak x, y ve z dizilerinin her birinin periyotu m’den biiyiiktiir. Karma
eslesik iiretegler (“multiplicative congruential generators”) igin periyotun m ile
smirlandifs kuramy, her dizinin digerine bagh oldugu bu sisteme uygulanamaz.

7.5.2 Rasgeleligi Olgen Testler

Sayilardan olusan dizilerin rasgeleligini saptamak igin geligtirilmis pek gok test
vardir, [48], [59], [60] ve [61]. Burada frekans, ikililer, iigliler ve dértliiler igin seri,
arahk ve asag1 ve yukan dogru haraket testleri uygulandi. Bu dért test rasgelelik igin
klasik testlerdir, [62] ve [63].

Denklemler, test dizileri iiretmek igin 100,000 kez tekrar edildi. Test
sonuglari, [8]’de bulunabilir.

7.5.3 Sonug

Carroll, Verhagen ve Wong, yukanda verilen bu ¢aligmada parametre ve
baglangi¢ degerlerinin uygun segimi ile degistirilmis Lorenz denklemlerinin ii¢ boyutta
istatistikse] testleri gegen diziler iirettigini gosterdiler.

Onlar parametre ve baslangig sartlarmm ne gekilde segilmesi gerektigini su
sekilde verdiler.

1) Parametrelerin Segimi

* o, b ve r pozitif olmahdir.

e (6-b-1)>0, r>1ve r> a(a+b+3)/(a—b—l) esitsizlikleri saglanmalidir.
* bveya m , tamsayr olmamahdir.

* Modiil biiyiik bir asal say1 olmalidir.

2) Baglangi¢ Kosullarmm Segimi
° At>0.0245 ve Ato2>1 kosullar1 saglanmalidir.
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* Ax, Ay ve Az degerlerinin her tekrarlamada sabit kalmamasi igin (xo,yo,zo),

yeterince biiyiikk ahnmabdir. x,’m basamak sayismm, y, ve zo’m basamak sayilarmn
3 kat1 veya 3’e béliimii olarak alnmasiyla bu durum saglanir.



BOLUM 8

COK BOYUTLU KAOTIK SISTEMLER ILE SiFRELEME

Simdiye kadar yapilan kriptografik ¢aligmalarin, tek boyutlu kaotik bir sistem
olan lojistik déniigiimiin genellestirilmis seklinin, kriptografide sanki rasgele dizi
tireteci olarak kullanimini destekler y6nde olmasi, kisa periyotlu ¢evrimlerin,
kullanilan bilgisayarin prezisyonunun arttirilmasiyla {istesinden gelinebileceginin
gosterilmesi ve degistirilmig olmasina ragmen Lorenz sisteminden elde edilen
dizilerin istatistiksel rasgelelik testlerini gegmesi; bizi, iki veya daha fazla boyutlu
kaotik sistemlerin, kriptografik uygulamalar igin daha yararli olabilecegi fikrine
gétiirdd.

Bu béliimde Chua ve Lorenz sistemlerinin kaotik modda, Matthews’in
kodlama y6ntemi ile rasgele sayilar iiretebilecegi gésterildi.

8.1 Chua Ve Lorenz Sistemlerinin Sifrelemede Kullanilmasi

Tek zamanli sistemlerin tek seferlik kullanilan uzun rasgele dizilere olan
ihtiyacindan dolayi, bu sistemlerin pek gok pratik uygulama igin elverigsiz oldugu
Boliim 6 ve Boliim 7°de sunuldu. Anahtar dizisi iiretmek amaciyla pedlerin yerine
bir d6niigtim kullamlirsa, uygun parametre degerleri ile istenilen yerde ve zamanda
anahtar dizileri tiretilebilir. Bdyle bir durumda uzun rasgele dizilerin, iletigim agim
kullanan her kullaniciya dagitilmasi yerine, parametrelerin dagitilmas: yeterli olur.
Boylelikle tek-zamanli sistemlerdeki dizilerin giivenli bir sekilde dagitilmasi
gerekliligindeki problem ortadan kalkar.

Bilgisayar programlama dillerinin ¢ogunda rasgele say: Uireten doniistimlerin
varolmas: ilk bakigta, tek zamanl sistemlerin kullammim gii¢ bir hale getiren
etkenleri ortadan kaldirabilirmis gibi goziikebilir. Fakat bu doniiglimlerin meydana
getirdikleri dizilerin gevrim uzunluklar, ciddi kriptografik uygulamalar igin gok
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[54] ve[55]’te genis olarak incelenen temeli dogrusal kongruens ve dtemeli yazicilara
dayanan iiretecler, Béliim 6°da verildi. Bu iireteglere dayanan algoritmalar ile iiretilen
diziler rasgele goriniighidiir, fakat deterministik olarak olusturulduklarmdan,
kendilerini belirli bir uzunluktan sonra tekrar ederler. Bu nedenle bu tiir algoritmalar
ile iiretilen diziler, sanki rasgele diziler olarak adlandinhular. Baz kriptografik
uygulamalar igin yararh olan bu iiretegler, tek zamanh sistemlerde anahtar dizisi olarak
kullanilamazlar.

Kaotik sistemlerin ilk kogullara agir1 duyarh oldugu Béliim 3’te irdelendi. Bu
ozellifi sayesinde kaotik sistemler, ayar parametrelerindeki ufak degigimler ile
birbirlerinden tamamen farkh diziler iiretebilirler. Bunun yamsira, ilk kogullar pratikte
kesin olarak ifade edilemediginden; bu tiir sistemlerin davranisi tahmin edilemezdir.

Kriptografik uygulamalarda kullamilan anahtar dizilerinde olmasi gereken bu
ozelliklerin, kaotik sistemlerin 6ziinde igerilmesi, bu tiir sistemlere rasgele say iireteci
goziiyle bakilmasma ve argtirmalarin bu yonde ilerletilmesine neden olmustur.

Matthews’in  lojistik doniigimden yararlanarak genellestirdigi kaotik
déniigiimiin tek zamanh sistemlerle yer degistirebilecegini soyledigi ¢aligmasmmn
ardmdan, [4], bu sistemi ufak ¢evrimlere girdigi i¢in elestiren Wheeler, daha sonra,
sistemin, yiiksek prezisyonda gergeklestirilmesi durumunda, oldukga iyi sonuglar
verdigini s6yledi, [7].

Carroll, Verhagen ve Wong, Lorenz sistemini biiyiik At zaman adimlan icin
Euler yontemi ile ¢6zerek sistemi kaotik davramigtan uzaklagtirddar. Onlar Lorenz
sisteminin bu sekilde giivenli rasgele sayilar iiretebilecegini gahgmalarnda ifade ettiler,
[8]. Bu durumda sistem, kiigiikk At zaman adumlan i¢in goézlenen Lorenz gekicisinin
¢ekim etkisinden kurtulur ve (X, y, z) uzaymnda sonsuza dogru hareket eder.

Biz bu ¢ahsmada, gok boyutlu kaotik sistemlerin kaotik yapismm yok
edilmeden de kriptografide sanki rasgele dizi iireteci olarak kullamlabilecegini iddia
ettik.

Bu amagla bu iki sistem, kaotikligi saglayan parametre degerleri ve kiigiik At
zaman adiom igin, 0.01, en basit niimerik yontem olan Euler metotu ile ¢ozildi. Bu
durumda Lorenz ve Chua sistemlerinin gergekten birbirine oldukg¢a yakin sayilar
iirettigi gozlendi. Yani x, y ve z degerleri, bir sonraki adimda iiretilen x, y ve z
degerleri ile oldukea iligkilidir. Bu durum, Ek A’da verilen Chua ile ilgili algoritmann



vel =.1,ve2=0.2 ve il =-.1 baslangig degerleri igin iirettigi ilk 9 degere bakilarak

fark edilebilir,

0.120635714285714
0.141635327040816
0.163003097732106
0.184744035960954
0.206863926303440
0.229369353518780
0.252267728153701
0.275567312571771
0.299277247437963

Yine Ek A’da verilen Lorenz sistemini kullanan algoritmanm x=.1,y=-.193 ve
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0.198000000000000
0.195940757142857
0.193829358841837
0.191672948829539
0.189478723975227
0.187253931301955
0.185005865209732
0.182741864910881
0.180469312083680

-0.128560000000000
-0.156834400000000
-0.184814740120000
-0.212493572562614
-0.239864469655473
-0.266922031439135
-0.293661892829054
-0.320080730381004
-0.346176268690278.

z=.701 basglangig degerleri i¢in iirettigi ilk 9 deger,

0.682113666666671

-0.163771000000000
-0.142819544362333
-0.128474205535516
-0.119463157913975

0.070700000000000
0.047252900000000
0.028245655563767
0.012573669453838

0.663808182791898
0.646039144874307
0.628775145962746

-0.000630013282943
-0.012049707854271
-0.022229860817807
-0.03 16083613733 14
- -0.040542544174468

~0.114826958996222
-0.113851237489629
-0.116014866372882
-0.120950189384854
-0.128412641460198

0.611992787834482
0.595673703583994
0.579802790229931
0.564367172433792
0.549355611541837

seklindedir. Bu niimerik simiilasyonlardan gézlenen, noktadan sonra ilk ii¢ rakam igin
goriilen yakimhgm ve tahmin edilebilirligin, en diigiik anlaml rakamlara dogru ortadan
kalktifidir, Bu nedenle ilk adimda her iki sistemin, Euler yontemi ile ii¢ koordinatta
iirettifi sayilarm en diigiik anlamh ¢ rakammm, kullanilan karakter sayisma gére
modunun almmastyla diziler olusturuldu. Ug koordinatta ayrt ayri iiretilen bu dizilerin
rasgeleliklerinin belirlenmesi amaciyla; dizilere Ek B’de verilen istatistiksel testler
uygulandi.
iiretilen X, y ve z sayilarm ayr1 ayn ele alinmasi yerine, her iigiiniin veya her ikisinin en
diigiik anlamh ii¢ rakammm olugturdugu ii¢ basamakl sayilarn birbiriyle toplanmasi
vasitasiyla elde edilen degerin, kullamlan karakter sayisma gére, 256, modunun

Fakat sonuglarm iyi olmadifi goriildii. Bunun iizerine ii¢ koordinatta
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almmastyla olusturulan diziler goz oniine ahndi. Bu yéntem ile iiretilen diziler genelde
istatistiksel rasgelelik testlerini gegti. Aym algoritma ile noktadan sonra 13, 14 ve 15
rakamlarinm alinmas: yerine (bu rakamlar kullanilan Cx486DX2-S CPU igin en diigiik
anlamh rakamlara karsihk gelmektedir), noktadan sonra 10, 11 ve 12, 12, 13 ve 14, 8,
9 ve 10 rakamlari ahlmarak 5 farkh ilk kosul deferi igin diziler olusturuldu.
Olusturulan dizilerin 5’te tgii istatistiksel rasgelelik testlerini gegti. Daha fazlast bu
algoritma ile her iki sistem igin de noktadan sonra 4. dijitten itibaren, Ek B’de verilen
istatistiksel rasgelelik testlerini gegen ilk kosul degerleri, rasgele alman 5 farkh ilk
kosul iginde gozlenmigtir.

el = 0.099910, ve2 = 0.199910 ve il = -0.099910 ilk kosul degerlerinden
baglanmak iizere, her biri 6ncekinden 1E-5 kadar farkh olan 5 ilk kogul degerinin her
biri igin, Ek A. 1’de verilen Chua sistemini kullanan algoritmada denklemler 131072
kez tekrarlandi. Bu sekilde elde edilen x, y ve z degerlerinin (algoritmada bu
degiskenler vcl, vc2 ve il’ye kars gelir), noktadan sonra 10, 11 ve 12. rakamlarmmn
olusturdugu ii¢ basamakh sayilarm birbiriyle toplanmas: geklinde belirlenen degerin,
256’ya gore modunun almmasiyla olugturulan diziler, Ek B’de verilen testlerden
gecirildi. Uretilen dizilerden yalnizca birisi d =2 igin 6ziligki testinden kaldi. Bu diz,
vel = 0.099920, ve2 = 0.199920 ve il = -0.099920 baglangi¢ kosullariyla belirlenen
dizidir. Bu durumda d = 2 i¢in belirlenen istatistik 525384’tiir. Bu istatistik,
525290.519°dan biiyiik oldugu i¢in, dizi reddedildi. Sonuglar Ek C’de goriilmektedir.

Benzer gekilde, Ek A. 2’de verilen Lorenz sistemini kullanarak sayilar iireten
algoritmadaki denklemler de beg farkli baglangi¢ degeri igin 131072 kez tekrar edildi.
Tk dizi x = 0.1, y =-0.193 ve z = 0.701 baslangig degeri ile, diger dort dizi ise,
x=x-1E-5,y=y+ 1E-5 ve z =z - 1E-5 igleminin belirledigi ilk kosullar ile iiretildi.
Uretilen bu diziler, Ek D’deki test sonuglarmdan da goriildiigii gibi, gergeklestirilen
tiim testleri gegti.

Birbirinden 1E-5 kadar farkh ilk kogullar ile iiretilen bu dizilerin birbirinden
tamamen farkh oldugunu gostermek amactyla, dizilere 6zligki testi uygulandi. Chua
sistemi i¢in, vcl = 0.099920, vc2 = 0.199920 ve il = -0.099920 baglangi¢ degerleri ile
olugturulan dizinin, vel = 0.099910, vc2 = 0.199910 ve il = -0.099910 ilk kosullariyla
olusturulan diziden farkh oldugu, oziligki testinin d = 0, 1, 2 ve 3 i¢in uygulanmasiyla
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belirlendi. Aym sekilde Lorenz sisteminde de, birbirinden 1E-5 kadar farkh olan ilk
kosullarin birbirinden tamamen farkh diziler iirettigi 6ziligki testi ile dogrulandi.

Lorenz ve Chua sistemlerinin, Euler yontemi ile ¢géziimlenmesi sonucu elde
edilen x, y ve z dizilerinin, gevrim uzunluklari Ek E’de verilen C kodu ile bulunmaya
cahgild. Denklemlerin 2*2-1 kez tekrarlanmas1 sonucunda bir gevrim gozlenmedi.

Aralarmdaki fark 1E-5 olan ilk kosul degerleri ile iiretilen dizilerin
birbirlerinden tamamen farkli olmasi, rasgele say1 iretimi igin noktadan sonraki
elverigli rakamlarm ¢oklugu, x, y ve z dizilerinin gok farkh gekillerde kullanilmasiyla
istatistiksel rasgelelik testlerini gegen diziler iiretilebilmesi ve olugturulan bu dizilerin
¢evrim uzunluklarmm olduk¢a biiyiik olmasi;; Chua ve Lorenz sistemlerinin tek
zamanh sistemlerde rasgele say1 iireteci olarak kullamlabilecegini destekler yondedir.

Chua gekicisi igin, -2 <x < 2, -4 <z<4 ve -0.6 <z < 0.6, Lorenz gekicisi i¢in
de -20 <x <20, -30 <z< 30 ve 0 <z <50 esitsizliklerinin varolmasi, yani pargacigmn
oldukga genig bir uzayda hareket etmesi, periyodik ¢evrimlerin pratik uygulamalar i¢in
oldukga biiyiik olacag: anlamma gelebilir.

Gergekte kaotik bir sistemde sayilabilir sonsuzlukta yogun periyodik orbitler
ve sayllamayan sonsuzlukta periyodik olmayan orbitler vardir. Boyle bir durumun
meydana gelme riskinden, kullamlan kaotik algoritmaya sistemin gevrim olugturup
olusturmadigm belirleyen bir parganin ilave edilmesiyle sakinilabilir.

Chua ve Lorenz sistemlerinin, kaotik davraniga neden olan parametre degerleri
i¢in ii¢ tane kararsiz denge noktasma sahip oldugu Bolim 5°te sunuldu. Yani tam
olarak bu noktalar baglangi¢ degeri olarak almmadifs miiddetge; sistem, iglem siiresi
boyunca bu noktalardan herhangibirine ulasarak sabit diziler olusturamaz.

Béliim 5’te verilen Chua sistemi, kaotik parametre degerlerinde baz ilk kosul
degerleri igin sonsuza gider. Yani pargacik Chua gekisinden uzaklasir. Rasgele say1
iireteci olarak bu sistem kullanildiginda, algoritmaya bu tiir ilk kosul degerlerini bulan
ve onlan goz éniine almayan bir kisim eklenebilir.

Biz Ek A. 2’de Bolim 5’teki ii¢ pargali Chua denklemleri yerine, sistemin
sonsuza degilde bir limit gevrime gitmesini garantileyen bes bélgeli Chua sistemi
kullamlds.



SONUCLAR VE ONERILER

Baglangi¢ sartlarmin kesin olarak kesin olarak belirlenmesi durumunda nasil
davranacag tamamiyla bilinebilen aksi halde ise rasgele davramig sergileyen kaotik
sistemlerin, baglangi¢ sartlarma agin duyarhik goéstermesi ve bu sayede birbirinden
farkh gok sayida dizinin elde edile bilmesi ve krriptografide kisa bir anahtar yardimiyla
“key” uzun rasgele diziler iretebilen algoritmalara duyulan ihtiyag, aragtirmacilan
kriptografide kullamlan anahtar dizilerinin (“key stream™), bu tiir sistemlerin iirettigi
dizilerle yerdegistirebilecegi konusunda ¢aligmaya y6neltti.

Gergek mesajin, rasgele sayilardan olugan ve mesaj ile eg uzunluklu bir anahtar
dizisiyle XOR iglemi kullanilarak sifrelenmesi anlamma gelen ve kirilamaz oldugu
tanitlanabilir tek zamanh sistemler, tek seferlik kullanilan uzun rasgele dizilerin giivenli
bir sekilde dagitilmasmdan kaynaklanan zorluklardan dolayr yaygmn bir kullanim alam
kazanamadi. Kaotik sistemler bu probleme pratik bir ¢oziim getirebilirler. Ciinkii
kaotik sistemlerin parametrelerine ve baglangig kogullarma duyarligindan dolayi, ayar
parametrelerindeki ufak degisimlerle birbirinden tamamen farkh ¢ok sayida dizi
liretmek miimkiindiir. Buna ilave olarak kaotik sistemlerin ¢ok kiigiik hatalara
duyarhgmdan dolayi, doniistimiin tekrarlama degerinin tam olarak bilinmemesi
durumunda, anahtar dizisinin tiimiiniin dogru olarak yeniden hesaplanmasma imkan
yoktur. Daha fazlasi simdiye kadar yapilan gahgmalar, kaotik sistemlerin kriptografide
sanki rasgele dizi iireteci olarak kullamimm destekler yondedir.

Ustte verilen kriterler goz oniine almdigmda, gok boyutlu kaotik sistemlerin,
daha fazla boyutta rasgele say: iiretebilecegi i¢in daha yararh olabﬂecegi diigiiniilebilir.
Bu amagla Bélim 5’te davramg r parametresine gore incelenen Lorenz sistemi ve
davramgt (o,B) parametrelerine goére incelenen Chua gekicisi goz ¢niine alndi
Sistemlerin, bu parametrelerin belirli degerleri igin kaotik davrandifx gézlemlendi. Bu
sistemler Euler yontemi kullamlarak niimerik olarak ¢ozildiigiinde, x, y ve z
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degerlerinin ilk ii¢ rakamm kendi aralarmda oldukea iligkilidir. Carroll, Verhagen ve
Wong’un Boéliim 7’de ifade ettikleri gibi, birbirine oldukga yakin seyreden sayilarm
olusturdugu bir dizi, kriptografik uygulamalar igin hi¢ giivenli degildir. Fakat
sistemlerin ufak zaman adimlan igin Euler yontemi ile elde edilen sonuclarn bir énceki
sonugla iligkisi, noktadan sonra 4. rakamdan itibaren kaybolmaktadr.

Bu nedenle gerek Chua sistemi gerek ise Lorenz sisteminin Bolim 8°de ifade

edilen algoritma yardimyla, rasgele sayx iireteci olarak kullamldi. Lorenz sistemi igin
x=0.1, y=-0.193 ve z= 0.701 baglangi¢ degerleri ile, Chua sistemi i¢in ise
vel = 0.1, ve2 = 0.2 ve il = -0.1 baglangi¢ degerleriyle baglanmak tizere her biri bir
onceki degerden 1E-5 kadar farkhi olan 5 farkh baglangi¢ degeriyle diziler olugturuldu.
Bu dizilerin rasgele olduklarmmn dogrulanmasi1 amaciyla; dizilere, Boliim 6’da teorik
olarak sunulan Ek B’de ise C kodu ile yazilan frrekans testi, seri testi, m =2, 3, 4 ve 8
“igin poker testi, hareket testi ve d = 1, 2, 10, 1000 ve 10000 igin 6ziligki testi
uygulandi. Chua sistemi ile elde edilen dizilerin istatistiksel rasgelelik test sonuglari
Ek C’de, Lorenz sistemi ile elde edilen dizilerin test sonuglan ise Ek D’de verildi.
Chua sisteminde bir dizi yalmzca d = 2 igin 6ziligki testinden kaldi. Lorenz sistemi igin
5 farkli ilk kosul degeriyle elde edilen dizilerin tamami yukarida ifade edilen testleri
gecti. Yapilan niimerik incelemeler noktadan sonra oldukga fazla rakam ile rasgele
sayilar iiretilebilecegini gosterdi. Yani noktadan sonra (13,14,15) (10,11,12), (8,9,10)
ve (6,7,8) rakamlarmm almarak Bolim 8’de ifade edilen algoritma ile diziler
olusturuldugunda, elde edilen dizilerin istatistiksel rasgelelik testlerini gegtigi gozlendi.
Ug boyutta iiretilen rakamlarn toplamm 6neren bu algoritma yerine,
(x+y), (x+2), (y + z) degerlerini kullanarak sayilar iireten algoritma da kullanilabilir.
Bu yol ile iiretilen dizilerde rasgelelik testlerini gegti. Buna ragmen ig¢ boyutta
tiretilen x, y ve z sayilanmin ayn1 ayn ele almmasiyla olugturulan diziler, istatistiksel
rasgelelik testlerini gegemedi.

Biz Ek A. 1’de ve Ek A. 2°de verilen algoritmalar ile en azindan 5 farkh ilk
kosul icin noktadan sonra 10, 11 ve 12. rakamlarn almmas: ile iiretilen dizilerin
digerlerinden daha iyi oldufunu gézlemledik. ~Buna ragmen hangi rakamlarm
almmastyla daha giivenli diziler iiretilebilecegi, 5 tane diz igin elde edilen sonuglara
dayanilarak soylenemez. Bunu igin, en azmndan 1000 farkh ilk kosul degeri igin
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olusturulan dizilerin istatistiksel rasgelelik test sonuglann degerlendirilerek bir karara
varimalidur.

Her iki algoritma ile aralarindaki fark 1E-5 olan baglangic degerleriyle
olusturulan dizilerin tamamen farkli oldugu, bu dizilere d = 1, 2, 3 ve 4 igin oziligki
testi uygulanarak dogrulands.

Chua ve Lorenz sistemlerinin kotik davrandiklar1 parametre degerleri igin
olusturduklan garip gekicilerin smirlary, séylendikleri sira ile,
2<x<2,-4<z<4 ve-0.6<y<06
-30<y<30,0<z<50 ve-20<x<20
seklindedir. Yani x(n+1) = 4x(n)(1-x(n)) lojistik doniigiimii igin meydana gelen
¢evrim uzunluklar, 0 < x(n) < 1 oldugundan, Chua ve Lorenz sistemi ile olusturulan
dizilerin ¢evrim uzunluklarindan oldukga kisa olmaldir. Ciinkii Chua ve Lorenz
sistemlerinde pargacik olduk¢a genis bir uzayda dolagmaktadur.

Chua ve Lorenz sistemleri ile birbirlerinden 1E-5 kadar farkh olan ilk kogul
degerleriyle olusturulan dizilerin birbirlerinden tamamen farkhh olmasi, rasgele sayr
iiretmek i¢in noktadan sonraki elverig rakamlarm g¢oklugu, dizilerin meydana
getirebilecekleri gevrim uzunluklarmm oldukga biiyilk olmasi ve X, y ve z dizilerinin
farkh sekillerdeki pek ¢ok kombinasyonu igin rasgelelik testlerini gegen dizilerin
olusturulabilmesi; bu sistemlerin tek zamanh sistemlerde rasgele say1 iireteci olarak
kullamlmasm1 destekler yondedir.  Biitin bu sbylenilenlere ragmen, dizlerin
rasgeleliginin belirlenmesi amaciyla kullanilan tiim testler bunlar degildir. Békim 6’da
sunulan testlerden bagka, kupon toplayici test, permiitasyon testi, seri korelasyon testi,
t’lerin maksimum testi, ikili tirev testi, degisim noktas: testi, ¢arpigma testi gibi
istatistiksel testler de vardir.

Ancak rasgele olmadigt bilinen bir takim dizilerin istatistiksel testlerden gectigi
gozlenmigtir. Bu durum anahtar dizlerini test eden bagka testlere olan gereksinimi
ortaya gikarmigtir. Bu amag ile dizilerin éngorilemezliginin 6l¢iilmesinde kullanilan
karmagiklik testleri tiiretilmistir.

Ek A. 1 ve Ek A. 2’de verilen algoritmalarm giivenli rasgele diziler
iiretilebilecegi, tiim bu testlerin uygulanmas: ile daha net olarak ifade edilebilmelidir.
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EK A

COK - BOYUTLU KAOTIK SISTEMLER IiLE
RASGELE SAYILAR URETEN ALGORITMALAR

A.1 Chua Sistemini Kullanarak Rasgele Sayilar Ureten Algoritma

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>
#include<conio.h>
FILE *fpl;

main()

{

double vc10=.1;
double il0=-.1;
double vc20=.2;
double vcl;
double il;

double vc2;
double alfa=9.0;
double beta=14.28;
double delta=.85;
int iz;

int a[16];

double m0=2.14285714285714285714,
double m1=1.71428571428571428571;
double m2=-1;
double h=.01;
double k1;

char str1[35];

char str2[35];

char str3[35];

char st1[4];

char st2[4];

char st3[4];
doublerl;

double 12;

double r3;

double r;

double i;



int as;

int ps=0;

int pt=0;

int pk=0;

clrser();

fpl=fopen("as.dat","wb");

if(fp1=NULL){
printf("\nCan not open as.dat");
exit(1);

}
vel0=vc10 -0.00001;
i10=i10 +0.00001;
vc20=vc20 -0.00001;
printf("\n %lf %lf %If",vc10,vc20,il0);
for(i=0.0;i<131072.0;i++){

if((ve10<=1.0)&&(vc10>=-1.0)){
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k1=-alfa*(1+delta)*vc10 +alfa*vc20 + alfa*m0*vc10;

vel=vcl0+h*kl;

}

if((ve10<-1.0)&&(ve10>=-20.0)){
k1=-alfa*(1+delta)*vcl0 +alfa*vc20 + alfa*(m1*(vc10+1)-m0);

vel=vc10+h*k1;
}

if((vel0 < -20)&&(ve10 >=-54.714285)){
k1=-alfa*(1+delta)*vc10 +alfa*vc20 + alfa*(m2*(vc10+20)-

34.714285);
vcl=vcl10+h*kl;

}
if((ve10>1)&&(ve10<=20)){

k1=-alfa*(1+delta)*vc10 +alfa*vc20 + alfa*(m1*(vc10-1)+m0);

vel=vcl0+h*k1;

}
if((ve10>20)& &(ve10<=54.714285)){
k1=-alfa*(1+delta)*vc10 +alfa*vc20 + alfa*(m2*(vcl0-

20)+34.714285),
vel=vcl0+h*kl;

}
ve2=vc20+h*(vel0-vc20+il10);
il=i10-h*beta*vc20;
sprintf(str1,"%.201f",vc1);
sprintf(str2,"%.201f",vc2);
sprintf(str3,"%.201f",il);
while(strl [ps]!=.")

pstt;
if(strl[ps]==""

pstt;
st1[0]=str1[ps+10];
st1[1]=strl[ps+11];
st1[2]=str1[ps+12];



r=r1+r2+r3;
r=fmod(r,256.0);
as=(int)(r);
for(iz=15;iz>=0;iz—){
if((as>>iz<<15))
a[iz]=1;
else
a[iz]=0;
}
for(iz=7;iz>=0;iz-){
fprintf(fp1,"%d",a[iz]);
}
* fprintf(fp1,"%c",as);
velO=vcl;
il0=il;
ve20=vc2;
ps=0;
pt=0;
pk=0;
}
fclose(fpl);
return 0;

}

st1[3]="0";
while(str2[pt]!=".")
pt++;
if(str2[pt]=".")
pt+;
st2[0]=str2[pt+10];
st2[1]=str2[pt+11];
st2[2]=str2[pt+12];
st2[3]=\0";
while(str3[pk]!=".")
pk++;
if(str3[pk]="")
pk++;
st3[0]=str3[pk+10];
st3[1]=str3[pk+11];
st3[2]=str3[pk+12];
st3[3]=\0";
rl=atof(st1);
r2=atof(st2);
r3=atof(st3);

178



179

A.2 Lorenz Sistemini Kullanarak Rasgele
Sayilar Ureten Algoritma

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<math.h>

#include<conio.h>

FILE *fpl;

main(){

double sigma=10.0;

double r=28.0;

double b=2.666666666666;

double h=.01;

double x0=.1;

double y0=-.193;

double z0=.701;

double x1; ’

double y1;

double z1;

double i;

char str1[35];

char str2[35];

char str3[35];

char st1[4];

char st2[4];

char st3[4];

double pl;

double p2;

double p3;

double p4;

int p;

int ps=0;

int pt=0;

int pk=0;

int iz;

int a[16];

clrscr();

x0=x0-0.01;

y0=y0+0.01;

z0=z0-0.01;

fpl=fopen("as.dat","wb");

if(fp1=NULL){
printf("\nCannot open this file");
exit(1);

}

for(i=0.0;i<131072.0;i++){
x1=x0+h*(-sigma*x0 + sigma*y0);
y1=y0+h*(-x0*z0 + r*x0 - y0);
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z1=z0+h*(x0*y0-b*z0);
sprintf(str1,"%.201f",x1);
sprintf(str2,"%.201f",y1);
sprintf(str3,"%.201f",z1);
while(str1[ps]!="")

pstt;
if(str1[ps]==""

pst+;
st1[0]=str1[ps+10];
st1[1]=strl[ps+11];
st1[2]=strl1[ps+12];
st1[3]=\0";
while(str2[pt]!="")

’ pt+t;

if(str2[pt]=""

pt++;
st2[0]=str2[pt+10];
st2[1]=str2[pt+11];
st2[2]=str2[pt+12];
st2[3]=\0';
while(str3[pk]!=.")

pk++;
if(str3[pk]=="")

pk++;
st3[0]=str3[pk+10];
st3[1]=str3[pk+11];
st3[2]=str3[pk+12];
st3[3]=\0";
pl=atof(stl);
p2=atof(st2);
p3=atof(st3);
p4=pl+p2+p3;
p4=fmod(p4,256.0);
p=(int)(p4);
for(iz=15;iz>=0;iz—){

if((p>>iz<<15))

afiz]=1;
else

}
/* for(iz=7;iz>=0;iz--)
fprintf(fp1,"%d",a[iz]);*/
fprintf(fp1,"%c",p);
x0=x1;
yOo=yl;
z0=z1;
ps=0;
pt=0;
pk=0;

a[iz]=0;
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}
fclose(fpl);

return 0;
}



EKB

ISTATISTIKSEL RASGELELIK TESTLERI
B.1 Frekans Testi

/*Bu program karaktarlerden olusan dosyaya frekans testini uygular*/

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<conio.h>

FILE *out_file;

main()

{

clrscr();

int i;

int a[16];

double sfr=0.0;

double bir=0.0;

char string1[100];

char string2[200];

char ch1[8];

int j;

double sayac=0.0;

double top;

clrscr();

out_file=fopen("as.dat","rb");

if(out_file==NULL){
printf("\nCan not open %s",string1);
exit(1);
}

fread((char *)chl,sizeof(char),8,0ut_file);
/* bu kisim say1y1 ikili olarak hesapliyor*/
for(7=0;j<=7;j++){
for(i=15;i>=0;i~-){

do{

if((chl[j]>>i<<15))
a[il=1;

else
a[i]=0;

}
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for (i=7;i>=0;i-){

if(a[i]==1)
bir++;
else
sfr++;
}
}
sayac++;
}while(sayac<16384.0);

fclose(out_file);
top=(double)(sfr-bir)*(sfr-bir)/(sfr+bir);
printf("\nbir=%]f sifir=%]f ist=%If",bir, sfr,top);
return 0;

}

B.2 Seri Test

/*1 ve 0 sayilarindan olusan dosyaya seri testi uygular/
#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<conio.h>

FILE *fpl;

main()

{
double n0=0.0,n1=0.0,n2=0.0,n3=0.0;
char chl,ch2;
double sayac=1.0;
double ist1,ist2,ist3;
double bir=0.0,sfr=0.0;
clrscr();
fp1=fopen("as.dat","rb");
if(fp1=NULL){
printf{("\nCan not open as.dat");
exit(1);

}
while(sayac<1048576.0){
if(sayac==1.0){
chl=getc(fpl);
ch2=getc(fpl);
}
if(ch1-'0'==0)
sfrt+;
if(ch1-'0'=1)
bir++;

if(sayac!=1.0)
ch2=getc(fpl);
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if((ch1-'0'==0)&&(ch2-'0'==0))
n0++;
if((ch1-'0'=0)&&(ch2-'0'==1))
nl++;
if((ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'==0))
n2++;
if((ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'==1))
n3++;
chl=ch2;
sayac++;
}/*while sonu*/
fclose(fpl);
if(ch2-'0'=0)
sfr++;
if(ch2-'0'==1)
bir++;
ist1=n0*n0+nl1*nl+n2*n2+n3*n3;
ist2=bir*bir+sfr*sfr;
ist3=ist1*4.0/1048575.0-ist2*2.0/1048576.0+1;
printf("\nn0=%If nl= %lf n2=%If n3=%lf",n0,n1,n2,n3);
printf("\nbir=%lf sfr=%lf ist=%lIf",bir,sfr,ist3);
return 0;
}/*main sonu*/

B.3 Hareket Testi

/* 1 ve 0 sayilarindan olugan dosyaya hareket testini uygular*/
#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<conio.h>

FILE *fpl;

main()

{

double dizi[16],dizi1[16],dizi2[16];
double top1=0.0;

double ist1=0.0,ist2=0.0,ist;

int say;

double uzun=1048576;

double sayac=0.0;

char chl,ch2,ch3;

char cl,c2,c3,c4,¢5,c6,c7,c8,¢9,c10,c11;
char c12,c13,c14;

char c15,c16;

charcl7;

char c18;

double n01=0.0;

double n11=0.0;
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double n02=0.0,n12=0.0;
double n03=0.0,n13=0.0,
double n04=0.0,n14=0.0;
double n05=0.0,n15=0.0;
double n06=0.0, n16=0.0;
double n07=0.0,n17=0.0;
double n08=0.0,n18=0.0;
double n09=0.0,n19=0.0;
double n010=0.0,n110=0.0;
double n011=0.0,n111=0.0;
double n012=0.0,n112=0.0,
double n013=0.0,n113=0.0;
double n014=0.0,n114=0.0;
double n015=0.0,n115=0.0;
double n016=0.0,n116=0.0;
double hareket];
double hareket2;
double hareket;
clrscr();
fp1=fopen("as.dat","rb");
if{fp 1==NULL){
printf{"can not open as.dat");
exit(1);
}
/*1 uzunluklu*/
while(sayac<1048574.0){
if{sayac==0.0){
chl=getc(fp1);
ch2=getc(fp1);
ch3=getc(fp1);
}

ch3=getc(fp1);
if(ch1=="1")&&(ch2=="0")& &(ch3=="1"))
n01++;
i{(sayac==4093.0)&&(ch1=="1")&&(ch2=='1")&&(ch3=='0"))
n0l1++;
if{(sayac==4093.0)& &(ch1=="0")&&(ch2=—="1")&&(ch3=='0"))
n01++;
chl=ch2;
ch2=ch3;
sayac++;
}/*while sonu*/
fclose(fp1);
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
ifffp1==NULL){
printf{"can not open as.dat");

else
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exit(1);
}

while(sayac<1048574.0){
if{sayac==0.0){
chi=getc(fp1);
ch2=getc(fp1);
ch3=getc(fp1);
}

ch3=getc(fp1);
if{(ch1=="0")& &(ch2=="' )& &(ch3=="0")
nll++;
if((sayac#O%.O)&&(ch1='0')&&(ch2=='0')&&(ch3='1‘))
nll++;
iﬂ(sayac==4093.0)&.&(ch1=='l')&&(ch2ﬁ0')&&(ch3#1'))
nll++;
chl=ch2;
ch2=ch3;
sayac++;
}/*while sonu*/
fclose(fp1);
/*2 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
if{fp 1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048573.0){
if{sayac==0,0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fp1);
}

else

else
c4= getc(fpl);
iﬂ(cl=’l’)&&(cz—-='0’)&&(c3ﬁ0')&&(c4='l'))
n02++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
sayac++;
} M*while sonu*/
fclose(fp1);
sayac=0.0;
fp I=fopen("as.dat","rb");
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if{fp 1==NULL){
printR"\nCan not open as.dat");
exit(1);

}

while(sayac<1048573.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fp1);
}

c4= getc(fpl);
i{(c1=="0")&&(c2=="1")& &(c3=="1")&&(c4=="0"))
nl2++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
sayact+;
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
/*3 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
ififp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat"),
exit(1);
}
while(sayac<1048572.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fp1);
cd=getc(fp1);
cS=getc(fp1);
}

c5= getc(fpl);

if{(c1=="1")& &(c2=="0")& &(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5=="1"))
n03++;

cl=c2;

c2=c3;

c3=c4;

c4=c5;

sayactt;

} /*while sonu*/

fclose(fp1);

else

else
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sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
if(fp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048572.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fp1);
cd=getc(fpl);
c5=getc(fp1);
}

c5= getc(fpl);
ifl(c1=="0")&&(c2=="1") & &(c3=="1")& &(c4=="1")& &(c5=='0"))
nl3++;

else

cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
c4=c5;
sayact+t;
} /*while sonu*/
fclose(fpl);
/*4 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
ififp I==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1),
}
while(sayac<1048571.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fp1);
cS=getc(fp1);
c6=getc(fp1);
}

c6= getc(fpl);
if{(c1=='1")&8(c2=="0")& &(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5=="0") & &(c6=="1"))
n04++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4,

else
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c4=c5;

c5=c6;

sayact++;

} *while sonu*/
fclose(fpl);
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb"),
if{fp1==NULL){

printf{"\nCan not open as.dat");

exit(1);

}

while(sayac<1048571.0){

if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fpl);
cS=getc(fp1);
co=getc(fp1);
}

c6=getc(fp1);
if{(c1=="0")&&(c2=="1") & &(c3=="1")& &(c4=="1")& &(c5=="'1")& &(c6=="0"))
nl4++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
c4=c5;
c5=c6;
sayactt;
} /*while sonu*/
fclose(fp1),
/*5 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb"),
if{fp1=NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048570.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fpl);
c5=getc(fpl);
co=getc(fpl);

else
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c7=getc(fpl);
}

c7= getc(fp1);
if{(c1=="1")&&(c2=="0") & &(c3=="0")& &(c4=='0")& &(c5=='0")&&(c6~='0")&
&(c7==1Y)

else

n05++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4,
c4=c5;
c5=c6;
cb6=c7,
sayact+t;
} /*while sonu*/
fclose(fpl),
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
iftfp 1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048570.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fpl);
cS=getc(fp1);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fpl);
}

c7= getc(fp1);
if{(c1=="0")&&(c2=="1)&&(c3=="1)&&(c4=—="1")&&(c5=='1") & &(c6=='1")&
&(c7=='0"))

else

nls5++;

cl=c2;

c2=c3;

c3=c4;

cd=c5;

c5=c6;

c6=c7,

sayact+t,

} /*while sonu*/
fclose(fp1);
/*6 uzunluklu*/
sayac=0.0;
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fp1=fopen("as.dat","rb");
if{fp 1=NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048569.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fp1);
cd=getc(fpl);
c5=getc(fp1);
co=getc(fpl);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
}

c8= getc(fp1);
if{(c1=="1")&&(c2=="0")&&(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5=="'0") & &(c6=="0")&
&(c7=="0")&&(c8=="1"))
n06++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
cd=c5;
c5=c6;
cb=c7,
c7=c8;
sayactt;
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
if{fp 1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat"),
exit(1);
}
while(sayac<1048569.0){
if{ sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);,
c3=getc(fpl),
cd=getc(fp1);
cS=getc(fp1);
co=getc(fpl);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
}

else
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else
c8= getc(fpl);
if{(c1=="0") & &(c2=="1")&&(c3=="1") & &(c4=="1")&&(c5=="1") & &(c6=="1)&
&(c7=="1"&&(c8=="0"))
nl6++;
cl=c2;
c2=¢3;
c3=c4,
c4=c$;
c5=c6;
c6=c7;
c7=c8;
sayact++;
} /*while sonu*/
fclose(fpl);
/*7 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
ififp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048568.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fp1);
cd=getc(fpl);
c5=getc(fp1);
c6=getc(fpl);
c7=getc(fpl);
c8=getc(fpl);
c9=getc(fp1);
3

c9= getc(fpl);
ifl(c1="1")&&(c2=="0")&&(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5=="0") & &(c6=="0")&
&(c7=="0")&&(c8=="'0")&&(c9=="1"))
n07++;

else

cl=c2;
c2=c¢3;
c3=c4;
cd=c5;
c5=c6;
c6=c7,
c¢7=c8;
c8=c9;
sayact++;
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} *while sonu*/

fclose(fpl);
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
if(fp1==NULL){
printf"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048568.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
c4=getc(fpl);
cS=getc(fp1);
co=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fpl);
c9=getc(fp1);
}
else

c9= getc(fp1);
if{(c1=="0")&&(c2=="1")& &(c3=="1")&&(c4=="1") & &(c5=="1")& &(c6=="1")&
&(c7=="1")&&(c8=="1)&&(c9=="0"))
nl7++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4,
c4=c$5;
c5=c6;
c6=c7;
c¢7=c8;
c8=c9;
sayact+; .
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
/*8 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
if{fp I=NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048567.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
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cd=getc(fpl);
c5=getc(fp1);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fpl);
c9=getc(fp1);
cl0=getc(fpl);
}

c10= getc(fpl),
if{(c1=='1")&&(c2=="0")&&(c3=="0")& &(c4=="0") & &(c5=="0") & &(c6=="0")&
&(cT=='0"&8(c8=="0")&&(c9=='0")&E(c10=="1"))
n08++;

else

cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
cd=c$;
c5=cb;
cb6=c7,
c¢7=c8;
c8=c9,
¢9=c10;
sayactt;
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
ififp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048567.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
c4=getc(fpl);
cS=getc(fpl);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fpl);
c8=getc(fpl);
c9=getc(fp1);
c10=getc(fp1);
}

c10=getc(fpl);
if{(c1=="0")&&(c2=="1")&&(c3=="1")& &(c4=="1")& &(c5=="1")& &(c6=="1)&

&(c7T=="1")&&(c8=="1)&8(c9=='1")&8(c10=="0'))

else
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nl8++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
cd=c5;
c5=c6;
c6=c7,
c¢7=c8;
c8=c9;
¢9=c10;
sayact+;
} *while sonu*/
felose(fpl);
/*9 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
iflfp 1I==NULL){
print{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048566.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fp1);
c5=getc(fp1);
c6=getc(fpl);
c7=getc(fpl);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
cl0=getc(fpl);
cll=getc(fpl);
}

cll=getc(fpl);

ifl(c1=="1)&&(c2=="0")& &(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5=="0") & &(c6=='0")&

&(c7=="0")&8&(c8=="0")& &(c9=='0")& &(c10=="0")&&(c11=="1"))

n09++;

cl=c2;

c2=c3;

c3=c4,

c4=c5;

c5=c6;

c6=c7,

c7=c8;

c8=c9;

c9=cl0;

else
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clOo=cll;
sayact+;
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
if{fp 1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);

}
while(sayac<1048566.0){

if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fpl);
c5=getc(fpl);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
c10=getc(fpl),
cll=getc(fpl),
}

cli=getc(fpl);
i{(c1=="0")&&(c2=='1")&&(c3=—"1") & &(c4=="1") & &(c5=="1") & &(c6=—='1")&
&(c7=="1")&&(c8=="1)&&(c9=="1")&&(c10=="1")&&(c11=="0"))
nl9++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
c4=c5;
cS5=c6;
c6=c7,
c7=c8;
c¢8=c9;
c¢9=c10;
cl0=cl];
sayact+;
} /*while sonu*/
fclose(fpl),
/*10 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
iftfp 1==NULL)
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);

else
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}
while(sayac<1048565.0){

if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fp1);
c4=getc(fpl);
c5=getc(fp1);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
cl0=getc(fp1);
cll=getc(fpl);
cl2=getc(fp1);
}

c12= getc(fp1);
if{(c1=="1)&&(c2=="0")& &(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5=="0") & &(c6=="0")&
&(c7=="0")&&(c8=="0")&&(c9=="0")& &(c10=="0")&&(c11=="0")&&(c12=="1"))
n010++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4,
=c3;
c5=c6;
c6=c7,
c7=c8;
c8=c9;
c9=c10;
cl0=cll;
cll=cl2;
sayact+t,
} *while sonu*/
fclose(fp1);
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
iflfp1I==NULL)
printf{ "\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048565.0){
if{ sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fp1);
cd=getc(fp1);
cS5=getc(fpl),

else
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co=getc(fpl);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
cl0=getc(fpl);
cll=getc(fpl);
cl2=getc(fpl);
}

cl2=getc(fpl),
i (c1=="0")&&(c2=="1")&&(c3=="1")&&(c4=—="1")& &(c5=="1")&&(c6—="1"&
&(c7=="1")&&(c8=—="1)&&(c9=="1")&&(c10=="1")&&(c11=="1)&&(c12=="0"))
nll10++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
cd=c$;
c5=c6;
c6=c7;
c¢7=c8;
c8=c9;
c9=c10;
cl0=cll;
cll=cl2;
sayactt;
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
/*11 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
if{fp 1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat"),
exit(1);

else

while(sayac<1048564.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fpl);
c5=getc(fpl);
c6=getc(fpl);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
cl10=getc(fpl);
cll=getc(fpl),
cl2=getc(fpl);
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cl13=getc(fp1);
}

c13= getc(fp1);
if{(c1=="1)&&(c2=="0")&&(c3=='0") & &(c4=="0") & &(c5=="0") & &(c6=='0")&
&(c7=="0")&&(c8=="0")&&(c9=="0")&&(c10=="0")&&(c11=="0")&&(c12=="0")& &(c1
3=1))

else

n011++;
cl=c2;
c2=c¢3;
c3=c4;
c4=c5;
c5=c6;
c6=c7;
c7=c8;
c8=c9;
c9=c10;
cl0=cll;
cll=cl2;
cl2=cl13;
sayact+;
} /*while sonu*/
fclose(fpl);
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
ififp1=NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048564.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fp1);
cd=getc(fpl);
c5=getc(fpl);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
c10=getc(fpl);
cll=getc(fpl),
c12=getc(fp1);
c13=getc(fpl);
}

c13= getc(fpl);

else
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if{(c1=='0")&&(c2=="1)&&(c3=="1")&&(c4=="1)&&(c5=="1") & &(c6=="1)&
&(c7T=="1")8&(c8=="1")& &(c9=="1")& &(c10=="1")& &(c1 1=='1") & &(c12=="1")& &(c1
=='0'))
nlll++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
c4=c5;
c5=c6;
c6=c7;
c¢7=c8,;
c8=c9;
¢9=cl0;
cl0=cll;
cll=cl2;
cl2=c13;
sayac+t;
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
/*12 uzunlukin*/
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
ififp1=NULL){
printf{"\nCan not open as.dat"),
exit(1);
}
while(sayac<1048563.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fp1);
cd4=getc(fp1),
cS=getc(fp1),
co=getc(fpl),
c7=getc(fp1);
c8=getc(fpl);
c9=getc(fp1);
cl0=getc(fp1);
cll=getc(fpl),
cl12=getc(fpl);
c13=getc(fpl);
cl4=getc(fpl);

}
else
cl14= getc(fp1);
if{(c1=='0")&&(c2=="1)&&(c3=="1") & &(c4=="1")&&(c5—="1) & &(c6=='1")&
&(c7=="1")&8&(c8=="1")&&(c9=="1)& &(c10=="1")&&(c11=="1")&&(c12=="1")&&(c]
3=='1)&&(c14=="0"))
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nl12++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4,
cd4=c3;
c5=c6,
c6=c7;
c7=c8;
c8=¢9,
c9=cl0;
cl0=cll;
cll=cl2;
cl2=cl13;
cl3=cli4;
sayact++;
} /*while sonu*/
felose(fp1);
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
ififp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048563.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fp1);
c5=getc(fpl);
co=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fpl);
c9=getc(fp1),
c10=getc(fpl);
cll=getc(fp1);
cl2=getc(fp1l);
c13=getc(fp1);
cl4=getc(fpl);
}

cl4= getc(fpl);
if{(c1=="1)&&(c2=="0") & &(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5=="0") & &(c6=—="0")&
&(c7=='0")&&(c8=="0")& &(c9=="0")& &(c10=="0")&&(c11=="0")&&(c12=="0")&&(c1
3==0")&&(c14=="1"))
n012++;
cl=c2;
c2=c3;

else
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c3=c4,
c4=c5;
c5=c6;
c6=c7;
c7=c8;
c8=c9;
c9=c10;
cl0=cll;
cll=cl2;
cl2=cl3;
cl3=cl4,
sayact+;
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
/*13 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
if{fp1==NULL){
printf"\nCan not open as.dat"),
exit(1);
}
while(sayac<1048562.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fp1);
cd=getc(fp1);
cS=getc(fp1);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fpl);
c9=getc(fp1);
cl0=getc(fp1);
cll=getc(fpl);
cl12=getc(fp1);
c13=getc(fpl);
cl4=getc(fpl);
cl5=getc(fpl);
}

c15= getc(fpl);
if{(c1=="0")& &(c2=="1")& &(c3=="1") & &(c4=—="1") & &(c5==" N&&(c6=—="1)&
&(c7=="1")&8&(c8=="1")&&(c9=—="1")& &(c10=="1")&&(c11=="1")& &(c12=" 1N&&(cl
3=="1")&&(c14="1")&&(c15=='0"))
nl13++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;

else



203

c4=c5;
c5=c6;
c6=c7,
c7=c8§;
c8=c9;
¢9=c10;
cl0=cll;
cll=cl2;
cl2=cl3;
cl3=cl4,
cl4=cls5;
sayact++;
} /*while sonu*/
fclose(fpl);
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
if(fp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048562.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
c4=getc(fpl);
cS5=getc(fp1);
co=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
cl0=getc(fpl);
cll=getc(fpl);
cl12=getc(fp1);
c13=getc(fpl);
cl4=getc(fpl),
cl15=getc(fp1);
}

cl15=getc(fp1);,
if{(c1=="1")&&(c2=="0")&&(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5=="0")& &(c6=="0")&
&(c7=="0")&&(c8=='0")& &(cI=='0")&&(c10=="0")&&(c11=="0")&&(c12=="0")&&(c1
3=='0"&&(c14=="0")&&(c15=="1"))
n013++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4,
c4=c5;

else
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c5=c6;
¢c6=c7,
c7=c8;
c¢8=c9;
c9=c10;
clO0=cll;
cll=cl2;
cl2=cl3;
cl3=cl4,
cld4=cl5;
sayactt;
} /*while sonu*/
fclose(fp1);
/*14 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
if{fp 1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);

}
while(sayac<1048561.0){
if{sdyac==0.0){

cl=getc(fpl);
c2=getc(fpl);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fpl);
cS=getc(fpl);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fpl);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fpl);
cl0=getc(fpl);
cll=getc(fpl);
cl2=getc(fpl);
c13=getc(fpl);
cld=getc(fpl),
cl5=getc(fpl),
clé=getc(fpl);
}

c16= getc(fpl);
if{(c1=="0")&&(c2=="1")& &(c3=—="1")&&(c4=="1") & &(c5=—"1")&&(c6=='1)&
&(c7=="1")&&(c8=="1")&&(c9=="1")& &(c10=="1")& &(c11=="1)&&(c12=="1")&&(c1
3=="11&&(c14=="1)&&(c15=="1")&&(c16=="0")) ‘
nil4++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4,

else
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cd=c$;
c5=c6;
c6=c7,
c¢7=c8,;
c8=c9;
¢9=c10;
cl0=cll;
cll=cl2;
cl2=cl3;
cl3=cl4,
cl4=cl5;
cl5=cle;
sayact+;
} /*while sonu*/
fclose(fpl),
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
if(fp1=NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048561.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
c4=getc(fp1);
cS5=getc(fp1);
c6=getc(fpl);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=geto(fp1);
cl0=getc(fp1);
cll=getc(fpl);
c12=getc(fpl);
cl3=getc(fpl);
cl4=getc(fp1);
c15=getc(fpl);
clé=getc(fpl);
}

c16= getc(fpl);
if{(c1="1")&&(c2=="0")& &(c3=="0") & &(c4=="0") & &(c5~='0") & &(c6=="0")&
&(c7=="0")&8(c8~="0") & &(c9=="0")& &(c10=="0")&&(c11=="0") & &(c12=="0")&&(c1
3=="0")&&(c14=="0")&&(c15=="0")&&(c16=="1"))
n014++;
cl=c2;
c2=c3;

else
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c3=c4;
c4=c35;
c5=c6;
c6=c7,
c¢7=c8;
c8=¢c9;
¢9=c10;
cl0=cll;
cll=cl2;
cl2=cl3;
cl13=cl4,
cl4=cl5;
cl5=cl6;
sayact+t;
} *while sonu*/
fclose(fpl);
/*15 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
if{fp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048560.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fp1);
c5=getc(fp1);
co=getc(fpl);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fpl);
c10=getc(fp1);
cll=getc(fpl);
cl2=getc(fpl);
c13=getc(fpl);
cld=getc(fp1);
c15=getc(fpl);
clé=getc(fpl);
cl7=getc(fpl);
}

c17= getc(fpl);
if{(c1=="0")&&(c2=="1")&&(c3=="1") & &(c4=='1")&&(c5=="1") & &(c6='1")&
&(c7=="1)&&(c8=="1")&&(cI=="1)&&(c10=="1")&&(c11=="1")&&(c12=="1")& &(c]
=='1"&&(c14=="1)&&(c15=="1")&&(c16=="1")&&(c17=="0"))

else



cl=c2;
c2=c3;
c3=c4,
c4=c5;
c5=c6;
c6=c7;
c7=c8;
c8=c9;

nll15++;

c9=cl0;

cl0=cl

I;

cll=cl2;
cl2=cl3;
cl3=cl4;
cl4=cl5;
cl5=clé6,
clé=cl7,
sayact++;
} /*while sonu*/

fclose(fp1);
sayac=0.0;

fp1=fopen("as.dat","rb");
i{fp1==NULL){

printf{"\nCan not open as.dat");

exit(1);

}

while(sayac<1048560.0){
if{sayac==0.0){

else

cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
cd=getc(fp1);
cS5=getc(fpl);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fpl);
c9=getc(fp1);
c10=getc(fp1);
cll=getc(fpl);
cl12=getc(fpl);
cl3=getc(fp1);
cld=getc(fpl);
c15=getc(fpl);
clé=getc(fpl);
cl7=getc(fpl);
y

c17= getc(fpl);

207
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ifl(c1=="1")&&(c2=="0")& &(c3=='0")& &(c4=="0") & &(c5=='0") & &(c6=="0")&
&(c7=="0")&&(c8=="0")&&(c9=="0")& &(c10=="0")&&(c11=="0")&&(c12=="0")& &(c1
3=="0")&&(c14=="0")&&(c15=='0")&&(c16=="0")&&(c17=="1"))
n015++;
cl=c2;
c2=c3;
c3=c4;
cd=c5;
c5=c6;
c6=c7;
c¢7=c8;
c8=c9;
¢9=c10;
clO=cll;
cll=cl2;
cl2=cl3;
cl3=cl4;
cl4=cl5;
cl5=cl6;
clé=cl7;
sayact+;
} /*while sonu™/
fclose(fp1);
/*16 uzunluklu*/
sayac=0.0;
fp1=fopen("as.dat","rb");
ififp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}
while(sayac<1048559.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fpl);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fp1);
cd=getc(fp1);
c5=getc(fpl);
c6=getc(fp1);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
c10=getc(fpl);
cll=getc(fpl);
cl2=getc(fp1);
c13=getc(fpl);
cld=getc(fpl);
cl5=getc(fpl);
clé=getc(fpl);
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cl7=getc(fpl);
c18=getc(fp1);
}

c18= getc(fpl);,
i{(c1==0")&&(c2=="1")&&(c3=="1)& &(c4=—="1") & &(c5=="1") & &(c6=="1)&
&(c7=="1)&&(c8=="1")&&(c9=="1")&&(c10=="1")&&(c11=="1)& &(c12=="1")&&(c1
3="11&&(c14=="1")&&(c15=='1)&&(c16=="1")&&(c17=="1)&&(c18=="0"))

nll16++;

else

cl=c2;
¢2=¢3;
c3=c4,
c4=c5;
c5=c6;
c6=c7,
c7=c8;
c8=c9;
c9=cl10;
clO=cll;
cll=cl2;
cl2=cl3;
cl3=cl4;
cl4=cl5;
c15=cl6;
clé=cl7;
c17=cl8;
sayact+t;
} /*while sonu*/
fclose(fpl);
sayac=0.0;
fp 1=fopen("as.dat","rb");
iflfp1==NULL){
printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
3
while(sayac<1048559.0){
if{sayac==0.0){
cl=getc(fp1);
c2=getc(fp1);
c3=getc(fpl);
c4=getc(fp1);
c5=getc(fpl);
c6=getc(fpl);
c7=getc(fp1);
c8=getc(fp1);
c9=getc(fp1);
cl0=getc(fp1);
cli=getc(fpl);
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c12=getc(fpl);
cl13=getc(fp1);
cl4=getc(fpl);
c15=getc(fp1);
clé=getc(fpl),
cl7=getc(fpl);
c18=getc(fpl);
}

c18= getc(fpl);

ifl(c1=="1")&&(c2=="0")&&(c3=='0")& &(c4=="0") & &(c5='0") & &(c6=="0")&
&(c7=="0")& &(c8=="0"& &(c9=="0")&&(c10=="0")&&(c11=="0")&&(c12=="0")&&(c1
3=="0")&&(c14=="0")&&(c15=="0")&&(c16=="0"&&(c17=="0")&&(c18=="1"))

n016++;

cl=c2;

c2=c3;

c3=c4,

cd=c5;

c5=c6;

c6=c7;

¢7=c8;

¢8=c9;

¢9=cl10;

cl0=cll;

cll=cl2;

cl2=cl3;

cl3=cl4;

cl4=cl5;

c15=cl6;

clé=cl7,

cl7=cl8;

sayact++;

} /*while sonu*/
fclose(fpl);
hareket1=n01+n02+n03+n04+n05+n06+n07+n08+n09+n010+n011+n012+n013+n01
4+n015+n016;
hareket2=n11+n12+n13+n14+n15+n16+nl17+n18+n19+n110+nl111+n112+nl113+nll
4+n115+n116;
hareket=hareket1+hareket2;
dizi[0]=hareket*(hareket-1.0)/(2*uzun-2.0);
dizi[ 1]=dizi[0]*(uzun-hareket)/(uzun-2.0);
dizi[2]=dizi[ 1]*(uzun-hareket- 1.0)/(uzun-3.0);
dizi[3]=dizi[2]*(uzun-hareket-2.0)/(uzun-4.0);
dizi[4]=dizi[3]*(uzun-hareket-3.0)/(uzun-5.0);
dizi[ 5]=dizi[4]*(uzun-hareket-4.0)/(uzun-6.0);
dizi[6]=dizi[5]*(uzun-hareket-5.0)/(uzun-7.0);
dizi[ 7]=dizi[6]*(uzun-hareket-6.0)/(uzun-8.0);
dizi[ 8]=dizi[ 7]*(uzun-hareket-7.0)/(uzun-9.0);

else
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dizi[9]=dizi[8]*(uzun-hareket-8.0)/(uzun-10.0),

dizi[ 10]=dizi[9]*(uzun-hareket-9.0)/(uzun-11.0);

dizi[ 11]=dizi[ 10]*(uzun-hareket-10.0)/(uzun-12.0),

dizi[ 12]=dizi[ 11]*(uzun-hareket-11.0)/(uzun-13.0);

dizi[ 13]=dizi[ 12]*(uzun-hareket-12.0)/(uzun-14.0);

dizi[ 14]=dizi[ 13]*(uzun-hareket-13.0)/(uzun-15.0);

for(say=0;say<15;say++)
top 1=top 1+dizi[say];

dizi[ 15]=hareket/2-top1;

dizi1[0]=n01;

dizi1[1]=n02;

dizi1[2]=n03;

dizi1[3]=n04;

dizi1[4]=n05;

dizi1[5]=n06;

dizi1[6]=n07;

dizi1[7]=n08;

dizi1[8]=n09;

dizi1[9]=n010;

dizi1[10]=n011;

dizi1[11]=n012;

dizi1[12]=n013;

dizil[13]=n014;

dizil[14]=n015;

dizi1[15]=n016;

dizi2[0]=n11;

dizi2[1]=n12;

dizi2[2]=n13;

dizi2[3]=n14;

dizi2[4]=n15,

dizi2[5]=n16;

dizi2[6]=n17;

dizi2[7]=n18,;

dizi2[8]=n19;

dizi2[9]=n110;

dizi2[10]=n111;

dizi2[11]=n112;

dizi2[12]=n113;

dizi2[13]=n114;

dizi2[14]=n115;

dizi2[15]=n116;

for(say=0;say<16;say++){
ist1=ist1+(dizi1[say]-dizi[say])*(dizi1[say]-dizi[ say])/dizi[say];
ist2=ist2-+(dizi2[say]-dizi[ say])*(dizil [say]-dizi[say] )/ dizi[say];
}

ist=ist1+ist2;

printf{"\on01=%If"n01);

printf{"\nn11=%If",n11);
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printf("\nn02=%If",n02);
printf("\nn12=%!{",n12);
printf("\nn03=%!{",n03);
printf("\nn13=%I{",n13);
printf("\nn04=%I{",n04);
printf("\nn14=%l{",n14);
printf("\nn05=%lf",n05);
printf("\nn15=%If{",n15);
printf("\nn06=%I{",n06);
printf("\nn16=%I{",n16);
printf("\nn07=%lf",n07);
printf("\nn17=%If",n17);
printf("\nn08=%]f",n08);
printf("\nn18=%If{",n18);
printf("\nn09=%If{",n09);
printf("\non19=%l{",n19);
getchar();
printf("\nn010=%If",n010);
printf("\nn110=%If",n110);
printf("\nn011=%If",n011);
printf("\nn111=%If",n111);
printf("\nn012=%lf",n012);
printf("\nn112=%If",n112);
printf("\nn013=%if",n013);
printf("\nn113=%I{",n113);
printf("\nn014=%If",n014),
printf("\nn114=%]If",n114);
printf("\nn015=%lf",n015);
printf("\nn115=%Ilf",n115),
printf("\nn016=%If",n016);
printf("\nn116=%If{",n116);
getchar();
printf("\nhareket=%lf ist=%If",hareket,ist);
return 0;

}/*main sonu*/

B.4 m =2 i¢in Poker Testi

/*1 ve 0 sayilarindan olusan dosyaya, m = 2 igin poker testi uygular*/
#include<stdio.h>

#include<conio.h>

#include<stdlib.h>

FILE *fp1;

main()

{
double n00=0.0,n01=0.0;
double n10=0.0,n11=0.0;
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double ist;

double sayac=1.0;

char chl,ch2;

clrscr();

fpl=fopen("as.dat","rb");

if(fp1=NULL){
printf("\nCan not open as.dat");
exit(1);

}
while(sayac<=1048575){

chl=getc(fpl);

ch2=getc(fpl);

if((ch1-'0'==0)&&(ch2-'0'==0))

n00++;
if((ch1-'0'==0)&&(ch2-'0'==1))
n01++;
if((ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'==0))
nl0++;
if((chl1-'0'=1)&&(ch2-'0'==1))
‘nll+t;

sayac-+t;

}  /*while sonu*/
ist=(n00*n00+n01*n01+n10*n10+n11*n11)*2.0*2.0/(512.0*1024.0)-
(512.0*%1024.0);
printf("n00=%!f n01=%lf n10=%If n11=%If ist=2%If",n00,n01,n10,n1 1,ist);
fclose(fpl);
return 0;

}/*main sonu*/

B. 5 m = 3 i¢in Poker Testi

/* 1 ve 0 sayilarindan olugan dosyaya m = 3 igin poker testi uygular*/
#include<stdio.h>

#include<conio.h>

#include<stdlib.h>

FILE *pl;

main()

{

double n000=0.0,n001=0.0,n010=0.0,n011=0.0;
double n100=0.0,n101=0.0,n110=0.0,n111=0.0;
double ist,ist1;

double ist2;

double sayac=1.0;

char chl,ch2;

char ch3;

clrscr();

fp1=fopen("as.dat","rb");
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if(fpl=NULL){
printf("\nCan not open as.dat");
exit(1);

}
while(sayac<=1048573){
chl=getc(fpl);
ch2=getc(fpl);
ch3=getc(fpl);
if((ch1-'0'=0)&&(ch2-'0'==0)&&(ch3-'0'==0))

n000++;
if((ch1-'0'==0)&&(ch2-'0'=0)&&(ch3-'0'==1))
n001++;
if((ch1-'0'==0)&&(ch2-'0'==1)&&(ch3-'0'==0))
n010++;
if((ch1-'0'==0)&&(ch2-'0'==1)&&(ch3-'0'==1))
n011++;
if((ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'==0)&&(ch3-'0'==0))
nl00++;
if((ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'==0)&&(ch3-'0'==1))
nl01++;
if((ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'==1)&&(ch3-'0'==0))
nl10++;
if((ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'==1)&&(ch3-'0'==1))
nlll++;
sayac++;

/*while sonu*/
ist1=(n000*n000+n001*n001+n010*n010+n011*n011);
ist2=(n100*n100+n101*n101+n110*n110+n111*n111);
ist=(ist1+ist2)*8.0/349525.0-349525.0;
printf("\nn000=%If n001=%lf n010=%lIf n011=%lf ",n000,n001,n010,n011);
printf("\nn100=%If n101=%If n110=%If n111=%If ",n100,n101,n110,n111);
printf("\nist=%If",ist);
fclose(fpl);
return 0;

}/*main sonu*/

B. 6 m = 4 I¢in Poker Testi

/*1 ve 0 sayilarindan olugan dosyaya, m = 4 igin poker testi uygular*/
#include<stdio.h>

#include<conio.h>

#include<stdlib.h>

FILE *fpl;

main()

{
double n0=0.0,n1=0.0;
double n2=0.0,n3=0.0;
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double n4=0.0,n5=0.0,n6=0.0,n7=0.0,n8=0.0;
double n9=0.0,n10=0.0,n11=0.0,n12=0.0;
double n13=0.0,n14=0.0,n15=0.0;

double ist,ist1,ist2,ist3,ist4;

double sayac=1.0;

char chl,ch2,ch3,ch4;

clrscr();

fp 1=fopen("as.dat","rb");

if{fp1==NULL){

printf{"\nCan not open as.dat");
exit(1);
}

while(sayac<=1048573){

chl=getc(fp1);
ch2=getc(fp1);
ch3=getc(fp1);
chd=getc(fpl),
if{(ch1-'0'==0)&&(ch2-'0'==0)&&(ch3-'0'==0)&&(ch4-'0'==0))

nO++;
if{(ch 1-'0'==0)&&(ch2-'0'==0)&.&(ch3-'0'=0)&&(ch4-'0'=1))
if((chl-%}:6)&&(ch2-'0'=0)&&(ch3-'O'==1)&&(ch4-'0'=0))
if((ch1-P?:(;)&&(chz-'O'r—-O)&&(cm-'O'==1)&&(ch4-'0’=1))
if((chl-%?:(;)&&(chz-'o'x1)&&(ch3-'o'=0)&&(ch4-'o'=0))
iﬂ(chl-:(l)?:(;)&&(chz-'O'=1)&&(ch3-’0'==0)&&(ch4-'0'=1))
if((ch1-%?:(;)&&(ch2-'0'=1)&&(ch3-' '==1)&&(ch4-'0'==0))
iﬁ(chl-??:(;)&&(chz-'o';—l)&&(chs-'o'==1)&&(ch4-'o'=1))
if((chl-%t:l; )&&(ch2-'0'==0)&&(ch3-'0'=0)&&(ch4-'0'==0))
iﬁ(ch1-'1:;;:1;)&&(ch2-'0'==0)&&(ch3-'0'=0)&&(ch4-'0'=1))
iﬁ(ch1-%?:1;)&&(chz-'0'=0)&&(ch3-'0'==1)&&(ch4-'0'=0))
if((chl-%}:—;-);&&(chz-'0'=0)&&(ch3-'0‘==1)&&(ch4-'0'=l )
iﬂ(ch1-3:)}-1—=+;-);&&(ch2-'0'=1)&&(ch3-'0'==0)&&(ch4-' ==0))
n12++;
if{(ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'=1)&&(ch3-'0'==0)&&(ch4-'0'=1))
iﬂ(ch]-?}—3-=+;r);&&(ch2-'0'=1)&&(ch3-'0'=1)&&(ch4-'0'=0))
nl4++;

if{(ch1-'0'==1)&&(ch2-'0'==1)&&(ch3-'0'=1)&&(ch4-'0'==1))
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nl5++;

sayac++;

}  /*while sonu*/
ist1=(n0*n0+nl1*nl1+n2*n2+n3*n3);
ist2=(n4*n4+n5*n5+n6*n6+n7*n7);
ist3=(n8*n8+n9*n9+n10*n10+nl11*nl1);
ist4=(n12*n12+n13*n13+n14*n14+n15*nl5);
ist=(ist1+ist2+ist3+ist4)*16.0/262144.0-262144.0;
printf("\nn0=%lIf n1=%lIf n2=%lf n3=%lf n4=%lIf ",n0,n1,n2,n3,n4);
printf("\nn5=%If n6=%If n7=%If n8=%If ",n5,n6,n7,n8);
printf("\nn9=%lIf n10=%!f n11=%lf n12=%lf ",n9,n10,n11,n12);
printf("\nn13=%Ilf n14=%If n15=%]f ",n13,n14,n15);
printf("\nist=%lIf",ist);
fclose(fpl);
return 0;
}/*main sonu*/

B. 7 m = 8 i¢in Poker Testi

/*Karakterlerden olugan dosyaya m = 8 igin poker testi uygular*/
#include<stdio.h> ¢

#include<stdlib.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
FILE *fp1;

main()

{

int ch[256];

double n[256];

clrscr();

int i;

double sayac=1.0;

int c;

double top=0.0;

double ist;

double gist;

for(i=0;i<=255;i++)
ch[i]=i;

for(i=0;i<=255;i++)
n[i]=0.0;

fp1=fopen("as.dat","rb");

if(fp1=NULL){
printf("\nCan not open chua.dat");
exit(1);

}
while(sayac<=131072.0){
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c=getc(fpl);
for(i=0;i<=255;i++){
if(c==ch{i])
n[il++;
}

sayac++;

}/*while sonu*/
fclose(fpl);
for(i=0;i<=255;i++)

top=top+n[i]*n[i];
ist=256.0*top/131072.0-131072.0;
gist=255.0+sqrt(2.0*255.0)*1.64+ 2*1.64*1.64/3.0-2.0/3.0;
printf("\nist=%lf gist=%lIf",ist,gist);
return 0;
}/*main sonu*/

B. 8 Oz - iligki Testi

/* d’nin farkli degerleri igin 1 ve 0 sayilarindan olusan aym iki dosyayi kullanarak,
diziye 6z - iligki testi uygular */

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<conio.h>

#include<math.h>

FILE *fp1,*{p2;

main()

char cl,c2;

double a1=0.0,a2,a3;

int xor;

double d=10.0;

double n=1048576.0;

double sayac=1.0;

double temp = 1.0;

int i;

fpl=fopen("as.dat","rb");

if(fp1==NULL){
printf("\nCannot open as.dat");
exit(1);

}
fp2=fopen("as1.dat","wb");
if(fp2==NULL){
printf("\nCannot open as1.dat");
exit(1);

}
while(temp <= 1048576.0){
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cl=getc(fpl);
putc(cl,p2);
temp-++;
}
fclose(fp1);
fclose(fp2);
fp 1=fopen("as.dat","rb");
if{fp1==NULL){
printf{"\nCannot open as.dat");
exit(1);
}
fp2=fopen("asl.dat","rb");
iffp2==NULL){
printf{"\nCannot open asl.dat");
exit(1);
}
while(sayac<=(n-d)){
cl=getc(fp1);
if{sayac==1.0){
for(i=1;i<=d+1;i++)
c2=getc(fp2);
}

c2=getc(fp2),
xor=(c1-'0'y\c2-'0");
al=al+(double)(xor),
sayact+t;
}
fclose(fpl);
fclose(fp2);
a2=(n-d)/2.0+1.96*sqrt(n-d)/2.0;
a3=(n-d)/2.0-1.96*sqrt(n-d)/2.0;
printf{"\n a1=%If a2=%lIf a3=%If",al,a2,a3);
if{(al>a2)]|(al<a3))
printf{"diziyi reddet");
return 0;
}/*main sonu*/

else



EKC

CHUA DEVRESI ILE ELDE EDILEN 5 DIZININ iSTATISTIKSEL
RASGELELIK TEST SONUCLARI

C. 1 Frekans Testi

n0, n vuzunlugundaki dizide g6zlemlenen sifirlarin sayisi, nl ise n
uzunlugundaki dizide gézlemlenen birlerin sayisidir. n = 1,048,576 dir ve dizinin
rededilmesi i¢in, hesaplanan istatistifin 3.841'den bliyilik olmasi gerekmektedir, Ilk
kosul degerleri, vcl= 0.099910, vc2 = 0.199910 ve il = -0.099910 seklinde alinarak
ilk dizi olusturuldu. Daha sonraki diziler, vel + 1E-5, ve2 + 1E-5 ve il = il - 1E-§
kosullarina uyularak olusturuldu. Icra edilen tiim testlerde bu ilk kogullarla meydane
getirilen diziler kullanildi.

Tablo C.1. Frekans testi sonuglari.

n0 nl Ist
1.Dizi 524497 524079 0.166630
2.Dizi 524900 523676 1.428772
3.Dizi 523935 524641 0.475346
4.Dizi 524501 524075 0.173069
5.Dizi 524356 524220 0.017639

C. 2 Seri Test

n0, dizide gozlenen 00 ¢iftlerinin sayisi, nl, dizide gbzlenen 01 giftlerinin
say1, n2, dizide gozlenen 10 giftlerinin sayis1 ve n3, dizide gbzlenen 11 giflerinin
sayisidir. Hesaplanan istatistik 5.991°den bityiikse dizi reddedilir.




Tablo C. 2. Seri test sonuglari.
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n0 nl n2 n3 Ist
262415 262081 262082 261997 0.225761
262893 262007 262007 261668 1.718794
261744 262191 262190 262450 0.508697
261902 262598 262598 261477 3.319994
262340 262075 262015 262205 0.270061

C. 3 Poker Testi

C. 3.1 m =8 icin Poker Testi

Hesaplanan istatistik 293.162815°den biiylikse dizi reddedilir.

Tablo C. 3. m = 8 i¢in poker testi sonuglari.

Ist.

1.Dizi 231.710938
2.Dizi 268.511719
3.Dizi 230.765625
4.Dizi 253.386719
5.Dizi 276.562500

C. 3. 2 m = 4 icin Poker Testi

Hesaplanan istatistik 25.00°dan biiyiik ise dizi reddedilir.

Tablo C. 4. m =4 i¢in poker testi sonuglari.

Ist.
1.Dizi 17.899
2.Dizi 19.122
3.Dizi 16.374
4.Dizi 15.845
5.Dizi 6.402
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C. 3.3 m =3 i¢in Poker Testi
Hesaplanan istatistik 14.067°den bilylikse dizi reddedilir.

Tablo C. 5. m =3 igin poker testi sonuglar.

Ist.
1.Dizi 2.217
2.Dizi 4,494
3.Dizi 3.282
4.Dizi 8.408
5.Dizi 2.644

C. 3.3 m =2 icin Poker Testi

Hesaplanan istatistik 7.815’den biiyiik ise, dizi reddedilir.

Tablo C. 6. m =2 igin poker testi sonuglar.

Ist.
1.Dizi 0.232
2.Dizi 1.738
3.Dizi 1.929
4.Dizi 7.127
5.Dizi 0.121
C. 4 Hareket Testi

Hesaplanan istatistik 42.56°dan bilyitkse dizi reddedilir.

Tablo C. 7. Hareket testi sonuglar1.

Ist. Hareket
1.Dizi 13.939 524152
2.Dizi 13.948 524004
3.Dizi 19.721 524374
4.Dizi 12.896 525188
5.Dizi 21.286 524023
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C. 5 Oziliski Testi
C.5.1d =1 icin Oziligki Testi

d =1 i¢in hesaplanan istatistik 525291.019°dan biiyiik ise veya
523283.98°den kiigiik ise, dizi reddedilir

Tablo C. 8. d =1 igin 6ziligki testi sonuclari.

Ist.
1.Dizi 524251
2.Dizi 524014
3.Dizi 524381
4.Dizi 525196
5.Dizi 524030

C.5.2 d=2 igin Oziliski Testi

d =2 igin hesaplanan istatistik 525290.519°dan biiyiik ise veya
523283.48"den kiigtik ise, dizi reddedilir

Tablo C. 9. d =2 igin 6ziligki testi sonuclari.

Ist.
1.Dizi 523919
2.Dizi 525384
3.Dizi 524335
4.Dizi 523817
5.Dizi 523827

C.5.3 d =10 igin Oziligki Testi

d = 2 i¢in hesaplanan istatistik 525286.515°den bilyiik ise veya
523279.48’den kiigiik ise, dizi reddedilir
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Tablo C. 10. d = 10 i¢in 6ziligki testi sonuclari.

Ist.
1.Dizi 523941
2.Dizi 524421
3.Dizi 524156
4.Dizi 523954
5.Dizi 524108

C. 5.4 d=1000 icin Oziliski Testi

d = 1000 igin hesaplanan istatistik 524791.041°den bilyiik ise veya
522784.95°ten kiigiik ise, dizi reddedilir

Tablo C. 11. d=1000 igin 6ziligki testi sonuglari.

Ist.
1.Dizi 524054
2.Dizi 523489
3.Dizi 523336
4.Dizi 523549
5.Dizi 523826

C.5.5 d=10090 icin Oziliski Testi

d = 10000 igin hesaplanan istatistik 520286.723’ten biiylik ise veya
518289.276°dan kiiciik ise, dizi reddedilir

Tablo C. 12. d=10000 igin 6ziligki testi sonuglar1.

Ist.

1.Dizi 519080
2.Dizi 518669
3.Dizi 518927
4.Dizi 519528

5.Dizi 518767
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LORENZ SiSTEMI iLE ELDE EDILEN 5 DIZINiN ISTATISTIKSEL
RASGELELIK TEST SONUCLARI

D. 1 Frekans Testi

n0, n uzunlugundaki dizide goézlemlenen sifirlarin sayisi, nl ise n
uzunluundaki dizide gézlemlenen birlerin sayisidir. n = 1,048,576 dir ve dizinin
rededilmesi igin, hesaplanan istatistigin 3.841°den biiyiik olmas: gerekmektedir. ilk
kosul degerleri, x = 0.1, y = -0.193 ve il = 0.701 seklinde alinarak ilk dizi
olusturuldu. Daha sonraki diziler, x - 1E-5, y + 1E-5 ve z = z - 1E-5 kosullarina
uyularak olugturuldu. Icra edilen tim testlerde bu ilk kogullarla meydane getirilen
diziler kullanildi. :

Tablo D.1. Frekans testi sonuglari.

n0 nl Ist
1.Dizi - 524914 523662 1.4948
2.Dizi 523865 ° 524711 0.682560
3.Dizi : 524031 524545 0.251957
4.Dizi 523628 524948 1.661682
5.Dizi 523957 524619 0.417942

D. 2 Seri Test

n0, dizide gézlenen 00 giftlerinin sayisi, nl, dizide g6zlenen 01 giftlerinin
say1, n2, dizide gbzlenen 10 ¢iftlerinin sayis1 ve n3, dizide gézlenen 11 giflerinin
sayisidir. Hesaplanan istatistik 5.991°den bilyiikse dizi reddedilir.




Tablo D. 2. Seri test sonuglari.
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n0 nl n2 n3 Ist
262644 262269 262270 261392 1.736181
261579 262285 262285 262426 0.990227
261743 262287 262288 262257 0.567268
261149 262479 262478 262469 3.371552
261969 261988 261988 262630 0.785568

D. 3 Poker Testi

D. 3.1 m = 8 i¢cin Poker Testi

Hesaplanan istatistik 293.162815’den biiyiikse dizi reddedilir.

Tablo D. 3. m = 8 igin poker testi sonuglari.

Ist.
1.Dizi 231.660156
2.Dizi 231.492188
3.Dizi 258.449219
4.Dizi 257.070312
5.Dizi 231.464844

D. 3. 2 m =4 igin Poker Testi

Hesaplanan istatistik 25.00’dan biiyiik ise dizi reddedilir.

Tablo D. 4. m = 4 i¢in poker testi sonuglar.

Ist.
1.Dizi 17.383
2.Dizi 14.758
3.Dizi 14.611
4.Dizi 16.054
5.Dizi 18.166
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D. 3. 3 m = 3 i¢in Poker Testi

Hesaplanan istatistik 14.067°den biiylikse dizi reddedilir. Tablo D.5’ten
goriildiigi gibi bes farkli baglangi¢ degeri i¢in Lorenz sistemi ile elde edilen dizilerin
hi¢biri, m = 3 i¢in poker testinden kalmamigtir.

Tablo D. 5. m =3 i¢in poker testi sonuglari.

Ist.
1.Dizi 6.144
2.Dizi 7.844
3.Dizi 5.180
4.Dizi 8.289
5.Dizi 5.805

D. 3.3 m =2 igin Poker Testi

Hesaplanan istatistik 7.815°den biiylik ise, dizi reddedilir. Tablo D.6’dan
gorildugi glbl Lorenz sistemi i¢in bes farkl baslangi¢ degeri ile elde edilen higbir
dizi m = 2 i¢gin poker testinden kalmamugtz:.

Tablo D. 6. m =2 i¢in poker testi sonuglari.

Ist.
1.Dizi 4.121
2.Dizi 2.769
3.Dizi 7.450
4.Dizi 4.813
5.Dizi 1.313
D. 4 Hareket Testi

Hesaplanan istatistik 42.56’dan biiyiikkse dizi reddedilir. Tablo D.7’de
gorudiigii gibi bu beg farkli baslangi¢ degeri ile elde edilen hi¢ bir dizi hareket
testinden kalmamugtir.
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Tablo D. 7. Hareket testi sonuglari.

Ist. Hareket
1.Dizi 32.514 524531
2.Dizi 12.137 524556
3.Dizi 19.380 524569
4.Dizi 24.066 524951
5.Dizi 14.135 523972

D. 5 Oziligki Testi
D. 5.1 d =1 igin Oziligki Testi

d = 1 i¢in hesaplanan istatistik 525291.019°dan bilyilk ise veya
523283.98’den kiigtik ise, dizi reddedilir

Tablo D. 8. d =1 igin 6ziligki testi sonuglar:.

Ist.
1.Dizi 524539
2.Dizi 524570
3.Dizi 524575
4.Dizi 524957
5.Dizi 523976

D. 5.2 d=2 igin Oziligki Testi

d = 2 i¢in hesaplanan istatistik 525290.519’dan biiylik ise veya
523283.48’den kiiciik ise, dizi reddedilir

Tablo D. 9. d =2'i¢in &ziligki testi sonuglari,

Ist.
1.Dizi 524288
2.Dizi 524052
3.Dizi 524950
4.Dizi 525046
5.Dizi 523561
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D. 5.3 d =10 icin Oziligki Testi

d = 2 i¢in hesaplanan istatistik 525286.515°den bilyllk ise veya
523279.48den kiigiik ise, dizi reddedilir

Tablo D. 10. d = 10 i¢in 6ziligki testi sonuglan.

Ist.
1.Dizi 524191
2.Dizi 523420
3.Dizi 524323
4.Dizi 524204
5.Dizi 524819

D. 5.4 d=1000 icin Oziliski Testi

d = 1000 igin hesaplanan istatistik 524791.041°den biiyiikk ise veya
522784.95°ten kiigiik ise, dizi reddedilir. Tablo D.11°den gériildiigii gibi Lorenz
sistemi ile elde edilen beg farkli dizi, bu testi gegmistir.

Tablo D. 11. d =1000 i¢in 6ziligki testi sonuglar.

Ist.
1.Dizi 523494
2.Dizi 523730
3.Dizi 524656
4.Dizi 523749
5.Dizi 523228

D.5.5 d=10000 icin Oziliski Testi

d = 10000 igin hesaplanan istatistik 520286.723ten bitylik ise veya
518289.276°dan kiigiik ise, dizi reddedilir. Tablo D.12’den gériildiigii gibi Lorenz
sistemi ile elde edilen beg farkl dizi, d = 10000 igin &z-iligki testinden gegmistir.
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Tablo D. 12. d =10000 i¢in &ziligki testi sonuglar.

Ist.
1.Dizi 518585
2.Dizi 519047
3.Dizi 519281
4.Dizi 518899
5.Dizi 519067




EKE

LIMIT CEVRIMI BELIRLEYEN ALT PROGRAM

/** periyot **/

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<math.h>

#include<conio.h>

main(){

double sigma=10.0;

double r=28.0;

double b=2.666666666666,

double h=.01;

double x0=.12;

double y0=-.193;

double z0=.701;

double xx0=.12;

double yy0=-.193;

double zz0=.701;

double x1;

double yl1;

double z1;

double xx;

double yy;

double zz;

double pulsar=0.0;

double cycle=0.0;

double al;

clrscr();

do{
pulsar++;
x1=x0 +h*(-sigma * x0 + sigma*y0);
yl=y0 + h *(-x0*z0 + r*x0 -y0);
z1 = z0 + h*(x0*y0 - b*z0);
x0=x1;
yo=yl;
z0=zl;
xx=xx0 + h*(-sigma * xx0 + sigma*yy0);
yy= yy0 + h*( -xx0*2zz0 + r*xx0 -yy0);
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zz = zz0 + h*(xx0*yy0Q - b*zz0);
xx0=xx;
yyo0=yy;
z7z0=zz,
x=xx0 + h*(-sigma * xx0 + sigma*yy0);
yy= yy0 + h*( -xx0*zz0 + r*xx0 -yy0),
zz = 2z0 + h*(xx0*yy0 - b*zz0);
xx0=xx;
yyo=yy;
72z0=2z;
al=fmod(pulsar,10000000.0);
if{lal==0.0)

printf{"\nx1=%lIf itsy=%lIf",x1,pulsar);
ywhile(x1!=xx);

printf{"\nx1=xx oldugu andaki x1 degeri=%lIf " ,x1);
printf{"\nx1=xx olana kadarki iter.sayisi=%e ",pulsar),

x0=xx;
y0=yy;

20=zz;

do{

cycle++;

x1=x0 +h*(-sigma * x0 + sigma*y0);
y1=y0 + h *(-x0*z0 + *x0 -y0);

zl = z0 + h*(x0*y0 - b*z0);

x0=x1;

yo=yl;

z0=z1,

}while(xx!=x0);

printf "\nPeriyot=%lf " ,cycle);
return O;

}
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