ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI * FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

CAPRAZ TABAKALI KOMPOZIT DAIRE EKSENLi
KIiRISLERIN DINAMIK ANALIZi

YUKSEK LiSANS TEZi

ins. Miih. Cihan iYIDOGAN

Anabilim Dah : INSAAT MUHENDISLIGI
Program : YAPI MUHENDISLIGi

HAZIiRAN 2008



ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI * FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

CAPARAZ TABAKALI KOMPOZIT DAIRE EKSENLI
KiRiSLERIN DINAMIK ANALIZi

YUKSEK LiSANS TEZi
ins. Miih. Cihan iYIDOGAN
(501061023)

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih: 5 Mayis 2008

Tezin Savunuldugu Tarih: 11 Haziran 2008

Tez Damismani: Yrd. Doc. Dr. Fethi KADIOGLU
Diger Jiiri Uyeleri ~ Prof. Dr. Hasan ENGIN (i.T.U.)

Doc. Dr. irfan COSKUN (Y.T.U.)

HAZIiRAN 2008



ONSOZ

Yiiksek Lisans 0grenimim siiresince benden degerli bilgilerini esirgemeden bana her
konu da yardime1 olan Sayin Hocam Yrd. Dog. Dr. Fethi KADIOGLU' na
saygilarimla tesekkiirlerimi sunarim. Hayatim boyunca hep yanimda olan, maddi ve
manevi desteklerini benden esirgemeyen sevgili annem Beyhan IYIDOGAN, babam
Dursun IYIDOGAN' a en icten tesekkiirlerimi sunarim.

Mayis 2008 Ins. Miih. Cihan IYIDOGAN



ICINDEKILER

TABLO LIiSTESI
SEKIL LIiSTESI
SEMBOL LISTESI
OZET
SUMMARY

1. GIRIS
1.1 Girig ve Calismanin Amaci

1.2 Konu lle Ilgili Caligmalar

2. CUBUK KAVRAMI
2.1. Yapilan Varsayimlar
2.1.1. Tanim
2.2. Elastik Cubuklarin Genel Denklemleri
2.2.1. Denge Denklemleri
2.2.2. Kinematik Denklemler
2.2.3. Biinye Bagintilar1
2.3. Elastik Sabitlerin Hesab1
2.4. Genel Ortotropik Cubuklar I¢in Elastik Sabitlerin Hesab1 Ve Biinye
Denklemlerinin Cikarilisi
2.5 Genel Cubuk Denklemleri Ve Alan Denklemleri

3. FONKSIYONEL ANALIZ
3.1. Diferansiyel Denklemden Fonksiyonele Gecgis
3.1.1. Potansiyellik Kosulu
3.1.2. Yonsel Toplam

3.1.3. Géteaux Tiirevi ( Yonsel Tiirev)

i1

iv

vi

viii

ix

W

oo N 9

10
11
13
15

20
23

26
26
26
27
27



3.2. Fonksiyonelin Elde Edilmesi 30

4. KARISIK SONLU ELEMAN FORMULASYONU 31
4.1. Yaklasim Fonksiyonu 31
5.DINAMIK ANALIZ 35
6.SAYISAL ORNEKLER 37
6.1. Gegerlilik 37
6.2. h/b Oranm Frekansa Etkisi 39
6.3. Simetrik Olmayan Tabakal Kirislerde Smir Kosullarinin Frekansa Etkisi 40
6.4. Kompozit Ozeliklerin Frekansa Etkileri 39
7. SONUCLAR 42
KAYNAKLAR 44
EKLER 48

OZGECMIS 51

11



TABLO LiSTESI

Sayfa No
Tablo 2.1  Kullanilan denklemler arasindaki iliski................................. 9
Tablo 2.2  Gerilme ve sekil degistirme notasyonlart...................c.ooeveennn. 16
Tablo 6.1  Kullanilan malzemeler i¢in malzeme ozellikleri ................... 37

Tablo 6.2 2
Birimsizlestirme katsayis1 @R “pA/EI olan ankastre-ankastre 38

kirig icin degerler.......oooouiinii i

Tablo 6.3  Iki ucu ankastre Timeshenko kirisinin en kiiciik 3 adet dogal
TIEreSIm PeriyOdU. ..o ueieie i 39
Tablo 6.4  Diizlem ici dairesel tabakali her iki ucu ankastre (0°/90%790°/0% 40
kiris i¢cin birimsiz dogal titresim periyodu .............c.cevieiinnnnne.
Tablo 6.5  Simetrik olmayan (0°/90°/0°/90°) tabakali kiris icin en kiiciik 3 40
adet dogal frekans ...........ooiiiiiiiiii i,
Tablo 6.6  Farkli malzemeli simetrik (0°/90°/90°/0°) tabakali kiris i¢in en
kiigiik 3 adet dogal frekans ..., 41

v



SEKIL LIiSTESI

Sekil 2.1

Sekil 2.2
Sekil 2.3
Sekil 2.4

Sekil 2.5

Sayfa No
:Cubuk ekseni i¢in 7,b, 7i eksenlerinin gosterimi.................. 8
:As uzunlugundaki ¢ubuk eleman....................... 10
:Elemanin yer degistirmis hali....................... 12
:Malzeme eksenleri (1,2",3") i¢in pozitif doniis yonleri.......... 22
:Dairesel tabakali kompozit Kirig.............c..cooeeiiiiiiiiiiinn 25



SEMBOL LiSTESI

Mm 2 N | S S0~

AR

<

L «»n naY
S
Q)
|

o5

<
< -

Q

<

T

OE B S

T OB R g

Teget birim vektor
Esas birim vektor
Binormal birim vektor

Yer vektoril
Yay parc¢asinin uzunlugu
Sekil degistirme tansoriiniin elemanlar1

Malzeme 6zellikleri

Malzeme matrisi
Malzeme matrisinin tersi

Esneklik matrisi

Malzeme esneklik katsayisi
Young (elastisite) modiilii
Poisson orani

Kayma modiilii

Kesme kuvveti

f,n eksenlerindeki kesme kuvvetleri

Moment

b eksenindeki moment

Donme

b ekseni etrafindaki donme

Yer degistirme

n,t eksenleri dogrultusundaki yer degistirme

Dairesel frekans

Kesme katsayis1 faktorii

Malzeme yogunlugu

Deformasyona ugramamus kesit alani

Lamine i¢in azaltilmis rijitlik doniiglim matrisi.
Tiirev operatorii

Dis yiikler
Yaricap

vi



Kiris sonlu eleman boyu
Sekil fonksiyonlar:

{ dogrultusundaki atalet momenti
n dogrultusundaki atalet momenti

b dogrultusundaki atalet momenti
Kiitle matrisi

Acilis agis1

vii



CAPRAZ TABAKALI KOMPOZIT DAIRE EKSENLI KiRISLERIN
DINAMIK ANALIZi

OZET

Bu calismada Timoshenko kiris teorisi kullanilarak dairesel kompozit lamine
kirislerin dinamik analizi yapilmistir. Bunun i¢in karisik sonlu eleman formiilasyonu
kullanilmistir. Gelistirilen formiilasyonun gecerliligini saglamak amac ile literatiirde
daha Onceden calisilmis ve coOziilmiis olan problemler bu ¢aliymada gelistirilmis
formiilasyon ile tekrar ¢oziiliip sonuglar karsilagtirimastir.

Bu calisma yedi boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde calismanin amaci ve kapsami iizerinde durularak, daha Once
konuyla ilgili yapilan ¢alismalar hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, ¢ubuk kavrami tanitilarak, yapilan varsayimlar anlatilmistir. Daha
sonra elastik c¢ubuklarin genel denklemleri aciklanmis ve denge denklemleri,
kinematik denklemler ve biinye bagintilar1 hakkinda bilgiler verilmistir. Biinye
bagintilarinin ¢ikarilmasi i¢in elastik sabitlerin hesabr konu basligi altinda malzeme
matrisleri anlatilmigtir. Daha sonra genel cubuk denklemleri ve bu calisma icin
kullanilacak alan denklemleri elde edilmistir.

Uciincii  boliimde ise fonksiyonel analiz ve potansiyellik kosulu anlatilmistir.
Gelistirilmis olan karisik sonlu eleman formiilasyonunda kullanilan Gateaux
(yonsel) tiirev teknigi hakkinda genel bilgi verilip uygulanist anlatilmistir. Son olarak
yonsel tiirev kullanilarak fonksiyonelin elde edilmesi anlatilmistir.

Dordiincii boliimde, karisik sonlu eleman formiilasyonunda kullanilan yaklagim
fonksiyonunun se¢iminden bahsedilmistir. Fonksiyon secildikten sonra, tiim
bilinmeyenler interpolasyon fonksiyonu cinsinden yazilmistir. Daha sonra iiglincii
boliimde elde edilen fonksiyonelin minimum ve maksimum noktalarin1 yani
fonksiyonun ¢oziimii icin nodal bilinmeyenlere gore tiirev alinmustir. Tiirevler
sonucu ¢ikan denklemler eleman matrisini olusturmuslardir.

Besinci boliimde, dinamik analiz anlatilmistir. Tek ve c¢ok serbestlik dereceli
sistemlere ait serbest titresim formiilasyonlar1 lizerinde kisaca durulmustur. Karigik
sonlu eleman i¢in kullanilan dinamik analizin ¢ikarilis1 ve uygulanist agiklanmagtir.

Altinct bolimde, gecerlilik, h/b orani, simetrik olmayan tabakah kirislerde simnir
kosullarmin, kompozit 6zeliklerin frekansa etkileri sayisal Ornekler yardim ile
aciklanmustir. Cesitli malzeme Ozelikleri, sinir kosullar1 baz alinarak daha onceden
literatiirde ¢Oziilmiis problemler, bu calismada gelistirilen formiilasyonla tekrardan
¢oziiliip sonuclar karsilastiriimgtir.

Yedinci bolimde, yapilan calisma ile elde edilen sonuglar ve gelistirilen
formiilasyonun avantajlar1 anlatilmistir.
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DYNAMIC ANALYSIS OF CROSS-PLY LAMINATED COMPOSITE
CURVED BEAMS

SUMMARY

Dynamic analysis of Timoshenko beam was studied in this theses. Mixed finite
element formulation was used for free vibration to prove the formulation is variable
some problems which solved before in literature are taken and solved again then both
of them are dissused.

This study consists of seven chapters

The aim of this study and the contents is described and the problem which we deal
with introduced in the first chapter. Also the studies about the subject which had
been done in the past are given.

In the second chapter; stick concept and the assumptions are given firstly. Then
general equations of elastic beams, equilibrium equations, kinematic equations and
constitutive relations are given and explained briefly. In order to obtain the
constitutive relations which was used in this thesis, elastic constants and material
matrices are given. After that general beam equations and the field equation which
was used are obtained.

In the third chapter, brief information about functional analyses and potentiality has
been taken place. Gateaux differential method which was using for developed in this
study by using mixed finite element formulation is explained. Brief information of
how to obtain the functional by using the Gateaux differential is also take place.

Definition and derivation of mixed finite element method is present in the fourth
chapter for different geometrics, shear forces and moment of inertia for different
areas have been taken place. Interpolation formulation was choosen. After that
formulas are used in functional which was obtained in the third chapter. Then to
obtain the extreme points of functional derivations are taken for all the unknowns.
After the derivation there are twelve functions. These twelve functions are made the
element matrices.

Dynamic analysis was given and explained deeply in the fifth chapter.

In the sixth chapter validation, effect of h/b ratio , effect of boundary conditions for
non-symmetric laminates, effect of composite properties are disused by using
numerical examples formulation which was developed in this study are disgust with
the problems was studied before in the literature for different material properties and
different boundary condition.

The conclusion and the advantages of the formulation which developed in this study
are explained briefly in the seventh chapter.
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1. GIRIS

Miihendislik malzemeleri metaller, polimerler, seramikler ve kompozitler olmak
lizere dort ana gruba ayrilabilirler. Kompozit malzemeler, yukarida sayilan diger ii¢
malzemenin iki veya daha fazlasinin makroskobik agidan birlesmesinden olusan
malzemeler olarak tanimlanabilir. Kompozit malzemeler cam, boron ve grafit gibi
yiikksek dayanimli ince liflerin epoksi regine gibi baglayict bir matris malzeme icine
yerlestirilmesi ile degisik liretim yontemleri kullanilarak elde edilirler. Matris i¢inde
lifler kisa-uzun, siirekli-siireksiz ya da cok yonlii yerlesmis olabilir. Izotropik

malzemelere kiyasla kompozit malzemeler:
e Hafiftir.
e Yiiksek dayanimlidir.
¢ Yorulma mukavemeti ve korozyon direngleri de daha iyidir.

Liflerin cekme dayanimlarinin yiiksek olmasia ragmen birka¢ dezavantaj da vardir.
Basig yiiklerini tasiyamazlar ve eksene dik yondeki mekanik Ozellikleri kendi
eksenleri dogrultusundaki 6zellikleri gibi iyi degildir. Bu nedenden dolay1 lifler bir
araya getirilip bir matris malzeme ile desteklenmelidirler. Diisey yonde dayanim

artig1 zorlanma durumuna gore liflerin uygun bicimde yonlendirilmesi ile elde edilir.

Gilinlimiizde ¢ok gelismis olan kompozit malzemeler; havacilik ve uzay sanayinde
niikleer, petro-kimya endiistrilerinde, kara ve deniz tasimacilifinda, elektronikte,
yiiksek atlama siriklarinda, bisiklet, tenis ve sorf gibi ¢esitli spor malzemelerinde, tip
ve biyomekanik dalaninda, robot teknolojisi gibi bir¢cok alanlarda yaygin olarak

kullanilmaktadir.

Yukarida bahsedilen uygulama alanlarindaki kompozit malzemeler, genellikle kiris,
plak ve kabuk elemanlar olarak kullanilirlar. Kompozit yapilarin farkli zorlama
kosullarinda statik ve dinamik davranislarinin belirlenmesi, giivenligi on planda tutan

miithendislik tasarimlar1 agisindan oldukca 6nemlidir.



1.1 Cahsmanin Amaci Ve Kapsami

Giiniimiize kadar olan mevcut caliymalara bakildiginda genel olarak Onceden
bahsedilen basitlestirici varsayimlar yapilmis ve yaklasik c¢oziimler ortaya
konulmustur. Bu ¢aligmalar temel alinip hizla gelisen analiz yontemleri kullanilarak
yeni ¢Oziimler ortaya ¢ikarmak kacmilmazdir. Ayrica analiz yontemleri ile yapilan
teorik hesaplamalardan elde edilen verilerin gercek durum ile kiyaslanabilmesi i¢in

deneysel verilerle de karsilagtirilmasi gercegi ortadadir.

Bu caligmada tabakali (lamine) kompozit daire eksenli kiriglerin dinamik analizini
incelemek i¢in ilk Once cubuk kavrami ile ilgili genel denklemler {iizerinde
durulmugtur. Denge denklemeleri, kinematik denklemler ve biinye bagmtilar:
cikartilmistir. Diizlem i¢i yiiklii dairesel ¢ubuk i¢in alan denklemleri bulunmustur.
Ardindan, kiriglerin titresim frekansimin teorik olarak hesaplanabilmesi icin elde
edilen denklemlerin potansiyellik kosullu saglatilmistir. Potansiyellik kosulunu
saglayan alan denklemlerine Géteaux tiirevi uygulanarak fonksiyonel bulunmustur.
Daha sonra kismi tiirev uygulanip sonlu eleman formiilasyonuna gecilip eleman
matrisi elde edilmistir. Fortran program dili kullanilarak eleman formiilasyonu elde

edilip bilgisayar ortamina aktarilmistir.

Bu caligmada kullanilan karigik sonlu eleman yontemi ile daire eksenli kompozit
katmanli kiriglerin degisken en kesitlere sahip olmasi durumu da dikkate almarak
modellenmistir. Modellemede Fortran bilgisayar dili kullanilarak bir program
yazilmig ve c¢oziimleme swrasinda en kesit sekli verilerek c¢oziime ulasilmasi

saglanmustir.

Bu caligmalara baglh olarak, elde edilen teorik verilerin gercek durum ile
karsilastirilmasi amaci ile literatiirde incelenen orneklerin verileri alinip bu ¢calismada
yeniden coziilmiistiir. Ayrica deneysel Ornek sonuclar ile de karsilastirilmastir.
Kullanilan sayisal 6rnekler degisik sinir sartlari, malzeme 6zellikleri ve farkli tabaka
acilar1 icin ayr1 ayr1 ¢oziliip karsilastirilmistir. Mevcut Orneklerle sonuglari
kargilastirmanin amaci, yapilan bu ¢alismanin gegerli oldugunu géstermenin disinda,

h en kesit yiiksekligi ve b en kesit genisligi olmak tizere h/b orani, simetrik olmayan



katmali kiriglerde sinir kosullarinmn etkisi ve kompozit Ozelliklerin etkilerinin

dinamik analiz iizerinde yarattig1 sonuglar1 gostermektedir.

Literatiirdeki mevcut ¢aligmalar igerisinde karsilastirmali veri yorumlama 6zelligine
sahip bu calismanin daha da gelistirilmesi miimkiindiir. Bu ¢aligma diizlem disi,
dairesel ve ya her hangi bir egrilige sahip kirisler lizerinde yapilacak ¢aligmalar icin

de bir kaynak olabilecektir.

1.2 Konu ile Tlgili Cahsmalar

Kompozit malzemeler insaat miihendisligi, uzay-ucak miihendisligi, otomobil
sektorii, niikleer sanayi, deniz kimyasallar1 endiistrisi ve biyomedikal miihendisligi
gibi bircok farkli alanlarda kullanilmaktadirlar. Kompozitlerin kullanilma
nedenlerinden baslicalari, yiikksek agirhk dayaniklilik katsayisi, farkli yonde farkli
dayanim saglama ozelligi ve farkli malzemeler kullanilarak istenen dayanim ve

sertligin elde edinebilme Ozelligidir.

Sanayi tipi kullanimlarda kabuk ve plak kirisleri giiclendirmek i¢in ¢ok yaygim bir
sekilde kullanilirlar. Kompozit tabaka bilesenlere sahip yapisal sistemler analitik ve
niimerik metotlar ile coziilebilirler. Literatirde kompozit mekanigi iizerindeki
caligmalara Jones [1] ve Reddy [2] tarafindan yapilan ¢alismalar ornek verilebilir.
Calismalarinda kompozit malzemeler hakkinda genel bilgi, teori ve analizler

mevcuttur.

Son yillarda kompozit dogrusal tabakali kirisler hakkinda yapilms literatiirde mevcut

olan yayinlardan bashcalar1 asagida siralanmistir.

Shi ve Lam [3] caliymalarinda iiciincii dereceden kirig teorisini kullanarak tabakali
kompozit kiriglerin serbest titresimlerini ve dinamik analizlerini klasik sonlu eleman

yontemi kullanarak incelemislerdir.

Yildirim ve arkadaglar1 [4] tarafindan simetrik capraz tabakali kompozit kiriglerin
serbest titresim analizini tasima matris metodu yOntemi ile incelenmistir.

Calismalarin da cesitli sinir kosular altinda niimerik 6rnekler mevcuttur.

Ramtekkar ve Desai [5], anizotropik kompozit tabakal kirislere ait denklem iizerinde
calismislardir. Bu denklemleri elde ederken Hamilton enerji prensibini ve karigik

sonlu elaman yontemini kullanmislardir.



Chen ve arkadagslar1 [6], iki boyutlu elastisite teorisini temel alarak belirli bir zaman
araliginda dogrusal tabakali kirislerin serbest titresimleri iizerine ¢alismislardir. Ayni
caligma grubu tarafindan [7], referans [6] da kullanilan denklemler genel tabakali

kirislerin serbest titresim analizleri i¢in genellestirilmistir.

Aydogdu [8], ¢apraz tabakal kirislerin farkli sinir kosullar1 altindaki titresim analizi
tizerinde calismistir. Bu calismasinda iiciinci dereceden serbestlige sahip kesme

deformasyonlu kiris teorisi ve Ritz metodu kullanilmustir.

Talookolaei ve Ahmadian [9], Pasternak zeminine oturan ¢apraz tabakali kompozit
kirislerin serbest titresim analizi iizerine caligmistir. Serbest titresimler hesaplanirken
klasik sonlu elaman metodu ve Timoshenko kiris teorisi kullanilmistir. Ayrica

caligmalarinda donme atalet etkisi dikkate alinmustir.

Marur ve Kant [10], dogrusal tabakali kirislerin titresimleri lizerine caligmustir.
Calismalarinda gerilme tansoriinii diizgiin elde edebilmek icin yiiksek mertebe
teorisini ve isoparametrik lineer sonlu eleman formiilasyonu kullanilmistir. Cesitli

smir kosullar: altinda gelistirdikleri formiilasyon kullanilmistir.

Kompozit yapilarin dogal titresim periyodunu da iceren serbest titresim ozelliklerini
dinamik analiz bakimindan g6z Onde bulundurmak olduk¢a Onemlidir.
Doniistiiriilmiis kesme modiilii yiiksek ise doniistiiriilmiis kesme deformasyonu
dinamik analiz yaparken mutlak surette g6z 6niine alinmalidir. Literatiirde diizlem i¢i
tabakali kompozit dairesel kirisler ile ilgili smirli sayida yayin yapilmistir. Bunlardan

bazilar1 agagida siralanmiglardir.

Subramanian [11], tarafindan diizlem i¢i tabakali kompozit kirislerin serbest titresim
analizleri kesme deformasyon teorisi ve sonlu eleman metodu kullanilarak

incelenmistir.

Kim [12], smir kosullarina olduk¢a duyarl bir kompozit tabakali hibrit dairesel kiris
eleman {iizerinde calismistir. Bu elemanin elde edilmesinde Hellinger-Reissner
varyasyon prensibi ve birinci dereceden kesme deformasyon teorisi kullanilmastir.

Lin ve Hsieh [13], diizlem i¢i tabakali dairesel kiriglerin statik hesabi icin kapali
genel bir ¢oziim iizerine caligmistir. Bu calismalarinda normal kuvvet, kesme
kuvveti, radyal yer degistirme gibi degerleri tanjant egrisinin yaptig1 ac1 cinsinden

ifade edilmistir.



Dairesel kompozit tabakali kirislerin dinamik analizleri ile ilgili literatiirde sinirli

sayida yaym mevcuttur.

Matsunaga [14] tarafindan, normal kuvvet ve zorlanmis titresim etkisindeki tabakali
kompozit dairesel kemerlerin egilme gerilmesi ve dogal frekanslar1 {iizerine
calislmistir. Calismasinda kesme, normal kuvvet ve donme ataletinin farkl

degerlerinin etkileri arastirilmistir.

Tseng ve arkadaslar1 [15], Timeshenko egrisel kiris teorisini baz alarak diizlem i¢i
dairesel tabakali kompozit kirislerin dinamik analizleri iizerine c¢aligsmstir.
Calismalarinda kesme deformasyonu ve donme ataletlerini g6z Oniinde

bulundurulmustur.

Yildirim [16] ise ¢calismasinda diizlem i¢i simetrik ¢apraz tabakali kemerlerin, donme
ataleti, normal ve kesme kuvvetleri altindaki etkilerini incelemistir. Diger
calismasinda [17] ise boyutsuz diizlem ici serbest titresim karakterini dairesel

kemerler ve tiim dogal frekanslar1 i¢in caligmustir.

Qatu [18], poliominal trial fonksiyon kullanarak bir dizi diizlem i¢i denklem elde
etmistir. Bu denklemler ve ¢oziimleri, basit mesnetli sinir kosullarina sahip tabakali
kemerler icin gecerlidir. Bu caligmasinda normal ve kesme deformasyonlarini ve

donme atalet momentlerini ihmal etmistir.

Qatu ve Elsharkawy [19], asimetrik tabakali kemerlerin diizlem ic¢i serbest

titresimini biiytik kivrimli ve degisik smir kosullari i¢in incelemislerdir.

Qatu [20], diizlem i¢i orta kalinlikli dairesel tabakali kiriglerin serbest titresimi

izerine calismistir.

Kapania ve Raciti [21], kompozit tabakali kirislerin non-liner titresim analizi izerine

bir ¢alisma yapmislardir.

Miller ve Adams [22], bir ucu serbest bir ucu sabit simetrik, ortotrop kirislerin
titresim Ozelligi ilizerinde caligmislardir. Calismalarinda klasik tabakali teorisini

kullanirken kesme deformasyonunu da goz 6niine almislardir.

Chen ve Yang [23] ve Chandrashekhara ve arkadaslar1 [24], simetrik tabakali
kirislerin titresim analizini birinci mertebe kesme deformasyon teorisini kullanarak

calismiglardir.



Chandrashekhara ve Bangera [25], tabakali kompozit kirislerin karakteristiginde
yiiksek mertebe plak teorisini kullanarak incelemislerdir.
Khdeir ve Reddy [26], calismalarinda c¢apraz tabakali kirig icin serbest titresim

davranisi belirli zaman aralig1 i¢in analitik olarak incelemislerdir.

Bu calismada, dairesel kompozit tabakali kirislerin kendi diizlemleri icerisindeki
serbest titresim karakteristikleri incelenmistir. Alan denklemelerinden fonksiyonel
elde edilebilmesi i¢in Gateaux tiirevi yaklasimi ve degisim yontemi kullanilmustir.
Kullanilan karigik sonlu eleman formiilasyonu dairesel tabakali kompozit kiris i¢in,

iki nodlu ve her nodunda 6 adet bilinmeyen iceren eleman modeli kullanilmisgtir.

Gateaux tiirev yaklasimu literatiirde Akéz ve Kadioglu [27-29] tarafindan elastik ve

viskoelastik kirislerin analizi i¢in basar1 ile uygulanmustir.

Bu calismada diger calismalardan farkli olarak, Géateaux tiirev metodu dairesel
tabakali kompozit kirisler icin genisletilmistir. Literatiir incelendiginde tabakali
kompozit kiriglerin dogal frekansini bulmak i¢in Gateaux tiirevi metodunun

kullanildig: bir yayina rastlanamamustur.



2. CUBUK KAVRAMI

2.1 Yapilan Varsayimlar

Bu calismanm kapsaminda, yer ve sekil degistirmelerin cok kiiciik oldugu birinci
mertebe kurami icinde kalinmistir. Gerilme hesaplarini kolaylastirmak amaci ile
cubuk adin1 verdigimiz cismin, enine olan iki boyutunun da ¢ubuk boyu ile egrilikler
yaninda ¢ok kiiciik oldugu varsayilarak hesaplamalar yapilmistir. Kirig lineer elastik,
homojen ve orthotropik bir malzemeden meydana gelmis olup iiniform veya
degisken bir en kesit alanina sahipdir. Donme eylemsizlik momenti ihmal edilmistir.

Kuvvet ve sekil degistirmeler arasinda lineer bir iliski mevcut olarak alinmustir.

2.1.1 Tanim
Bir ¢ubuk eksen ve dik kesit ad1 verilen iki parcadan meydana gelir. Cubuk ekseni
her hangi bir uzayda kendini tegkil edebilir. Bu egriyi:

r=r(s) 2.1
seklinde bir yer vektorii ile tamimlayalim. Bu uzay egrisi iizerindeki herhangi iki

nokta aras1 mesafeyi yay parcasinin uzunlugu s olarak kabul edelim. Egri boyunca

tanimlanacak olursa;
s= qu (2.2)
burada d( ile gosterilen, egri boyunca olan diferansiyel yer degistirme vektoriidiir.

Eksene bagiml ii¢ birim vektor tarif edilirse; her ii¢ birim vektor ile (2.1) ifadesiyle

tanimlanan yer vektorii arasinda diferansiyel geometrik baglar s6z konusudur. Sekil
2.1 de gosterildigi gibi dogrultulart itibariyle; teget birim vektor ( ¢ ), binormal birim

vektor( b ), normal birim vektor (7 ) olarak isimlendirilirler.
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Sekil 2.1 Cubuk ekseni i¢in f,l; ,n eksenlerinin gosterimi

2.2. Elastik Cubuklarin Genel Denklemleri

Bir cisim en genel hali ile iki tiir kuvvet etkisinde olabilir; i¢ ve dis kuvvetler. I¢
kuvvetler bir cisim herhangi bir matematik diizlemle ikiye ayrildiginda, molekiiller
arasindaki ¢cekimden meydana gelen ve ayrim ylizeyi boyunca etki eden kuvvetlerdir.
Dis kuvvetler ise kiitle kuvvetleri ve yiizey kuvvetlerinden olugur. Kiitle kuvvetleri
yer cekimi gibi bir cisim igerisindeki bir alana ya da bir hacime etki eden
kuvvetlerdir. Yiizey kuvvetleri ise cismi ¢evreleyen yiizeye baska bir cisim araciligi

ile dogrudan ya da dolayl olarak etki eden kuvvetlerdir.

Cisme dis kuvvetler etkidiginde, cisimde bir sekil degisimi ile birlikte cismi
olusturan parcaciklar arasinda bu pargaciklar1 bir arada tutacak i¢c kuvvetler ortaya

cikar.

Yapi elemanlarinin analizinde asagida verilen hususlarin diistiniilmesi gerekir:



1- Statik denge: Yapi elemanmnin biitiiniinde veya elemandan alman herhangi bir
parcada kuvvet denge denklemleri saglanmalidir.

2- Sekil degistirmeler: Yapi elemanini olusturan malzemenin davranisi gerilme-birim
sekil degistirme (c-¢ ) bagintisina uygun olmalhdir.

3- Geometri: Yap1 elemaninda sekil degistirmeden sonra herhangi bir kopma kirilma

ve kiitle kayb1 olmamali, yap1 elemant biitiinliigiinii korumalidir.

Tablo 2.1 Kullanilan denklemler arasindaki iliski

Biinye
Denklemleri | —»

Sekil degistirmeler

Kinematik Statik
Denklemler Uygunluk
Denklemleri

l l

Yer degistirmeler

Yukarida verilen ilkelerin uygulanmasiyla bulunan gerilme ve birim sekil
degistirmelerin elemanin smir kosullarina uygun olmasi gerekir. Bu durum, smir

kosullarmin saglanmasi olarak ifade edilir.

Analizde her zaman yukaridaki adimlarin verilen swrayla uygulanmasi
gerekmeyebilir. Gerilme ve sekil degistirme analizinde, sekil degistirme enerjisi
kavramindan hareketle gelistirilen enerji yontemleri, denge yoOntemi yerine
kullanilabilir. Her iki yontem, yiikleme ve eleman seklinin diizenli olmasi
durumunda yeterli hassaslikta sonug¢ verirken, karmasik problemlerin ¢oziimiinde de

say1sal yontemlerin uygulanabilecegi temeli olustururlar.



2.2.1. Denge Denklemleri

Kesite tesir eden i¢ kuvvetlerin toplami T ile bunlarin agirlik merkezine taginmasi

durumunda katilmas: gereken kuvvet ¢ifti M ile gosterilir. Bu fonksiyonlarin ¢ubuk

ekseni boyunca degisimi keyfi olmayip dis kuvvetlere baghdir. Bunu elde etmek icin

As uzunlugunda bir ¢cubuk elemanmin iizerine tesir eden kuvvetlerle dengede oldugu

diistiniiliir; (Sekil 2.2).

™, fis+As)

O

Sekil 2.2 As uzunlugundaki cubuk eleman

T+AT

P, s boyunca yayili dis kuvvetleri, m ise yayili dis kuvvet ciftini gostermek {iizere,

denge denklemi ile O noktasina gore yazilan moment esitligi kullanilirsa,

—T+T+AT + pAs=0

~M+M +AM + mAS + Ar'x (T +AT) =0

(2.3)

(2.4)

seklinde yazilabilir. Bu denklemlerde kisaltmalar yapilip limite gecilerek ve (2.3),
(2.4) ifadeleri kullanilarak elastik cubugun hareket denklemleri,
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Ez—mﬁ=o
ds (2.5)

—

dM - -
ds '

olarak elde edilir. Burada A ¢ubuk kesit alani, p 6zgiil agirlik, U dik kesitin agirlik

merkezine dtelenme, Q agirlik merkezi etrafindaki donme vektoriidiir ve acik halde

gosterimi,
i=ut+un+u,b
Q=Q1+Q i+Q.Db
T=Tt{+Ta+Tb 27
M =M, t+M.ii+M,b
seklindedir.

2.2.2 Kinematik Denklemler

—

Kinematik denklemler yer ve sekil degistirme igin tarif edilen U,Q, ® ve Y gibi
dort vektor fonksiyonu arasindaki bagintilar ihtiva eder. 7y rolatif birim kayma agis1

vektorii ile U dtelenme vektorii arasindaki iliski:

,_d
ds (2.8)

seklindedir. Cubuktaki yer degistirme olaymni, cubuk eksenindeki herhangi bir
noktanin yer degistirmesi ile tarif edebiliriz. Bu da demektir ki yer degistirme cubuk
eksenine bagh bir fonksiyondur. Yer degistirmeyi u ile gosterirsek bu fonksiyon da

u (s) ile ifade edilir. Detayl bilgi ve aciklama referans [30] ve [31] de mevcuttur.
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Sekil 2.3 Elemanin yer degistirmis hali

Cubuk eksent iizerinde sekil 2.3 deki gibi birbirine ¢ok yakin iki nokta ele alinsin . A
noktasinin yer degistirdikten sonra C noktasina geldigini diisiinelim. A noktasinin
konumu, 7(s)iken, 6telenmis ve u vektorii ile gosterilen yer degistirmeyi yapmuigtir.
Yer degistirdikten sonraki konumu sekilden anlasilacagi iizere r(s)+u vektorii
olur. Oyleyse yer degisiminden sonraki konumu belirleyebilmek icin G yer
degistirme vektoriiniin bilinmesi yeterlidir.

Sekil 2.3 de gosterilen cok kiiciik olan ¢ubuk elemanini géz Oniine alarak, diyebiliriz
ki B noktas1 A noktasina gore Au kadarhk farkli yer degistirme yapmistir. Bu A
yer degistirmesi iki sebepten olusmustur:

e Birincisi, B noktasi A noktasina gore 7 As kadar farkli hareket eder.
e ikincisi, A’dan gecen kesit Q donmesini yaparsa B’den gecen kesit de

QX AF telenmesini yapar.

Dolayisiyla rolatif yer degistirme

AU =7-As+ QX AF (2.9)

bagintis1 olacaktir. Elde edilen denklemde taraflar As e boliiniip limitleri almirsa ve

- _dr
t=— 2.10
s (2.10)
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olmak iizere;

. Au As = Ar di. - =~ -
Iim =—=7-=4+Qx— = ——=7+QXt 2.11
As—0 Ag 4 As As ds Y (10
seklinde olacaktir.

—

Bu bagint1 U ile € arasindaki iliskiyi gostermektedir ve uygunluk sarti olarak

adlandirilir. Bu ifadelerin ¢ikartilmasi sonucunda;

= _7+1xQ=0 2.12)

denklemleri elde edilir.

2.2.3 Biinye Denklemleri

Biinye bagintilarinda; bir taraftan T ve M kesit tesirleriyle, diger taraftan ¥ ve @

sekil degistirmeyi tarif eden vektorler arasindaki iligki kurulmaktadir. Bu bagintilar
kurulurken cubuk deformasyonu sonucu meydana gelen yer, sekil degistirmelerin
cok kiiciikk oldugu, kesit agirlik ve kayma merkezinin cakistigi ayrica cubuk
malzemesinin ortotrop oldugu kabul edilmistir.

Elastik bir cisimde, cismin kesitlerindeki i¢ kuvvetler ile sekil degistirmeler arasinda
dogrusal bir bagnt1 vardir. Bu baginti cisimlerin fiziksel 6zelliklerine baglidir ve her
cisim i¢in farkl farklhidir.

Kesitlerde olusan kuvvet vektorleri ile kayma birim vektorleri ve kuvvet cifti
vektorleri ile donme birim vektorleri arasinda boyle bir dogrusal bagintinin olacag:
sOylenebilir. Herhangi bir eksen takimi i¢in bu vektorlerin koordinatlar1 birbirine

dogrusal olarak baglhdir. Bu dogrusal bagint1t Hooke Kanunu esaslarina dayanir.

Herhangi bir eksen takimi i¢in T vektoriiniin bilesenleri T, T, T, ve M vektoriiniin

bilesenleri de M ,M, , M, ise,
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T, =C,7,+C,7» +Cs7, , M,=D o +D,w+D,w,

1, =C,n, +Cphy, +Cry, , M,=D,w+D,wn,+D,n, (2.13)
T =C,y+C,y+C.y, , M,=D,w +D,w,+D,w,

bagintis1 olarak gosterilir. (2.13) bagintisinin kisa gosterimi olarak fl =C,7. ve
M.=D,a, iligkileri vardir. Buradaki C, ve D, Kkatsayilar1 sadece cismin
malzemesine ve kesitin geometrisine bagli degerlerdir. 7ve @ degerlerinden

bagimsizdirlar. Malzeme homojen, izotrop ise ve kesit ve kesitin konumu da
degismiyor ise bu katsayilar s degiskeninden de bagimsiz olurlar. Bu katsayilara
cismin kaymaya ve donmeye karsi rijitlikleri denir. Kesitteki gerilmeler ile sekil

degistirmeleri tansor notasyonu ile de gosterebiliriz:

T=C-y ve M=D-@ (2.14)
seklinde gosterebiliriz. C ve D tansorlerinin ikisi de simetriktir. Yani, C, =C,,
ve D, =D, dir. Oyleyse 9 adet olan katsayilarin 6 adedinin bilinmesi yeterlidir. 6

adet bilinmeyenin matris halde gdsterimi;

T, G, C, Cy)|7 M, D, D, D,)l o,
I, |=1C, Cyn Cyu|ly . | M, |=|D, Dy D,l|a, (2.15)
T C, Cy Cu)ly, M, D, D, D) o

seklindedir. C ve D matrislerinin determinantlari sifirdan farkli oldugu i¢in bu
matrislerin tersleri de vardir. Bu matrislerin ters matrislerini tarif edebiliyorsak sunu
yazabiliriz:

y=C"'T ve @=D"M (2.16)

Vn ¢, G, G, T, @, D, D, D, M,
7 (=1 G Cp Cy T, . | @, |=| Dy D, Dy M, (2.17)
Vi Gy Gy Gy T, @, D, D, D, M,

seklinde olup burada C™', D™' tansorlerine esneklik tansorii denir.
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Malzeme asal ekseni ile kesit asal ekseni iist iistte diisecek sekilde eksen takimi

se¢ilir ise C ve D matrisleri diyagonal (késegen) olurlar. Bu ¢alismada kullanilacak

olan C, D matrisleri

¢, 0 O D, 0 O
C=0 Cp 0] veD=0 Dy, O (2.18)
0 0 Gy 0 0 D

bu sekilde gosterebiliriz. Biinye bagntilari ile ilgili kapsamli calisma inan [30] da

mevcuttur.

2.3 Elastik Sabitlerin Hesabi

Bir malzemenin her yerindeki malzeme 6zelikleri ayni ise malzeme homojen olarak
adlandirilir. Ozellikleri yerel olarak degisiklikler gosteriyorsa bu tip malzemelere
heterojen malzeme denir. Bunlara ek olarak eger yapmin belirli bir noktasinda
malzeme Ozelikleri dogrultuya gore farkli degerler alabiliyorsa, anizotropik malzeme
ad1 alir. izotropik malzeme ise malzeme ozelliklerinin ayn1 dogrultu iizerinde ayni

kalan malzemelerdir.

Kompozit malzemeler mikroskobik bakis acisindan ka¢inilmaz bir sekilde heterojen
yapiya sahipdirler. Buna ragmen makroskobik bakis acis1 ele alindiginda kompozit

malzemeler homojen olarak adlandirilabilir.

Bu caligmada yonetici tabaka denklemin olusturulmasinda iki kabul yapilmastir:

1. Her tabaka icindeki liflerin degisiklik gostermeden ayni dogrultuda oldugu

2. Tabakanin lineer elastik bir malzeme gibi davrandig dir.
Birinci varsayim macromekanik davranis i¢in ikincisi ise Hooke yasasi i¢cin 6nem arz
etmektedir.

Genellestirilmis Hooke kanunu anizotropik malzeme ve izotermal kosullar i¢in
c, =Cg, (2.19)
seklinde verilen bagmti ile ifade edilebilir. o, gerilme bilesenlerini, €; sekil

degistirme elemanlarini, C,

)

ise malzeme rijitlik matrisini ifade etmektedir. Hepsi
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ortogonal kartezyen koordinat takiminda ifade edilmektedir. Tablo 2.2 de toplu bir
bicimde goriilmektedir.

Tablo 2.2 Gerilme ve sekil degistirme notasyonlar1

Gerilme Sekil degistirme
Tansor Kisaltilmig Tansor Kisaltilmig
notasyonu notasyon notasyonu notasyon
Oy G, €, g
022 Y 2 € 22 € 2
033 03 833 83
023 04 28 23 84
Gl 3 05 281 3 E:"5
Gl 2 06 281 2 86

Genel olarak 36 adet C; bagimsiz malzeme sabiti mevcuttur. Yalmz malzemeyi

hiperelastik olarak kabul edersek bu say1 21 e diiser. Bu durumda ortaya potansiyel
fonksiyon devreye girer. Ortaya ¢ikan fonksiyonu W olarak kabul edersek; bu

oW

(O 3¢ (2.20)

seklinde ifade edilir. Eger malzeme bir diizlem boyunca bir simetriye sahipse ki buna
mono klinik malzeme denir, ana denklemdeki katsayilar1 x;x, diizlemi degismedigi
stirece sabit kalir. Bu kosullar altinda malzeme matrisi [C] deki bagimsiz katsayilar

13 adet olur.(C;j=Cj). Agik hali;

_Cll C12 C13 0 0 C16 |
C12 C22 C23 0 0 C26
[C] — C13 C23 C33 0 0 C36
0o 0 0 ¢,Ck O 2.21)
0 0 0 C,5Cy O
[Cis Gy Gy 0 0 Cg |

seklindedir.




Yapr1 icerisinde liflerle hizalanmis ii¢ adet, karsilikli olarak birbirine dik simetri
diizlemi mevcut ise bu tip malzemeler ortotrpoik malzeme adini alir. Eger koordinat

diizlemi ii¢ karsilikli diizleme de paralel se¢ilirse gerilme-sekil degistirme iliskisi,

o| [C,C,Cs 0 0 0] (g
o, ¢, C,C,, 0 0 O g,
63 C13 C23 C33 0 0 O 83
J > = S T p
o, o 0 0 ¢, 0 O €, (2.22)
O 0 0 0 0 Cyx O €
(O | i O 0 0 0 O C66_ €6 )
seklindedir. Hooke yasasi, Sij esneklik matrisi cinsinden
g =50, ((,j=L2,..6) (2.23)

ifadesi elde edilebilir. Burada S; :[Cij]’1 dir. Bu kosullar altinda (2.23) denklemi

matris formunda yazilmak istenirse

€ S 11 S 12 S 13 0 0 0 G,
€, S 12 S 22 S 23 0 0 0 O,
€3 S 13 S 23 S 33 0 0 0 G
€, o o0 o0 S, O 0 c, (2.24)
£, 0 0 0 0 S, 0 ||o,
&) |0 0 0 0 0 S,|lo]
seklinde karsimiza ¢ikar. Burada Sij esneklik matrisinin simetrisinden dolay1
vij vji
/A (2.25)
E, Ej

bagintis1 yazilabilir.
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Burada E elastisite modiiliinii ve v,; Possion oramini ifade etmektedir.

Buna gore esneklik matrisinin sifirdan farkl olan elemanlar1

1 1 1
Sy =z Sy, =T S3 =5
11 22 33
1 1 1
S =— See =— S =— 2.26
44 G23 55 Gl3 66 G12 ( )
v v v
Szz__lz S3:__13 523:_ﬁ
: Ell : Ell E22

seklindedir. (2.26) bagntisina bakilarak esneklik matrisi cinsinden denklem (2.24)

yeniden diizenlenirse,

LY Moy o o

Ell Ell Ell

PR S Y 0 0 O
81 E11 Ezz Ezz Gl
€, v vy 1 0 0 0 G,
83 — Ell E22 E331 63 (227)
& 0 0 0 —0 0 %
€ Gy Os
& 0 0 0 0 - o0 Gs

G,
1
0 0 0 0 0 —
L GIZ _

halini alir. Malzeme rijitlik matrisi ve esneklik matrisi karsilikli olarak birbirinin tersi

olduguna gore ortotropik malzeme i¢in,

S = 511522533 - 5115232 - 5225132 - S335122 + 2512523513 (2.28)

olmak tizere
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o g
c = SuSu=Sy
2 g (2.29)
C. = S1S» _S122
33 g
C.= 138 =SS5
12 g
C.= S12823 = 81385
13 S (2.30)
C.. = S12813 = 55350
33 g
1
C,=—
b S
1
Css =S— (2.31)
55
1
Coo =<
Se
bagintilar1 yazilabilir. (2.27) de verilen matristen yararlanarak denklemler tekrardan
diizenlenirse
1-v,,v
C,=E. A23 =
C.-E 2 TV _ g N2 T ViV
12 I A 2° A
C. =g TVaVy _ E i T ViV
13 1 3 A
1—
C, =E, — (2.32)
A
Vi, V),V Vs TV,
C. =g 22"Vl _p V3T Vol
23 2 A 3 A
1—v,v
C =E . 12721
33 FTTAA

A=1=v,v) = Vy3Vs = V3 Vs =20V,

seklinde elde edilir.

19



2.4 Genel Ortotropik Cubuklar icin Elastik Sabitler Ve biinye Denklemlerin
Cikarihisi

Klasik cubuk teorisinden 0, =0, =0, =0 yazlabilir ve buna gore gerilme

bilesenleri i¢in

g, =S;,0, 0, (k=156 p=234)
(2.33)
O = Oy
S 0 S
d=| 0 S. 0 (2.34)
Sie 0 Se
bagintisi elde edilir. Burada Qi determinat d  oldugundan,
— 5566 _Sse2 _ 16956 = 5155
1 d 15 d
— SIIS66_SI62 _ 815856 — 516555
Oss = Oy =
d d (2.35)
o, = SuSssd_ 5152 o, = 816956 C_ZSllSse

bagintilar1 yazilabilir. Buradan ortotropik ¢cubuk i¢cin Hooke kanunu ile verilen hale

indirgenmis olur.

6, =Qe, (i,j=15,6)

Qij indirgenmis rijitlik matrisi olup ag¢ik formu

Q, =C, +C,Spt, (,jk=1,56;p=2,3,4)

seklindedir ve
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al

1 =6, G, =0 6, =0,
1

€

=0, 0,=0 Q=0

Q,, =0y Qz3 = Oss sz = Oss

0, =05 Q33 =Oss Qs =0s

Q) M
I

(2.38)

verilen kisaltmalar yapilip yerine yazilirsa cubuk igcin gerilme—sekil degistirme

bagintisi elde edilmis olur. Bu baginti
G, =Q;& (1,j=1,2,3) (2.39)

seklindedir. Daha Onceden elde edilen doniistiiriilmiis rijitlik matrisinin hesaba

katilmasiyla (2.38) denklemi doniistiiriilmiis ve indirgenmis rijitlik matrisi cinsinden

61 = (_Qij,gj (1’.] = 1, 2, 3) (2.40)

sekildeki gibi yazilabilir. Ortotropik ¢apraz tabakali cubuklar i¢in indirgenmis rijitlik
matrisinin sifirdan farkli olan elemanlari ve bu elemanlarin C” ve S” ne bagl olan

ifadeleri

QH = Cl,l + (CI,ZSQI + C1,3S3,1)/Sl,1

0, =C (2.41)
§33 = CS,S

sekildeki gibidir. Bu ifadelerde o,; =0, =0, =0 ve d =S,,55:S,, olup bunlar =0

ve B=90 derece i¢indir. C; ve Sl.; degerlerinin agik halde ifadeleri,
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C; =m*Cy | +2(m? —m*)Cp +Crr(1-2m? +m*) +4(m? —m*)Cye

Ciy =(m? —m*)C; +(m? —m*)Cpy +Cpp(1-2m? +2m*) —4(m? —m*)Cgq
Cj3 =m°Cj3+(1-m*)Cy3

Chy = (1-2m? +2m*)Cy | +2(m? - m*)Cy, +m*Cyy +4(m? —m*)Cgg

Ch3 =m°Cp3 +(1-m*)Cy3 (2.42)
Che = (m? —m*)Cy | —2(m? —m*)Cy, + Cge(1-4m? +4m*) + (m? - m*)C,,

S;; =m™*S;; +2(m? —m*)S|5 +S5, (1-2m? +2m*) + (m? - m*)S¢e

S}, =(m? —-m*)S;; +(m? —m*)S,, +S1,(1—-2m? +2m*) — (m? —m*)S¢g

Si3 = m2$13 +(1—m2)523

sekildeki gibidir. Burada m=cosf3 olup, B kiris ekseni ile malzeme ekseni

arasindaki acidir. (Sekil 2.4)

b(3)43

¥l

Sekil 2.4 Malzeme eksenleri (1°,2”,3") icin pozitif doniis yonleri

Kompozit tabakali gubugun kesitine ve malzeme ozeliklerinde simetri olacagindan
dolay1 A ve D matrislerinin sifirdan farkli olan elemanlari, indirgenmis rijitlik matrisi
cinsinden ifadeleri ek 1 de verilmistir. Ayrica biinye bagmntilarin ¢ikarilmasiyla

ilgili kapsaml ve detayli caligsma referans [32] de mevcuttur.
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2.5 Genel Cubuk Denklemleri Ve Alan Denklemi

Bolim 2.1 de tanimlanan ¢ubuk ekseni eger bir diizlem i¢inde yer aliyorsa boyle

cubuklarla diizlemsel ¢cubuklar denir. Frenet formiilleri,

d_;_lﬁ

ds

dii —~ 1
—=tb-y- —
ds z R
a _
ds

(2.43)

S)

U
~

I

—Tn

seklindedir. Burada y egriligi, T ise egriligin tabi torsiyonunu ifade etmektedir. t

degeri uzay egrilerinde sifirdan farkli oldugu halde biitiin diizlem egriler i¢in sifirdir.

dr mE=0 (2.44)
ds

Denge denkleminde ds=Rd@ olarak alinsin. (2.44) bagintisinda verilen vektorel

denge denklemi 7,7 ,l; eksen takiminda skaler olarak yazilirsa;

a1, —T, +Rmii, =0

de

Dy 7+ Rmii, =0 (2.45)
de

ﬂ+Rmiib =0
do

bagintilar1 elde edilir. Vektorel moment denklemeleri

M T =0 (2.46)
ds

seklindedir. Buradan 7,7 ,b eksen takiminda skaler olarak yazilirsa;
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M,
de

a, +M,—-RT =0
de

~M,=0

d]vé” +RT+=0

seklinde 6 adet skaler denklem elde edilir. Uygunluk denklemleri

E_(j):()
ds

seklinde olup 7,7 ,l; eksen takimindaki denklemleri

d<, +Q, —R®, =0
de

dil, +Q —R®, =0
de

e,

Rw, =0
seklindedir. Vektorel sekil degistirme denklemi

—+txQ-y=0
ds !

sekildeki gibi olup f,n ,l; eksen takimindaki denklemleri

du
Ltu —RY =0
0 n t

d“g +u, —RQ —Ry =0

dl(]; +RQ, —Ry,=0

gibi yazilir. Burada ;

24

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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seklindedir. Bu denklemler ¢ubugun diizlem i¢i dinamik davranigini tanimlar. Bu

caligmada diizlem ig¢i serbest titresim analizi yapilacagindan kesit tesirleri Ty, Ty, My, Q,

u,, u,olacaktir. Diger bilesenler diizlemine dik dogrultudaki analizlerde kullanilmaktadir.

(Sekil 2.5)

LA ALY,

SIS 1SS,

Sekil 2.5 Dairesel tabakali kompozit kirig

Kesit tesirleri diizlem i¢i yiiklii olan ¢ubuklarda bulunan tesirlerle aymidir. Bu ¢alismada

kullanilan alan denklemleri elde edilerek referans [17] dekine benzer olarak son haliyle

du

é = un + RAI/I’Z;
d”g” =—u, +RQ, + RKA,T,
Q ,
d<, =RD M,
(2.53)
a1, _ T.— RA@'u,
de
T —_
a1, —T — RA®'u,
de
M, _ o
de "

sekilde verilmigtir. Alan denklemlerin ¢ikarilmasi ile ilgili kapsamli benzer ¢alisma ve
aciklama referans [16,17, 32] da mevcuttur.

k" kesme katsayis1 faktorii, ®(rad/s) dairesel frekans ve ds (=Rd0) son derece kiiciik
olan kiris boyunu ifade etmektedir. Denklemlerdeki diger terimler;

PENOING

A= YXpA (2.54)

k=1
Burada N tabaka sayisini, p malzeme yogunlugunu ve A ise deformasyona ugramamis

kesit alanini ifade etmektedir.
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3. FONKSIiYONEL ANALIZ

Smir kosullarinin karmasiklig1 nedeni ile diferansiyel denklemi ¢6zmek her zaman
miimkiin olmaz. Co6ziimde giicliikle karsilagildigi takdirde yaklasik c¢oziimlere
bagvurulur. Bu caligmada yaklasik coziimlerden karisik sonlu elemanlar yontemi

kullanilmustir.

3.1 Diferansiyel Denklemlerden Fonksiyonele Gecis

3.1.1 Potansiyellik Kosullu

Alan denklemleri Q=Ly-f seklinde operatdr yapida gosterimi olmak tizere L tiirev
operatoriinii, y degiskenleri, f ise dis yiikleri temsil eder. Q=Ly-f operatoriiniin
potansiyel bir fonksiyon olabilmesi icin; bu fonksiyonlardan, yonden ve yoldan
bagimsiz olarak tiiretilen tiim diger fonksiyonlar1 toplamimnin yine bu fonksiyonu
vermesi gerekir. Dolayis1 ile potansiyel fonksiyon bir baz noktasi olarak
diisiiniilebilir. Potansiyellik kosullunun matematiksel olarak ifade edilebilmesi i¢in Q
operatoriiniin bir yone gore tiirevinin diger yondeki toplami, bu islem tersine

esitlenmelidir ve matematiksel gosterimi,

(dQ(y,y),y") =(dQ(y,y"),y) (3.1

seklindedir. Q operatoriiniin y yoniine gore tiirevinin y* yoniindeki toplami, ayni
fonksiyonun y* yOniine gore tiirevinin y toplamina esittir seklinde ifade edilir. Bu

denklemin yazilabilmesi i¢in yonsel tiirev (Gateaux tiirevi) ve yonsel toplam

tanimlamasi gerekmektedir.
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3.1.2 Yonsel Toplam (i¢c Carpim)

Yonsel toplam, bir fonksiyonla bir degiskenin carpiminin belirli bir araliktaki

integralidir ve

[0,y ] =] F)y'dx (3.2)
b

olarak hesaplanir.

3.1.3 Gateaux Tiirevi ( Yonsel Tiirev)

Yonsel tiirev teknigi herhangi bir sabit fonksiyon daha evvelden bilinmezken,
herhangi bir alan denklemine kolayca uygulanabilir. Potansiyeli dikkate almaksizin
denklemlerin operator formu test edilir. Tiim formiilasyon bu operator yardimu ile ve
sinir kosullar1 (dinamik ve geometrik) varyasyonel tekniklerle elde edilir.

Yonsel tiirevin matematiksel ifadesi 7 bir skaler olmak iizere

dQ(y +77y) (3.3)

dQ(y,y) = on

n=0
seklinde ifade edilir. I¢ carpim asagidaki denklemler arasinda gerceklesmistir.

dT —
-—+T,-RA®’u, =0 & u
de

dT —
-—2-T,-RA®’u, =0 & u
de

dM,
de
aQ

de

—RT, =0 s Q, (3.4

b _RD/M, =0 s M,

du, o 4RQ,+RKALT. =0 o T
e

QU RAIT.=0 o T
e

Buna gore alan denklemlerinin degiskenlere gore (T;, Tn, My, Qb Uy, Up) “—7

yoniindeki Gateaux (yonsel) tiirevi ‘“*” yoniinde toplanacak sekilde i mi
¢ carp

yazilirsa;
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3
=
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L1
, I
> r—l—|
e A
=
| |
+
I=]
nG *
| |
>
el
e,
1
=t
=
I |
=
| |
1
=
=
| |

R[UD,UH}- M;,Qb}-R[Tn,Qb}+[ﬁ;,Mb}
) ) ) (3.5)
-RD33[1\7Ib,Mb}+ [U;,Tn}+ UK,TH}-R[QWTH}
LT AR IR N Y
elde edilir. Benzer sekilde “*” yoniindeki yonsel tiirevi “— " yoniinde toplanacak

sekilde i¢ carpimui yazilirsa;

elde edilir. (3.5) denklemine kismi tiirev uygulanip tekrardan diizenlenirse;
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(3.7)

elde edilir. Denklem (3.7) deki son 6 terim diginda [dQ( ¥, y*),i} ifadesine yani

(3.6) denklemine esittir. Bu durumda (3.7) ile (3.6) denklemleri arasinda;

[dQ(y, 7). y" | =] dQy, ¥). ¥ |- { U} {TU}
{MQ} [ }[ﬁ T}[m}

gibi bir baginti mevcuttur., 0+ &€ =0 ifadesi smir kosullar1 ifadesi oldugu

(3.8)

bilindiginden denklem (3.8) da yerlestirilir ise;

[dQ(yJ),y*]=:dQ(y,y*),ﬂ{Tf,I}t} —[‘; U} —{Tn,ti}

_ Tn,tj} [‘b,g

+ ﬁb,l\}[} + U, T} {_n,"ft} +[Ut, J +[_t, J

elde edilir. Denklem (3.9) de ¢ ve ¢ alt indisli terimler sirasiyla geometrik ve

(3.9

o
I
a
l—|
TEI
c-D *
rI“—I
+
ol
%
=5

dinamik sinir kosullarini tanimlamaktadir.
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3.2 Fonksiyonelin Elde Edilmesi

Boliim 3.1.1 de potansiyellik kosulu saglatilan operator daha 6nce elde edilmisti. Bu

operatoriine ait fonksiyonel;
1

I(y)=[(Q(sy), y)ds (3.10)
0

seklinde ifade edilir. Burada s skaler bir biiyiikliiktiir. Fonksiyonelin elde edilisi
hakkinda genel bilgi Oden ve Reddy [33] tarafindan verilmistir. Elde edilen (2.52)
alan denklemine (3.10) bagintis1 terim terim uygulanip gerekli sadelestirmeler

yapildiginda dairesel tabakali kompozit kirigler i¢in gecerli fonksiyonel

1)L )R] R, 0], 7)
L T {7, [ (5.0, R0 v o)

, ) (3.11)
_%[TH,T’I]_%[QT[] +[4,.T,], +[4.T], +[Qh’Mbl
o] @] H[on-i1)0]

olarak elde edilmis olunur.
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4. KARISIK SONLU ELEMAN FORMULASYONU

Bir fiziksel olayr tanimlayan fonksiyon bulunmak istendiginde, ya diferansiyel
denklemler ve sinir kosullar1 yardimiyla ya da sinir kosullarin1 saglayan fonksiyonlar
arasinda fonksiyonelin degisimini sifir yapan fonksiyon aranir. Fonksiyonel,
icerisinde aranan fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevleri bulunan integral ifadesine
denir. Sekil degistiren cisimler i¢in potansiyel enerji ve tamamlayici enerji ilkeleri
kullanilarak fonksiyonel dogrudan elde edilebilir. Fonksiyonelin degisimini sifir

yapan ifadenin aranmasi ‘Degisim Yontemi’ olarak adlandirilir.

4.1 Yaklasim Fonksiyonu

Karisik sonlu eleman formiilasyonunu elde etmek ic¢in ilk yapilmasi gereken sekil
fonksiyonunun sec¢ilmesidir. Lineer yaklagim fonksiyonu uygunluk ve tamlik

kosullarii saglamak zorundadir [33-34]. Bu calismada

R(6: -6 _0.
\p:(l—) lp.:M

. L =R(6.-6. 4.1
i i L .=R(6,-6) (4.1)

seklinde dogrusal sekil fonksiyonlar1 kullanilmistir. Burada L. kiris sonlu eleman

boyunu, A6=86,-6, elemamin diizlemde yaptigi merkez agiy: ifade etmektedir.

Tiim bilinmeyenler interpolasyon formunda yazilirsa cubuk icinde herhangi bir

noktadaki degiskenler,
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u, =u ¥ +u ¥,

u, =u,¥, +u,\W,

Q =Q¥ +Q Y,

M,=M,¥ +M_ ¥, “4.2)
T,=T,¥, +T,¥,

T =T,¥, +T;,¥,

seklinde yazilmaktadir. Denklem (4.2) bolim (3.2) de elde edilen (3.11)

fonksiyoneline terim terim uygulanirsa bir eleman iizerinde

0;
I = j {=(Ty¥; + T, Uy, + U:jo) +(T, v, +Tanj)(UtiWi + Uthj)
9
1 —_ ’ ’
_EszR(UtiWi + ijWj)z _(Tni\vi +Tnj\|/j )(UniWi + Uanj)

1 —
—(Tyw; + Tow U v, + U ) ) Aw’R(U,y, + U, )’ 4.3)
—(M, + My QW + Q) —R(T, ¥, + T,y QW + Q)
1 ’ 1 IA
_ERDB (Mbi\vi +Mbjo)2 _Ek AzzR(TniWi +Tanj)2

1.
_E A R(Tyy; + thWj )2 }do

elde edilir. Eleman matrisinin elde edilebilmesi i¢in fonksiyonelin degisimini sifir
yapan nod degerlerinin bulunmasi gerekmektedir. Nodal degerlere gore
fonksiyonelin degisimini sifir yapmak icin

o1

=0 j=112 4.4
96, !

kosulu saglanmalidir. Dolayisiyla ¢. nodal bilinmeyenler olan U, u,., u ., u..,
J ti t] ni tj

Q ij, M,.. Mbj’ T, th, T, Tnj ye gore birinci tiirevlerinin sifir

bi’

olmas1 gerekmektedir.
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dl° al° _ dl°¢

auti:O ’ aUni_O , aQbi:O

oI _ aI¢ _ aI¢ _

o, " v au,, =" g, T

4.5)

aI¢ o A°_ . A _

at, 0 ot =Y or, 7Y

oI¢ dI° oI°

O o % g | 2 -0

oM, oT, oT,,

(4.5) denkleminde elde edilecek 12 adet denklem sonlu eleman icin eleman
matrisinin ~ olusturulmasinda  kullanilacaktir. 12 adet denklem igerisindeki

matematiksel islemlerin yapilabilmesi icin (4.1) de verilen yaklasim fonksiyonlar1

kullanilmigtir:
I_R(Qj—e) \P,/—_E
LE LE
INCES ,
w (eL 9 g %

i i le . LEZ ] )
¥ 2 ¥
‘P:‘Pﬁde:.[ _R.R dez_R_z\p | __R
j o L L L v, L
¥, W
N ' ' 4.6
‘PA‘PAdG:I RyR0-R | _R (4.6)
s s \L L L v, L

Fee—mf Feey i ey f Fey € Hem @ feey 8 By €
~
QU
D
Il
€ €
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¥ %(R@O.—6) R(O.—6 : 26%6. ¥,

v, v, L L, L, 2 3 )¥, 3R

% % (RO,~6 -0 2 (96 1\
I‘P}deezj 6-9 *R(H %) de:R—z J _gjgl_g_ngﬁ | = L,
¥, AN L L7 2 3 2 )¥, 6R
¥, v, _ B

[ww o= [[ KO0 ROO) | L

¥, ¥ L L 3R

J

(4.6) denklemindeki integral acilimlar1 (4.3) de yerlerine yazildig1 zaman eleman
rijitlik matrisi elde edilmis olur. L=L., sonlu elemanin yay boyunu ifade etmektedir.

Elde edilen 12 adet denklemin agik hali ek 2 de verilmistir.
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5. DINAMIK ANALIZ

Tek serbestlik dereceli soniimsiiz bir sistemde serbest titresime ait genel hareket

denklemi,

mix+ kx =0 (5.1)

seklindedir. o — [X serbest titresim frekans1 olmak iizere, harmonik titresimlere ait
m

¢Ozim,

x = a sin(or) (52)

dir. (5.2) denklemi (5.1) de yerlestirilirse,
(k—o'm)x=0 (5.3)
elde edilir. Cok serbestlik dereceli sistemlerde (5.3) bir denklem takimi olarak,

(K]-o’ [M]){w}={0} (5.4)

bi¢ciminde karsimiza c¢ikar ve bir 6zdeger problemine doniisiir. Denklem takiminin bir
coziimiiniin olabilmesi icin katsayillar determinanti sifira esit olmalidir. Aksi
durumda trivial ¢6ziim ile karsilasilir. Burada ® ¢ubugun dairesel titresim frekansi,
w(u) de yer degistirme tipinde bir kolon vektoriidiir. Karigik sonlu elemanlar

yonteminde (5.4) lin a¢ik yazimi;

[ ot e

bicimindedir. (5.5) de [F] gerilmeler sonucu olusan i¢ kuvvetlere ait kolon vektor
olup indirgenme yontemi kullanilarak, problemin sinir kosullarina gore indirgenmis

denklem takimai:

(K']-o’ [M]D{w} ={0} (5.6)
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seklinde ifade edilir. Burada [K*1=[K 5 |- [K 3 K11 ] ''[K12 ] olup [K'] a
indirgenmis sistem matrisi denir. (5.6) denklemi bir 6zdeger probleminin ¢oziimiiyle
hesaplanir. Problemin c¢oziimiinde 6zdeger serbest titresim frekanslari, 6zdegerlere
karsilik gelen 6zvektorlerin normallestirilmis halleri ise bu frekansa kars1 gelen yer

degistirme degerlerini verir.
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6. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde gelistirilen karisik sonlu elman formiilasyonu ile ilgili ornekler ele
alinarak ¢oziilmiistiir. Sayisal orneklerde kullanilan capraz tabakali dairesel kirigte
dikdortgen en kesit kullanilmistir. Kesme diizeltme faktorii 6/5 olarak almmustir.
Biitiin sonuglarda normal ve kesme deformasyon etkisi géz Oniine alinmistir. Bu
caligmadaki genel amag, gelistirilen formiilasyon kullanilarak diizlem ici tabakali
kompozit dairesel kirigler icin dogal titresim periyodunu bulmaktir. Kompozit

dairesel kirigler i¢cin malzeme ozellikler tablo 6.1 de verilmistir.

Tablo 6.1 ¢aligmada kullanilan malzeme 6zellikleri

E, E, G2 Ga3 p
A%
(GPa) (GPa)  (GPa)  (GPa) . (kgm®)
Graphite-Epoxy
181 10.3 7.17 3433 028 1600
(T300/5208)
Kevlar-Epoxy 76 5.56 2.30 1.618 0.34 1460

6.1 Gecerlilik

Titresim frekanslar1 ve teoriyi gegerli ve dogru kilmak icin dairesel 0° dogrultulu
izotrop malzemeden olusan tek tabakali bir kiris kullanilmistir. Frekanslar icin
degerler Chidamparam ve Leissa [35] ile Tseng ve arkadaslarindan [36] alinmustir.
Dairesel kiris i¢in kullanilan malzeme ve en kesit alan1 degerleri E = 181 GPa, v=10.3,
p= 1600 kgm™, o= 100°, en (b) = kalinlik (h) = 0.5 m, yaricap (R)= 5 m seklindedir.

Tablo 6.2 ankastre- ankastre uclu 0° yoniinde lifleri uzayan dairesel kiris icin 6 adet

boyutsuz dogal titresim frekans1 goriilmektedir.
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Boyutsuzlastirma katsayisi 0)R21/pA/EI olarak yapilmustir. Tablo 6.2 den de

goriilecegi gibi kaynak [35,36] de verilen sonuglar ile bu ¢alismada bulunan degerler

birbirlerine ¢ok yakin degerlerdir.

Tablo 6.2 ankastre-ankastre kiris i¢cin frekans degerleri

Metod Mode-1 Mode-2 Mode-3 Mode-4 Mode-5 Mode-6

C&L
17.9249  34.6752 62.8782 92.8664 / /
[35]
Tseng
361 17.9154  34.6427 62.7886 92.6767 133.613  175.602
Bu
17.8192  34.6194 63.3102 92.8944 134.027 175934
calisma

“/” indisi ile gosterilen degerler mevcut degildir.

Ikinci 6rnek olarak ise degisik kalinliklara sahip izotrop malzemeli, tek katmanl
dairesel kiris ele alinmistir. Bu 6rnekteki degerler referans [37] den alinmistir. Bu
degerler, R=1m, a=120°, v=0.3, p=1 kgm”, E=1 Pa olup kesit alan1 boyutlar1 ise
b=0.25 m, h=0.01 m dir. Tablo 6.3 de goriilebilecegi gibi verilen ozellikler, her iki ucu
ankastre uc¢ olan kirisinin en kii¢ciik 3 adet dogal titresim periyodunu gostermektedir.
Bunlar degisik 5 kalinhk oram i¢in hazirlanmistir. Sonuclar karsilastirildiginda b/R oranin

degismesine ragmen degerler literatiirdeki degerler ile uyum icerisinde kalmustir.
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Tablo 6.3 Iki ucu ankastre olan Timeshenko kirisinin en kiigiik 3 adet dogal titresim

frekansi
Thickness ratio Metod Dogal Frekans (rads™)
b/R ; Q) 3
0.250 Ref. [37] 0.6898 0.8225 1.491
Bu ¢alismada 0.7115 0.8309 1.5189
0.100 Ref. [37] 0.3284 0.5878 0.9811
Bu calismada 0.3356 0.5942 0.9849
0.050 Ref. [37] 0.1692 0.3295 0.6022
Bu calismada 0.1718 0.3320 0.6082
0.025 Ref. [37] 0.08528 0.1690 0.3076
Bu calismada 0.08644 0.1701 0.3098
0.010 Ref. [37] 0.03419 0.06808 0.1238
Bu caligmada 0.03290 0.06797 0.1242

6.2 h/b Oram Frekansa Etkisi

Yapilan ¢6ziim yonteminin gegerliligini saglamak amaci ile Referans [17] de verilen
sonuglar ile bu caligmada elde edilen simetrik dairesel tabakah kiris degerleri
kargilagtirilmustir. Kesit alan 6zellikleri dairesel kiris i¢in h=b =0.2 m ve ¢ap R=5.7735 m

dir. Kullanilan boyutsuz frekans tanmm ise ® = R 2/ p / E1h2 seklindedir. Ele alman

tabakal dairesel kiris Kevlar 49-Epoxy den meydana gelmis olup lifler arsasindaki ac1
(0°790°790°/0°) seklindedir. Tablo 6.4 den de goriilecegi gibi referans olarak alnan
degerler ile bu ¢alisma sonucu elde edilen degerler arasinda ihmal edilebilecek kadar
az bir fark ¢ikmustir ki bu da programin gecerliliginin iyi oldugunu gostermektedir.
Ayrica bu degerlerin uyumlulugu yapilan formiilasyonun kayma Kkilitlenmesinden

bagimsiz oldugunu da gostermektedir.
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Tablo 6.4 Diizlem i¢i dairesel tabakali her iki ucu ankastre (0°/90°/90°/0°) kiris i¢in

boyutsuz dogal titresim frekansi

a () Metod h/b=10 h/b=0.1
90 Ref. [17] 0.45592 45.59570
Bu ¢alismada 0.46154 46.17685

180 Ref. [17] 0.09149 9.15578
Bu calismada 0.09450 9.47588

6.3 Simetrik Olmayan Tabakah Kirislerde Siir Kosullarimin Frekansa Etkisi

Tablo 6.5 de simetrik olmayan tabakah kirisler icin (0°/90°/0°/90°) boyutsuz frekanslart,
cesitli sinir sartlar1 altinda verilmistir. Frekanslar bulunurken kullanilan malzeme
Kevlar 49- Epoxy dir. Dairesel kiris icin kesit alan ozellikleri; en (b) = kalinlik (h)
=0.5 m, yaricap (R) = 5 m , acihs acis1 (o))=180° dir. Tablo 6.5 de goriilebilecegi gibi bir
ucu ankastre diger ucu serbest olan kiris diger sinir sartlar1 ile kiyaslandiginda en diisiik
frekansa sahiptir. Her iki ucu ankastre mesnetli kiris ise en yiiksek dogal titresim
frekansina sahiptir. Bu da titresim frekanslar1 iizerinde smir sartlarmimn ciddi bir etkisi

olduguna isarettir.

Tablo 6.5 Simetrik olmayan (0°/90°/0°/90°) tabakal kiris icin ilk 3 dogal titresim

frekans1

Frekanslar(Hz) = Ankastre-Ankastre ~ Ankastre-Sabit ~ Ankastre-Serbest

; 19.90208 15.27067 2.16214
()} 40.19024 35.96481 6.577602
w3 70.70477 65.45068 21.65663
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6.4 Her Bir Katmandaki Malzeme Ozeliklerin Frekansa Etkileri

Her katmandaki farkli kompozit 6zeliklerin dogal titresim periyodu iizerindeki
etkilerini gorebilmek icin ii¢ farkh kiris karsilagtirilacaktir. Kullanilacak her ii¢ kirig
icin lif dogrultular: (0°/90°/90°/0°) dir ve malzeme her ii¢ kiris icinde Kevlar 49 ve
Grafit epoxy dir. Birinci kirisgin katmamindaki malzemeler (0°Kevlar/
90°Kevlar/90°Kevlar/90°Kevlar), ikinci kirisin malzemeleri (0°Kevlar/ 90°Grafit/
90°Grafit/  90°Kelvar), iciinci  kirigin malzemeleri  ise (0°Grafit/
90°Kevlar/90°Kevlar/90°Grafit) seklinde tabakali bir yapiya sahipdir. Her iki dairesel
kiris icin kesit alan 6zelikleri ayn1 olup degerler; en = kallik = 0.5 m, yaricap =5 m

acilis acisi (o)=180°. Tablo 6.6 da diizlem ici frekans degerleri Hertz (Hz) olarak
ankastre- ankastre sinir sartlar1 altinda farkli katmanlar icin verilmistir. Goriilecegi

gibi Grafit-epoxy en yiiksek, Kevlar-epoxy ise en diisiik frekansa sahipdir.

Tablo 6.6 Farkli malzemeli simetrik (0°/90°/90°/0°) tabakali kiris icin en diisiik 3

dogal titresim frekanslar1

Frekanslar (Hz) Kev/Kev/Kev/Kev ~ Kev/Grap/Grap/Kev — Grap/Kev/Kev/Gra

; 19.89248 20.97185 29.31549
()} 40.20074 43.19941 58.56046
w3 70.68472 77.76001 102.52200
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7. SONUCLAR

Bu caligmada Gateaux tiirev (yonsel) teknigi kullanilarak capraz tabakali dairesel
kompozit kiris i¢in bir fonksiyonel elde edilmistir. Diizlem i¢i serbest titresimi analiz
edebilmek icin karisik sonlu eleman formiilasyonu yardimiyla Fortran bilgisayar
programt kullanilmistir. Sonlu eleman modeli her nod da 6 adet bilinmeyene
sahipdir. Bunlar iki adet yer degistirme (u,, ), bir adet donme (£2,), iki adet kesme
kuvveti (T, T;) ve bir adet egilme momenti (M) dir. Kullanilan yontem ile tabakali
dairesel kiris i¢in ¢esitli smir sartlar1 altinda dinamik analiz yapilmistir. Dairesel
kirislerin dogal titresim frekanslar1 karigik sonlu eleman metoduyla hesaplanmistir.
Bu Kkirisler icin kesme deformasyonu igeren Timoshenko Kkiris teorisi dikkate

alinmstir. Gelistirilen formiilasyon kayma kilitlenmesi etkisinden bagimsizdir.

Bu calismada bu gelistirilen yontemle ¢oziilen dogal acisal frekanslar, dairesel
tabakali kompozit kirisler icin literatiirde daha Onceden c¢o6ziillen problemlerle
karsilagtirilip sonuglar1 degerlendirilmistir. Bu karsilastirilma hazirlanan program ve
formiilasyonun gegerligini ve dogrulugunu gosterebilmek amaciyla yapilmustir.
Karsilastirma sonucu bulunan degerler ile literatiirdeki degerlerle cok yakin degerler
cikmistir. Hazirlanan programin ve formiilasyonun gecgerli ve giivenilir oldugu

anlasilmaktadir.

Karisik sonlu eleman formiilasyonun kullanimi ile sadece yer degistirmeleri degisken
olarak alan klasik sonlu eleman formiilasyonun kullaniminda ortaya ¢ikan tiirev ve
yuvarlama hatalar1 minimize edilmektedir. Buda kesme kuvveti, moment
degerlerinin daha dogru ve deneysel verilere daha iyi yakinsamasini saglamaktadir.
Ciinkii karigik sonlu eleman yonteminde kuvvet ve moment direk bilinmeyen olarak
kullanilmaktadir. Caligmada Gateaux (yOnsel) tiirev metodunun kullanilmas: eleman

matrisin hem daha kolay hem daha hizli bulunmasini saglamaktadir.
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Simetrik olmayan tabakali kirislerde sinir kosullarin frekansa etkisi baghgi altinda
calisilan 6rnekte ise sinir kosullariin degisiminin katmanli dairesel kirigin serbest
titresim frekansi tizerindeki etkileri incelenmistir. Bu inceleme icin ti¢ farkli sinir
kosulu karsilastirilmistir. Bunlar ankastre-ankastre, ankastre-sabit ve ankastre-serbest
sinir kosullaridir. Bu ii¢ siir kosulundan en yiiksek serbest titresim frekansina sahip
siir kosulu ankastre-ankastre olup, ankastre-serbest kosulu ise en diisiik frekansa

sahiptir.

Katmandaki malzeme 6zelliklerin frekansa etkisini incelemek icin calisilan 6rnekte
ise li¢ farkl kiris eleman ele alinmistir. Bu ii¢ kiriste siir kosullar1 ve lif dogrultular1
(0°790°790°/0°) aynidir. Katmandaki malzemelerin dogrultular: ayn1 olmasina karsin
katmandaki malzemeler farklidir. Bu ii¢ kirigin serbest titresim frekanslar1 elde edilip
degerler karsilastirildiginda ise Grafit epoksinin ilk ve son katmanda olan kirigin en
yiiksek frekansa sahip oldugu goriilmektedir. Grafit epoksinin ortadaki katmanlara
konuldugunda ise titresim frekansinin ilk ve orta katmanlarda oldugu duruma gore
azaldig1 goriilmektedir. Grafit epoksinin hi¢ kullanilmadig kiriste ise diger kirislere
gore serbest titresim frekansinin en diisik oldugu goriilmektedir. Bu ornekte
gosteriyor ki katmanlardaki malzemelerin degismesi sinir kosullarin ayni kalmasina

ragmen serbest titresim frekansi etkilenmektedir.

Sonug olarak, sayisal ornekler de gosteriyor ki Gateaux (yonsel) tiirev yaklagimi
kullanilarak elde edilen fonksiyonelle karisik sonlu eleman metoduna gecilirse elde
edilecek olan degerler hem literatiirdeki deneysel sonuglar ile yeter yakinsaklikta
hem de hizli ve kolay olmaktadir. Literatiirdeki mevcut c¢alismalar igerisinde
kargilagtirmali veri yorumlama 6zelligine sahip bu calismanin daha da gelistirilmesi
miimkiindiir. Bu caligma diizlem disi, dairesel ve ya her hangi bir egrilige sahip

kirigler lizerinde yapilacak ¢aligmalar i¢in de bir kaynak olabilecektir.
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Ekler

Ek 1: A ve D Matrislerinin Sifirdan Farkli Terimleri
Ek 2: Eleman Matrisi
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EK 1: A ve D Matrislerinin Sifirdan Farkl Terimleri

N
— N (k) (k)
A11 - Q11 A
k=1
N - ’
— (k) (k)
A,, = z Q. A
k=1
N - ’
— (k)y (k)
D,, = z Q. L
k=1

Yukarida verilen ifadeleri tekrardan diizenlenir ise:

, 1
A, = A
11
, 1
A, = A
22
, 1
D3, = D
33
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Ek 2 : Eleman Matrisi
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