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OZET

Bu galismada ince dértgen plaklarain serbest
titresimleri sayisal bir ¢6zim ybntemi olan Sonlu Eleman-
lar kullanilarak incelenmistir.

Plak denklemleri, 1iki Dboyutlu elastisite teorisi
kullanilarak elde edilmis olup klasik plak teorisi ada
altinda literatiirde mevcuttur. Plagin ince ve kalainlik
dogrultusunda ortaya c¢ikan ¢&kmelerin ktgiik oldugdu
varsayilmstair.

Burada; cebrik denklem takiminin; dié#gim noktalarinain
bilinmeyen yerdegistirmeleri cinsinden ifade edildigi
matris deplasman yaklasimi ile beraber sonlu eleman meto-
du kullanilmstair. Plak sistemi, sonlu sayida dérigen
elemana ayrildiktan sonra her didgim noktasinda iki adet
dénme ve bir adet ¢dkme serbestliginin bulunduu kabul
edilmistir. Plak eleman i¢in ¢dkme fonksiyonu, ddérdinci
dereceden bir polinom olarak elde edilmis, iki boyutta &
ve n tabi koordinatlari kullanilarak her bir serbestlige
karsy gelen bigim fonksiyonlari olusturulmustur. Her bir
eleman ic¢in eleman rijitlik matrisi ve ardindan sistem
rijitlik matrisi elde edildikten sonra sistemin sinar
sartlari son elde edilen rijitlik matrisine wygulanmis-—
tar. Plagin serbest titresimleri inceleneceinden yiik
vektdriinlin sifir olacagi bilinmektedir.

Plagin sadece disik birka¢ modunun hesaplarla elde
edilmesinin davranisin ag¢aiklanmasi bakimindan yeterli
olacagys gérilmiis ve plak kiitlesinin sonlu elemanlarin
diigiim noktasinda toplandig: kabul edilmistir. Boylece
kiitle matrisi k&ésegen olarak elde edilmistir.

Hesaplaran yapilarak acisal frekans ve mod
sekillerinin bulunmasi ig¢in 6zdefer ve bunlara karsi
gelen 6zvektodrlerin ¢bzilebildigi klasik-standart &zdeger
ySntemi kullanilmistair.

Sézkonusu hesaplarain hassas bicimde ve kisa strede
yapilmasi,¢cesitli tip ve mesnet sartlarindaki plaklara
uygulanabilmesi ic¢in bir bilgisayar program gelistiril-
mistir.



SUMMARY

FREE VIBRATIONS OF THIN ARBITRARY SHAPED PLATES USING
FINITE ELEMENT METHOD

In this study,free vibration of thin general shaped
isotropic plates is investigated Dby using finite
elements method a well-known.

A plate is a solid body, bounded by two parallel flat
surfaces, whose lateral dimensions (the width and the
length of a rectangular plate) are large compared toc the
distance (the thickness of the plate) between the flat
surfaces. The theory of elastic plates is an
approximation of three - dimensional elasticity theory to
two - dimensions, and it can be used to determine the
state of stress and deformation in plates. The
approximations are simplifications that allow us only to
consider deformation of the mid-plane of the plate. The
plate thickness is measured in a direction normal to the
mid—-plane. The flexural properties of a plate depend
greatly upon its thickness which is small in comparison
with its other dimensions.

Behaviour of plates may be classified into three
groups: Thin plates with small deflections, thin plates
with large deflections and thick plates. According to the
criterion often applied to define a thin plate (for
purposes of technical calculations);the ratio of the
thickness to the smaller span length should be less than
120. Here, only small deflections of thin plates are
considered. Such a simplification, consistent with the
magnitude of deformation, has been commonly found in
plate structures.

It is assumed ﬁ£hat plate is homogeneous and
isotropic. A homogeneocus material displays identical
properties throughout. When the properties are the same
in all directions, the material is called isotropic. Such
a solution is concerned with establishing the relations
of the strain, stress, displacements and finally plate
equation.

The small-deflection theory of bending of thin plates
is known as the classical plate theory and is based on
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assumptions similar to those used in the Euler-Bernoulli
theory (or the classical beam theory). The fundamental
assumptions of the Kirchhoff-Love or classical plate
theory are

1> The displacements of the mid-surface are small
compared with the thickness of the plate and, therefore,
the slope of the deflected surface is very small and the
square of the slope is negligible compared to unity.

2) The mid-plane of the plate remains unstrained, that
is, the mid-plane of the plate is neutral plane after the
bending.

3) Plane sections initially normal to the mid-surface
remain plane and normal to the mid-surface after bending.
Analogous to beams, this assumptions implies that the
transverse shear strains © .z and eyz are negligible. The

deflection of the plate is thus associated principally
with bending strains. Conseguently, the transverse
normal strain ez resulting from transverse loading can be

neglected.

4) The transverse normal stress o, is small compared with

the other stress components of the plate and, therefore,
can be neglected.

The finite element method can be regarded as an
extension of the displacements method two and three -
dimensional continuum problems, such as plates. In this
method, the actual continuum is replaced by an equivalent
idealized structure composed of discrete elements,
referred to as finite elements, connected together a
number of nodes.

By assuming displacement fields or stress patterns
within an element, it is possible, by the use of energy
theorems, to derive as stiffness matrix relating the
nodal forces to the nodal displacements of an element.
The stiffness matrix of the assemblage of element is then
generated. If the conditions of equilibrium are applied
at every node of the idealized structure, a set of
simultaneous algebraic equations can be formed, the
solution of which gives all the nodal displacements,
which in turn are used to determine all the internal
stresses.

The finite-element method may be also considered as a
variational procedure in which the approximating
functions are systematically derived by representing the
given domain as a collection of simple subdomains. The
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method differs in two ways from the traditional
variational methods in generating the algebraic equations
of the problem. First, the approximating functions are
often algebraic polynomials that are developed using
ideas from the interpolation theory; second, the
approximating functions for subdomains into which a given
domain is divided. Since the approximating functions are
algebraic polynomials, the computation of coefficient
matrices of the algebraic eqations can be automatized on
the computer.

Here, after being discretized plate system into
parts, 1t is assumed that there are three nodal
displacements on every node. First, displacement term in
lateral direction and the others.ﬁ; and 8y rotations,

about y and x directions, respectively. Displacement
function for rectangular plate is chosen fourth order
polynomial as follows.

_ 2 2 a
We— a + a_x + ay + a_x + a_xy + ay + a_x + 1)
2 2 3 a a
+ + +
+ axy a_xy a.y a . xv + a %y
The nodal displacements { & }e are related to the

displacement within the element by means of a
displacement function { W }e . The latter is expressed in

the following general form { W }e = [ N1 <« & }e where

the braces indicate a column matrix and the matrix [ N 1
is a function of position.This matrix is referred to as
shape function. It is, of course, desirable that a
displacement function be chosen such that the true
displacement field be as closely represented as possible.

When coefficients a through a., in the displacement
function are known, the equation having been written for
we will provide the displacement at all locations in the

plate. The nodal displacement can be written as follows

{ & }e= [ €1 < a)> (3

From the foregoing,the solution for the unknown constants
is

{a)»=101cC11 ¢ &> (4

Matrix [ C 1 is dependent upon the coordinate dimensions
of the nodal points. The displacements function may now
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be written in the form following

-1

{ WY=L NJIA<L &> =LLIJYICI ALK &> (5)
e e e

where

[ L1 = [ 1%, Yo X XY,y X XY, Xy S,y Xy, xy® ] ©?

Strain—-nodal displacement matrix [ B 1 can be written as
follows

-1
It B1 =<6 }e { & }e 7>

After matrix [ B 1 is established, stiffness matrix of an
element is obtained in the form

+4 +1

tk®1 =t [ frB1"t D11 B |J] dgdn (8>
-1 -1

Stiffness matrices obtained for each quadrilateral
plate element are assembled for whole plate system.Then,
the boundary conditions associated with supporting of
plate system are applied on the system stiffness matrix.

For the case of a free vibrating plate, the external
force is zero, and the differential equation of the
undamped motion becomes

6zw

D V°¥°w + m

]
(o)

(S)

atz

For the purpose of practical analysis, a vibrating
plate often must be represented by an equivalent discrete
system. In devising such a lumped-parameter substitute
system which approximates the dynamic response of the
real structure with satisfactory accuracy, the concepts
of framework and finite element representations of
elastic continua can be extended by adding the
appropriate inertia terms.

The convential procedure in construction of a mass

matrix [ M 1 consists of simple lumping of the masses,
associated with the tributary areas of the nodal points.
This results in a diagonal matrix in the form

ix



11
[ M1 = - : (10)

0 m
nn

To solve free vibration of a plate using a numerical
method, the expression which contains stiffness matrix
[K]l, angular frequency o, » nodal amplitudes, §i,and mass

matrix [ M 1 should be arranged by the form following

cx—wa>§=o (11)

Equation (11 has the form of the algebraic
eigenvalue problem. From the theory of homogeneous
equation, nontrivial solutions exists only 1if the
determinant of the coefficient matrix is equal to zero.
Thus,

[k -«M]|=0 (12)

Expansion of this determinant yields a polynomial og
order n called the characteristic equation.The n roots w,

of this polynomial are the characteristic wvalues, or
eigenvalues. Substitution of these roots (one at a time)
into the homogeneous equations [Eq(11)] produces the
characteristic vectors, or eigenvectors Qi, within

arbitrary constants.
A computer program is developed so that the solutions

can be obtained at a short time and precisely; and used
for each plate having various supporting conditions.



BOLUM-I

GiRrRIS

I¢inde bulundufumuz yillarda sayisal hesaplayicilarin
hem sayilarinin hem de kapasitelerinin artmasi, bilimsel
problemlerin ¢dzlimine yeni bir boyut ve hizlilik
getirmistir. Bu ylzyilin baslarainda ¢6ziilmesi ¢ok zor
yada imkansiz gibi gériilen problemler, bugiin artik kisa
stirelerde ve inanilmayacak hassasiyetle ¢3zldmlene—

bilmektedir.

Sayisal ¢bzUm ydbntemlerinden biri ve belki de en
kullanisla olan sonlu elemanlar ydntemi 20. ylizyilan
ikinci yarasindan sonra gelismistir. Gelismesinde hic
stiphe yok ki en  Dbiiyik etken sayisal hesaplayica
makinalarin yaygin bigimde kullanilabilmesidir. Bu sayede
bir¢cok yapi problemi s&zkonusu ydntem kullanilarak c¢ézi-
lebilmis ve bir o kadarinin da ¢ok daha kisa silirede ve

yiksek hassasiyetle ¢6ziilebilecedi anlasilmisgtar.

Tim titresim problemlerinde oldugu gibi plak
elemanlarin serbest titresimlerinin analitik metodlar
kullanarak incelenmesi: Elde wedilecek olan denklem
takimlarinin ¢é6ziilebilmesi ve bunlarin de8erlendirilmesi

bakimindan oldukg¢a zordur.

Bu ¢esit bir problemi ¢ézmek ig¢in sonlu elemanlar
yobntemi kullanilarak bir bilgisayar programinin hazirlan-
masy ve sonu¢larinin degerlendirilmesi giUniimiizde oldukca

uygun ve sik rastlanan bir olay haline gelmektedir.



B6LUM-I1I

PROBLEMiN TANITIMI

Bu gcalismada genel sekilli izotrop plaklarain serbest
titresimleri incelenmistir.Plain ince oldudu disinilmiis
ve klasik plak teorisi esas alinmstir. Plak lizerinde dis

ytik yoktur.

Plak sistemi sonlu sayida elemanlara b8lindikten
sonra her bir plak elemani: i¢in dodal koordinatlar
cinsinden bigim fonksiyonlari olusturulmustur. Sonlu
Eleman Ybntemi kullanilarak ¢éziilen bu problemde bilinme-
yenler digim noktalari yerdegistirmeleridir.

Titresim hesabi sonucunda elde edilmesi gereken
serbest titresim periyotlari ve bu periyotlara kars:
gelen mod sekilleridir. Titregsimi olusturan, plakta
ortaya c¢ikan atalet kuvvetleri kitle matrisiyle hesaba

katilar.

Acisal frekanslarin ve mod sekillerinin sayisal olarak
bulunabilmesi i¢in klasik Uzdeer ve 6zvektdr g¢ézim

y8ntemi kullanilmistar.



BOLUM-III

DIKDORTGEN PLAKLARIN TEORISI

3.4 Ince ve (¢Bkmeleri Kiicilk Plaklarin Teorisi

3.1.4 Plaktaki I¢ Kuvvetler

Plak kalinlidi, uzunluk ve genislie nazaran kicik
oldugu takdirde, orta diizleme dik bir dogru izerinde
bulunan noktalarin sekildefistirmeden sonra da, sekil
degistirmis orta dizleme dik dodru tizerinde kaldid: kabul
edilebilir. Bundan baska plagin ¢8kmeleri, kalinliga
yaninda kticik ise, ortalama ylzeyde meydana gelen boy ve
acl1 degisimleri ihmal edilebilecei igin hesap,orta
dizlemde alinman bir elemanin sekildegistirme yapmadig:i

esasina gore ¢bzimlenecektir [11].

Plagin noktalari, xy dizlemi deforme olmams plak
orta diuzlemine karsi gelen, bir x,y,z dikgen koordinat
sistemine gére &lcilmektedir. Burada =z eksenin pozitif
ybnld asagi dodrudur. Bboyle bir plagin sekildegistirmeden
evvel ve sonra, y=sabit dizlemi ile teskil ettigi kesit
Sekil-3.1 de gdsterilmisgtir.

(b)




Orta dizleme ait bir (x,y,0) noktasi =z dofrultusunda
bir w yerdegistirmesine maruz kalar ve bu anda, bu
noktadan gegcen ve orta diizleme dik olan normal, bir
miktar egilir. Bu egilme Ow/3x ve Ow/dy agilara
yardimiyla belirtilebilir. Orta dizlemden =z mesafesinde
bulunan bir (x,y,z) noktasi ise plagin sekil defistirmesi
esnasinda u,v ve w yer dedistirmelerine maruz kalacaktair.
Burada plak kalinliginin kiciitk olduu varsayildiindan z
yonindeki yer degistirme w alainabilir. X,y ve z
dogrultularindaki sekil degistirmeler asagida
gtsterilmistir [2].

éu ow
g = — € = —— =0
* ax z oz
av aw au
e = —— Yy = + =0 (3.1
v dy Xz Fx oz
au av ow av
y = + Yy = + = 0
Xy 3y x YZ ay P
Burada YU = yﬁ (i,j = X,¥,2). Bu ifadeler, kinematik

bagantilar olarak da isimlendirilmektedir. (iinkdt sekil
degistirmenin geometrisinden tiretilmislerdir. Yukaridaki
bagintilar plak ¢6kmesinin, plagin kalinlidi boyunca
degismedigini gdsterdiginden
w = wix,y)

ifadesi yazilabilir. u ve v yerdedistirmeleri sekil (3.1)
den de godrilebilecedi gibi, x ekseninin negatif yéniinde
olup bunun i¢in sekilden asagidaki ilk bagintailar

bulunabilir.

ow ow
u = -z v= -z (3.23
ax ay
fxinci bagintai ise bu sefer, pladin x=sabit

kesitindeki sekil deisiminin incelenmesinden elde



edilir. Orta diizlemden 2z mesafesinde bulunan ve oradakine
paralel olan bir alan elemaninin sekil de@istirme
bilesenleri, (3.1) kinematik badintilara kullanilarak u,v
ve w yer degistirme Dbilesenleri yardimiyla ifade
edilebilir. (3.2) yi kullanarak

azw
& = - 2 2
* ax
azw
e = -2 > (3.3
Y 3y
éu ov 6zw
y = + = -2 g —
¥ 8y ax 8xay

bagintilari elde edilir,.

Orta diizleme dik olarak ve +z dogrultusunda tesir
eden ytik, stirekli olarak dagilsin ve plagin z=-t/2 yiliziine
tatbik edilsin. Bunun birim alana isabet eden siddeti
p{x,y) fonksiyonu olup bu genel olarak x ve y
koordinatlarina baglidir. Pladain alt ve st yiuzleri igin

asagidaki sinir sartlari gecerlidir.

z =-t2 : ©
z

-p{x,y>? T = 0 T =0

=X zy

(3.4)
z2 =+ t2 : o
Z

I
o
~

]
o
~

]
o]

zx zy

Plak igerisinde o, -p(x,y) ile sifir arasinda dedisen
degerler alar. Genel clarak o, in 2z = -t/2 yiizinde ortaya
gikan mutlak degeri, o, ve oy nin sinir dederlerine
nazaran kiigitk olduundan o; gerilme bileseni ihmal
edilebilir. U¢ boyutlu gerilme durumu distinildigiinde
genellestirilmis Hooke kanunu kullanilarak elde edilen
gerilme-sekil degistirme bagintilar: asagida

gdsterilmistir. Malzeme homojen ve izotroptur.



T
1 - Xy
e = o —v (o +0o )] Y =
x E | X b 4 -4 Xy G
1 - sz
e = ¢ -v (o + °, )] Yy = (3.5
b E | ¥ , x xz G
1 - Tyz
e, =" o, ~v o +o )] v, =
z E | x b4 yz G
E
burada G

I
-
[Fi
th
ot

2(1+v)

38.1.2 Plaktaki Gerilmeler [2]

(3.1) bagintilari hatirlanacak olursa, o, in de ihmal
edilebilecegini gézéniinde bulundurarak, gerilmeleri veren

ifadeleri asagidaki bigimde elde edebiliriz.

E .
o = £:+vs]
b4 2 b
1-»~ *
T =06 (2.7
E . Xy }’xy
o = 2 € + p sx]
Y i1-v LY
Yukaridaki ifadeleri, sx ve sy nin (3.3) deki

karsiliklari kullanilarak ¢o8kmeler cinsinden yazabiliriz.

Ez 6zw azw
% =~ 2 [ 2z t v 2 ]
* 1-v ax 3y
Ez azw 6zw
o = - [ + v ] (3.8)
y 1_»2 ayz axz
Ez 82w
T = -
xy



Bulunan gerilmelerin plak elemandaki dagilimlari ve

ybnleri sekil-3.2 de gébsterilmistir.

/] dx
Y,
z

1 ['——— GX——-‘
— ) Ta ) e
-
w2 |/ I / t/2 Ci’gl -2 I\ oy g:?ax
/ 17 7. ﬁ — - X
/4 Tyx % } dz Fouimn J—— S,
v2 LRl s } \ i
1> Tyt Sy
dz dy
. Uz T,
Y e )

Sekil

W

.2. Plak Elemandaki Gerilme Dafilimlara

Bu gerilme bilesenleri, orta diizlemden olan z mesafesiyle
orantila olup plak kalinligir boyunca dodrusal olarak
degisirler. Hesaba alinan bu gerilme bilesenlerinden
baska 7., Ve Tyz kayma gerilmeleri de meydana gelir.
Ciinktt aksi takdirde p dx dy ile yiklenmis olan hacim
elemanini dengede tutmak mimkin olamaz. Bu kayma
gerilmelerinin dagilim, o, ve oy normal gerilmelerinin
dadilimina baflidar. Burada normal gerilmeler plak
kalinlidi boyunca dogrusal olarak dagildigindan, kayma
gerilmelerinin de dodru eksenli ve dikdértgen kesitli
¢ubuklarda olduu gibi yine kalinlik boyunca parabolik
olarak dagilmasi: icabeder. (3.4) sinir sartlarina uygun
olarak = ve ’ryz kayma gerilmeleri de =z = * +t.2

nZz
kenarlarinda sifir olmaladar.

3.14.3 Moment ve Kesme Kuvvetleri

Plak teorisinde gerilme bilesenleri yerine hesapta,
kesitin birim boyuna isabet eden kesit momentleri ve
kesit kuvvetlerini kullanmak adet olmustur. Gerilme
bilesenleri ile kesit biliylikllkleri arasinda asadidaki
bagintilar kullanilabilir.
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M o
x +tr2 | ®
M = -[ (4 2z dz (3.9)
Yy Y
M -tr2
£ 3% Xy
burada M = M ve
Xy Y
0 +tr2
x Xz
= I dz (3.10)
Qy -tr2 Tyz

M; ve My ye eilme momentleri denilir. Bunlaran
indisleri, momentin etrafinda déndiigi eksene gédre degil,
bunlarin meydana getirdigi normal gerilmelere gbre
verilir. M&y burulma momenti, Qx‘ ve Qy ise kesme

kuvvetleri adini alair.

(3.9f ifadesinde gerilme bilesenlerinin yerine (3.8)

deki deferleri konularak integrasyonlar yapilacak olursa

3w w
M =-D [ . TV 2 ]
x % ay
w 3w
M =-D [ v " ] (3.11)
Bzw
M =-D (1-u)
xy axady

ifadeleri bulunur.

E t?
Burada D= —~—'—*;—
121-v7)

dederine plagin efilme rijitligi veya kisaca plak
rijitligi denilir.



3.144 Kalinlik Dofrultusundaki Gerilmeler

oz, sz ve Tyz gerilme bilesenlerinin bulunmasinda
izlenebilecek en iyi yol, genel bir gerilme durumu

altindaki plak elemani igin diferansiyel denge

denklemlerinin yazilmasaidar. Bu denklemler asagada
gbsterilmistir.
o at at
x Xy Xz
+ + = 0
ax ay oz
a0 ar ot
b 4 Xy Yz
+ + = 0 (3.12>
8y ax oz
8o ot ot
x xXZ Yz
+ + = 0
az ax 8y

Yukaridaki ilk iki ifade ve (3.8) denklemleri

kullanilarak T, Ve Tyz kayma gerilmeleri integrasyon

sonucunda
trz
ao oT
T = J [ —_— xy ] dz
xz x oy
k4
E tz a 6zw azw
e (C [ )
2(1-v) 4 ax\ &% ay*
(3.13
tr2
8o ar
T = J [ - + Xy ] dz

seklini alair.
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(3.12)k denklemlerinin sonuncusu ile sz ve Tyz icin
bulunan yukaridaki bagantilar kullanilarak elde edilen o,

normal gerilmesi asagida g8sterilmistir.

E t? %z
o = - ————— [_ —
= 2(1-v%) 12 4
(3.14)
3 2 2 2

(S 2]

o, normal gerilmesi dagilimi ,plak kalinli@i lzerinde bir

kitbik parabol seklinde degisim gdsterir.

Plak i¢in bulunan tim gerilmelerin plak Uzerinde

dagilaimlary ve karsi gelen moment y&nleri Sekil-3.3 de
gbsterilmistir.

{by

—
- o ——

}._.__-
i
1

Y
Ty my

$ekil 3.3. Gerilme Dafilimlary ve Momentler

3.2 Gerilmelerin Plak I¢inde Dedisimi ve Plak Denklemi

YUklenmis bir plakta gerilme bilesenleri genellikle
noktadan noktaya dedisim géstermektedir. Bu dedisimler
statik denge sartlariyla karsilanir. Bu sartlarin yerine
getirilmesi i¢in denge denklemleri olarak bilinen belirli
ifadelerin kurulmasi gerekmektedir.
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Birim alana etki eden diizglin yayili ylike maruz plagin
dx dy elemanini disilnelim (sekil-3.4). Plak agirliginin
p yitkiine nazaran ¢ok az olmasindan dolayi agdairligi ihmal
edelim ve elemanin ¢ok kilgiUk oldufunu farzedelim. Bbylece
kuvvet ve moment bilesenlerinin, herbir ylizde dizgiin ola-
rak dagilms oldugu disiiniilebilir. Sekil-3.4 de plak
elemani tlizerinde kuvvet ve momentlerin yodnleri ve degi-

simleri acik olarak gdrilmektedir.

My, U
”1.,+raj—49 Q_y""a_y"zdy
Sekil 3.4. Kezme Kuwvveti ve Moment Defisimleri

Mx ve My ; X ve y nin fonksiyonu olduundan kismi
tidrevler kullanilmistar. Sekil-3.4 de gdriilen plak

elemani 1i¢in 2z dofrultusunda izdistim sarti yazilacak

olursa
an aaQ
dxdy + ——Z-dxdy + p dxdy = 0O
ax oy

ve buradan da dxdy ile kaisaltildiginda

Q4
+ X +p=0 (3.15)

ox oy

bulunur. x ekseni etrafinda moment dengesi yazilirsa

M M
Y dxdy + —X dxdy - Q dxdy =0
% ay y




bt
Q)

ve dizenlenirse

M M
XY+ X - =0 (3.16)
ax 3y 4

elde edilir. Ayni bigimde y ekseni etrafinda moment
dengesi

oM oM
Xy x

+ -Q =0 (3.17)
ay % *

verir. Qx ve Q,y nin (3.16) ve (3.17) denklemlerindeki

ifadeleri (3.15) denkleminde yerine konacak olursa, ince

plaklarin egilme terimlerini igeren diferansiyel denge

denklemi olan agsagidaki ifade elde edilir.

a*M a*M
x+2 xy .

2 2

ax ox 9y oy

M
Y

= -p (3.18)

Q& ve Qy diisey kesme kuvvetleri w (gdkme) cinsinden

(3.16),(3.17) ve (3.11) denklemleri yardimiyla bulunur.

a . 3w *w 3
Q =-D— T+ > = - D — (Vw)
¥ ax ' ax ay< ax
(3.19)
a . 8w *w a
Q =-D — S+ " = — D — (Vw)
Y 3y ‘. ax ay* 3y
Burada
2 az
v = =+ - (3.20)
% 3y

Laplace operatdéridir.

Son olarak (3.15) ve (3.19) ifadeleri ayni anda
kullanilacak olursa c¢bkmeler cinsinden plak denklemi
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a‘w atw a*w P

+ 2 -+ < = (3.21)

axlay?® oy D

P
bicimiyle elde edilir. V¥V operatériinti kullanmak suretiyle
bu denklem asafidaki bigimi alir.
P

4

Vw = (3.21a)

D

Lineer, kismi, dérdinclt mertebeden ve homojen olmayan
bu denklem, pladin wi{(x,y) elastik ytzeyini karakterize
eder ve plak denklemi adini alir. Bu denklemin, belirli
yliklemeye maruz bir plak icin yilikleme ve mesnetlemeden
meydana gelen Dbilitdn sanar sartlara dikkate alinarak
integrasyonu yapilabildigi takdirde problemin kesin
cdziimli elde edilmis olur.

Plak Utzerine etki eden herhangi bir dis yidk yoksa

(yani titresiyorsa) denklem :

a‘w 64w azw
—_— + 2 P + P =0 (3.22)
ax 8y ay

ax4

seklini almaktadir [21].



BOLUM-1IV
SONLU ELEMAN DENKLEMLERI, VARSAYIMLAR ve HESAP METODLARI
4.1 U¢ Boyutlu Elastisite Teorisi

4.14.1 Gerilme-Sekil Degistirme ve Hooke Kanunu

Bir noktadaki gerilme durumu, dis yilklerden vesveya
s1caklik dedisiminden ortaya ¢ikan i¢ kuvvetlerin olug-
turdugu altai adet gerilme bileseniyle tanimlanmaktadar.

Bu alti adet bilesen bir kolon vektérde gbsterilmistir.

T
{O' } = [axx ayy o4 oxy Oz oyz ] (4.1)

Yiiklerin bir kati cisme etki etmesi cismin sekil
degistirmesine sebep olur.Bu durumda cisim i{zerindeki
herbir noktanin yeri defisir. Bileske yerde§istirmenin,
X, ¥ ve 2 eksenlerine paralel u, v ve w ile gdsterilen tii¢
adet bileseni mevcuttur. Ayni zamanda sekil de§istirmeyi
de incelemek icin alti adet sekil degistirme bileseni
tanimlanmistair. Cismin sekil deJistirmesi, mademki das
yliklerden versveya sicaklik defisiminden ortaya cikmakta-
dir, o halde sekil defistirme bilesenleri de elastik
sekil defistirme ( £ ) ve sicaklik defisiminden dolaya
meydana gelen sekil degistirme ( . ) olarak iki kisma
ayrilmalidir. Toplam sekil de3istirme ( e ), elastik se-
);il deJistirme ( € ) ve termal sekil deJistirme ( €, )
asagida gbsterilmistir.
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.
{ e } = e e e e e e T
XX Yy ZZ Xy Xz YZ |

T
- -

{ £ } = & > £ £ & & (4.2)
| XX YY 2ZZ Xy Xz yz |

T
{ 51} = [ oST odT oST O 0 0 ]

Burada «: sicaklik genlesme katsayisi, &t: sicaklik dedi-
simidir. Toplam sekil dedistirme

{ e } = { & } + { sT} (4.3)
seklinde yazilar.

Gerilme ve sekil degistirme bilesenleri, Hooke kanunu

olarak bilinen katsayilar takimiyla ilgilidir.

Genellestirilmis Hooke kanunu asagidaki bi¢imde

yazilabilir,
’
0 R 5105 IR 0 B S0 05 SRt
_1 R
D matrisi
[ 1 - - (o} 0 0 T
- 1 - 0 0 ]
-1 1
[D] — | 7 1 ° ° ° 4.5)
E (0] (o] O 21+ O O
(¢] 0 o) 0 21+ o)
| (o] ¢) 0 0 0 2(1+p)

ve D matrisi
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[ D ] = (4.86)

[ (1-v)/(1-2v) v/ (1-2v) vr(1-2v) 0 o0 0 ]
vr(L-2Y)  (1-2)/(1-2v) v l-2v) ¢ o0 o
_1_ v/ (1-2v) vl-2v) @A-»)/1-2v) O 0 0
E 0 o] 0 i2 0 ©
0 o o 0 1.2 ©

i o} 0 (o} o 0 1s2 |

seklinde dizenlenmistir. E: Elastisite modilid, w»:Poisson

oranidir.

[0 ][ D ]”=[ DT [o ]=[ 1 ] ve 11,2 olmasi gerektigi

hatarlanmaladar.

4.14.2 Sekil DeJistirme Yer Defistirme Badintilari

Herhangi bir noktadaki yerdeistime bilesenlerinin tiumi,

X, ¥, 2 koordinatlarinin fonksiyonudur.
un=f(x,y.z) h=g(x.y,z) wn=h(x.y.z) (4.7)
n: eleman digidm noktasi sayisadir.

Her analitik y6ntemin ve sonlu eleman analizinin ama-
ci1 fi(x,y,z), gi{x,y,2), h(x,y,2) fonksiyonlarini elde et-
mektir. Soézkonusu fonksiyonlar, herbir eleman {dzerinde
yazilan sirekli fonksiyonlardir. Bu eleman denklemleri,
problemi ¢6zmek ig¢in kullanilan eleman tipine ba@dladar.
Elastisite problemleri c¢o6ziilecedi zaman ¢bzliim ig¢in
kullanilacak eleman tipini se¢ebilecegimizden,
yerdegistirme denklemlerini asagidaki gibi genel bigcimde
yazabiliriz.
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Puﬂ
<‘,}=[N]{u‘*} (4.8)
s.wJ
r '\
4 + kisaca { w } ve { ue} kisaca { <] } ile
(-2 e
. of
gbsterilecektir.

Burada { é } » €lemanin didtim noktalarinin yerdegistirme-—
(-3

lerini igeren kolon vektoridur. N matrisi ise eleman

sekil degistirme fonksiyonlarindan olusmustur.

Sekil degistirme - yer de§istirme bafaintilarai,

8u av ow
e = e = — e = —
%% % Yy ay zz P
(4.9)
8u av 8u ow av ow
e = — + — e = + — e = — + —
xy ay % x2z P ax Yz 8z ay

bigciminde yazilabilir.

Bu bagintilarla, digim noktalarindaki yerdeJistirmeler
arasindaki iliski asagida gosterilmigtir.

(-}~ 1 )(e)

Yukarida gosterilen B matrisi, alti adet satira ve
diglim noktalarindaki yerde8istirme sayisi kadar kolona
sahiptir. B’nin ilk satiri u yerdedistirme bileseninin
x'e gobre tlretilmesiyle elde edilir. Ikinci satir &v/dy

tirevlerinden olusur. Bu sekilde diger satarlar
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tamamlanir. Hatarlanmasa: gereken sey, elemanin digilim
noktasi sayisi kadar u, v ve w parametrelerinin elde
edilmesi gerektigidir.

4.2 Eleman Matrisi

Potansiyel enerji minimize edildifinde ortaya ¢ikan
denklemler sistemine, elemanin tipiyle ilgili eleman
rijitlik matrisi ve yliklemeden ortaya ¢ikan elaman yiik
vektdri de katkida bulunur. Potansiyel enerji ifadesi:
sekil dedistirme enerjisi ve sisteme etki eden ylklerden
meydana gelen is terimlerinden olusur.

4,214 Sekil Defiistirme Enerjisi Denklemi [31

Uc boyutlu elastik cisim igin sekil degistirme ener-
Jisi ifadesi genel bicimde asagidaki gibi yazilar.

1
A°=_I[os +0 € +0 & +o & +o & +o e ]d‘v’
2 XX XX Yy YY ZZ ZZ XYy XY XZ XZ YZ YZ
(4.11)

Bu ifade kisaca

1 T
A°=—I{a}{s}dv (4.12)
2
v

seklinde gUsterilebilir. Gerilme bilesenleri ic¢cin daha
6nce bulunan (4.4) bafantisi kullanilirsa yukaridaki
ifade D matrisi simetrik oldugdu ic¢in

A° =%-JV{E}T[D]{e}dV (4.13)>

seklini alar.
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Sekil degistirme enerjisi A°, yer de3istirmeler
cinsinden yazilmalidir. Bununla beraber diigiim noktasi
yerdegistirmelerinin elastik sekil degistirme
bilesenleriyle degil, toplam sekil. deistirme
bilesenleriyle ilgili oldu8u belirtilmisti. <&} icin
(4.3)*1 gbzersek

{ € } = { e } - { sT} (4.14)
elde edilir. Bu ifadeyi (4.13)’de yerine yazdifimizda

e LT - ()

(4.15)
bulunur.

Bunu a¢ik olarak asagidaki big¢imde yazabiliriz.

IO OEEIOI0er
GO ORICIOeE

(4.16)

A® =

(VI B

n |-

[ D ]{ sT} ¢arpamir bir kolon vekt8rdiir. Bundan dolay:

G- ()
IIDIOReIDI!

yazilabilir. Bbylelikle ikinci ve Uglinci integraller

(4.17)

benzer olacaktir. Bu &zellidi kullanarak ve son integral



[3™)
<«

ifadesinin deplasmanlardan badimsiz oldugdu gérilerek A°

IO IO SR IR

(4.18)
seklini alir. Son adim <{e) igin (4.10) denklemini
yerlestirﬁektir. Neticede diigim noktasi yerdegistirmeleri

cinsinden yazilan sekil deistirme enerjisi denklemi
asagida g8sterilmistir.

00000
NO0INer

A® =

n |-

(4.19)

Ly

4.2.2 Is Terimleri

Uygulanan ylklerin yaptigas is ¢ kisma ayrilabilir.
Bunlar:

1) Di1s yliklere ait olan

2) Dirs ytlizeye etki eden gerilme bilesenlerinden ortaya
¢ikan (Wp)

3) Cisim kuvvetlerinin olusturdugu (be)

kisimlardir. Dis kuvvetlerin yaptidi is:

{e}0¥]

seklinde bir carpimdar. Hacim kuvvetlerince (X,Y,Z2) ya-
pilan is;

W:r=I[uX+vY+wZ]dV (4.20)
v

biciminde verilmektedir. Burada u,

vV ve w ; eleman icin

yerdefistirmelerin x, y ve z y6ninde bilesenleridir.
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Sozkonusu is; diUgliim noktasi yerdedistirmeleri ve sekil
fonksiyonlara cinsinden (4.8) ve (4.20) ifadeleri
kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir.

T T X
W:f=I{6}[N] Yy } av (4.21)
v © Z

Yizeye etki eden yayili yliklerin yaptigi is

-]

Wp = I [ up + v py + w P, ] ar (4.22)
r

ifadesiyle verilmektedir. Burada u, v ve w yerdedistirme

bilesenleri ve P, py ve p_ ; X, y ve z koordinat

do8rultularina paralel gerilme bilesenleridir. Bu
kuvvetlerin yaptidi is, hacim kuvvetlerince yapilan ise

benzer bicimde asagida oldudu gibi ifade edilebilir.

T T px

W°=J{6}[N] p dar (4.23)
P ° b 4
r P

z

423 Eleman Matrisinin Elde Edilmesi

Stirekli bir (i boyutlu elastik sistemde toplam

potansiyel enerji ifadesi
n
T
n=2n°-{cs}{u} (4.24)
e=12 .

olarak tanimlanmaktadar.
nm® = A° - ¥ - w (4.25)

seklindedir. Yukaridaki U¢ terim i¢in daha &nce bulunan
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3]

ifadeler kullanilirsa asagidaki genel denklemler elde
edilir.

n.=:_{5}:[j[3]r[°][9]‘“’]{‘S}s

LY LT [T o
+UN]’ ﬁ ar «_ 4. 28>

[k°]=J[B]T[D][B]dV (4.27)

X

o T o ~ T
£y = B D e | dv + N Yy { av +
JL 11t | T
v v Z
r =T pxT
+ FN p }adr (4.28)
1

J L J 14
r L P, J

bigimiyle verilmektedir.

43 Gerilme Bilesenleri

Yap:r mihendislidi problemlerinin ¢&éziiminde, maksimum
yerde§istirmelerin veya gerilme bilesenleri dederlerinin

bilinmesi gerekmektedir. Sonlu eleman denklem sistemi



=3
C

¢8zildiglinde diigtim noktasi yerdefistirmeleri elde edilir.
Diglm noktasi yerdegistirmeleri bilindiginde ise gerilme
bilesenleri hesaplanabilir.

Gerilme bilesenlerinin hesaplanmasinda kullanilan

genel denklem

(-)-[°1{-)

seklinde daha ©&6nce ifade edilmisti. Elastik sekil
degistirme bilesenleri genel bic¢imde kullanilirsa
yukaridaki ifade

(-3 [1[(+)- (=]

bicimini alir. Elde edilen son ifade, denklem (4.10)
kullanilarak diiglim noktasi yerdegistirmeleri cinsinden
yazilabilir. Ortaya g¢ikan ¢8zim; eleman digim noktasa
yerdedistirmeleri ve termal sekil dedistirme vekt8rinin

bir fonksiyonu olarak gerilme bilesenlerini vermektedir.

{a’}=[o] [B]{é}—{s} (4.31)
o T

4.4 1Iki Boyutlu Elastisite

441 Giris

Bir &nceki kisimda tlretilen ifadeler elastik bir
cisimde ii¢ boyutlu gerilme durumu disintilerek elde edil-
misti. Bu kisamda iki boyutlu problemlerde kullanilmak
izere iki boyutlu elastisite ile ilgili ifadeler, {g
boyutlu elastisitede elde edilenlerin basitlestirilmisi
olarak elde edilecektir.



4.4.2 Plak Elemani l¢in Gerilme Durumu

Plak kalinligi ince oldugu i¢in kalinlik do8rultusun-
da gerilmé bilesenleri daha 6nceki tlglnct bdlimde tarif
edildigi Uzere ihmal edilebilecek kadar kigiiktir. Mevcut
gerilme bilesenleri .. © ve axy dir. Bu hal ig¢in

Yy
gerilme vektéri asagidaki big¢imde yazilabilir.

T
{ o } = [ o o o ] (4.32)
xx yy xy |-

Sifar olan gerilme bilesenlerinin, Hooke kanunundan
bildigimiz

-1
{s}*-:[D] {a} (4.33>
ifadesinde yerine yazilmasiyla kalainlik dodrultusunda

sekil degistirme bilesenleri
v
& =——'—'[a + 0 ] e =g = 0 (4.34)

bigimiyle elde edilir. € . sekil degistirme bileseni
si1fir degildir. Fakat .. Ve ayy bilesenlerinin bilinmesi
sartiyla hesaplanabilir. Elastik sekil dedistirme, toplam
sekil degistirme ve sicaklik defisimlerinden olusan sekil
degistirme vektérlerinin plak eleman ig¢in bulunan
karsilaiklari asagida gésterilmistir.

(43" [onmm oo ]
(e} [ewey e ] th. 353
(e} [er oo o ]
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¢ ve & bilesenleri arasinda iliskiyi kuran elastisite
matrisi, (4.6) ifadesinin 3., 5. ve 6. satar ve kolonlar:

yok edilerek

E 1 v 0
[D ] = ~ | v 1 0 (4.386)
1= o 0 (1-v).2

seklinde bulunur.

4,43 Eleman Rijitlik Matrisi

Eleman rijitlik matrisi (4.27) ifadesi ile

seklinde verilmisti. Bu integral, [Bl] ve [D] degerleri
tamamen sabit terimlerden olustugundan kolayca

hesaplanabilir. Sonug¢ta eleman rijitlik matrisi:

[x‘]=J[s]’[n][e]tdA (4.37)

seklini alir. Burada t : eleman kalinlifas ve A: eleman
alanidar [31,041,[(51,I[6],1[7]..

[ B ]T [ D ][ B ] matris ¢arpiminin denklem bigcimin-
de yazildiktan sonra eleman rijitlik matrisinin elemanla-
rinin tek tek hesaplanmasi oldukga karisik ve =zahmetli-
dir. En kolay ¢b6zim: B ve D matrislerinin elde edilme-
sinden sonra hesaplarin bilgisayar yardimiyla yapilmasi-

dar.
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4.5 Dikdértgen Sonlu Eleman [2]

Yer deistirme fonksiyonu: Eleman digum noktasi vyer
degistirmeleri, sekil-4.1’de gbsterildigi gibi her digum
noktasi icin {ic adet secilebilir. Dértgen plak iéin
toplam oniki adet yer dedistirme bileseni se¢ilmistir.

&

C .
o > X

Wn(xn syn) . m(xm, Ym]

a

i(xi’yi) J(Xj,yj)
y , .

(b)

Sekil 4.1. Dikdérigen Sconlu Eleman

Eleman digim noktas:i yer degistirmeleri vektdri asa-

gidaki bigimde verilmistir.

T
{6 } = {w.’e.’e .'w.’e .)e .’w ’6 )6 ’w )e ,9 }
e i %t Tyl § %] yi m xm ym n  xn yn

(4.38)

ijmn eleman:r yerdegistirmeleri i¢in polinom big¢iminde

olan fonksiyon

2 2 3 2 2
W = a +a x+ta y+a X + a_xyta +a x +a X +a xy +
e 1 2 PR AP sXYTeSY ? et Y oY

E 3 3
+§10y +ta X y+a Xy (4.39)

seklinde yazilabilir. Di#gim noktasa yerdegistirmeleri ile
plak elemanin herhangi bir noktasindaki yerdegistirmeleri

veren yerdedistirme fonksiyonu Mg arasaindaki baginta



asafidaki bigcimde elde edilir.

(3 3.

Diglim noktasi yerdedistirmeleri ayni zamanda

() [ 1)

seklinde de ifade edilebilir. Burada € matrisi dugim
noktasa koordinatlaraina igceren 12x12 1lik koordinat
matrisi ve a ise yerdegistirme fonksiyonundaki bilinmeyen

sabitlerden olusan matristir. a sabitler vekt&ri

{ a } = [ C ]-1{ <) }e (4.42)

bigiminde diizenlenebilir. B&ylelikle yerdegistirme fonk-

siyonu koordinatlar cinsinden elde edilmis olur.

-1

(0 D) [T )
(-3 e e

Burada

[L] = [1.x.y.xz.xy.yz.xa.xzy.xyz.ya,xay.xya] (4.44)

seklindedir. Genellestirilmis sekil dedistirme - yerde-

distirme vektdrini

gx azw azw azw T
ey = - ——; y ™ —*; sy — 2 (4.45)
ax a8y axay
Xy’ e
veya

(- [ 1),
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bic¢iminde yazip (4.41) bafintisina (4.48)’e eklersek

0O 0 028 0 0 -Bx -8y 0 O -6xy O .
{%} =0 0O 0 O 0 -2 0 0 -2x -6y O -6xy [at]
10 0 0 0-2 0 O -4x -4y O -8Bx> -6y~

(4.47)

veya kisaca

{a}=[H]{a} (4.48)
e

ifadesini elde ederiz. (4.42) bagintisina (4.48)’e
yerlestirip elde edilen ifadeyi (4.46)’ya esitlersek

(-1 )T )
[13]=[H][c]'1 (4.50)

bagintilarini elde ederiz. B ; eleman rijitlik matrisini

elde ederken kullanacaimiz 3x12 boyutunda bir matristir.

4.6 Eleman Rijitlik matrisinin Sayisal Integrasyonla Elde
Edilmesi [43, [231, {8}, [7].

4.6,14 Rijitlik Matrisi

Genel koordinatlar cinsinden eleman rijitlik matrisi

[ko ]= t J [B <><.y>]T [n ] [B <x.y>] dxdy (4.51)

A

biciminde elde edilmisti. Bu formiiliin tabii koordinatlar

cinsinden yazilms hali

1 1
) T
[k ]= t I I B (£,nm)D B,y I, » | diédyn (4.52)
-1 -1



seklindedir. S6z konusu problemin sayisal ¢6ziminin
yapilabilmesi i¢in sayisal integral alma metodlarindan
birinin kullanilmasi gerekmektedir. Burada Gauss sayisal

integrasyonu kullanilacaktair.

4.6.2 Gauss Sayisal Integrasyonu

Dikddrtgen bir plak eleman i¢in kartezyen koordinat-

lar kullanilarak
b2 4 x2

I = _[ f f(x,y) dxdy (4.83)
yi 24

bigiminde bir integrasyon hesabi ile ilgilenilecektir.

Dértgen eleman i¢in bu ifade tabii koordinatlar
cinsinden yazilirsa, integral daha kolay ¢oziilebilir hale
gelmektedir. Bunu yapmak ic¢in f fonksiyonunu & ve 79
cinsinden ifade edip, herbir integral siniraini da -1 ile
+1 araliginda déniigtiirmek yeterli olur. Buna ilaveten
ktgiik bir dA alani icin d¥ ve dvn cinsinden yazilan yakla-
si1k bir ifade kullanilmalidir. Bu amac¢la, sonsuz kiglk
bir dA alani ¥ ve 7 tabii koordinatlarinda sekil—4.2 de
goésterilmigtir.

S2kil 4.2, Tabiil Koordinatlarda Alan
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Burada r vektdri, x ve y kartezyen koordinatlarinda yer

vektdrinli géstermektedir ve asafidaki bigimde yazilabilir
r=xi+y j (4.584)

 ye gbre r nin dedisimi

or  Ix dy
— = — i+ — 3 (4.585)
& & ar

ve n’ya gbre r nin degisimi

or & 3y
— = — i+ — j (4.56)

o om om

sonucunu vermektedir. (4.55) ifadesini df¥ ile (4.56)
ifadesini ise dy ile ¢arparak dA paralelkenar alanini
ortaya ¢ikartan iki komsu kenarini bulabiliriz. dA alan:
asagidaki vektdr carpimiyla elde edilir.

or or
ak = [ — df x — dn ]‘? (4.87)
43 oM

(4.855) ve (4.86) ifadeleri (4.57) de yerine yazilarak

————— ] dfdy (4.58)

elde edilir. (4.58) denkleminde parantez igindeki ifade
2x2 lik matris biciminde yazilabilir.

dA = dzdn = |J| agdn (4.59)

Burada J Jacobian matrisi ve |J|] Jacobian’in
determinantidar. Béylece (4.53) denklemi asafidaki yeni

bicimini alir.
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+4 +4
I = f_l f-i £¢, ) JJ) d¢dn (4.60)

Gauss integrasyonunun yukaridaki integrale iki kez
uygulanmasiyla sayisal integral alma islemi tamamlanms

olur.
n n

I=) ) W Wt P (4.61)
k=1 j=14

Burada kﬁve k; ; (Ej,nk) noktasinda elde edilen fonksiyo-
nun sayisal degerinin g¢arpilacag:r agairlaik dederleridir.
Dé6rtgen eleman Uzerinde herbir ydnde n=1,2,3 ve 4 icin

integrasyon noktalari sekil-4.3'de verilmektedir.

B8ylece sayisal integral alma islemine tabi tutulan

eleman rijitlik matrisinin aldig: son bigim elde edilir.

[ke] =ty ) ww B DB, || (4.62)
k=1 j=1
! 3 | 3
4 \ 4
2 2
1
| ~ v
: 4
. 4
2
-1

Sekil 4.3, Integrasyon Noktalar:

4
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4.7 Dértgen Elemanain txi Ybnde Dofrusal Dedisen Bicim
Fonksiyonlari [3]

¢ =C +Cs +Ct +C st (4.63)
1 2 a 4

Se2kil 4.4. DPofrusal Bicgim Fonkzivonu

¢(s,t) fonksiyonu s=sabit dogrulari boyunca t’'ye goére,
t=sabit dogrulari boyunca s’ye gbére lineer oldudundan
(4.63) nolu ifade kullanilabilir. Bu &zelliklerinden
dolay:r genellikle bu elemanin bilineer oldugu>séylenir.
(4.63) ifadesi yerel koordinatlara gére yazilmstar ve
koordinat sisteminin baslangici i noktasadir. Cinkd bu
eksen ciftini Xullanarak sekil fonksiyonlara daha kolay
elde edilebilmektedir. Cok kullanilan diger bir koordi-
nat sistemi, baslangici elemanin merkezinde bulunan q, r
koordinat ciftidir.

(4.63)deki C‘, Cz, Ca ve C‘ katsayilari ; digim

noktasa koordinatlara ve ¢ fonksiyonunun digtim
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noktalarinda aldiga degerler kullanilarak elde

edilebilir. Fonksiyonun diigtim noktalarindaki degerleri

i 1
& =C + (2b)C

J 1 2

(4.64)

¢ =C + (2b)C_ + (2a)C_ + (4ab)C

m 1 z 3 4
& = C + (2a’C

n 1 3
ve katsayilar
cC =2

1 i
C =+(2 - &)7(2b)

2 3 L

(4.65)

C. =& - 2)r(2a)

3 n L
C =(& -8 +& - & )r(4ab)

4 L J m n
seklinde yazilabilir.
@ =N& + N + NP + NI

LA & J ] m m nn
=C +Cs +Ct +C st (4.66)
1 2 3 4

oldugundan Ci lerin yukarida elde edilen degerleri

yerlestirilirse
@ =2 +s (B -2)/(8b) +t (& - & )/(2a) +
i ] i n i

+ st (g -® + & - % Ys(4ab) (4.67)
i i m n
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ve §i lere gdre diizenlenirse

_ s t

el - D62
- t
+ §J- Z;{} - ;;)] +

L 4ab
- t s
+ 3 —_ P - ——J] (4.68)
"L 2a 2b

elde edilir.

Herbir sekil fonksiyonu, ait oldudu diigim noktasi ile
komsu digiim noktalara arasindaki kenarlar boyunca do§ru-
sal olarak dedisir; aksine kendine komsu olmayan diigim
noktalarinda fonksiyonun dederi sifirdair. Mesela: Ni’ ij
ve in kenarlarl boyunca lineer olarak degismesine ragmen
i diigim noktasina komsu olmayan m noktasinda ve jm ile nm
kenarlara boyunca Ni fonksiyonunun degeri sifar

olmaktadar.

Sekil 4.5 Bicim Fonksiyonu Degigimi

(q,r) ve (s,t) koordinat sistemleri arasindaki d&nilisiim
denklemleri s = b + g ve t = a 4+ r oldufundan, Nt
fonksiyonu g ve r yerel koordinatlari cinsinden asagidaki

gibi bulunur.



2b-s 2a-t b-g a-r
) (20
v 2b 2a 2b 2a
1 q r
N = — P - ——{]P.— ———] (4.70)
v 4 b a

Benzer bigcimde dier sekil fonksiyonlari ig¢in islemler

tekrarlanirsa, timi toplu olarak

1 q r
il e |
v 4 b a
1 q r
TRl (RS |
] 4 b a
(4.71)
1 r
Nm B
4

R |
)

seklini alar.

Yukaridaki sekil fonksiyonlari g¢ok kullanislidar. Clinki
dodal koordinat sistemi ile ifade edilmeleri miimkiindir.
Dikdbrtgen eleman ig¢in yazilan bu fonksiyonlar bu bi¢imi

ile genel dértgen eleman ic¢in kullanilabilmektedir.

n
i=s1

b=+

n=-1

$ekil 4.6, Tabii Koordinatlar
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Dikd8rtgen eleman i¢in tabii koordinat sistemi asagdida
gbsterilmistir. Baslangag; elemanin merkezinde olup

koordinatlara boyutsuzlastirilmistair.
¥ = gsb » W = r/a , Z ve n dogal koordinatlardar.
Sekil fonksiyonlara (geometrik interpolasyon

fonksiyonlari) kolaylakla dogal koordinat sistemine
dbnlstirtilebilir. Bu durumda fonksiyonlar

N = (1-8>1-n)r% N, = (1+2)(1-n> 4
(4.72)
N_ = 1+ L+ 4 N = (1-8)1+n) /%
-1£ £ <1 ve -1<pn<1

seklinde elde edilir.

4.8 Dénilist irme Matrisinin (Jacobian matrisi) Elde
Edilmesi [4]

Hem ¢ hem de v dofrultularinda bu interpolasyon
fonksiyonlariniy kullanarak, doértgen {tzerinde herhangi

bir noktanin bulunduu koordinatlara veren formiiller

Kisaca
4 4

x=2N,L x, Y =}:N,L v, (4.73)
i=1 i=1

bigiminde yazilar. Bu fonkéiyonlar dodal koordinatlar
cinsinden quadrilateral eleman Uuzerindeki herhangi bir
noktanin genel koordinatlarini verirler. Bununla beraber
(4.73) ifadeleri bilineer (hiperbolik) oldugundan; & ve 7
yerel koordinatlari, X ve Y genel koordinatlar cinsinden

hemen basit bigcimde ifade edilemezler.
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Yukaridaki paragrafta belirtilen islemi yapabilmek
ig¢in 4 adet sekil fonksiyonunun tlrevlerine ihtiyacimz
olacaktir. X ve Y ye gdre N(f,7n> fonksiyonunun parga
olarak tiUrevi ig¢in zincir kurali uygulanirsa, fonksiyon
genel koordinatlar cinsinden tiiretilmis olur. Bu durumda

ttdrevler;

—_— o e——— g —

AN ON 3 8N om
8X

X a3 X am

(4.74)
aN aN a¢ N ém
— - _—-—+ — —
aY ot aY an oY
veya matris big¢iminde
N'x t:x n’x Nvt
= (4.75)
N,Y E’Y n’Y an

seklinde dizenlenebilir. Burada N.x ; X’e gbére ve N,.Y ise

Y’ye gbre fonksiyonun parca tilrevlerini ifade etmektedir.

(4.75) bagintisinda katsayilar matrisinin terimleri ¢
ve n nan X ve Y ye gbre tilirevlerinden ibarettir. Fakat bu
tirevlieri acik olarak ifade etmek miimkiin olmadidindan
elde edilen katsayilar matrisi kullanisli dedildir. Eger
sekil fonksiyonlarinin ¢ ve 7 cinéinden diferansiyelleri
yazilirsa istenen sonucun elde edilmesi miimkiin olacaktair.

Zincir kuralaini kullanirsak tirevler;

ON N ax 8N o9Y

—_— . =
8 9X o  8Y o

(4.76)
N X N &Y

= ———— ——

aN
én aX én &Y om



veya
N’ xp Y’ N,
4 4 4 x
= (4.77)>
N’ x’ Y’ N'
n n n Y
big¢iminde yazilmis olur.
Bu dizenleme bi¢iminde katsayilar matrisinin
terimleri (4.73) denkleminin tiirevleri ile kolaylikla
elde edilebilir. Bu matris; Jacobian matris olarak

adlandirilir ve elemanlari, genel koordinatlarin yerel

koordinatlafa gébre tirevlerini igerir. Bbylece ;

J11 Jtz x'f Y’E
J = = (4.78)

J J X, Y,
21 22 n n

biciminde 2x2 1lik bir matris elde edilmis olur. Bu

matrisin terimleri ac¢ik bigcimde

4 4
Jn = X’E = zNi,E % J1z = Y’E = 2N|.,E Yi
t=1 1=41
(4.79)
4 <
Ty =%, = ZNW X, T, =Y., = ZNW y,
i=1 i=1

seklinde gbsterilebilir. Bu ifadeler matris biciminde ;

J = l)L CN (4.80)
olarak elde edilir. Bu denklemdeki DL ; yerel
H digiim noktasa
koordinatlarini igeren matrislerdir. Bu matrisler asagida
gbsterilmistir.

koordinatlara gére tilirevleri, GN



Ni:t Nzrf Na'z N"E
DL_=
N N N N
.0 2,7 ERy 4,M
1 -(1-n (1-v) 1+ -1+
= — (4.81)
4 -(1-§)> —(1+E) (1+8) (1-%¢)
- x1 y1 -
x y
c = 2 "2 (4.82)
N x
s Vs
A x4 y4 o
(4.75) ve (4.77) denklemleri karsilastirildiginda
birinci ifadedeki katsayilar matrisinin, Jacobian

matrisin tersi olduu géridlir. Matris +tersi ifadesi

kullanilarak J matrisinden Jd bulunmustur.

. 1 Jzz _Jzz 1 Y’n -Y’f
= — S (4.83)
Pl I
21 11 n 4

Determinant (4.78) denkleminden kolayca hesaplanabilmek-
tedir.

pr1=3,3_-33_ =X,

11" 22 21" 12 14 Y’n - x’n Y, (4.84)



BOLUM V.

DIKDORTGEN PLAKLARIN TITRESIMI

5.1 Titresim Durumunda Plak Denklemi (81, [9]

Bu bd&limde siirekli elastik sistem olan plaklarin
hareketinin bilinye denklemleri matematiksel bigcimde elde
edilmektedir. 1Ince plaklarda deferi kigik oldugundan,
dénme ataleti etkisini ihmal ederek serbestlik derecesi
sayisini azaltabiliriz. Bundan dolayi sadece, plagin
sbzkonusu dofrultuda 8telenmesi ile iliskili olan eylem-
sizlik kuvvetleriyle g¢alisilacaktar. Pratik maksatlar
icin bu ¢esit kabuller ile plaklarin titresimleri tanim-
lanabilirse de, deneylerde gdzlenen belirli fiziksel
olaylarin bu basitlestirilmis teoriyle ifade edilemeye-
cegdi hatirlanmaladir. Kesme kuvvetinin etkilerinin de
ihmal edilmesi diger bir basitlestirmedir. Séniim olay:
da benzer bir durumdur. S8nim etkileri ya ig¢ slrtinmeyle
ya da etrafi cevreleyen ortam sebebiyle olusur. Tum plak
titresimlerinde s8nlim teorik olarak ortaya ¢ikiyorsa da
genellikle azdair veya tabi frekanslara ve kararlai genlik-
lere etkisi ihmal edilebilir. Netice itibariyle elde
edilecek olan denklemlerde s&tntim etkisinin ihmal edilmesi

emniyetsizlik yaratmayacaktar.

Hareketin diferansiyel denkleminin yaziliminda mimkin
olan iki yaklasim mevcuttur. Ya d’Alembert dinamik denge
ilkesi wuygulanabilir yada enerjinin korunumu Uzerine

kurulan is formillasyonu kullanilabilir.

Asafaida, dijerine nazaran daha basit olduu ig¢in

hareketin diferansiyel bilinye denklemlerinin yaziliminda
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plak elemanin dinamik dengesi kullanilacaktar.

Plagin kalinlik dogrultusunda 8telenmesiyle ortaya
¢ikan atalet kuvveti asagidaki bigimde elde edilebilir.

=7 w o (5.1)
Burada m plagin alaninin kittlesini ifade etmektedir.

Plagin dinamik incelenmesinde diisey ytkler ve ortaya
¢1kan yerdeistirmeler (¢bkmeler) zamanin bir fonksiyonu-—

dur.
w = wix,y,t) (5.2)

Statik denge denklemini, atalet kuvveti ve yitikleme terim-
lerini ekleyerek genisletirsek plaklarin sSniimstiz hareket
denklemi

azw(x.y,t)
a2

(5.3

szvzwtx,y,t>=Pz(x,y,t>—a
halini alar.

Burada x ve y plagin orta ylizey dﬁzlemindeki

kartezyen koordinatlaridar.

Plagin serbest titresim durumu ig¢in Pz dis kuvveti

sifirdir ve sbnimsiiz hareket ig¢in diferansiyel denklem

azw

atz

DV:V3w + m =0 (5.4)

seklini alar.

Harmonik bir titresim farzederek

wix,y,t) = Wix,y)sin wt (5.5



yazilabilir.

Burada W(x,y)> titresim modlarini tanimlayan sekil
fonksiyonu ve w plagain a¢isal frekansaidar. (5.5) bagin-—

tisy (5.4)’de kullanilairsa

- 2
VW, y) - =L Wix,y) = O (5.6)
D
veya
*9%Wix,y> - AW (x,y) =0 (5.7)
elde edilir.
» m w
A = (5.8)

oldugu gdériilmektedir.

5.2 Plaklarin Dinamik Hesabinda Sonlu Eleman Metodu

S.2.1 Hareketin Matris Denklemi

Titresen bir ©plak, pratik hesaplar amaciyla ¢ogu
zaman esdeder bir ayraik sistem olarak disitiniilmek zorunda-
dir. Plak kiitlesinin sonlu eleman digim noktalarinda
toplénm;s oldugu kabulu ile vyapilan hesaplar sonucunda
bulunan dederler, plagain asil dinamik davranisinin yete-
rince dodru olarak temsil edilebildigini géstermektedir.

Hareketin matris denklemi: ya matris-yerdedistirme
denklemlerine atalet kuvvetlerinin de eklenmesiyle yada
herbir digdm noktasi igcin d’Alembert dinamik denge
ilkesinin uygulanmasiyla elde edilebilir. Sdézkonusu ilk

yaklasimin uygulanmasiyla

{SMLII+IKI " IMIKS (L) ¥=IKI " P(t))> (5.9)
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ifadesi olusturulabilir.

Dinamik denge ilkesi kullanilarak elde edilen bafinti ise
asafida gdsterilmistir.

[MI<S (L)X+[KILS(LII={P(L)] (5.10)

Bu denklemlerde {&6(t)>»; 2zamana bagly, yerdedistirmeleri
iceren kolon vektdriti, [Ml; kiitle matrisini ifade etmekte-
dir. Noktalar ise zaman degiskenine gotre tirevleri gds-
terir. S&nlm etkisi ihmal edilmektedir.

Kiutle metrisinin [M] kurulmasinda izlenen yol: digim
noktalarini gevreleyen plak alaniyla iliskili olan plak
kttlesinin bulunup sézkonusu diigiim noktasina yodun tek
bir kitle olarak etki ettirilmesi seklindedir. Kitle

matrisi neticede diagonal bir matris olarak ortaya caikar.

m 0 o} 0 . 0
11 _
0 m 0 o) o)
22 o
o 0 m 0 . 0
- a3
M1 = . ; . , 4 . . (5.11)

0 0 o) m (o)

(o} 0 0 . m
nn
! |

Simetrik olan [K] rijitlik matrisinin tersiyle (5.11)
ifadesini garptigimizda

(Dl = (K1~ *

(M1 (5.12)
elde ederiz. Bu matris genellikle dinamik matris olarak
adlandairilir. Bu toplanmis kitlelerin kullanilmasi dola-

yisiyla olusacak dinamik matris de simetrik olacaktar.

Kitlelerin diigim noktalarinda toplandifi yaklasim,
plak ig¢in iyi bir sonlu eleman ayirim kullanilmasi sar-

tiyla, sadece diislik birka¢g mod i¢in kabul edilebilir
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sonuglar vermektedir. Dinamik matrisin esas késegeni
izerinde arzu edilmeyen sifirlari 8nlemek i¢in: Elemanin
toplu dénme ataleti; dbértgen ince plak elemanlarin kitle

atalet momentlerinin de katkisiyla hesaba katilabilir.

B.2.2 Uyusumlu (Consistent) Kiitle Matrisi [4], [101].

Plaklarin serbest titresimlerinin matris-yerde@istir-
me denklemlerinde, &zellikle yliksek modlarin hassas
hesabi i¢in uyusumlu kitle matrisinin kullanilmasi arzu
edilir.

Sabit kalinlaikla dikdértgen plaklar i¢in uyusumlu
ktitle matrisinin katsayilari kinetik enerji ifadesi kul-
lanilarak elde edilebilir. ¢(x,y); plak dégiim noktalari-—
nin birim deplasmanlariyla iliskili olan sekil fonksiyon-—
lari olmak ilzere kiitle matrisi,

a b
Mjk= M I Jéjcx.y)¢k(x,y>dx dy (5.13)

o O
bi¢iminde elde edilir.

Genel bir dértgen plak eleman ig¢in uyusumlu kiitle
matrisi, p: plagin imal edildigi malzemenin birim hacim

agirligrs olmak tlzere,

1 1
M, (=7t J f NTCE, N, p) | I (&, 0 |dE dn (5.14)

-1-1

seklindedir.

Bu denkleme Gauss sayisal integrasyonu uygulanirsa

neticede denklem asafidaki gibi elde edilir.

n
M =9t Z

) Noo 3 (5.15)

n

T
Z W WN,
j=a 3 k j,k

1



45

5.2.3 Serbest Titregim [111), [12), [13]

Plak Uzerine etki eden hig¢ bir dis yidk yoksa yukarida
elde edilen (5.1) denklemi s6nimsiiz serbest titresim
denklemi haline gelir.

IM)l <& » + [K) (&1 = 0O (5.16)

Denklem (5.16)’nin asafida ifade edildigi gibi bilinen
bir ¢ézimli vardir.

6 =% sin(w t+x ) (i,1,2,....,n) (8.17)
i i i i

Burada n; serbestlik derecesi sayisidar. Bu harmonik
ifadede ii, i inci titresim modu i¢in diglim noktasa: gen-—
liklerini, w. ayni moda ait ag¢isal frekanssi, &, ise faz
acisinl gdstermektedir. (5.17) ifadesini zamana gdre iki

kez tiireterek

& =-w> & sin(w t+e ) (5.18)
v 1 1% T L

elde edilir. (5.17) ve (5.18) ifadesini (5.16)’da kul-
lanirsak, (wit+at) terimleri yok edildiginden, kalan
ifade

<x<—wf M & =0 (5.19)
seklini alar.

Elde edilen (5.19) ifadesi &ézdeJer problemi seklinde-—
dir. Homojen denklemler teorisi hatirlanirsa; bu
denklemin triviyal olmayan ¢6zlimlerinin mevcut olmasa
igin ancak, katsayilar matrisinin determinantinin safar
olmasi gerektigi sonucu gdrilir. Béylece ifade asagidaki

bigimi alar.
[K-w M| =0 (5.20)

Bu determinantin acilaimix karakteristik denklem olarak
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isimlendirilen n inci dereceden bir polinom. verir. Bu
polinomun n adet w: k6kt karakteristik degerlerdir.
Genel ismi ile &zdeferlerdir. Bulunan bu ké&klerden her
seferinde yalnizca biri (5.19) ifadesinde yerine yazila-
rak karakteristik vektédrler, veya genel olarak kullanilan
ismiyle 6zvektérler, (Qi) elde edilir. Her bir 6zvektér,
(5.9) ifadesinden elde edilen karakteristik matrisin (Ht)
adjointinin (H?) bir kolonu olarak bulunabilir ve asagi-—

daki sekilde yazilair.

H& =0 (5.21)
T
Burada;
H=K-w'M (5.22)
L R 1 .

dir.

Serbestlik sayisi az olan problemlerin (5.20), (5.21)
ve (5.22) ifadelerini kullanarak basit hesaplayicilarla
¢cobzililebilmeleri mimkiindir. Buna karsin serbestlik dere-
cesi sayilari gok olan yapi: problemlerinin, bilgisayar
programlaria yapilarak g¢étzlmlenmesi gerekmektedir. Boyle
bir program 8zdeder ve &6zvektdrlerin hesaplanmasi igin
altprogramlar igermelidir. Plak titresimi i¢in (tim yapa
sistemlerinde oldudu gibi? en kullanisli altprogram tipi;
asagidaki gibi bilinen ve simetrik big¢imde olan &zdeger

problemini kullanmalidar.

(A-th)xt = 0 (5.23)

Burada‘A; simetrik bir matris ve I; birim matrisidir. ki
semboll i inci &zdeJerleri ve xi ise yazilan n adet
homojen denklem sisteminin 6zdedere karsi gelen 6zvektdr-
lerini gbstermektedir. (5.19) ifadesini (5.23) biciminde
ifade edebiliriz. Bunun ig¢in K matrisi kullanilabilir.

U; tst U¢gen matris olmak lizere

U (5.24)
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yazilabilmektedir. (5.24) ifadesi (5.18)’da yerlestiri-

lirse
WU -2 M) 3 =0
v 1

ve daha sonra denklemin her iki tarafi U T ile ¢carpilip M

matrisinden sonra I yerine v 'u yazilarak
Ut - of MUT'me, =0
elde edilir.
Yukaridaki ifade, baska bir bigimde yazilirsa
(Mu-kiI) Qui =0 (8.258)>
seklini alar.

Plak sistemin esit sonlu elemanlara béliinmesi duru-—

munda (5.203) ifadesi verildidi big¢imde kullanilabilmekte-—

dir.

Burada
M =U"TMU"Y, A =21 _, & =Us (8.26)
u L wz UL v

1

déniistirmeleri kullanilmstir.

(5.28) ifadesi, (5.283) ile verilen standart ve
simetrik bir 8zdeder problemi sekline getirilmistir. A
matrisini simetrik olduu garanti edilen Mu matrisi
temsil etmektedir. Buna ilaveten %zdederin (ki). agaisal
frekansin karesinin tersine esit oldudu gdériilmektedir. K
matrisi yerine vTu seklinin yazilmasiyla yapilan donis-
tdrmeler sonucunda, en dtigttk frekansa karsi gelen en
yiksek &zdeerin hesabi blylik bir hassasiyetle yapilabil-
mektedir. (5.25) ifadesindeki §ui bzvektdrld (5.26) ifa-
delerinin sonuncusu ile verilmistir. Ozdefer ve O6zvek-

térler (5.25) ifadesi kullanilarak bulunduktan sonra
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acisal frekanslar ve asil koordinatlarda mod sekilleri

et 3 (5.27)

olarak hesaplanmaktadar.

Yeni koordinatlarda Mu matrisi simetrik olduu igin,
6zvektdrlerin tamama lineer olarak bagimsaizdar. tiave
olarak birbirinden farkla Ki ve kj bzdederlerine Kkarsa
gelen Qui ve Quj bzvektérleri birbirlerine gére ortogo-

naldir. Bbylece

3T 3 =0 = ) (5.28)
ut uj
yazilabilir.
Bununla beraber, (5.27) ifadesinin ikinci bagintisa

olarak verilen geri dénlusttirmede, 6zvektdrler arasinda
ortogonalite sartinin sadlanmasi gerekli dedildir. Bunun
yerine, asil koordinatlarda Qi ve §j bzvektdrleri K mat-
risine gére ortogonal olmaktadir.

T

K& =3 Uk =38T &8 =0 (5.29)
uu u

K] j ut uj

Ozvektdr M matrisine gére de ortogonaldair.

Yapilarin titresim hesabindan,karakteristik denklemin
k8kleri olarak ayni frekanslaran bulunmasa ihtimali
mevcuttur. E§er bir &zdeder m kez tekrarlaniyorsa, tek-
rarli 6zdefere karsi gelen m adet lineer baimsiz 6&zvek-
t6r bulunabilir fakat, bu gesit vektdédrler birim degildir.
Yeni bir 6zvektdrler grubu, her zaman asil grubun lineer
bir kombinasyonu olarak olusturulabilir ve bu yeni bic¢im
6zdefer problemi saglar. Yani,

m m
M £ C& =x_ C& . (5.30)
u i ui m i ui
i=1 i=g

olarak yazilabilir. Burada Ci’ i inci modal vektérin
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¢carpildifa bir skaler ve Km ise tekrarli 6zdegerdir.
Sézkonusu bigim kullanilarak olusturulan yeni &6zvektérler
grubunun birbirlerine gére ortogonal olmasi daima arzu
edilen bir avantajdair. Bu 8zvektdrlerin farkli J&zdeger-
lere karsi gelen 8zvekidrlerle ortogonal olmasi otomatik
olarak saglanmistir. Fakat yinede tekrarli bir O&zdegere
karsi gelen birim olmayan ortogonal vektdrlerin segimi
ig¢in sonsuz sayida se¢enek mevcuttur. Gram—-Schmidt orto-~
gonalizasyon metodu;lineer baimsiz bir gruptan ortogonal
bir vektodrler grubu oclusturmak ig¢in ¢ounlukla kullanilan
matematiksel bir yaklasimdir ve iyi sonu¢ verdigi bilin-
mektedir.

Eer rijitlik matris yari definit ise, (5.24)
ifadesinde tanimlandaid:r gibil ayrilamaz. (inkli, en azin-
dan bir rijit cisim modu (wi=0 ile) mevcuttur. Bu
durumda rijitlik matrisi yerine kidtle matrisini benzer

bigimde ayirmak uygun olmaktadar.

Eger kitle matrisi, toplu kiutleli sistemdeki gibi,
kbsegen 1ise ayirim basit big¢imde asadidaki gibi olur.

(5.31)

Burada M'7%; M deki terimlerin karek®klerine esit olan
k8segen terimleri igerir. Bu durumda bilinen bagainti

(K- -A. 1) &- =0 (5.32)
M i M

seklini alir. Doénitistirmeler;

1,72 =472

K- =M~ KM Y
M

AL =wS, &- =M
t T Mt

§£ {5.33)
bigciminde yapilmistair. _(5.33) ifadelerinin ilk baginti-
sindaki M *”% matrisi, M*72

lerin terslerini igcermektedir. Ifade (5.32) kullanilarak

matrisindeki diogonal terim-

6zdeder ve 6zvektédrler bulunduktan sonra agisal frekans-—

lar ve mod sekilleri
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w. =7 A §.‘=ﬁ‘“z 3 (5.34)

i

ifadeleri kullanilarak elde edilir.

Ozdeger ve &zvektérlerin tamam bulunacaksa en iyi
yol Householder dénlstiirmesini kullanmak ve A matrisini
tridiogonal hale getirmektir. Daha sonra xt ve Xi; deger-—
leri QR algoritmasi kullanilan iterasyonla hesaplanabi-
lir. Eger sadece birkag¢ modun bulunmasi isteniyorsa,

invers iterasyon motodu en kullanaisli olanadir.



BOLUM VI
6.1.Elde Edilen Bi¢im Fonksiyonlari

Bigim fonksiyonu N, BO8lim 4’de 4.43 bagaintisa ile
[Nl= [L][CT seklinde verilmisti. [L] i¢cin 4.44 nolu
ifade aynen kullanilms olup, [CI™' matrisi asadida

verilmistir.

2 1 1 2 1 -1 2 -1 -1 2 -1 117
-2 -1 -1 3 4 3 -1 -1 -3 1 -1
-3 -1 -1 -3 -1 1 3 -1 -1 3 -1 1
o o -1 0o o 1 o o0 1 o0 o0 -1
& 1 1 -4 -1 1 & -1 -1 -4 1 -1

(ci’*=%-|o -1 o o0 -1 o o 1 o 1

i o 1 -1 o0 1 -1 o0 1 1 o 1
o o 1 ©o o0 -1 0 o0 1 o0 o0 -1
0o 1 0o 0 -1 o0 o0 1 o0 ©o0 -1 ©
1 1 o0 1 1 0 -1 1 o0 -1 1 0
4 o0 -1 1 0 -1 -1 o0 1 1 o 1

-1+ -1 0 1 1 0 -1 1 0 1 -1 O |
(6.1)

Elde edilen 12 adet big¢im fonksiyonu sirasiyla
asagida g8sterilmistir.

N, = :2—3: -3Z+4En+E 40 £ n-t ns]

.

L1 -§-n+ n-n>+fn> +ns =4 ns]

b4
I
coI Lot

N =g [t -&-n-t®+emee™+2%n +27n)



N =g (2—35 —3n—4En-£ 240"+ 20+ na]

N_=—p :1 +£ -n-fn-nz—fnzms’*fna] (6.2)
N =i (1 -g4nsg2+gn+e®-£%n -£°

= 7 n n -&%n

N =_%_.?+3z+3n+4£n—t°—n3-tan-fna]

Ny =g (- --n-En+n®+en®+n®+en’]

L 4

N =-é—- '-1—E—n+fz-fn+ta-tzn -5377]

£

-

N, = (2-32+3n—4En+£2 -2 +£2n+E ns]

~

N, =g (-t +E-neEnn® tn®en® 20

“

1—t+n—t’—tn+t°-fzn*fa“]

.

_1
Nxz— 8

Bbylece yer degistirme fonksiyonu; big¢im fonksiyonlara

cinsinden

W=Nw +NO& +NO& +Nw +NOE  +N8©
1 i 2 +

xi 3 yi J 5 xj S yj

Nw + NB©& + N © + N w + N ©
7?7 m 8 10 n

xm S ym

seklinde yazilabilir.
6.2. Olusturulan Bilgisayar Program

Stzkonusu problemin ¢6zUmi ig¢in, bir ana program ve S5
adet alt program igeren yaklasik 500 satir wuzunludunda
FORTRAN programlama dili ile yazilms bir program

oclusturulmustur.
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6.2.1. Program Akis Semasa

ELEMAN
KOORDiNATLARI (XX)

*ELASTISITE MODULU (E)>
#PLAK KALINLIGI (TH)>
*POISSON ORANI (PR)

I

[’PLAK DUGUM NOKTASI

SAYISI (NDNS)

ELEMAN
SAYISI (NEL)

SIRASI iLE HERBiR ELEMANIN,SiSTEM
ICINDE DUGUM NOKTASI 1SARETLENME-
SiNE GORE ALDIKLARI NUMARALAR
(UND(IO0),I10=1,4)

/' SINIR SARTI GOZONUNE ALINARAK
SIFIR OLAN YERDEGISTIRME
SAYISI (KW

" SIFIRA ESIT OLAN YERDEGISTIRME
NUMARAL ARI (NZ(I)>,I=1,KU)

DUSEY YERDEGISTIRME YAPAN.
DUGUM NOKTA SAYISI

DUSEY YERDEGISTIRME YAPAN DUGUM
NOKTALARININ KUTLELERI M(I)

" o 5

>
¢

ALT PROGRAMI 1 ALT PROGRAM 4
a
3




b4

* ALT PROGRAM 1. (SUBROUTINE PRMAT)

SUBROUTINE PRMAT; Elastisite Matrisi [D] ve Jacobian
[J]1 ile onun tersinin sayisal deferlerini hesaplayip
ardindan eleman matrisi [Bl’yi elde eder. Elde edilen
bu dederleri kullanarak sayisal integrasyon sonucu eleman

rijitlik matrisini olusturur.
»* ALT PROGRAM 2. (SUBROUTINE PSRMAT)

Eleman rijitlik matrislerini birlestirerek sisteme
ait olan rijidlik matrisini elde eder. Sinir sartlarina
kullanarak safir olan yerdegistirmelere karsi gelen satar

ve slitunlari sifarlar.
% ALT OROGRAM 3. (SUBROUTINE INDIR)

Sinir sartlari uygulanmis sistem rijitlik matrisinin
diisey yerdegistirmelere karsi gelen satirlari tutularak

sistem rijitlik matrisi indirgenir.
% ALT PROGRAM 4. (SUBROUTINE KOMPAK)

Indirgenen rijitlik matrisinin dilisey yerdedistirme
yapan noktalara karsi gelen numaralia satir ve kolonlar:i

bir matris halinde toplanair.
% ALT PROGRAM 5. (SUBROUTINE 0ZJAC)

Kompak hale gelmis olan matrisin, Jacobi Yéntemi
kullanilarak dzdegderleri ve 6zvektédrleri bulunur. Elde
edilen 8zdederler <x£> w:ﬁ’e karsi gelmektedirler. Oz~

vektdrler ise titresim mod sekillerini vermektedir.
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6.3. Sayisal (¢dzlimler

6.3.1. Db6rt Kenari Basit Mesnetli Dikdértgen Plak

E =2 x10° tom®
€ t =20.12 m
= v = 0.2
a =12 m
b=16m
¥y = 2.5 tm®

127

Sekil 6.1, Dikddrtgen Flak

Yukaridaki sekilde wverilen plagain serbest titresim
frekanslarinin bulunmasi i¢in plak, 6x8 adet sonlu
elemana bbdliinmiis ve sistem simetrik olduundan dértte bir

parga ile galisilmistair (Sekil 6.2).

1 2 3 /’hl

6 1

o

£
"3 w15 fhe
%l
_%17 8 0

Sekil 6.2. Sonlu Eleman AJ:
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Dbrtte bir parga igin; W = W = W

=0 ve W, W,
-] ?

1 2 3

WO, v , w w

10 11°

¥ , ¥ , Ww

14 15 16’

wzo’ wzo yerdegistirmeleri ise safirdan farkliai degerler
almaktadair. Cbzlimden elde edilen 1.mod’a ait frekans
analitik metodlarla bulunan gercek ¢cbzlim olan

T

2

Tablno

b

E.1. KOMPAKT MATEIS

z] ile karsalastairilacaktar.

U.17316851E+04
-0.71585071E+D3
0.19943610E+03
-0.37814049E+02
-0.75674463E+03
-0.80734485E+02
0.66314415E+02
~-0.20644470E+D2
0.19066600E+03
0.62279484E+02
0.43506833E+00
-0.16346755E+01
-0.71585071E+03
0. 19392282E+04
79507843E+03
0003720E+03
D492325E+02
9378101E+03
136671E4+03
66IEDI0E+D2
Z2046616E4+02
9177635E+03
S8890606E+02
S477734E+00
FI43608E+03
IS0D7843E+03
21415703E+04
« 79753235E+03
0.;6446799E+U2
-0.12122856E+03
~Q.62727753E+03
-0.10070935E+4+03
0.53135943E+00
0.58861828E+02
0.19223579E+03
0.60527790E+02
-0, 37814045E+02
0.20003730E+03
-0.75753235E+03
0.97076263E+03
-0.20573067E+02
0.66657768E+02
-0.10070721E+03
-0.34697632E+03
-0.16495472E+01
0.45779136E+00
0.60528233E+02
0.95887993E+02

| |

.:..:..:.cr_-.:p Lo Lowe L Lo -:n:'cf:'

C""-"?"'-'-OM
]

\l"‘-hl.l'l

l.‘.ll.ll.'l.
st (T

KOMPAK MATRIS

~0.75674451E+03
~0.80492317E+02
0.66546791E+02
~0.20573067E+02
0.21216667E+04
~0.59512653E4+03
0.20102963E+03
~0.41220314E+D2
-0.76023682E+03
~0.801154483E+02
U.5666F1666E+02
~0.20621960E+D2
-0.80784485E+02
~0.69378101E+03
~0.12122855E+03
0.66657768E+02
-0.59512659E+03
0.23250654E+04
~0.67771222E+03
0.20102623E+03
~0.779995827E+02
~0.69395447E+03
~0.12133491E+03
0.66692085E+02
0.566214415E+02
~0.12136674E+03
~0.62727753E+03
~0.10070721E+03
0.20102966E+03
~0.67771222E+03
0.25261003E+04
~0.63648712E+03
0. 66660331E+02
~0.12133294E+03
~0.62725677E+03
~0.10071389E+03
~0.20644468E+02
0.66693082E+02
~0.10070985E+03
~-0.34697632E+0D3
~0.41220314E+02
0.20102623E4+03
~0.63643712E+4+03
0.11625405E+04
-0.206165593E+02
0.66691933E+02
-0.10071363E+03
~0.34697507E+03

0.19066600E+03
0.62046623E+02
0.53135836E+00
~0.16495470E+01
-0.76023676E+03
-0.79995827E+02
0. 666608839E+02
~0.20616560E+02
D.9E629962E+03
~-0.32873596E+03
0.10028926E+03
-0.19790094E+02
0.62279476E+02
0.19177635E+0D3
0.58261532E+02
0.45779154E+00
-0.280115442E+02
-0.69395447E+03
-0, 12133295E+03
0. 66691933E+02
-0.32373596E+03
0. 10666488E+04
-0.36829694E+03
0.10028433E+03
- 43506876E+00
. D3890598E+02
« 19223579E+03
. 60528233E+02
- 666F91666E+02
12133491E+03
£2725677E+03
10071363E+03
10023935E+03
JEE29691E+03
11669370E+04
348S0870E+03
- 16346754E+01
-45477822E+00
. 60527790E+02
0.95887993E+02
-0.20621958E+02
0.66692093E+02
-0.10071370E+03
-0.34697507E+03
-0.197900924E+02
0.10028433E+03
-0.34550873E+03
0.53332666E+03

-
-
-
-
-
-
-

0
0
Q
1]
Q
1]
-0
-0
0
-0
[
-0
-0
1]
0
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Ara digim noktasi icgin kiitle m= (2%2%2.5x%0.12).9.81 =
0.1223242. 1.mod’a ait k1= 13.4906 olduundan bu moda
ait frekans asagidaki gibi bulunur.

@ =y//;£§;i§9§- = 10.50168 sn”*
0.1223242
D
Gergek gbébzimden - = 99.45 olmak iizere
m
D nz nz .
w = — - + —5| = 10.606 sn”
m 12 16

degeri elde edilir.

6.3.2. Konsol Plak

% 10° v.m®
.12 m

3m

.5 t,/ma

ALLLLLLAL LN LMY
N e g +m
[
M WNO O N
8

m
2

Sekil 6.3. Konsel Plak

Konsol plak, 44 seklinde 16 elemana b&litnerek incelen-
mistir.
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1 2 3 4 5
£
[V
r~
[—]
6 7 8 9 10
E
=
o
1 12 13 14 15
E
4
o
16 17 18 19 20 |
E
¥ 7]
~
b1 bz  bs s 25 i

0.5 0.5 05" 0.5m
Sekil 6.4. Konsol Plak l¢in Sonlu Eleman A3l

Konsol plakta sadece ankastre kenara ait digdm nokta-
larinda diisey yerdegistirmeler ve her iki eksen etrafinda
dénmeler sifira esittir. Herhangi bir orta diigtim nokta-
sina ait kitle m= 0.5%0, 75%2. 5%0.12,9. 81=0. 011467889

bulunmustur. 1.mod’a ait li = 81.5259 ve ayni mod’a ait

frekans

© =y// 81,3259 = 84.3152 sn~ !
. 0.011467889

Tim A degerleri ve mod sekillerinin sayisal degerleri

asafida liste halinde verilmistir.
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Tabln £.2. 1 NOLU ELEMAN MATRISI

-0.10928203E+02 0.00000000E+00
0.00000000E+00 0.11547005E+01
0.30540107E+00 -0, 29232033E+01

-0.43069794E+01 —0.28729341E+01

-0.76930042E+00 0.00000000E+QQ
0.00000000QE+DD 0.48569794E+01
0.53333335E+01 -0.76980036E+00
0.76930036E+00 -0.11547005E+01
0.11547005E+01 -0.53333335E+01
0.43074010E+401 0.10928203E+02
0.292832033E+01 0.00000000E+00
0.00000000E+00 D0.11547005E+01
0.00000000E+00 -0, 130142386401
D.13014233E+01 ~0.20626740E+00
-0.76980042E+00 O.00000000E+00
0.11547005E+01 -0.53333335E+01
0.53333335E+01 -0.76930036E+00
0.76980036E+00 -0.113547005E+01

.3. Paralelkenar Konsol Plak [14]
a

9

ty
P
A S 2
“ E E =2 % 10" t/m
P -t
A f: t =0.10m
g o~ » = 0.3
P
“1 a =3.00m
. 3
] y = 2.8 7t/m
-
-]
-1
-

X
- >

Sekil 6.5. Paralel Kenar Konsol Plak
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TABLO 6.2a.ELEMAN RIJITLIK MATRISI

S10222220E+00 0.6D333325E+03-0. 18799999E+04
- 20888877E+04 0. 14666669E+403-0.17999999E+04
«27111108E+04 0, 26666666E+023-0. 89999988E+03
= 97777759E403 0.53333331E+403-0.81999994E+03

6D33I3INE+0I 0, 293333IJ1E+03I-0.5999996E+02

. 0. 10666668E+03 0.42915344E-05
.26666666E+03 0.93333328E+02-0.47683716E-06
- 0. 10666667E+03-0. 14305115E-05

0

- 18799999E+04-0.59999989E+02 0.65999994E+03
- 17999938E+04-0.95367432E-06 0.23999997E+03
« B9999994E4+03 0.38146973E-05 0.20999998E+03
-0.81999988E+03-0.38146973E-05 0.23999997E+03

-0.80826872E+04 0.14666670E403 0.17999999E+04
0.10222221E+05 0.65333325E+03 0.18799998E+04
0.97777765E+4+03 D, D3IIIZIIIE+DR 0.81999994E+03

~0.27111108E+04 0.26666669E+03 0.89999994E+03

0. 14666669E4+03 0. 10666668E4023-0,. 2861 0229E~05
0.635333331E+03 0.29333331E+03 0.60000000E+02
~0.23A33III7E+D3 0. 10666668E+03~-0.50067902E-05
-0.26666666E403 0.93333336E+02 0.00000000E+00

o
-0.17999936E+04 0.23841858E-05 0.23999997E+03
0.18799998E+04 0.59999992ZE+02 0.65999994E+03
0.81999938E+03-0.30994415E-05 0.23299993E+03
-0.89599994E+03 0.19073486E-05 0.20999993E+03

-0.27111108E+04~-0. 26666666E+03 D.89999988E+03
0.97777753E+03-0.53333331E+03 0.81999994E+03
0.10222221E+05-0.65333325E+03 0. 18799993E+04

-0.30338872ZE+04-0. 1466667ZE+03 O 17999996E+04

0.26666666E+03 0.93333328E+02 0.32146973E-05
0.93333337E+03 0. 10666668E+403-0. 11920929E-05
~0.65333331E+03 0.29333331E+03-0.60000000E+02
-0.14666666E+03 0. 10666668E+03-0.59604645E-05

g
o
0
-0.89999988E+03 0.9336743ZE-06 0.20999998E+03
0.81999988E+03-0.21457672E-05 g » 23999992E+03
0.
1
Q
1]

C'C'C' O':":'C' CH:'C'-:'.'

0.18799998E+04- 0 59999989E+0a 63999994E+03
-0.17999998E+04-0.59604645E-05 23999998E+03
1)
U

- D7777733E+03-0.93333325E+032 B1999994E+03
27111 10BE+04-0. 26666666E+Q03~0,. 39999938E+03
- 208883872E+04~-D. 14666667E+03-0. 17999999E+04
- 10222221E+05-0.65333325E+03-0. 18799996E+04

JIIIZI7EH0R 0. 10666E667E+03-0.47633716E-05
GLE666TE+03 0.93333336E+02 0. 19073436E-05
A6E6672E+03 0. 10666668E+03-0.69141383E-05
S333325E+403 0.29333331E+03 0.60000008E+02

819999388E+D03- .47683716E-06 0.23999997E+03
89999994E+03 0.19073486E-05 0.20999998E+03
17999996E+04- U S0067902E-05 0.23999992E+03
18799996E+04 0.60000002E+02 0.65999994E+403
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Sekil 6.6. Paralelkenar Konsol Plak Sonlu Eleman AZ:

Elde edilen A degerleri ve mod big¢imleri asagida
gbsterilmistir. 1.mod’a ait frekans

w11=v//io43.0055x9.81 - 188 .27 sn-*
1%11546%2. 5%0. 1

olarak elde edilmisgtir.

TABLO 6.3. 5ZDERERLER ve MOD BICIMLERZ2

5 SOFORME SONUNDA ©6Z DESERLER
10543. 0050 3357.4836 7008.5503 11183.3164
MOD BICIMLERI

0.4669 0.5310 0.5311 0.4667
0.6513 0.2752 -0.2753 0.6514
0.2754 ~-0.6512 0.6514 0. 2752
0.5310 -0.4671 -0.4567 0.5310




KAYNAKLAR

{11 GIEKMAN, K., Flachentragwerke,Springer Verlag, (19593,

[21 UGURAL, A.C., Stresses in Plates and Shells, Mc.Graw
Hill, (1881).

{31 SEGERLIND, L.J., Applied Finite Element Analysis,
John Wiley, (18B4)>.

[4] WEAVER, W., JOHNSTON, P.ER., Structural Dynamics by
Finite Elements, Frentice-Hall, {(1887).

i8S} SZILARD, E.. Theory and Analv=is of Flates=s,
Frentice-Hall Inc, (1974).

[&] REDDY, J.N., 4An Introduction to the Finite Element
Methed, Mo, Graw Hill, (1985).

{71 ZIENKIEWICZ, 0.C., The Finite Element Method, Mc.Graw
Hill, (1979).

I8 GHALI, A., NEVILLE, A. M., Structural Analwvysis, Mc.
Graw Hill, (1983). ’

{21 REDDY, J.N., Energy and Variational Methods in Applied
M=achanicz, John Wiley & SONS 1td. (19B4).

[103 BATHE, K.J., Procedurez in Finite Element Engineering
Analwvysis, Prentice Hall, (198B23).

{1131 J.N.., REDDY, Applied Functional Analysis and
Variational Methods in Engineering,
Mc.CGraw Hill, (18986).

[12 PREZEMIENIECKI, J.8., Theory of Matrix Structural
Analysis, Mc.Graw Hill, (1868)>.

{131 PETYT, Maurice, Introduction +to Finite Element
Vibration Analysis, Cambridge University
FPress, (1980).

{141 LEISSA, A.W., Vibration of Plates, NASA, (19£9).



OZGECMI S

Erkan SAMHAL 1966 yilinda Uskiidar’da dogdu. Ilk ve
Ortaokulu Uskiidar’da, Umraniye Yamanevler 1Ilkokulu ve
Ahmet Cevdet Pasa Ortaokulu’nda tamamlad:. Lise
Ogrenimini ise Balikesir Edremit Lisesi’nde bitirdi. 1983
yilinda yiiksek &grenimine basladig: 1.T.0U. Insaat
Fakiltesi’nden temmuz 1988°da mezun oldu. Ayni 911 1.7.0.
Fen Bilimleri Enstitiisii’niin agmis olduu sinavi kazanarak
Yiilksek Lisans egitimine basladi. Kasim 1989°da 1.T.U.
Insaat Fakiiltesi Yapi Anabilim Dali Betonarme Calisma

Grubu’na Arastirma Gbrevlisi olarak atandi.

Halen ayni birimde gérevini sirdiirmektedir.



