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OZET

Bu caligsmada elastik zeminin {izerinde bulunan bir tarafi ankastre diger tarafi serbest homojen
olmayan kirigin serbest titresim problemi incelenmistir.

Once, malzemenin yogunlugu sabit, elastisite modiiliiniin kalinlik koordinatina bagl bileseni
stirekli ve uzunluk koordinatina bagli bileseni rastgele fonksiyonlar seklinde secilerek kirisin
temel bagintt ve titresim denklemleri ¢ikarilmistir. Sonra ¢okme fonksiyonlari polinom
seklinde secilerek titresim frekansi i¢in 3 degisik ifade elde edilmistir.

Sayisal hesaplarda, Monte Carlo yontemi uygulanarak elastisite modiiliiniin uzunluk
bilesenine rastgele degerler verilerek dogal titresim frekansi i¢in bulunan her ii¢ ifadede
kalinlik koordinatina goére homojen durumda (veya homojen olmayan durumda) serbest
titresim frekansi degerlerinin deterministik ve esit oldugu saptanmaistir.

Kalinlik koordinatina gére homojen olmamanin serbest titresim frekansina etkisi homojen
duruma kiyasla 6nemli oldugu goriilmiistiir. Elastik zemin etkisi dikkate alindiginda dogal
frekansin degerleri zemin etkisinin dikkate alinmadigi durumlarla kiyaslandiginda artmakta
veyatak katsayis1 degeri artiginda bu etki daha da biiylimekte oldugu goriilmiistiir.

Literatiirdeki sonuglarla karsilastirma yapilarak sonuglarin dogrulugu saptanmastir.

Anahtar Kelimeler: Elastik Zemin, kiris, titresim, siirekli ve rastgele homojen olmama

ABSTRACT

Free vibrations of non-uniform beams with one end clamped the other end simply supported
on an elastic foundation is investigated in this study.

Firstly, assuming density of the material as constant and elasticity modulus of the beams are
assumed to vary random according to the longitudinal direction and continuously according to
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the thickness direction. Then, choosing the displacement functions as polynomials three
different expressions for vibration frequency are obtained.

In numerical computations, applying Monte Carlo method and taking random values for
lengthiness constituent of elasticity modulus, it is seen that all three expressions of natural
vibration frequency are deterministic and equal to the values for thickness constituent of
elasticity modulus in homogeneous case (or non-homogeneous case).

It is observed that the effects of non-homogeneity to the natural vibration frequency compared
by homogeneity are very important. Also it is seen that natural frequency values are increased
by considering the elastic foundation effect and compared with the conditions except elastic
foundation effect, and the effect is more increased by increasing the “bedding” coefficient
values.

Comparisons were made with the values obtained in the literature to validate the results.
Keywords: Elastic foundation, beam, vibration, continues and random in-homogenous.

1. GIRIS

Kiriglerin teknolojide, 6zelliklede ingaat ve makine miihendisligi alaninda, ¢esitli fabrika, kren
ve makinelerin zemine sabitlenmesinde, temel ve zemin miihendisliginde ve demiryolu
uygulamalarinda genis kullanim alanina sahip olmasi elastik zemin iizerindeki kirislerin
titresim ve stabilite problemlerinin ¢oziimiine 6zel bir onem kazandirmaktadir.

Malzemelerin dayanim ozelliklerindeki gelismeler, cagdas teknolojide yapi elamanlarinin
boyut ve agirliklarin1 azaltmayr amaclayan iiretim caligsmalarinda kullanilmaktadir. Bu
nedenle hesaplama yontemlerinde malzemenin ger¢ek davraniginin dikkate alinmasi gerekligi,
arastirmacilarin dikkatini homojen olmayan malzemelerden yapilmis olan cisimlerin elastisite
problemine yoneltmistir. Malzemelerin homojen olmamasi iiretim tekniklerinden; yiizey ve
termal cilalama yontemleri, 1s1 ve radyasyon etkileri vs.den ileri gelmektedir. Bu etkiler
malzeme Ozelliklerinin koordinatlarini rastgele, siirekli ve parcali siirekli fonksiyon olarak
noktadan noktaya degismesine neden olmaktadir [1,2].

Degisik sinir kosullarinda kiriglerin titresimi ile ilgili calismalarin genelinde kiris sadece
homojen malzeme, siirekli veya rastgele homojen olmayan malzeme tiirlerinden biri
kullanilarak titresim problemi ¢oziilmiistiir [3, 4].

Son yillarda, fonksiyonel degisimli malzemelerin sik¢a kullanilmasi ile farkli amaglar i¢in
gelistirilen yapilar ile birlikte elastik zemine oturan yapi tiirlerinde de bir artis olmustur.
Elastik zemin iizerinde bulunan kirislere ait ¢calismalarda en ¢ok kullanilan modellerden biri
Winkler modelidir [5-9].

Elastik zemin iizerinde bulunan homojen olmayan malzemelerden olusan kirislerin kullanima,
titresim analizlerinin yeniden gozden gecirilmesini zorunlu kilmaktadir.
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Bu ¢alismada elastik zeminin {izerinde bulunan homojen olmayan kirisin titresim denklemleri
¢oziilmiis ve Monte Carlo yontemi uygulanarak malzeme O6zelliklerinin rastgele ve stirekli
degisimlerinin titresim karakteristiklerine etkileri incelenmistir.

2. TEMEL BAGINTI VE DENKLEMLER

Uzunlugu L, eni b, kalinlig1 h ve en kesit alan1 S olan homojen olmayan, elastik zemin
tizerinde bulunan kiris i¢in kartezyen koordinat sistemi asagidaki gibi sec¢ilmistir: Koordinat
orijin kirigin orta diizleminin merkezinde, x ekseni kirigin uzunlugu, y ekseni eni ve z ekseni
kalinlik dogrultusunda yonelmektedir. Kirisin bir tarafi ankastre mesnetli diger tarafi serbest
mesnetli olsun (Sekil 1).

Kirigin elastisite modiilii kalinlik ve uzunluk koordinatinin, yogunlugu ise sadece uzunluk
koordinatinin fonksiyonlar1 olsun:

EEn)=E (OE,(m), p=p&), E=x/L, m=z/h (1)

Burada E, (&) ve p(§)siwrasiyla, malzemenin elastisite modiili ve yogunlugunun x
koordinatina rastgele bagli bilesenidir
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Sekil 1. Elastik zemin iizerinde bulunan bir tarafi ankastre mesnetli diger tarafi serbest kiris

Elastisite modiiliiniin E,(n) bileseni kalinlik koordinatina gore siirekli degismekte olup,
asagidaki bagintiyr saglamaktadir [1,2]:

E,(m)=1+n,f,(n) (2)

Burada f, (n), kalinlik koordinatina bagli homojen olmama durumuna karsi gelen fonksiyon
olup, tiirevleri ile integrallenebilendir ve p,, kalinlik koordinatina gore elastisite modiilii
degisim katsayist olup, 0<p, <0.9.

(1) ve (2) ifadeleri kullanilarak egilme momenti i¢in bulunan ifadeler elastik zemin iizerinde

bulunan kirisin titresim denkleminde yerine yazilip x = E.L doniisiimii yapildiginda su sekle
dontstir [2,10] :
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0’ 0°w —0°w
E{El(g)—&gz }+COL4w+p(&)L4S =0 3)
Burada,
o 1/2
Co=K,/A,, S=S/A,, A, =bh* [n’[l+p,f,m)]dn 4)

-1/2

olup t, zaman ve K, birim uzunlukta elastik zeminin sertlik katsayisidir ve birimi (N/m?)’dir.
3. TEMEL DENKLEMIN COZUMU

(3) denkleminin ¢6ziimii asagidaki sekilde aranir [2]:

w(E,t)=W(E)e™ 5)

(5) ifadesi (3) denkleminde yerine yazildiginda kismi tiirevli diferansiyel denklem su sekle
doniisiir:

2 e YO ko) - _
o {El(&) P } L'lkp@)-CW©) =0 (©)

Burada k =S/ A, olup, W(£), genlik ve o, titresim frekansidir.

Kiris & = 0oldugunda ankastre mesnetli ve £ =1 oldugunda serbest oldugu i¢in sinir kosullari
asagidaki denklemleri saglar:

W (E) _

£=0 oldugunda W()=0, o 0
(7
& =1 oldugunda E (§)A, aza\zz(&) =0, (%{El ©)A, azﬁLa(E’)} =0,
(7) smur kosullarini saglayan W(&) polinom fonksiyonu su sekilde secilmektedir:
W(E)=w, (65" -4 +£%) ®)

Burada w,, belirsiz bir katsay1 ve parantez igerisindeki ifade liniform konsol kirigin sabit
yukleme altindaki statik yer degistirmesi ile orantilidir [6].

Malzemenin yogunlugu p(§) sabit, elastisite modiilii bileseni E, (&) ise rastgele fonksiyon
olup, asagidaki sekilde ifade edildigini varsayalim:
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p(&)=a,, E1(§):b0+b1§+b2§2+b3§3+b4§4 ©)

(8) ve (9) ifadeleri (5) denkleminde yerine yazildiginda bazi islemlerden sonra asagidaki
cebrisel denklem elde edilir:

12(2b,&% + 6b,E° +12b,E* — 24(2b,E + 6b,E7 +12b,5%) +

+12(2b, +6b,E +12b,E%) + 48(b,E + 2b,E* +3b.E> +4b,E%) -
(10)
—48(b, +2b,E+3b,E% +4b,E%) +24(b, +b,E+b,E* +b,E’ +b,EY) -

—6L%(ka,&* —C, &%)+ 4L (ka &’ —C,&%) - L*(ka, &' —C,E*)=0

(10) denkleminde & degiskenin mertebelerine gore katsayilarin esitligi yazildiginda asagidaki
cebrisel denklemler elde edilir:

b, +b, —2b, =0 (11)
—2b, +b, +b, =0 (12)
24(b, +b,)—48b, - L*(ka, - C,)=0 (13)
60b, —120b, +L"*(ka, —C,) =0 (14)
360b, — L*(ka, —C,)=0 (15)

(11)-(15) esitliklerinde tek bilinmeyen k dogal frekans katsayisidir. b, ve a, parametreleri

bazi1 yardimci kosullar1 sagladiginda (11)-(15) denklemlerinin bagdasabilir olmasi sonucuna
varilir.

(11) ve (12) denklemlerinden verilen iki bagdasabilir kosulundan su ifadeler elde
edilmektedir:

b, =2b, —b, ; b, =2b, —b, (16)
(13)-(15) denklemlerinden k icin asagidaki ifadeler bulunur:

_24(b, +b,)—48b; C,  _—60b;+120b, C, | 360~ C, a7
- ) - ’ - 4

k
4
L'a, a, L'a, a, L*a, a,
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Bagdasabilirlik gereksinimini saglamak ic¢in, k i¢in tiim ifadelerin birbirine esit olmasi
gerekmektedir. Malzeme yogunlugu sabit oldugu icin problem b, katsayilarinin
belirlenmesine indirgenir. b, acik belirtildiginde elastik zemin tlizerinde bulunan kirisin dogal
frekans katsayist k i¢in kesin ifade (17) olur. Bu durumda (17) denklemleri diger b,
parametrelerinin bulunmasini saglar. Dogal frekans parametresi k’* mn pozitif olmasi i¢in b,
ve a, ayni isarete sahip olmalidir. b, (i=0, 1, 2, 3) parametreleri asagidaki sekilde bulunur:

b, =—4b,; b, =6b,; b, =16b,; b, =26b, (18)

Sonugta, b;ler (18) ifadeleri ile verildiginde ve (9) malzeme 6zellikleri g6z dniine alindiginda
temel mod sekli (8) fonksiyonu ile ifade edilir.

(17) ifadelerinden elastik zemin iizerinde bulunan ve elastisite modiiliiniin kalinlik
koordinatina bagli bileseni siirekli ve uzunluk koordinatina bagli bileseninin rastgele
degisiminin derecelendirilmesine karsilik gelen kirisin dogal frekans parametresi asagidaki
ifadelerin her hangi birinden buluna bilir:

b, +b, —2b
QAvl:\/24xAZOM+Km (19)
ay
2b, - b
Qsz :\/60XA20#+K01 (20)
g
Q,.; =+/360x A,b, /a, + K, Q1)

Burada asagidaki tanimlar gegerlidir:

K,L*
Q,. =(niL2\/§, K, =—2—,i=1,23 (22)
I a,l

ve o, (1=1,2,3) yukaridaki 6zellikleri tasiyan dogal frekans i¢in ifadelerdir.

Ozel durumlarda;
1.) (19-21)’de K, =0 1se Winkler zeminsiz dogal titresim frekansi ifadeleri elde edilir.

2.) K,=0 ve p, =0, yani Winkler zemini etkisi dikkate alinmadiginda ve elastisite modiilii
kalinlik koordinatina bagli olmadiginda dogal titresim frekansi i¢in su ifade elde edilir [2]:

/ b
Q, = [360x— (23)
a

Burada Qf = ozSL* /I tanimi gegerlidir.
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4. SAYISAL HESAPLAR
4.1. Siirekli Homojen Olmama Fonksiyonlarimin Secimi ve Rastgele Fonksiyon

Sayisal hesaplart yapabilmek i¢in siirekli homojen olmama fonksiyonlarmin somut sekli
secilmeli rastgele katsayilar belirlenmelidir.

Bu kisimda kullanilacak E, boyutsuz elastisite modiilii fonksiyonu kalinlik koordinatina
baghh siirekli degistiginde iki ve ¢ boyutlu sekilleri sunulmaktadir. Burada,
E, =EM)/E,; £=x/L; n=z/h olup, boyutsuz parametrelerdir.

Sekillerin ¢iziminde eksenler iizerinde E,; E,; x/L; z/h sembolleri kullanilmis ve
1, =0.9 olarak géz oniine alinmistir.

Ornek olarak iki durum igin sekiller sunulmustur: Homojen olmama fonksiyonlari f,(n) =n’
ve f,(n)=e """ ise E, =1+ p,f,(n) 'nin {i¢ boyutlu sekilleri asagidaki gibidir (Sekil 2a, b):

0.6

06
*/L 0.4 0,2 0 ®L

Sekil 2a,b. f,(m)=+n%;e """ oldugunda boyutsuz E,’ nin {i¢ boyutlu grafigi

Cizelge 1’de ap=1 ve bs=1 oldugunda (19)-(21) ifadelerinde kullanilmak tizere (16) ve (18)
ifadeleri géz Oniine alinarak b; (i=0,1,2,3) katsayilarinin degisik degerleri sunulmustur.

Cizelge 1. b; rastgele katsayilarinin degerleri

b, | b, [ b, [ b, [b, [ b, [b [b,[b,[b,[ b, [ b [b b, b,

2616 6 | 4| 1 |11

18

1|21 [16335/[3 [-25]1
3 128 | 32

w | N

163



4.2. Serbest Titresim Frekansi1 Hesabi1 ve Analizi

Cizelge 2’ de elastik zemin etkisi dikkate alinmadiginda (K, =0) kirisin elastisite modiili
bileseni uzunluk koordinatina bagli rastgele, kalinlik koordinatina gore kuvvet ve iistel

fonksiyonlar seklinde degistiginde ve 1, =0.9 oldugunda Monte Carlo simiilasyon yontemi

uygulanarak (19)-(21) ifadeleri lizerine hesap yapilarak dogal titresim frekansi parametresinin
dagilimi1 sunulmaktadir.

Kalinlik koordinatina gére homojen olmamanin etkisi f, (1) homojen olmama fonksiyonunun
se¢imine bagl olarak degismektedir. Ornegin f,(n) =n oldugunda homojen olmamanin dogal

frekans degerine etkisi ¢ok az olmaktadir %0.005, f,(m)=n" oldugunda ise %6.535

olmaktadir. Homojen olmama fonksiyonu iistel fonksiyon seklinde degistiginde (Erdogan and
Delale 1983) asagidaki etkiler goriilmektedir: f,(n)=e™™ oldugunda etki %37.857;

f,(m)=e " oldugunda homojen olmamanin dogal frekans degerine etkisi %38.447

0.1m

olmakta; f,(n) =e" " oldugunda homojen olmamanin dogal frekans degerine etkisi %37.857;

f,(m) =e*" oldugunda homojen olmamanin dogal frekans degerine etkisi %38.447

olmaktadir. Titresim frekansina en biiyiik etki homojen olmama fonksiyonu f,(n)=e™"

seklinde oldugunda goriilmektedir.

Cizelge 2. Kirisin elastisite modiilii bileseni uzunluk koordinatina rastgele, kalinlik

koordinatina gore kuvvet ve iistel fonksiyonlar seklinde degistiginde dogal titresim
frekansinin dagilimi (Ky=0;1,=0.9)

fz (m) n n2 e 0 e 0 e 03n o 04n T
QAVIO

18.973 | 20214 | 26.158 | 26.172 | 26.195 | 26.228
Qs | 189731 20214 | 26.158 | 26.172 | 26.195 | 26.228
Qs | 18973 1 20214 | 26.158 | 26.172 | 26.195 | 26.228
f(n) e—O.Sn eO.ln e0.2n eOJn eOAn eOASn

Qa0 | 26269 | 26.158 | 26.172 | 26.195 | 26.228 | 26.269
Qa0 | 26269 | 26.158 | 26.172 | 26.195 | 26.228 | 26.269
Qa0 | 26269 | 26.158 | 26.172 | 26.195 | 26.228 | 26.269

18.974

Sekil 3’ de degisik yatak katsayilar1 dikkate alinarak kirisin elastisite modiilii bileseni uzunluk
koordinatina rastgele, kalinlik koordinatina gore kuvvet ve {istel fonksiyonlar seklinde

degistiginde ve p,=0.9 oldugunda Monte Carlo simiilasyon yontemi uygulanarak (19)-(21)
ifadeleri lizerine hesap yapilarak dogal titresim frekansinin dagilimi sunulmaktadir.

f,(m) kalinlik koordinatina gdére homojen olmama fonksiyonu i¢in su fonksiyonlar ele
—0.51 .,

alinmistir: £,(M)=0; f,(m)=n>, ve f,(n)=e*"; f,(n)=0 kalinlik koordinatina gore
homojen duruma kars1 gelmektedir.
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Elastik zemin etkisi dikkate alindiginda dogal frekansin degeri zemin etkisinin dikkate
alinmadig1 durumlarla kiyaslandiginda artmakta ve yatak katsayisi degeri artiginda bu etki
daha da biiyimektedir. Elastik zemin etkisi dikkate alindiginda dogal frekansa homojen
olmamanin etkisi azalmaktadir.

Elastik zeminin sertlik katsayist arttiginda kalinlik koordinatina bagli elastisite modiilii
degisiminin titresim frekansina etkisi azalmaktadir.f, (1) homojen olmama fonksiyonu iistel
sekilde degistiginde homojen olmamanin titresim frekansina etkisi parabolik sekildeki
etkisinden ¢ok olmaktadir.

Ayrica, elastik zemin etkisi dikkate alindiginda da dogal titresim frekansi i¢in bulunan her ii¢
ifade birbirinden farkli olmalarina ragmen deger olarak aynidir. Dolayisiyla, hesaplar i¢in {i¢
ifadeden her hangi biri kullanilabilir.

—— 0 ---l---»qﬂ —|— O

Sekil 3. Elastik zemin etkisi dikkate alindiginda homojen olmayan kirisin dogal titresim
frekansmin dagilimi (1=0.9, Eol =3.6335x10° N/m? ; pS=297.5 kg/m; K¢=7.717x10” N/m?)

5. SONUCLAR

Bu bildiride bir tarafi ankastre diger tarafi serbest homojen olmayan kirigin elastik zemin
etkisi goz Oniine almnarak serbest titresim problemi incelenmistir. Once, malzemenin
yogunlugu sabit, elastisite modiiliiniin kalinlik koordinatina bagl bileseni siirekli ve uzunluk
koordinatina bagli bileseni rastgele fonksiyonlar seklinde secilerek kirisin temel baginti ve
titresim denklemleri ¢ikarilmigtir. Sonra ¢dkme fonksiyonlari polinom seklinde secilerek
titresim frekansi i¢in 3 degisik ifade elde edilmistir.

Sayisal hesaplarda, Monte Carlo yoOntemi uygulanarak -elastisite modiiliiniin uzunluk
bilesenine rastgele degerler verilerek dogal titresim frekansi i¢in bulunan her ii¢ ifadede
kalinlik koordinatina gére homojen durumda (veya homojen olmayan durumda) serbest
titresim frekansi degerlerinin deterministik ve esit oldugu saptanmaistir.

Kalinlik koordinatina gére homojen olmamanin serbest titresim frekansina etkisi homojen
duruma kiyasla 6nemli oldugu goriilmiistiir. Elastik zemin etkisi dikkate alindiginda dogal
frekansin degerleri zemin etkisinin dikkate alinmadig1 durumlarla kiyaslandiginda artmakta ve
yatak katsayis1 degeri artiginda bu etki daha da biiylimekte oldugu goriilmiistiir.
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