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ÖNSÖZ 

Günümüzde, dönel makinalar, ev aksesuarlarından, uzay araçlarına kadar çok geniş bir 

alanda hizmet vermektedirler. Hava araçlarında, askeri ekipmanda ve turbo 

jeneratörlerdeki gibi bazı kullanı m alanlarında oluşabilecek bir problem çok yüksek 

miktarlarda onarım maliyetinin doğmasına neden olacak, daha da önemlisi insan hayatını 

riske atacaktır. Bu nedenlerden dolayı, dönel makinalarda, rotorların dinamik 

davranışlarının incelenmesi ve bunlar hakkında bilgi sahibi olunması çok önemlidir. 
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ROTORLARDA EKSEN KAÇI KLI ĞI NI N MODELLENMESİ ve ETKİ LERİ  

ÖZET  

 

Dönen parçal ara sahi p maki nal ar,  dönel  maki nal ar  ol arak adl andırılırlar.  Dönel 

maki nal ar  he men he men t üm endüstri yel  siste ml erde kullanılır.  Ti cari  maki nal arı n 

öne mli  bir  kı s mı  bu kat egori ye gir mekt edir.  Dönel  maki nal ar  birkaç gra mdan birkaç 

tona kadar  değişen ağırlı ktadırlar.  Buhar  türbi nl eri,  el ektri k j enerat örleri, 

ko mpresörler,  güç il etim si ste ml eri,  gaz t ürbinl eri,  i çten yan malı  mot orl ar,  ev 

al etleri ndeki elektri k motorları dönel maki nal ara örnek ol arak verilebilir. 

Rot or  di na mi ği  konusundaki  çalış mal arı n ana amacı,  rot orlardaki  titreşim ol ayı nı n 

anl aşılabilirliği ni n art ması  böyl ece bu titreşi ml eri n kontrol  edil mesi  ya da  yok 

edil mesi dir.  Geç mi ş  yıllarda r ot or  di na mi ği  üzerinde bir  çok çalış ma yapıl ması na 

rağmen eksen kaçı klı ğı na sahi p mot or-esnek kavra ma-rot or  siste ml eri  üzerine çok az 

sayı da çalış ma yapıl mı ştır.  Bu yüksek lisans  t ezini n a macı,  mot or-esnek kavra ma-

rot or  siste mi nde eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesizliği ni n neden ol duğu mekani k 

titreşi ml eri n modelle mesi ve et kileri üzeri ne çalışmal ar yapmaktır. 

Çalış mada eksen kaçı klığı na sahi p r ot or  sistemi  modellendi kt en sonra si ste mi n 

di na mi k davranışı  sonlu el e manl ar  yönt e mi  il e analiz edil mi ştir.  Model 

ol uşt urul urken birtakı m varsayı ml ar  yapıl mı ştır. Kütl e dengesi zliği  ve şaft  eksen 

kaçı klı ğı  i çi n genelleştiril mi ş  kuvvet  vekt örü sistem denkl e mi nde kullanılarak cevap 

el de edil di. Yazılan bilgisayar  pr ogra mı nda sonuçl ar  za man düzl e mi nde 

hesapl anmı ştır.  Si ste mi n cevabı nı n karışı k ol ması  dur umunda za man düzl emi nde ayrı 

titreşi m bileşenleri ni  t anı ml a mak çok zor  hal e gel mekt edir.  Titreşi ml eri  bileşenl ere 

ayır manı n en veri mli  yol u titreşi m genli klerini n frekansl a nasıl  değişti kleri ni 

gözl e ml e mektir.  Frekans  düzl e mi nde titreşi m dat aları nı  gör mek i çin,  za man 

düzl e mi ndeki bil gileri frekans düzl e mi ne çevir mek içi n Fourier dönüşümü yapılır.  

Pr ogra m yar dı mı yl a değişi k kütle dengesi zliği  ve eksen kaçı klı kları nı n sonuçl arı  el de 

edil di.  Sayısal  sonuçl ar ve  literat ürdeki  deneysel  sonuçl ar,  dengesi zlik ve  eksen 

kaçı klı ğı nı n dön me  hı zı nın sırası yla 1x,  2x katı  şekli nde karakt erize edilebileceği ni 

göst erdi.  Ancak,  eksen kaçı klı ğı  kuvveti ni n frekansı,  siste mi n herhangi bir  doğal 

frekansı na yakı n ol madığı  za man eksen kaçı klı ğı f ark edil meyebilir.  Bundan dol ayı, 

bazı duruml arda eksen kaçı klı ğı görünmez ve titreşi m spektrumunda belirlene mez.  

  



 xi  

MODELLI NG OF MI SALI GNMENT ON THE ROTORS and EFFECTS 

SUMMARY 

Any machi ne wit h r ot ating co mponents  i s  considered t o be a  r ot ati ng machi ne. 

Rot ati ng machi nery i s  used al most  every i ndustrial  syst e m.  The great  maj orit y of 

commercial  machi nery falls  i nt o t his  cat egory.  Rot ati ng machi nes  range i n si ze from 

s mall  gyr oscopes  wei ghing onl y a fe w gra ms  t o l arge r ock t umbl ers  wei ghing several 

tons.  Ot her  exa mpl es  of r ot ati ng machi nes  are stea m t urbi nes,  el ectric generat ors, 

industrial  compressors,  power  trans mi ssi on syst ems,  gas  t urbi ne engi nes,  co mbusti on 

engi nes, and househol d electric mot ors.  

The general  pur pose of  study of  r ot or  dyna mi c i s t o i ncrease understandi ng of  r ot or 

vi brati on pheno mena and t hus  pr ovi de a means  for  controlli ng or  eli mi nati ng t hese 

vi brati ons.  Alt hough much pr ogress  has  been made i n t his  st udy of  r ot ordyna mi cs 

over  t he l ast  few decades,  little wor k has  been done t o st udy vi brati ons  t hat  occur  i n a 

mi sali gned mot or-flexi ble coupli ng-rot or  syst em.  The ai m of  t his  t hesis  i s  t he 

modeli ng and anal yzi ng of  mechani cal  vi brati on due t o mi sali gnment  and 

unbal anced mass of t he mot or-flexi bl e coupli ng-rot or syste m.  

In t he st udy,  after  t he modeli ng of  mi sali gned r ot or  syst e m,  t he behavi our  dyna mi c of 

the syst e m i s  anal yzed by usi ng FEM.   The sol ution i s  handl ed by usi ng generalized 

force vect or  due t o unbalanced mass  and mi sali gnment  i n t he syst e m equation.  I n t he 

comput er  pr ogra mmi ng results is  co mput ed i n t he ti me do mai n.  In case of co mpl ex 

syste m response,   det ermi nati on of  t he i ndi vi dual  vi brati on co mponent  i n ti me 

do mai n become  har der.  The most  efficient  way of  di vi di ng vi bration t o its 

component  i s  observi ng t he changi ng of  a mplitude wit h frequency.   To vi e w t he 

vi brati on dat a i n t he frequency do mai n,  t he Fourier  transfor m i s  needed t o convert 

the vi brati on dat a from time do mai n t o frequency do mai n.  

By usi ng a co mput er  progra m,  t hat  is  used t he al gorithm expl ai ned above,  t he 

dyna mi c behavi our  of  t he syst e m f or  different  unbal anced mass  and mi salignment  i s 

cal cul ated.  Bot h t he experi ment al  and nu meri cal  r esults show t hat  unbalance and 

mi sali gnment  can be  characterized by 1x and 2x shaft  speed,  respecti vel y. Ho wever, 

mi sali gnment  effects  someti mes  may not  be apparent  because t he f orci ng frequency 

is not  cl ose t o one of  syste m nat ural  frequencies.  Therefore,  i n some cases  t he 

mi sali gnment is hi dden and cannot be identified i n the vi brati on spectrum.  
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1.  Gİ Rİ Ş 

Bi r  eksen etrafı nda dönen parçal ar  i çeren maki nal ar  dönel  maki nalar  ol arak 

adl andırılır.  Dönel  maki nal ar  he men he men t üm endüstriyel  siste ml erde 

kullanıl makt adır.  Ti cari maki nal arı n öne mli  bir kı s mı  bu kat egori ye gi r mekt edir. 

Dönel  maki nal ar  birkaç gra mdan birkaç t ona kadar  değişen ağırlı ktadırlar.  Buhar 

türbi nl eri,  el ektri k j enerat örleri,  ko mpresörler,  güç il eti m siste ml eri,  gaz t ürbi nl eri, 

içten yan malı  mot orlar,  ev al etleri ndeki  el ektri k mot orları  dönel  maki nalara ör nek 

ol arak verilebilir. 

Endüstri yel  uygul a mal arın çeşitliliği  ve artan gereksi ni ml er  nedeniyl e dönel 

maki nal arı n t eknol ojisi de  hı zl a geliş mekt edir.  Dönel  maki nal arı n di na mi ği ni 

anl a mak,  t asarı m met odol ojisi  geliştir mek ve güvenirliliği ni  arttır mak,  maki nanı n 

işlet me veri mlili ği bakı mından çok öne mli dir.  

Dönel  maki nal arda yüksek hı zlar  ve artan güç i ste mi ne paral el  ol arak r ot or  di na mi ği 

hı zla geliş miştir  ve geçen yir mi  yıl da çok çeşitli  probl e ml er  üzeri ne çalış mal ar 

yapıl mı ştır  [1].  Rot or  dina mi ği  konusunda birçok ul usl ararası  kongre il e çok sayı da 

yayı n yapıl mı ştır  hal en de  yapıl makt adır  [2]. Rot or  di na mi ği  çalışmal arı  ve 

uygul a mal arı  geç mi ş  yı llardan başl ayarak gi derek artan bir  öne m kazanmı ştır. 

Adı ndan da anl aşılacağı  gi bi  rot or  di na mi ği dönel  maki nal arı n dina mi ği  il e 

ilgilenmekt edir.  Buradaki  di na mi k keli mesi  rot orun dı ş  kuvvetler  ve at alet  kuvvetleri 

et kisi  altı nda davranışı nı  ifade et mekt edir.  Dönel  maki nal arı n veri mliliği,  ağırlı ğı 

azaltılarak ve devir  hı zları  arttırılarak geliştiril mi ştir.  Eski  büyük haci mli 

maki nal arda devir  hı zl arını n düşük ol ması  nedeniyle hasara neden ol an titreşi ml ere 

daha az rastlanı yordu,  ancak daha hafif  maki naları n kullanıl maya başl an ması  il e 

rot or titreşi ml eri ni n kontrol ü zorunl u hal e gel mi ştir. 

Rot or  di na mi ği  konusundaki  çalış mal arı n ana a macı  r ot orlardaki  titreşi m ol ayı nı 

daha i yi  kavra mak ve böyl ece bu titreşi ml eri n kontrol  edil mesi  ya da eli mi ne 

edil mesi ni  sağl a maktır.  Geç mi ş  yıllarda r ot or  dina mi ği  üzeri nde bir  çok çalış ma 
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yapıl ması na rağmen eksen kaçı klı ğı na sahi p motor-esnek kavra ma-rot or si ste ml eri 

üzeri ne yapılan çalış ma sayısı  fazl a değil dir. Xu mot or-esnek kavra ma-rot or 

siste mi nde eksen kaçı klığı nı n ve kütle dengesizli ği ni n neden ol duğu t itreşi ml eri 

tanı ml ayan teori k bir model üzeri ne çalış mal ar yap mı ştır [3].  

1. 1.  Şaftl arda Eksen Kaçı klığı ve Kavra mal ar  

1. 1. 1. Eksen kaçı klı ğı 

Eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zliği  dönel  maki nal ardaki  titreşi mi n iki  öne mli 

kaynağı dır.  Tahri k mili  ve t ahri k edilen mil  eksenl eri ni n birbiri yle t a m çakış ması 

neredeyse i mkansı zdır.  Eksen kaçı klı ğı  Şekil  1. 1’de gör ül düğü gi bi  paral el  ve açısal 

ol mak üzere i ki  farklı bi çi mde ort aya çı kmakt adır  [4].  Genel de karşılaşılan 

pr obl e ml erde i se eksen kaçı klı ğı  paral el  ve açısal  ti pleri n birleşi mi nden 

ol uş makt adır.  Aslı nda eksen kaçı klı ğı  üç boyutl u bir  pr obl e mdir.  Şaftta ve/veya sabit 

parçal arda gör ül en açısal  eksen kaçı klı ğı  asal  atal et  ekseni ni n dön me  ekseni nden 

kay ması na neden ol duğu i çi n şaft  doğr ult usuna di k eksenl er  etrafında at al et 

mo mentleri ni n ol uş ması na neden ol abilir. 

Kuvvet  ve i ş  maki nası şaftları nı n eksenl eri  başlangı çt a müke mmel  bir  bi çi mde  

hi zal anmı ş  ol sa bile yat akl arda üretilen ı sı,  maki na parçal arı ndaki  ı sıl  genleş mel er  ya 

da maki na parçal arı nı n birbirine t e mas  et mesi  gi bi  za manl a değişen et kiler nedeni yl e 

bu düzen za manl a bozulacaktır.  Dön me  gücünü açısal  bir  sapma ol madan il et mek 

mü mkün ol madı ğı ndan bu et kileri  en aza i ndirgeyen mekani k bağl a ma el emanl arı  sı k 

sı k kullanılır.  Bu mekanik bağl a ma el e manl arı  “kavra ma” ol arak adl andırılır.  Esnek 

kavra mal ar  i ki  maki nanın çalış ması na gereken düzgünl ükt e ol masa da i zin verirler. 

Esnek kavra mal ar  yal nı z t ahri k mili ndeki  eksen kaçı klı ğı nı  t ol ere et me  kabili yeti ni 

arttırırlar,  fakat  ci ddi  hi zal a ma  pr obl e ml eri  i çi n kesi n çözü m ol uşt ur mazl ar.  Uygun 

hi zal a ma  ve kavra ma seçi mi  il e eksen kaçı klığı  mi ni mi ze edil mezse aşırı  eksen 

kaçı klı ğı  ses  ve titreşi me,  güç ve enerji  kayı pl arına,  hı zlı  aşı nmaya,  yatakl arı n ve 

cont al arı n yapış ması na,  di şlilerde hasara ya da bozul maya,  şaftı n yor ulması na ve 

kavra manı n bozul ması na neden ol abilir.  Eksen kaçı klı ğı  gi bi  maki na arızaları nı 

bul ma  ve t eşhis  et me t ekni kl eri  hı zla il erleyen t eknol oji ye paralel  ol arak 

geliş mekt edir.  Titreşi m ölçüml eri nde kullanılan yüksek hassasi yette öl çebilen al etler 
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kar maşı k titreşi m si nyalleri ni n frekans  analizi ni gerçek za manda yapabil mekt edir. 

Bununl a birli kte yüksek kalitedeki  al etler  t ek başl arı na dönel  maki nal ardaki 

pr obl e ml eri  çöz meye yet mez.  Bu ti p kar maşı k pr obl e ml eri  çöz mek i çin t erci hen 

fizi ksel  ol ayı n arkası ndaki  mekani z mayı  anl amak gerekir.  Eksen kaçı klı ğı ndan 

kaynakl anan mekani k titreşi ml er  üzeri ne siste mati k çalış mal ar  yapıl madan önce 

tahri k frekansı nı n çeşitli  katları nda gör ülen titreşi ml eri n muht e mel  nedenl eri ni 

irdel eyen açı kl ayıcı  t ablol ar  kullanıl makt aydı  [ 7] .  Eksen kaçı klı ğı  mekani z ması nı n 

tam olarak anlaşılabil mesi içi n yeni çalış mal ara i htiyaç duyul makt adır.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. 1. Eksen kaçı klı ğı tipleri 

1. 1. 2. Kavra mal ar 

Kavra mal ar  bağl andı kl arı  maki na parçal arı na nazaran küçük ve ucuz ol mal arı na 

rağmen şaft  siste ml erinde çok öne mli  el emanl ardır.  Kavra mal arın uygun 

kullanı mı nı n öne mi ni  vur gul a mak i çi n konuyl a il gili  bir  ör nek verilmi ştir  [5]. 

Nor veç’teki  bir  kağıt  fabrikası nda bul unan bir  haddel e me maki nası ndaki  t itreşi ml er 

nedeni yl e kağıt  kalı nlığı  değiş mekt eydi.  Maki nadaki  titreşi ml eri n kaynakl arı 

belirlendi kt en ve bu titreşi ml er  eli mi ne edil di kten sonra siste mde hal a öne mli  bir 

titreşi m kaynağı nı n varlığı  t espit  edil di.  Bu titreşi ml eri n frekansı  devir  hı zı nı n üç 

katı na yakı n ol duğu i çi n nedeni ni  anl a makt a güçlük çekili yordu.  Yapılan i ncel e mede 
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titreşi m kaynağı nı n pompanı n aşı nan kavra ması nı n ol duğu belirlendi,  kavra ma 

değiştirilerek titreşi m ve  titreşi mi n neden ol duğu kağıt  kalı nlı ğı nı n değiş mesi  sor unu 

gi deril di.  Bu çalış mal ar  sonucunda fabri ka kağı dın ha mmadde t üketi mi ni  %10 azalttı 

ve ürünl eri ni n kalitesi ni arttırabil di. 

İşlevl eri ne göre  kavra malar altı kat egori ye ayrılabilir [6]: 

1.  Rijit  kavramal ar  :  Bu kavra mal ar  i ki  mil  ucunu rijit  bir  şekil de birbiri ne 

bağl ayan el e manl ardır,  Şekil  1. 2.  Bağl adı kl arı  mi l  uçl arı nı n eksenl eri ni  üst 

üst e getirecek ( mer kezleyecek)  bir  yapı ya sahiptir.  Di skli  rijit  kavra ma, 

zarflı rijit kavra ma, bilezikli kavra ma bu ti p kavramal ardandır. 

2.  Dengel eme kavramal arı :  Eksen kaçı klı ğı nı n olduğu dur u ml ar da kavrama 

ile bağl anan i ki  t araftan herhangi  biri nde siste mi n özelli ği  nedeni yle 

döndür me mo menti  dengesi ni  bozacak ek mo mentler  ol uşabilir.  Bu 

mo mentleri n di ğer  t arafa azaltılarak akt arıl ması  gereken yerl erde dengel eme 

kavra mal arı  kullanılır.  Kar dan kavra ması,  Şeki l  1. 3,  sabit  hı z kavra ması, 

Ol dha m kavra ması,  Schmi dt  kavra ması,  dişli  kavra ma,  Kado kavra ması  bu 

tip kavra mal ardandır. 

3.  Çözül ebilen-bağl anabilen kavramal ar  :  Maki nalarda,  döndüren el e man i le 

döndür ül en el e man arası ndaki  güç il eti mi nin kontrol ü a macı yl a bu 

kavra mal ar  kullanılır.  Şekil  bağlı  kavra mal ar,  el ektro manyeti k ku mandalı 

kavra ma,  Şekil  1. 4,  sürtün me  bağlı  kavra ma,  mekani k ku mandalı  kavra ma, 

endüksi yon kavra ması bu tip kavra mal ardandır. 

4.  Emni yet  kavramal arı  :  Döndür me mo menti ne bir  sı nır  getir mek a macı yla 

kullanılan kavra mal ardır.  Bunl arı  bir  çeşit  moment  si gortası  ol arak da 

düşün mek mü mkündür. Kes me  pi mli  e mni yet  kavra ması,  Şekil  1.5, 

sürt ünmeli  e mni yet  kavra ması,  bil ya mandallı  e mni yet  kavra ması  bu t i p 

kavra mal ardandır. 

5.  İlk hareket  kavramal arı  :  Özelli kle hareketli  ağır kütleleri n bul unduğu bazı 

maki na ya da siste ml eri n il k harekete geç mel eri  mot orları  i çi n za man za man 

sorun ol uşt urur.  Bu gi bi  pr obl e ml erde mot orla döndür ülen maki na arası nda 
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bir  il k hareket  kavra ması kullanılır.  Bil yalı  il k hareket  kavra ması,  Şekil  1. 6, 

hi drodi na mi k il k hareket kavra ması bu ti p kavra mal ardandır.  

6.  Tek dönüş  yönünde bağlantı  sağl ayan kavramal ar:  Bazı  uygul a mal arda, 

döndür ül en maki nanı n bir  dönüş  yönü i çi n döndür ülen t araf  il e bağl antı da 

ol ması,  di ğer  dönüş  yönü i çi n i se enerji  bağı nı n kesil mesi  i stenir.  Bu i st ek 

özel  bir  kavra ma il e sağlanabilir.  Ka mlı  t ek yönlü kavra ma,  makaralı  t ek 

yönl ü kavra ma, Şekil 1. 7, bu ti p kavra mal ardandır. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. 2. Diskli rijit kavra ma 

 

 

 

Şekil 1. 3. Kardan kavra ması 
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Şekil 1. 4. Elektro manyeti k kumandalı kavra ma 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. 5. Kes me pi mli e mni yet kavra ması  
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Şekil 1. 6. Bil yalı ilk hareket kavraması  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. 7. Makaralı tek yönl ü kavra ma 
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1. 2.  Literat ür araştır ması  

Kar dan kavra ması  il e tahri k edilen şaftı n devir  hı zı nı n katları ndaki  frekansl arda 

titreşi m yaptı ğı  gözl enmi ştir.  Rosenberg [ 8], kar dan kavra ması nı n t ek sayı 

katları ndaki  titreşi ml eri ni i ncel e mi ş  ve kardan kavra ması nı n açısal  dur umunun dönen 

şaftlardaki  eğil me kararlılığı na et kisi  üzeri ne araştır mal ar  yap mı ştır.  Porat  [9],  kar dan 

kavra ması nı n il etti ği  momentleri n hesapl anması  içi n f or müller  geliştir mi ştir.  St ati k 

siste mde sürt ünme,  at alet  ve el asti k kuvvetleri nin ol madı ğı  varsayı mı na dayanarak 

bu f or mülleri  t üret mi ştir.  Ot a ve Kat o [ 10], kar dan kavra ması nı n çift  sayı 

katları ndaki  titreşi ml eri ni i ncel e mi şlerdir.  Analitik sonuçl ar  t ahri k edilen şafta direnç 

mo menti  uygul andı ğı  za man i ki ncil  bir  eğil me mo menti n devir  hı zı nın çift  sayı 

katları nda titreşi ml ere neden ol duğunu göst er miştir.  Tahri k şaftı  sistemi n doğal 

frekansı nı n çift  katı nda bir  açısal  hı z il e döndüğünde t ahri k edilen şaft ve  r ot or 

siste mi ni n rezonansa girdi ği  gör ül ür.  Kat o ve arkadaşl arı  [11],  kardan kavra ması yl a 

tahri k edilen şaftı n eğilme  ve  bur ul ma titreşi m çiftleri  üzeri ne çalış mal ar  yap mı ştır. 

I watsubo ve Sai go [ 12],  kardan kavra ması yl a t ahrik edilen r ot or  siste mi ndeki  eni ne 

titreşi ml eri  i ncel e mi ştir.  Bu çalış mada t ahri k edilen şaftı n dön me  hı zı nı n sabit  ol duğu 

varsayıl mı ştır. 

1. 3.  Çalış manı n Amacı ve İçeri ği 

Bu çalış manı n a macı,  mot or-esnek kavra ma-rot or  siste mi nde,  Şekil  2. 1,  eksen 

kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zliği ni n neden ol duğu mekani k titreşi ml eri basit  bir 

bi çi mde modelle mek ve eksen kaçı klı ğı nı n et kileri ni  araştır maktır.  Çalışmada  el e 

alı nan siste m sonl u el emanl ar  met oduyl a modellenmi ştir.  Kar dan kavraması  et kisi 

nokt asal  ol arak model e dahil  edil mi ştir.  Çalış mada kullanılan modeli n daha gerçekçi 

ol ması  a macı yl a i ç sönüm ve  jiroskobi k et kiler  göz önüne alı nmı ştır.  Elde  edil en 

model  yardı mı yl a eksen kaçı klı ğı nı n ve di sk konu munun kavra ma nokt ası ndan 

uzaklı ğı na göre değişi mi ni n titreşi ml ere olan et kileri incel enmi ştir. 

Bu çalış ma beş  böl ümden ol uş makt adır.  Böl üm 2’de siste mi n t eori k modelini n el de 

edil mesi  anl atıl makt adır. Önceli kle modelle il gili  basit  kabuller  yapıl mı ştır.  Daha 

sonra siste m çeşitli  el emanl ara ayrıl mı ştır.  Bu el e manl arı n her  biri  içi n kütle, 

jiroskobi k ve katılık matrisleri  el de edil mi ştir. Kütl e dengesi zliği ni n ve  eksen 
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kaçı klı ğı nı n ayrı  ayrı  veya birli kte et ki di ği  dur uml arda siste me  et ki  eden kuvvet  ve 

mo ment  bileşenleri  hesapl anmı ştır.  Böl üm 3’ de hareket  denkl e ml eri nin çözü mü 

anl atıl makt adır.  Bu böl ümde  kütle dengesi zliği  ve eksen kaçı klı ğı  kuvvetleri ni n ayrı 

ayrı  veya birli kte et ki di ği dur uml ar  i çi n siste m denkl e ml eri ni n nü meri k çözüml eri ni n 

nasıl  el de edileceği  gösteril mi ştir.  Çözü mü el de et mek i çi n kullanılan bil gisayar 

pr ogra mı nı n al gorit ması  veril mi ştir.  Si ste mi n sonlu el a manl ar  modeli nden ve frekans 

spektrumunu el de et mek i çi n kullanılan hı zlı  Fourier  dönüşümünden bahsedil mi ştir. 

Böl üm 4’ de nü meri k çözü ml er  el de edil mekt e ve irdel enmekt edir.  Bu böl ümde  kütl e 

dengesi zliği ni n ve eksen kaçı klı ğı nı n ayrı  ayrı ve  birli kte et ki di ği  duru ml ar  i çi n 

frekans  spektruml arı,  genli k grafi kleri  el de edil mi ş;  literat ürdeki sonuçl arl a 

karşılaştırıl mıştır.  Böl üm 5’ de sonuçl arla il gili yor uml ar  yapıl mı ş,  gelecekt e el e 

alı nan konu üzeri nde yapılabilecek çalış mal ar anl atıl mı ştır.  
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2.  TEORİ K ESASLAR 

2. 1.  Siste mi n Mate mati k Modeli 

Bu t ez çalış ması  kapsamı nda i ncel enen r ot or  siste mi  Şekil  2. 1’de gösteril mi ştir. 

Rot or  birbiri yle özdeş,  iki  adet  bil yalı  yat ak üzeri ne ot ur makt adır.  Rotor un sonl u 

el e man modeli,  Şekil  2. 2’de göst eril mi ştir.  Sonl u el e manl ar  modeli nin üst ünde 

göst erilen nu maral ar,  parçaları n düğü m nokt al arını  göst er mekt edir.  Böyl e bir  r ot or 

siste mi nde,  siste mi n ki neti k ve pot ansi yel  enerji i fadel eri  yazılı p,  siste me et ki  eden  

dı ş  kuvvetler   belirlendi kt en sonra Lagrange denkl e ml eri  uygul anırsa si ste mi n 

hareket denkl e mi mutlak koor di nat siste mi nde aşağı daki gi bi el de edilir [13].  

                m p + c + g p + k + e p = F&& &   (2. 1) 

şekli nde yazılabilir.  Burada [ m],  [c]  ve [ k]  sırası yl a si metri k kütl e,  sönü m ve 

direngenli k matrisleri,  [g]  ve [e]  ise anti-si metri k j iroskobi k  ve dol anı m (circul at ory) 

mat risleri,  {p} ve {F} i se siste mi n serbestli k derecel eri ni  i çeren vekt ör  ile si st e me 

et ki yen dış  kuvvetler  vekt örleri dir.  Bu matrislerin fi zi ksel  ör nekl eri,  Inman [ 14]  , 

Lal anne ve Ferraris [15], gi bi titreşi m ve rot or di nami ği kitapl arı nda yer al makt adır.  

 

 

 

 

 

Şekil 2. 1. Mot or-esnek kavra ma-rotor siste mi  

 

Z

X

ROTOR ESNEK KAVRAMA
MOTOR
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Şekil 2. 2. Rot orun sonl u ele manl ar modeli 

2. 1. 1. Sönüm,  jiroskobi k  ve devi r hı zı nı n et kileri 

Rot or  di na mi ği nde,  sönüm et kileri  genelli kle i ç ve dı ş  sönü m et kileri  ol mak üzere i ki 

gr uba ayrıl makt adır.  İç sönü m,  hi steritik sönü m ve kur u ( Coul omb)  sönü m ol mak i ki 

temel  sönü m modeli nden ol uş makt adır.  Hi steritik sönü me  çoğunl ukl a mal ze me 

içerisi ndeki   hi steritik kuvvetler  sebebi yet  ver mektedir.  El asti k şaftta meydana gel en 

defor masyonl ar  rot or  siste mi nde histeritik  kuvvetleri n ol uş ması na neden ol makt adır. 

Rot orda meydana gelen def or masyonl ar  sırası nda,  rot or  parçal arını n t e mas 

yüzeyl eri nde kur u sürt ünmel er  de ol uşur.  Kur u sürtünmeye ör nek ol arak,  şaft  ve di sk 

göbeği,  rot or  di şli  yolları ve  i çerisi ndeki  di şliler  arası ndaki  sürt ünme  göst erilebilir.  İç 

sönü mün doğası  biraz karışı ktır  ve hal a t a m ol arak anl aşıl ma mı ştır.  El de edil en 

sonuçl ar,  i ç sönü mün r otor  siste ml eri  üzeri nde kararsız et ki  ol uşt urduğunu ve alt 

senkron hı zları nda dol anım kararsızlı ğa neden ol duğunu göst er mekt edir [16].  

Di ğer  t araftan,  dı ş  sönüm enerji  kaybı  il e yakı ndan ilişkili dir  ve r ot or  sist e ml eri nde 

kararlı  kuvvetler  ol uşt urur.  Dı ş  sönü mün i ki  öneml i  t ürü,  sı vı  ve yat ak sönü müdür. 

Sı vı  sönü mü,  r ot orun dönüşü sırası nda çevresinde ol uşur.  Ör nek ol arak,  r ot orun 

etrafı ndaki  havanı n neden ol duğu sönü m verilebilir.  Yat akl ardaki  yağ t abakası  ve 

sızdır mazlı k el e manl arı t arafı ndan ol uşt urul an hi drodi na mi k kuvvetler  yat ak 

sönü müne neden ol maktadır.  Rot or  siste ml eri nde en belirgi n sönü ml eme  yat ak 

sönü ml e mesi dir.  Genellikl e,  yat ak sönü ml e mesi  ve direngenli ği,  asi metriye ve devir 

hı zı na bağılı dır.  Yat ak sönü ml e mesi  ve direngenliği ni n,  rot or  di na mi ği  perfor mansı 

ve özelli kle de kararlı k üzeri nde çok büyük et kileri vardır. 

21 3 4 5

6

7 8 9 10 11

Z

X

Y
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Di ski n dönüş  ekseni ni n, yön değiştir me mi ş  şaftın mer kez ekseni  il e çakış ma ması 

veya paral el  ol ma ması  dur umunda jiroskobi k  et kiler  ol uşur.  Jiroskobik  et kiler, 

ankastre r ot or  di skli    veya esnek yat aklar  üzerindeki  uzun rijit  rot orlu şaftlarda 

belirgi n ol arak gözükür  [17- 18].  Jiroskobi k  mo mentleri n et kisi,  şaftı n katılaş ması  ve 

kriti k hı zı n art ması  şeklindedir  [19].  Bunun  yanısıra jiroskobi k  et kiler  yüksek 

hı zlardaki dolanı m frekansı nı da değiştirebilir [20]. 

Dol anı m et kisi  anti-si metri k direngenli k matrisi il e t anı ml anmı ştır  [ 13]. Dol anı m 

et kileri ni n r ot or  di na mi ği  üzeri ndeki  et kileri  henüz t a m ol arak anl aşıl ma mı ştır. 

Ort aya çı kan sonuçl ar,  dol anı m et kileri ni n i ç sönü m ve kanat  ucu boşluğundaki 

eksantri kliğe bağlı  ol arak ol uşan aerodi na mi k çapraz-kavra ma kuvvetleri ( Alford’s 

kuvveti) nedeni yl e ol uşt uğunu göst er mekt edir [21]. 

Model e,  t üm i ç sönü m,  dı ş  sönü m jiroskobi k  ve dol anı m et kileri ni n dahi l  edil mesi 

ortaya ko mpl eks  bir  özdeğer  pr obl e mi  çı kar makt adır.  Bundan başka,  bu et kiler 

genelli kle şaftı n dön me hı zı na bağlı dır.  Pek çok dur umda model  basitleştirilerek 

hı zdan bağı msı z özdeğer pr obl e mi  şekli ne dönüştür ül ür.  Bu dur umda,  modeli n t e mel 

di na mi k karakteristi kleri kor unur.  

2. 1. 2. Te mel kabuller 

Eksen kaçı klı ğı  et kisi üzeri nde çalış mak i çi n,  aşağı daki  kabullere dayalı 

basitleştiril mi ş teori k bir model ol uşt urul muşt ur [3]: 

1.  Kar dan kavra ması  et kisi,  şaftı n eksenel  kaçı klı ğını n hesaba katıl ması  i çin 

nokt asal  ol arak model e dahil  edil mi ştir.  Şaftı n eksen kaçı klı ğı nı  t anı ml amak 

içi n  eksen kaçı klı ğı açısı ve mot or pozisyonu açısı tanı ml anmı ştır.  

2.  Eksen kaçı klı ğı nı n ol ması  dur umunda,  mot orun açısal  hı zı  sabit  kal masına 

rağmen mo menti za man içerisi nde değiş mekt edir. 

3.  Rot or  siste ml eri nde bil yalı  yat ak kullanıl ması ndan dol ayı  yat akl ardaki  sönüm 

ve sürt ünme et kileri ihmal edilebilir. 

4.  Rul manl arı n direngenli ği eğil meye mar uz şafta kıyasl a çok fazl a ol duğu i çin 

rul manı n rijit mesnet gi bi davrandı ğı kabul edilebilir.  
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5.  Si ste mde iç sönü mün ol duğu kabul edilebilir. 

Bu basit kabullerle, bir ele manı n hareket denkl e mi  aşağı daki gi bi yazılabilir. 

             m p + c g p k p = F && &  (2. 2) 

(2. 2)  denkl e mi ndeki  [c]  sönü m matrisi  siste mdeki  sönü mün oransal  sönü m ol duğu 

kabul üyl e aşağı daki şekilde ifade edilebilir [23].  

   c = k  (2. 3) 

(2. 3) denkl e mi ndeki  kayı p fakt örüdür. 

Rot or  kuvvet  vekt örü {F}’i n kütle dengesi zliğini n ve  eksen kaçı klı ğı nın ayrı  ayrı 

veya birli kte et ki di ği duru ml ar içi n değişi k for ml arı vardır.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2. 3. Şaft sonl u ele manı nı n yerel koordi natları 

2. 2.  Teori k Esasl ar  

Bu çalış mada,  şaft  kesit  al anı  sabit  ol an bir  kiriş  ol arak modellenmi ştir.  Bu şaft  belli 

sayı da sonl u el e manl ara böl ünmüşt ür.  Her  bir  el e man ( Şekil  2. 3),  2 adet  düğü m 

Z

X

Y

w1

1

w2

2

v1

1

v2

2

u1

1

u2

2
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nokt ası na sahi ptir.  Bu durumda t opl a m,  6 adet  yer değiştir me ve 6 adet  dönme  i çeren 

12x12’li k matrisler  el de edilecektir.  Burada söz edilen yer  değiştir me ve dön mel er 

arası ndaki bağı ntı şu şekilde verilebilir: 

w

y






 (2. 4) 

u

y


  


 (2. 5) 

Düğü m nokt ası ndaki yer değiştir me vekt örü,  

 222222111111 ,,,w,v,u,,,,w,v,u   (2. 6)  

ol arak tanı ml anır. 

Düğü m nokt ası ndaki  yer  değiştir me vekt örü,  X,  Y ve Z yönl eri ndeki  hareketleri 

temsil eden u, v ve w yer değiştir mel eri ni de içer mekt edir. Bunl ar: 

 T2211 ,u,,uu   (2. 7) 

 T21 v,vv   (2. 8) 

 T2211 ,w,,ww   (2. 9) 

ol arak belirtil mi ştir. 

Her bir sonl u ele manı n kendi içi ndeki defor masyon al anı, 

1u=N (y)δu  (2. 10) 

2v=N (y)δv  (2. 11) 
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3w=N (y)δw  (2. 12) 

denkl e ml eri  ile veril mi ştir.  Bu eşitliklerde;  N1(y),  N2(y)  ve N3( y)  ifadeleri  eğil me 

zorla ması ndaki  bir  kirişin,  şekil  değiştir me f onksiyonl arı  ol arak t anı ml anmakt adır  ve 

aşağı da veril mi ştir. 

2 3 2 3 2 3 2 3

1 2 3 2 2 3 2

3y 2y 2y y 3y 2y y y
N (y)= 1- + ;-y+ - ; - ; -

L LL L L L L L

 
 
 

 (2. 13) 

2

y y
N (y)= 1- ;

L L

 
 
 

 (2. 14) 











2

32

3

3

2

2

2

32

3

3

2

2

3
L

y

L

y
;

L

y2

L

y3
;

L

y

L

y2
y;

L

y2

L

y3
1)y(N  (2. 15) 

2. 2. 1. Şaft ele manı n kütl e matrisi ni n el de edil mesi  

Bi r şaftı n ki neti k enerjisi, genel hal de aşağı daki şekil de ifade edilebilir: 

L L

2 2 2 2 2 2

şaft

0 0

L

0

S S
T (u v w )dy ( )dy IL

2 2

2 I dy

 
  

 

      

 

 



&&& & &

&

 (2. 16)  

(2. 13),  (2. 14)  ve ( 2. 15)  nol u denkl e ml eri  ve bunları n t ürevl eri ni  (2. 16)  nol u ki neti k 

enerji denkl e mi nde yeri ne koyarsak,  

L

T T T T T T

şaft 1 1 2 2 3 3

0

L TT
T T 3 31 1

0

L T
T 231

0

S
T u N N u v N N v w N N w dy

2

dN dNdN dNI
u u w w dy

2 dy dy dy dy

dNdN
2 I u w dy IL

dy dy


     


   

   

     

 
 

 

   







& & & & & &

& & & &

&

 (2. 17) 
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denkl e mi el de edilir. (2. 17) denkl e mi ndeki i ntegral işleml eri sonucunda 

T T T T

şaft 1 2 3 4

T T 2

5 6

1 1 1 1
T u M u v M v w M w u M u

2 2 2 2

1
w M w u M w IL

2

       

    

   

   

& & & & & & & &

& & &

 (2. 18) 

el de edilir. 

(2. 18)  nol u denkl e mde gör ülen M1,  M2  ve M3  mat risleri  kl asi k kütle matrisleri dir.  M4 

ve M5  matrisleri  dönel  atalet  mo menti ni n i ki ncil et kileri ni  verir.  M6  i se jiroskobi k  

et ki yi temsil eder. Bir sabit olan son teri m ise bundan sonra di kkate alı nmayacaktır. 

Bi li ndi ği gi bi Lagrange denkl e ml eri aşağı daki şekilde veril mekt edir: 

d T T U
F

dt


 

   
   
  &

 (2. 19) 

Şaftı n ki neti k enerjisi il e il gili  t eri mi  ( 2. 19)  nol u Lagrange denkl e ml eri nde 

kullanıl dı ğı nda,  

 s

d T T
M M G

dt

  
    
 

&& &
&

 


 (2. 20) 

el de edilir.  M matrisi M1,  M2  ve M3  matrisleri nden,  Ms  matrisi  M4  ve  M5 

mat risleri nden, G ise M6 mat risi nden ol uş makt adır.  

(2. 17)  denkl e mi ndeki  i ntegraller  alı ndı ğı nda M1,  M2 ,  M3,  M4,  M5  ve M6,  mat risleri 

aşağı daki gi bi el de edilir: 






























22

22

1

L4L22L3L13

L22156L1354

L3L13L4L22

L1354L22156

420

SL
M  (2. 21) 
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









14070

70140

420

SL
M2  (2. 22) 






























22

22

3

L4L22L3L13

L22156L1354

L3L13L4L22

L1354L22156

420

SL
M  (2. 23) 

2 2

4

2 2

36 -3L -36 -3L

-3L 4L 3L -LI
M =

-36 3L 36 3L30L

-3L -L 3L 4L

 
 

  
 
 
 

 (2. 24) 






























22

22

5

L4L3LL3

L336L336

LL3L4L3

L336L336

L30

I
M  (2. 25) 

2 2

2 2

6

2 2

2 2

0 36 3L 0 0 36 3L 0

36 0 0 3L 36 0 0 3L

3L 0 0 4L 3L 0 0 L

0 3L 4L 0 0 3L L 0I
M =

0 36 3L 0 0 36 3L 015L

36 0 0 3L 36 0 0 3L

3L 0 0 L 3L 0 0 4L

0 3L L 0 0 3L 4L 0

   
 

  
 
  
 

    
 
 
 
  
 

   

 (2. 26) 

(2. 21), (2. 22), (2. 23), (2.24), (2. 25) ve (2. 26) denkl e ml eri ve  

420

SL
b


   (2. 27) 

L30

I
d


  (2. 28) 
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kı salt mal arı  yapılır;  M1,  M2,  M3,  M4,  ve M5  mat risleri  uygun yerlere konul ursa 

el e man kütle matrisi m elde edilir. 

2 2

2 2

2 2

2 2

156b 36d 0 0 0 0 22Lb 3Ld

0 140b 0 0 0 0

0 0 156b 36d 22Lb 3Ld 0 0

0 0 22Lb 3Ld 4L b 4L d 0 0

0 0 0 0 0 0

22Lb 3Ld 0 0 0 0 4L b 4L d
m

54b 36d 0 0 0 0 13Lb 3Ld

0 70b 0 0 0 0

0 0 54b 36d 13Lb 3Ld 0 0

0 0 13Lb 3Ld 3L b L d 0 0

0 0 0 0 0 0

13Lb 3Ld 0 0 0 0 3L b L d

  



 

 

  


  

 

  

  

















 

  

2 2

2 2

2 2

2 2

54b 36d 0 0 0 0 13Lb 3Ld

0 70b 54b 36d 13Lb 3Ld 0 0

0 0 13Lb 3Ld 3L b L d 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

13Lb 3Ld 0 0 0 0 3L b L d

156b 36d 0 0 0 0 22Lb 3Ld

0 140b 0 0 0 0

0 0 156b 36d 22Lb 3Ld 0 0

0 0 22Lb 3Ld 4L b 4L d 0 0

0 0 0 0 0 0

22Lb 3Ld 0 0 0 0 4L b 4L d

  


  

  

   

 

  

  

  
















(2. 29) 

M6  matrisi ndeki  t eri ml er uygun yerlere konul ursa el e man jiroskobi k mat risi  g el de 

edilir. 
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2 2

2 2

2

2

0 0 36 3L 0 0 0 0 36 3L 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

36 0 0 0 0 3L 36 0 0 0 0 3L

3L 0 0 0 0 4L 3L 0 0 0 0 L

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3L 4L 0 0 0 0 3L L 0 0
g=2 d

0 0 36 3L 0 0 0 0 36 3L 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

36 0 0 0 0 3L 36 0 0

3L 0 0 0 0 L 3L 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3L L 0 0 0 0 3L

  


   


 



 


 




 


  

2

2

0 0 0

0 0 3L

0 0 4L

0 0 0

4L 0 0




















 

 (2. 30) 

2. 2. 2. Şaft ele manı nı n direngenli k matrisi ni n el de edil mesi  

Şaftı n potansi yel enerjisi aşağı daki gi bi tanı ml anmakt adır: 

2 2 2 2L L L2 2

0
şaft 2 2

0 0 0

2

FEI u w SE v u
U dy dy

2 y y 2 y 2 y

w
dy

y

            
            

             

 
  

   

  
 (2. 31) 

(2. 13),  (2. 14)  ve ( 2. 15)  nol u şekil  fonksi yonl arı  denkl e ml eri ni  ve bunl arı n türevl eri ni 

(2. 31) nol u pot ansi yel enerji denkl e mi nde yeri ne koyarsak,  

L L2 T 22 T 2 T

T T T3 31 1 2

2 2 2 2

0 0

L TT

T T0 3 32 1 1

0

EI AE
U= +

2 2

FdN
δvdy+

dy 2

d N d Nd N d N dN
δu δu+δw δw dy δv

dydy dy dy dy

dN dNdN dN
δu δu+δw δw dy

dy dy dy dy

 
 
 

 
 
 

 



 (2. 32) 

denkl e mi ni el de ederiz. 

İntegral işle mi yapıl dı kt an sonra pot ansi yel enerji ifadesi  
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T T T T

1 2 3 4

T

5

1 1 1 1
U u K u w K w v K v u K u

2 2 2 2

1
w K w

2

   



       

 

 (2. 33) 

hali ni alır.  

Burada  K1,  K2  ve K3  kl asi k katılı k matrisleri dir. K4  ve K5  i se eksenel  kuvvetlere 

bağlı matrislerdir. 

Genel de kayma et kisi de göz önünde bul undur ul makt adır, ve 

2
r LGS

EI12
a   (2. 34) 

ifadesi yl e karakterize edil mekt edir. 

Kay ma modül ü 

)1(2

E
G


  (2. 35) 

ol arak tanı ml anır. 

Kay ma  et kisi nden dol ayı  meydana gel en KS  mat risi  burada göst eril me mi ş  ol up,  bu 

mat ris zat en kl asi k direngenli k matrisi ni n i çi nde bul unmakt adır.  Dol ayısı yl a KC 

mat risi  K1,  K2,  K3  ve KS’ den,  KF  matrisi  i se K4  ve K5  matrisleri nden meydana 

gel mekt edir. KF matrisi eksenel kuvvetlerden ileri gel mekt edir. 

(2. 33) ifadesi Lagrange denkl e ml eri nde kullanıl dığı nda:  

δ

U
=K

δ




 (2. 36) 

FC KKK   (2. 37) 
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el de edilir,  bu çalışmada eksenel  kuvvetlerden doğan et kiler  göz  önüne 

alı nmadı ğı ndan KF matrisi denkl e ml erde yer al mayacaktır. 

(2. 32)  denkl e mi ndeki  i ntegraller  alı ndı ğı nda K1,  K2,  ve K3  matrisleri  aşağı daki  gi bi 

el de edilir: 






























22

22

31

L)a4(L6L)a2(L6

L612L612

L)a2(L6L)a4(L6

L612L612

L)a1(

EI
K  (2. 38) 






























22

22

32

L)a4(L6L)a2(L6

L612L612

L)a2(L6L)a4(L6

L612L612

L)a1(

EI
K  (2. 39) 















11

11

L2

AE
K3  (2. 40) 

(2. 38), (2. 39) ve (2. 40) denkl e ml eri ve  

3

EI
f

(1 a)L



 (2. 41) 

SE
h

2L
  (2. 42) 

kısalt mal arı  yapılır;  K1,  K2  ve K3  matrisleri  uygun yerlere yerl eştirilirse el e man 

direngenli k matrisi k el de edilir. 
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2

2

2

2

12f 0 0 0 0 6Lf 12f 0 0

0 h 0 0 0 0 0 h 0

0 0 12f 6Lf 0 0 0 0 12f

0 0 6Lf (4 a)L f 0 0 0 0 6Lf

0 0 0 0 0 0 0 0 0

6Lf 0 0 0 0 (4 a)L f 6Lf 0 0
k

12f 0 0 0 0 6Lf 12f 0 0

0 h 0 0 0 0 0 h 0

0 0 12f 6Lf 0 0 0 0 12f

0 0 6Lf (2 a)L f 0 0 0 0 6Lf
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6Lf 0 0 0 0 (2 a)L f 6Lf 0 0

 




 


 


 








 

 










 

2

2

2

2

0 0 6Lf

0 0 0

6Lf 0 0

(2 a)L f 0 0

0 0 0

0 0 (2 a)L f

0 0 6Lf

0 0 0

6Lf 0 0

(4 a)L f 0 0

0 0 0

0 0 (4 a)L f

 





 



 








 

 (2. 43) 

2. 2. 3. Diski n modellenmesi  

Şi mdi ye kadar  yapılan hesapl a mal ar  ve bul unan kütle ve katılı k matrisleri  yal nı zca 

şaftı n modellenmesi nde kullanılabilir.  Fakat  çalış mada el e alı nan sistem,  ş aft  ve 

üzeri ndeki  di sk kı sı ml arından ol uş makt adır.  Si stemi n modellenmesi  sırasında di sk de 

göz önüne alı nmalı dır. Çünkü di ski n at al eti  siste mi n di na mi k davranışı na et ki 

et mekt edir. 

Di ski n ki neti k enerji denkl e mi ni yazacak ol ursak 
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2 2 2 2 2 2

Disk D Dx Dy

1 1 1
T = M (u +v +w )+ I (θ +ψ )+ I (Ω +2Ω+θ)

2 2 2
& && & &  (2. 44) 

(2. 44)  denkl e mi ni  el de ederiz.  Rot orun simet ri k ol duğu kabul  edil mi ştir 

(
Dy Dx DzI =2I =2I ) . 

Di ski n mer kezi nde yer  al an düğü m nokt ası nı n yer  değiştir me vekt örü aşağı daki 

gi bi dir. 

 T,,,w,v,u   (2. 45) 

(2. 44) numaralı ki neti k enerji ifadesi ne Lagrange denkl e ml eri uygul anırsa 

D

D

D

Dx

Dx

Dy

Dy

M 0 0 0 0 0 u

0 M 0 0 0 0 v

0 0 M 0 0 0 wd T T

0 0 0 I 0 0dt

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0 u

0 0 0 0 0 0 v

0 0 0 0 0 0 w

0 0 0 0 0 I

0 0 0 0 0 0

0 0 0 I 0 0

   
   
   
     

      
     

   
   

     

  
  
  
 

  
 

 
 
   

&&

&&

&&

&&&

&&

&&

&

&

&

&

&

&

















 
 
 
 
 
 

 (2. 46) 

el de edilir. 

2. 2. 4. Kütl e dengesi zliği nden kaynakl anan kuvvetler 

Dönel  maki nal ardaki  titreşi mi n kaynakl arı ndan biri  rot or  dengesi zliğidir.  Dönen 

diski n,  şaftı n yada disk-şaft  siste mi ni n ağırlı k merkezi  dön me  ekseni  il e çakış mı yorsa 

şaftı n dön me  hı zı nda yataklarda ve dest ek el e manl arı nda t epki  yarat an mer kezkaç 

kuvveti n ol uş ması na neden ol ur,  kuvvet  şaftı n dön me  hı zı nda ol duğu i çi n t itreşi mi n 

frekansı  şaft  dön me  hı zı il e senkr on ol acaktır.  Pratikte r ot orlar  üreti m hat al arı  ve 

dönen kütleleri n rijit  ol ma ması  nedeni yl e müke mmel  dengel ene mezler.  Ancak 
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yüksek mert ebedeki  senkr on titreşi ml eri  rot or dengel e mesi  il e öneml i  öl çüde 

azalt mak mü mkündür.  

 

 

 

 

Şekil 2. 4. Kütle dengesi zliği ne sahip siste m 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2. 5. Kütle dengesi zliği 

Kütl e dengesi zliği  i ki  şekil de t anı ml anabilir:  Bunl ardan il ki  t opl a m kütleni n ağırlı k 

mer kezi ne uzaklı ğı nı n,  diğeri  dengesi zlik kütlesi nin mi kt arı nı n ve şaft  ekseni ne göre 

yeri ni n belirtil mesi dir.  Modeli  Şekil  2. 4’de görülen siste mde kütle dengesi zli ği 

et kisi ni  i ncel e mek i çi n Şekil  2. 5’de göst eril di ği gi bi  küçük bir  dengesizli k kütl esi 

( m1)ve bu kütleni n şaft ekseni ne ol an uzaklı ğı (e) tanı ml anmı ştır. 

Rot or  şaftı  sabit  bir   açısal  hı zı  ile dönerse dön me  açısı  ( R ),  t  ifadesine eşit 

ol acaktır. Dengesi zlik kuvveti ni n iki bileşeni  

2

ux 1 uF m e sin( t )      (2. 47)  

X

Z

ROTOR

e

m1

MOTOR

MOTOR

ESNEK KAVRAMA

Y

 

 

m1

X

Z

Re

O





u

 
 



 25 

2

uz 1 uF m e cos( t )      (2. 48)  

şekli nde yazılabilir.  u  faz açısı dır  ve Şekil  2. 5’de gör ül düğü gi bi  dengesi zlik vekt örü 

ile r ot ora sabitlenen  ekseni  arası ndaki  açı  ol arak t anı ml anmı ştır.  Genel de t ek kütl e 

dengesi zliği  varsa  u =0 alı nması  uygundur.  Bi rden fazl a kütle dengesi zli ği ni n  

ol duğu duruml arda u bilin meli dir. 

(2. 47)  ve ( 2. 48)  nu maralı  denkl e ml erde u =0 değeri  yeri ne konul ursa dengesi zli k 

kuvveti ni n iki bileşeni aşağı daki for mu alır. 

2

ux 1F m e sin t    (2. 49)  

2

uz 1F m e cos t    (2. 50)  

Si ste mde kütle dengesi zliği ni n var  ol duğu dur uml arda ( 2. 2)  nu maralı  denkl e mdeki 

rot or  dengesi zlik kuvveti vekt örü i ki  kı sı mdan ol uşur:  kosi nüs  bil eşeni   cF cosΩt ve 

si nüs bileşeni  sF sinΩt . Dengesi zlik kuvveti aşağı daki gi bi ifade edilebilir. 

     c sF = F cosΩt+ F sinΩt  (2. 51)  

 
T

2

c 1F = 0,…,0,0,m e ,...,0    (2. 52) 

 
T

2

s 1F = 0,…,m e ,0,0,...,0    (2. 53)  

(2. 51) numaralı denkl e m dengesi zlik cevabı nı n hesaplanması nda kullanılacaktır. 

2. 2. 5. Şaft eksen kaçı klı ğı nedeni yl e ol uşan mo ment  

Kar dan kavra ması  et kisi  De well  ve Mi t chell  [7]’in yaptı ğı  deneyl erde görül düğü gi bi 

eksen kaçı klı ğı ndan kaynakl anan yaygı n ve öneml i  titreşi m kaynakl arı ndan biri dir. 

İki  şaft  aral arı nda eksen kaçı klı ğı  ol acak şekilde esnek kavra ma ile birbirleri ne 

bağl andı ğı nda,  kullanılan esnek kavra ma ti pi ne bağlı  ol maksı zı n,  kardan kavra ması 
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et kisi yl e bağl antılı  belirli  titreşi m bi çi ml eri sergileyecektir.  Esnek kavra ma 

bağl andı ğı nda eksen kaçıklığı nı n neden ol duğu titreşi ml er  art makt adır.  Eğer  siste m 

yet eri  kadar  sağl a m i se oluşan titreşi ml er  di ğer  ele manl ara il etilir.  İletilen titreşi ml er, 

bazı  parçal arda rezonansa neden ol makt a,  isten meyen yüksek titreşi mler  üret en 

ol aylar zi nciri meydana getir mekt edir. 

Rot or  ve mot or  şaftları  birbirleri yl e çakışırsa i ki şaft  aynı  açısal  hı zda dönecektir. 

Mot or  şaftı nı n açısal  hızı nı n sabit  ol duğu ve siste mi n sürekli  reji m hal ine gel di ği 

dur uml arda mot orun t ahri k mo menti  siste mdeki  sürt ünmel er  i hmal  edilirse sıfır 

ol acaktır.  Bununl a beraber,  siste mde eksen kaçıklığı  varsa r ot or  şaftı nın hı zı  ve 

ivmesi za manl a değişecektir, Ek C.  

Si ste mde eksen kaçı klı ğı varsa mot orun t ahri k mo menti  T de za manl a değişecektir. 

Bu ol ay yapıl an deneylerde de gözl e ml enmi ştir.  Si ste mi n di na mi k analizi  üzeri ne 

yapılan bazı  araştır mal arda açısal  hı zı nı n ve t ahri k şaftı  mo menti ni n sabit  ol duğu 

varsayıl mı ştır.  Gerçekt e t ahri k şaftı ndaki  bu i ki büyükl ük sabit  değil dir.  Bununl a 

beraber  t ahri k mo menti nin ifadesi  önceden belirlen me mi ştir.  Tahri k mo menti  dön me 

hareketi ni yöneten Eul er denkl e ml eri ile belirlenecektir. 

Eksen kaçı klı ğı na sahi p siste m Şekil  2. 6’da gör ül mekt edir.  Rot or  ve mot or  şaftları 

arası ndaki  eksen kaçı klı ğı   açısı  ile ifade edil mekt edir.  Şekil  2. 7’de gör üldüğü gi bi 

mot or  şaftı  AB doğr usu boyunca uzan makt adır  ve r ot or  şaftı na göre konu mu z 

ekseni nden öl çülen  açısı ile göst eril mekt edir. 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2. 6. Eksen kaçı klı ğı na sahi p siste mi n şe mati k göst erilişi 

Z

X

MOTORMOTOR

ROTOR
Y

A

B

ESNEK KAVRAMA
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Şekil 2. 7. Mo ment bileşenleri 

Mot or un t ahri k mo ment i  eksen kaçı klı ğı na sahip esnek kavra madan geçerken i ki 

bileşene ayrılabilir. Bu bileşenl er şunl ardır. 

yT =Tcosα  (2. 54) 

sT =Tsinα  (2. 55) 

Ty  bileşeni  rot or  ekseni boyunca uzan makt adır  ve r ot or  şaftı nı n dön mesi ne neden 

ol makt adır.  Ts  bileşeni  rot or  ekseni ne di ktir  ve şaftı n yanal  eğil me  yap ması na neden 

ol makt adır.  Açısal  eksen kaçı klı ğı  ne kadar  küçük ol ursa eğil me et kisi  o kadar  küçük 

ol acaktır. Eğil me mo menti Ts, x ve z eksenl eri nde iki bileşene ayrılır: 

xT =Tsinαsinβ  (2. 56) 

 zT =Tsinαcosβ  (2. 57) 

Gör ül düğü gi bi  mot or  pozisyonunu t anı ml ayan  açısı  eğil me mo mentini n x ve  z 

eksenl eri ndeki değerleri ni belirle mekt edir. 

Rot or  şaftı nı n asal  eksenleri  x, y ve z;  asal  at alet  mo mentleri  Ix,  Iy  ve Iz  olursa Eul er 

hareket denkl e ml eri aşağıdaki gi bi yazılabilir. 

Ty

Tz

Tx

Ts


A

B

X

Y

Z



T



 



 28 

 x x x y z z yM = I ω +ω ω I -I&  (2. 58) 

 y y y z x x zM =I ω +ω ω I -I&  (2. 59) 

 z z z x y y xM = I ω +ω ω I -I&  (2. 60) 

Yukarı daki  ifadel erde x,  y  ve z  açısal  hı z bi leşenl eri dir  ve Mx,  My  ve Mz  asal 

eksenl er boyunca et ki eden dış mo mentlerdir. 

Rot or  şaftı  yal nı zca y ekseni nde dön me  hareketi  yaptı ğı  i çi n ( 2.58)-(2. 60)  

denkl e ml eri aşağı daki  denkl e me dönüşür.  

y y yM = I ω&  (2. 61) 

El e al dı ğı mı z özel  dur umda  y yM =T Tcos  ,  y RI = I  ve  y Rω &  ’dir.  IR r ot orun 

kut upsal  at al et  mo menti,  R i se r ot orun açısal  i vmesi dir.  Bu dur umda ( 2. 61)  nu maralı 

denkl e m aşağı daki şekil de yazılabilir. 

R RTcosα=I ε  (2. 62) 

Açı sal ivme R aşağı daki şekil de yazılabilir, Ek C.  

2 n+1

R M 2 M 4 M 2n Mε /ω =B sin2 -B sin4 +…+(-1) B sin2n +…    (2. 63) 

Mot or un açısal  hı zı  M yeri ne sabit  açısal  hı z  ve  ( 2. 63)  nu maralı  denklem ( 2. 62) 

denkl e mi nde yerleri ne konul ursa tahri k mo menti T 

2 n+1

R 2n

n=1

T =(I Ω /cosα) (-1) B sin2nΩt
 

 
 
  (2. 64) 

şekli nde yazılabilir. 
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Benzer  şekil de ( 2. 64)  nu maralı  denkl e m ( 2. 56) ve  ( 2. 57)  denkl e ml eri nde yeri ne 

konul ursa Tx ve Tz ifadeleri aşağı daki şekli alır. 

2 n+1

x R 2n

n=1

T = I Ω tan sin (-1) B sin2nΩt
 

 
 
   (2. 65) 

2 n+1

z R 2n

n=1

T = I Ω tan cos (-1) B sin2nΩt
 

 
 
   (2. 66) 

Yukarı daki  denkl e ml erde gör ül düğü gi bi  Tx  ve Tz  eğil me mo mentleri  eksen kaçı klı ğı 

açısı  ,  mot or  pozisyonu açısı  ,  rot orun pol ar at al et  mo menti  I R,  mot or un sabit 

açısal  hı zı   ve  za mana t  bağlı dır.  Eksen kaçı klı ğı nı n ol uşt urduğu eğil me 

mo mentleri  yat aklara ek yük ol arak et ki  eder, bu nedenl e yat ak di zaynı nda ve 

seçi mi nde di kkat e alı nmalı dır.  Denkl e m ( 2. 65)  ve ( 2. 66)  di na mi k yat ak yükl eri ni 

belirle mek içi n yararlı dır. 

Eğil me mo menti  bileşeninden kaynakl anan ( 2. 2)  denkl e mi ndeki  rot or  kuvvet  vekt örü  

(2. 65)  ve ( 2. 66)  denkl eml eri ni  kullanarak ol uştur ul ur.  Bu özel  dur umda kuvvet 

fonksi yonu har moni ktir. Bu nedenl e siste mi n hareketi ni  t anı ml ayan diferansi yel 

denkl e m li neer ol ur, bu da analitik sonuçl arı el de et meyi kolaylaştırır. 

Denkl e m (2. 65) ve (2. 66) yeni den yazılırsa 

x 2n

n=1

T = E sin2nΩt


  (2. 67) 

z 2n

n=1

T = G sin2nΩt


  (2. 68) 

hali ni alırlar. Buradaki E2n ve G2n ifadel eri aşağı daki şekil dedir. 

n+1 2

2n R 2nE =(-1) I Ω B tanαsinβ  (2. 69) 

n+1 2

2n R 2nG =(-1) I Ω B tanαcosβ  (2. 70) 
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Eğil me mo menti  bileşenl eri ni n ( 2. 67)  ve ( 2. 68)’deki  ifadel eri  rot or  kuvvet 

vekt örünün (2. 2) denkl emi ndeki yeri ne konursa kuvvet vekt örü 

   2n

n=1

F = F sin2nΩt


  (2. 71) 

şekli ni alır. Buradaki F2n ifadesi aşağı daki gi bi dir. 

   
T

2n 2n 2nF = 0,…0,E ,0,G  (2. 72) 

(2. 71)  nu maralı  denkle m eksen kaçı klı ğı  ol ması  hali nde di na mi k cevabı n 

hesapl anması içi n kullanılacaktır. 

2. 2. 6. Kütl e dengesi zliği ve eksen kaçı klı ğı ndan kaynakl anan kuvvet ve mome nt  

Kütl e dengesi zliği  ve eksen kaçı klı ğı na sahi p gerçekçi  mot or-esnek kavra ma-rot or 

modeli  Şekil  2. 8’de görül mekt edir.  Bu dur umda,  rot or  şaftı  dön me  hı zı nı n sabit 

ol ma ması  nedeni yl e dengesi zlik kuvveti ni n bulun ması nda kullanılan klasi k r ot or 

di na mi ği  analizi  geçerliliği ni  yitirecektir.  Bu nedenl e,  kardan kavra ması  et kisi ni 

hesapl ara kat an dengesi zlik kuvveti içi n uygun denkl e ml er geliştiril meli dir. 

2. 2. 6. 1. Dengesi zli k kuvveti bileşeni  

Rot orun açısal  hı zı  R  za manl a değişti ği  i çi n dengesi zlik kuvveti ni n hem nor mal 

he m de teğet bileşenleri vardır. Şekil 2. 9’da  görüldüğü gi bi bu bileşenl er şunl ardır: 

2

un 1 RF =-m eω  (2. 73) 

uτ 1 RF = m eε  (2. 74) 
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Şekil 2. 8. Eksen kaçı klı ğı ve kütle dengesi zliği ne sahi p sistem 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2. 9. Kütle dengesi zliği kuvveti bileşenleri 

Dengesi zlik kuvveti ni n x ve z  yönündeki  bi leşenl eri  koor di nat  dönüşü mü il e 

bul unabilir. 

2

ux 1 R R R RF =m e(ω sin -ε cos )   (2. 75) 

2

uz 1 R R R RF =m e(ω cos +ε sin )   (2. 76) 

(2. 75) ve (2. 76) denkl e mleri ni aşağı daki şekil de yazabiliriz. 

ux uxc R uxs RF =F cos +F sin   (2. 77) 
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uz uzc R uzs RF =F cos +F sin   (2. 78) 

R  r ot or  şaftı nı n açısal  yer  değiştir mesi dir,  Ek C.  Yukarı daki  denkl e ml erde yer  al an 

Fuxc, Fuxs, Fuzc ve Fuzc ifadel eri aşağı daki şekil dedir. 

uxc 1 RF = m eε  (2. 79) 

2

uxs 1 RF = m eω  (2. 80) 

2

uzc 1 RF = m eω  (2. 81) 

uzs 1 RF = m eε  (2. 82) 

2. 2. 6. 2. Mo me nt bileşenl eri 

Eksen kaçı klı ğı  ve dengesi zliği n birli kte ol duğu dur uml arda t ahri k mo menti  ve 

dengesi zlik kuvveti ni n t eğet  bileşeni  rot orun dönme  hareketi ne et ki  birli kte et ki  eder. 

Bu durumda i ndirgenmi ş Eul er denkl e mi şu şekil dedir. 

uτ R RTcosα-F e=I ε  (2. 83) 

Mo ment ifadesi aşağı daki şekli alır. 

 2 2 n+1

R 1 2n

n=1

T = (I Ω +m e )/cosα (-1) B sin2nΩt
 

 
 
  (2. 84) 

Eksen kaçı klı ğı  nedeniyle ol uşan eğil me mo menti ni n i ki  bileşeni  aşağı da 

göst eril mi ştir. 

2 2 n+1

x R 1 2n

n=1

T =(I +m e ) tan sin (-1) B sin2nΩt
 

  
 
   (2. 85) 



 33 

2 2 n+1

z R 1 2n

n=1

T =(I +m e ) tan cos (-1) B sin2nΩt
 

  
 
   (2. 86) 

(2. 85)  ve ( 2. 86)   nol u denkl e ml er,  eksen kaçı klığı  ve kütle dengesi zliği  var ken 

yat akl ara gel en yükl eri belirle mede kullanılır. 

Dengesi zlik kuvveti ne benzer şekil de eğil me mo menti bileşenleri yeni den yazılırsa  

x 2n

n=1

T = J sin 2n t


  (2. 87) 

z 2n

n=1

T = L sin 2n t


  (2. 88) 

şekli ni alırlar. Bu denkl emdeki J2n ve L2n ifadel eri aşağı da veril mi ştir. 

n+1 2 2

2n R 1 2nJ =(-1) (I +m e )Ω B tanαsinβ  (2. 89) 

n+1 2 2

2n R 1 2nL =(-1) (I +m e )Ω B tanαcosβ  (2. 90) 

Kütl e dengesi zliği  ve eksen kaçı klı ğı  et kileri nin birli kte ol duğu dur umlarda r ot or 

kuvvet vekt örü  F şu şekli alır. 

        c s 2n

n 1

F F cos t F sin t F sin 2n t




       (2. 91) 

Yukarı daki denkl e mde bul unan Fc , Fs, F2nc ve F2ns ifadel eri şöyledir. 

   
T

c uxc uzcF = 0,…,F ,0,F ,…,0  (2. 92) 

   
T

s uxs uzsF = 0,…,F ,0,F ,…,0  (2. 93) 
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   
T

2n 2n 2nF = 0,…,J ,0,L  (2. 94) 

(2. 91) numaralı denkl e m kuvvet cevabı nı n hesapl an ması nda kullanılır.  

Si ste mde kütle dengesizliği  varsa,  siste mi n davranışı  (2. 51)  nolu denkl e m 

kullanılarak el de edilir. Si st e mde  eksen kaçı klığı  ol ması  dur umunda (2. 71)  nol u 

denkl e m kullanılarak sistemi n davranışı  belirlenir.  Si ste mde kütle dengesi zli ği  ve 

eksen kaçı klı ğı  ol ması  dur umda  siste mi n davranışı nı  belirle mek i çi n (2. 91)  nol u 

denkl e mden yararlanılır. 
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3.   HAREKET DENKLEMLERİ Nİ N ÇÖZÜMÜ 

3. 1.  Kriti k Hı zl ar 

Şekil  2. 1’de gör ülen r otor  siste mi,  t eori k ol arak sonsuz sayı da doğal  frekansa 

sahi ptir.  Si ste m şaft  hı zında dönen kütle dengesizli ği  ve/ veya şaft  eksen kaçı klı ğı 

kuvveti  ile t ahri k edildi ği nde,  t ahri k kuvveti ni n frekansı  siste min doğal 

frekansl arı ndan herhangi  biri  il e çakışı yorsa siste m r ezonansa girer.  Bu frekansa 

karşılı k gel en şaft  hı zı na kriti k hı z denir.  Rot orun çalış ma hı zı  aralı ğı nı  kriti k devir 

hı zları ndan uzak t ut mak rot or di na mi ği analizi nde öne m t aşı yan bir konudur.  

Kriti k hı zlar   siste m serbest  titreşi m denkl e ml eri nden hesapl anı r.  Denkl e m ( 2. 2)  deki 

kuvvet  vekt örü {F} yazılarak {0}’a eşitlenirse serbest  titreşi ml er  i çi n homoj en bir 

denkl e m t akı mı el de edilir. 

             M p K G p K p 0   && &  (3. 1) 

{p}’ni n har moni k fonksiyon ol arak değişti ği varsayılırsa; 

   p = P sin(ωt+ )  (3. 2) 

yazılabilir.  {P} genli kler  vekt örü,    faz açısı  ve  siste mi n açısal  doğal  frekansı dır  ve 

genli kler (3. 2) denkl e mi kullanılarak belirlenebilir. 

Har moni k f onksi yon denkl e mi  ( 3. 2),  (3. 1)’de yeri ne konul ursa sonuçta özdeğer 

denkl e mi el de edilir. 

            2

i i i
K +ω K G -ω M P = 0   (3. 3) 

(3. 3) denkl e mi özdeğerler ve özvekt örleri bul mak içi n sayısal olarak çözül ebilir. 
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3. 2.  Dengesi zli k Cevabı  

Dengesi zlik cevabı   denkl e m ( 2. 51)’de verilen r ot orun dengesi zlik kuvveti 

vekt örünün kuvvet  vektör ünde yeri ne konul masıyla el de edilir.  (2. 51)  denkl e mi ni  

(2. 2) denkl e mi nde  yeri ne koyarsak siste mi n hareket denkl e mi şu şekli alır: 

               c sM p K G p K p F cos t F sin t      && &  (3. 4) 

Si ste mi n senkron(devir hızı ndaki) sürekli reji m cevabı aşağı daki gi bi belirtilebilir. 

     c sp P cos t P sin t     (3. 5) 

{p}’yi  siste m denkl e ml eri  (3. 4)’de yeri ne koyarsak ve si nt  ve cost  i çi ndeki  

teri ml eri n belirlenmesi yle i ki grup denkl e m el de edilir. 

             2

c s cK - M P K G P = F    (3. 6) 

             2

c s sK G P K - M P = F     (3. 7) 

(3. 6) denkl e mi {Pc }ifadesi sol tarafta olacak şekilde düzenl enirse 

                   
1 1

2 2

c c sP = K - M F K - M K G P
 

       (3. 8) 

el de edilir.  (3. 8)  denkl emi  ( 3. 7)  denkl e mi nde yerine konul up {Ps }ifadesi sol  t arafta 

yal nı z bırakılırsa 

                   

                 

1
2

s

1 1
2 2

s c

P = K G K - M K G K

- M F K G K - M F

 





 

      

      
 (3. 9) 

el de edilir.  

{Ps } ve {Pc } ifadel eri ni bul undukt an sonra ( 3. 5)  denkl e mi nde yerl eri ne konul ursa 

siste mi n dengesi zlik cevabı el de edilir. 
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3. 3.  Şaft Eksen Kaçı klı ğı nın Kuvvet Cevabı  

Şaft  eksen kaçı klı ğı  nedeni yl e ol uşan kuvvet  vekt örleri  denkl e m ( 2. 71)’de 

veril mi ştir.  (2. 71)  denkle mi ni  (2. 2)  denkl e mi nde yeri ne koyul ursa siste min hareket 

denkl e mi: 

             2n

n 1

M p K G p K p F sin 2n t




    && &  (3. 10) 

şekli nde el de edilir. 

Eksen kaçı klı ğı nı n et kileri ni  veren ( 3. 10)  denkl e mi ni   şu sebepl er nedeni yl e 

incel e mek öne m t aşır:  İlk ol arak ( 3. 10)  denkl e mi  eksen kaçı klı ğı  ol an genel  siste m 

içi n  geçerli dir.  (3. 10)  denkl e mi ndeki  kütle,  katılık ve jiroskobi k matrisi  i çi ndeki 

el e manl arı  değiştirerek,  çeşitli  rot or  siste ml eri  i ncel enebilir.  Kuvvet  genli k vekt örleri 

({F2n},  n=1, 2, 3,......)  eksen kaçı klı ğı  açısı  ,  mot or  pozisyonu açısı  ,  ve di ğer 

para metreleri n bir  fonksiyonu ol duğu i çi n farklı eksen kaçı klı ğı  koşulları  denkl e m 

(3. 10)  ’ daki  gi bi  göst erilebilir.  İki nci  ol arak denklem ( 3. 10)  daki  kuvvet  frekansl arı, 

eksen kaçı klı ğı  et kisi  sebebi yl e mot or  dön me  hı zı nı n çift  katları ndaki  frekansl ardır. 

Kuvvet  f onksi yonl arı  li neer  siste m i çi n çözü m f or ml arı nı  di kt e etti ği  i çin,  sist e mi n 

eksen kaçı klı ğı  cevabı  mot orun dön me  hı zı nı n çift  katı ndaki  frekansl ardır,  örneği n: 

2n,  n=1, 2, 3,......  Sonuç ol arak,  siste m cevabı,  siste m doğal  frekansl arı  ve mot or un 

dön me  hı zı na bağlı dır.  Eğer  mot or  dön me  hı zı nı n çift  katları ndan biri  sistemi n doğal 

frekansı na yakı n veya eşitse,  rezonans  dur umu ortaya çı kar.  Bunun sonucu ol arak da, 

eksen kaçı klı ğı sebebi yl e ol uşan titreşi ml er ana titreşi m kaynağı hali ne gelir.  

Denkl e m ( 3. 10)’un özel  çözü münü el de etmek i çi n süperpozisyon il kesi 

uygul anmı ştır. n=i içi n çözü mün aşağı daki gi bi olduğu kabul edilsi n.  

     i 2ic 2isp P cos2i t P sin 2i t     (3. 11) 

Bu durumda aranılan çözü m {pi }ifadel eri ni n toplamı  şekli nde ol acaktır. 
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   i
i 1

p p




  (3. 12) 

{pi } ifadesi  (3. 10)  denkl emi nde yeri ne konul up,  sin2i t  ve cos2i t  katsayılı  t eri ml er 

toplanırsa aşağı daki denkleml er el de edilir.  

             2 2

2ic 2isK -4i M P 2i K G P = 0     (3. 13) 

             2 2

2ic 2is 2i2i K G P K -4i M P = F      (3. 14) 

(3. 13) denkl e mi {P2i c} ifadesi sol tarafta olacak şekil de düzenl enirse 

             
1

2 2

2ic 2isP = K -4i M 2i K G P


       (3. 15) 

denkl e mi  el de edilir.  (3. 15)  denkl e mi  ( 3. 14)  denkl e mi nde yeri ne konulup {P2i s } 

ifadesi yal nı z bırakılırsa 

                

      

1
2 2

2is

2 2

2i

P = 2i K G K -4i M 2i K G

K -4i M F

 


       

 

 (3. 16) 

el de edilir.  {P2i s } ve {P2i c} ifadel eri  bul unup ( 3. 11)  denkl e mi nde kullanılırsa 

{pi }ifadesi  el de edilir.  {pi }ifadel eri  el de edil di kten sonra siste mi n eksen kaçı klı ğı 

cevabı (3. 12) denkl e mi kullanılarak bul unur (i =1,2, 3,..... ).  

3. 4.  Eksen Kaçı klı ğı ve Kütle Dengesi zliği ni n Kuvvet Cevabı  

Kütl e dengesi zliği  ve şaft  eksen kaçı klı ğı  i çi n genelleştiril mi ş  kuvvet  vektör ü ( 2. 91), 

(2. 2)  denkl e mi nde kullanılarak el de edilebilir. Si ste mi n hareket  denkl e mi  şu 

şekil dedir. 

                

 

c s

2n

M p K G p K p F cos t F sin t

F sin 2n t

      

 

&& &
 (3. 17) 

Burada kuvvet  fonksi yonu {Fc } ve {Fs } kütle dengesi zliği  nedeniyl e {F2n } 

(n=1, 2, 3,.....) ise eksen kaçı klı ğı nedeni yl e ol uş makt adır.  
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Dengesi zlik ve eksen kaçı klı ğı  kuvveti ni n cevabı nı  i ncel e mek içi n ( 3. 17) 

denkl e mi ni n kullanıl masını n nedenl eri  şunl ardır: İl k ol arak dengesi zli k ve  eksen 

kaçı klı ğı  koşulları  altı nda ol an genel  bir  sistem i çi n ( 3. 17)  denkl e mi  geçerli  bir 

denkl e mdir.  (3. 17)  denkl e mi ndeki  kütle,  katılık ve  jiroskobi k matrisi  i çi ndeki 

el e manl arı  değiştirerek,  farklı  rot or  siste ml eri  incel enebilir.  Aynı  za manda farklı 

dengesi zlik ve eksen kaçı klı ğı  koşulları  (3. 17)  denkl e mi yl e ifade edilebilir,  çünkü 

kuvvet  genli k vekt örleri   {Fc },  {Fs } ve {F2n},  (  n=1, 2, 3,......)  dengesi zlik m1 e,  eksen 

kaçı klı ğı  açısı  ,  mot or pozisyon açısı  ,  ve diğer  para metrel eri n f onksiyonudur. 

İki nci  ol arak,  (3. 17)  denkl e mi ndeki  kuvvet  frekansl arı  i ki  parçadan i barettir.  Biri 

kütle dengesi zliği  nedeniyl e ol uş makt adır  ve kuvvet  frekansı  rot or  devir  hı zı ndadır. 

Di ğeri  ise eksen kaçı klığı  nedeni yl e ol uş makt adır  ve kuvvet  frekansı  mot or  devir 

hı zı nı n çift  katları ndadır.  Böyl eli kle,  siste m cevabı,  siste m doğal  frekansl arı  ve 

kuvvet  frekansl arı  arası ndaki  ilişki ye bağlı dır,  örneği n;  rot or  dön me  hı zı  ve  mot or un   

dön me  hı zı nı n çift  katları  gi bi.  Eğer  kuvvet  frekansl arı ndan biri  sistemi n doğal 

frekansl arı ndan biri ne yakı n veya eşitse rezonans meydana gelir.  

Çözü ml er şu şekil de aranır. 

           c s 2nc 2ns

n 1

p P cos t P sin t P cos 2n t P sin 2n t




         (3. 18) 

Çözü mü el de et mek i çi n önce siste mde sadece küt le dengesi zliği ni n bul unduğu kabul 

edilerek {pd },  daha sonra da  sadece eksen kaçı klı ğını n bul unduğu kabul  edi lerek {pe } 

hesap edilir. (3. 18) denkle mi ni n çözümü aşağı daki gi bi olacaktır. 

     k dp p p   (3. 19) 

Böl üm 3. 2’de ol duğu gibi  siste mi n senkron(devir  hı zı ndaki)  sürekli  rejim cevabı 

aşağı daki gi bi belirtilebilir. 

     d c sp P cos t P sin t     (3. 20) 

{pd }’yi  siste m denkl emi  ( 3. 17)’de yeri ne koyup ve si nt  ve cost  i çi ndeki  

teri ml eri n belirlenmesi yle i ki  gr up denkl e m el de edilir.  Si ste mde eksen kaçı klı ğı 

ol duğu i çi n siste mi n hı zı  za manl a değiş mekt edir.  Bu nedenl e el de etti ğimi z  gr up 

denkl e ml eri nde böl üm 3.2’ den farklı olarak i vme ile ilgili teri ml er olacaktır. 



 40 

                2

c R s cK - M P M K G P = F      (3. 21) 

                2

R c s sM K G P K - M P = F       (3. 22)  

Eksen kaçı klı ğı  et kileri  sebebi yl e ol uşan peri yodi k hı zlanma ve  yavaşl ama  et kileri  

(3. 21) ve (3. 22) denkl e minde  R M  teri mi yle göst eril mi ştir.  

(3. 21) denkl e mi nde {Pc }ifadesi sol tarafta olacak şekil de düzenl enirse 

                      
1 1

2 2

c c R sP = K - M F K - M M K G P
 

       

 (3. 23) 

el de edilir.  (3. 23)  denkle mi ni  (3. 22)  denkl e mi nde yeri ne konul up {Ps }ifadesi  sol 

tarafta yal nı z bırakılırsa 

                     

                     

1
2

s R R

1 1
2 2

s R c

P = M K G K - M M K G

K - M F M K G K - M F



 

      

       

   

 
 

 (3. 24) 

el de edilir.  

{pe } böl üm 3. 4’de anl atıldı ğı  gi bi  el de edilir.  {pk } ve {pe } el de edil dikt en sonra 

(3. 20)  denkl e mi nde kullanılarak siste mi n kütle dengesi zliği  ve eksen kaçı klığı  cevabı 

el de edilir.  

3. 5.  Bil gisayar Progra mı  

2.  ve 3.  böl üml erdeki  t eorik esaslara dayanarak MATLAB’ de bir  bil gisayar pr ogr a mı 

yazıl mı ştır.  Pr ogra mda bazı  hesapl a mal arı  yapmak i çi n alt  progra ml ar  kullanıl mı ştır, 

ör neği n;  siste m matrisleri ni  birleştir mek,  sı nır şartları nı  uygul a mak,  dengesi zli k 

kuvveti ni hesapl a mak v.b. gi bi. Progra mı n akış diyagra mı Şekil 3. 1 ‘de veril mi ştir. 
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3. 6.  Sayısal Hesapl a mal ar 

Rot or siste mi ni n sayısal analizi iki aşa madan ol uşur:  

1.  Sonl u El e man Modeli:  Siste m sonl u el e manl ar  ile modellenir.  El e manl arın 

kütle,  katılı k,  sönü m ve j iroskobi k matrisleri ni  i çeren hesap sonuçl arı  sist em 

analizi içi n saklanır. 

2.  Sistem Sent ezi  ve Çözüm:  Yazılan pr ogra m si ste min kütle,  katılı k,  sönü m ve 

jiroskobi k matrisleri ni  birleştir mek,  farklı  rot or  di na mi ği  pr obl e ml eri nin 

çözü mü içi n kullanılır.  

3. 6. 1. Sonl u ele manl ar model i 

Rot or  sonl u el e manl ar  met oduna göre  Şekil  2. 3’deki  gi bi  el e manl ara ayrılır.  Şaft  ve 

di sk ele manı na ait bil giler  Ek B ‘de veril mi ştir.  

3. 6. 2. Hı zlı fouri er dönüşümü analizi 

Yazılan bil gisayar  pr ogramı nda sonuçl ar  za man düzl e mi nde hesapl anmı ştır.  Si st e mi n 

cevabı nı n karışı k ol ması  dur umunda,  dengesi zlik ve eksen kaçı klı ğı nı n kuvvet  cevabı 

gi bi,  za man düzl e mi nde ayrı  titreşi m bileşenleri ni  t anı ml a mak çok zor  hal e 

gel mekt edir.  Titreşi ml eri bileşenl ere ayır manı n en veri mli  yol u titreşi m genli kl eri ni n 

frekansl a nasıl  değişti kl erini  gözl e ml e mektir.  Buna frekans  düzl e mi  göst eri mi  denir. 

Titreşi m genli ği ni n frekansa göre değişi mi ne titreşi m frekans  spektrumu denir. 

Frekans  düzl e mi ni n gücü şu gerçeği n altı nda yat makt adır;  herhangi  zaman- dal ga 

for mu ( genli k za mana göre)  si nüs  ve kosi nüs  dal gal arı  serisi nden üretil mekt edir. 

Frekans  düzl e mi  enerji  yoğunl aş ması nı n ol duğu frekansl arda bir  veya daha fazl a 

ayrı k t epel er  göst erecektir.  Kütle dengesi zliği gi bi  yaygı n maki na hat al arı nı n 

di na mi k karakt eristi ği  bi linir,  böyl ece r ot or  sistemi ni n frekans  düzl e mi ndeki  çeşitli 

frekansl arı ile çeşitli fiziksel olayl arla ilişkilendirmek daha kol ay ol makt adır. 

Frekans  düzl e mi nde titreşi m verileri ni  gör mek içi n,  za man düzl e mi ndeki  bil gileri 

frekans  düzl e mi ne çevirmek i çi n Fouri er  dönüşümüne i hti yaç duyul ur.  1965’ de 

Cool ey ve Tukey [22]  za man serileri ni n frekans  spektrumunu mevcut 

bil gisayarlardaki  al goritmal ardan çok daha hı zlı  ve veri mli  hesapl ayan bir  hı zlı 
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Fouri er  dönüşümü ( FFT)  al gorit ması  t asarladılar.  Hı zl a gelişen mi kr oişle mci 

teknol ojisi ni n sonucu ol arak da,  FFT spektrum analizi  şu an kol aylı kl a 

yapılabil mekt edir.  Yazılan bil gisayar  pr ogra mı nda MATLAB i çerisi nde yer al an FFT 

al gorit ması ndan yararlanıl mı ştır.  

Za man düzl e mi nde elde edilen bil giler  frekans  düzl e mi ne dönüştürül ürken 

frekansl arı n yayıl ması nı (l eakage)  önl e mek i çi n i ki  yol  i zl endi:  İl k ol arak za man 

düzl e mi ndeki  grafi kl eri n başl adı kl arı  nokt ada bi t mel eri  i çi n MATLAB’ de yazıl an 

pr ogra mda değişi klikler  yapıl dı.  İki nci  ol arak  MATLAB i çerisi nde yer  alan Hanni ng 

pencere f onksi yonu kullanıl dı.  Pr ogra mda değişikli k yapıl ması  ve Hanning pencere 

fonksi yonu kullanıl ması neticesi nde siste mi n frekans  düzl e mi ndeki  cevabı nda 

frekans  yayıl ması nı n olmadı ğı gözle ml enmi ştir. 
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Şekil 3. 1.  MATLAB’ de yazılan progra mı n al gorit ması  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Başla 

NODES, ELEMENTS, MATERIALS, 

DISCS, BC_NODES,  MNODES,  

UNBALANCE, R_NODEDIR 

matrisleri ile , , ’nın değerlerinin 

girilmesi 

Motorun R kadar dönmesi  

sonucunda sisteme etki eden 

kuvvetlerin hesaplanması 

Sistemin frekans düzlemindeki 

cevabının elde edilmesi 

Kütle, katılık, jiroskobik ve sönüm 

matrislerinin elde edilmesi, bunların sistem 

matrisinde uygun yerler yerleştirilmesi, sınır 

şartlarının uygulanması 

Sistemin zaman 

düzlemindeki cevabının elde 

edilmesi  

Bitir 
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4.  SONUÇLAR VE SONUÇLARI N İ RDELENMESİ  

4. 1.  Dengesi zli k Cevabı  

Şaftı n düşey doğr ult udaki  yer  değiştir mesi  ve bunun frekans  spektrumu çeşitli 

dur uml ar  i çi n el de edil miş ve çi zdiril mi ştir.  Deneysel  sonuçl ar  literat ürden alı nmı ştır 

[3].  Nü meri k sonuçl ar  deneysel  sonuçl arı n öl çül düğü nokt a i çi n hesapl anmı ştır. 

Deneysel  sonuçl ar,  mot or un t ahri k mo menti ni n za manl a değişti ği ni  ve mot or un 

dön me  hı zı nı n he men hemen sabit  kal dı ğı nı  göster mekt edir.  Böyl ece,  motorun hı zı 

ve mo menti ile ilgili varsayı ml ar deneysel sonuçl ar ile uyuş makt adır. 

Sonuçl arı n karşılaştırıl ması  i çi n deneysel  ve nü meri k sonuçl ar  i çi n aynı  ölçüm aralı ğı 

kullanıl mı ştır.  Za man 0-400 ms,  yer  değişi mi  –115- 115 m,  frekans  0- 210 Hz 

arası nda alı nmı ştır.  Frekans  spektrumu çi zdirilirken “nor malize edil mi ş  genli k” di ye 

boyutsuz bir  değişken kullanıl mı ştır.  Nor malize edil mi ş  genli ği n kullanıl ması nı n 

a macı  hesapl anan frekans  spektruml arı nı  literat ürdeki  değerlerle karşılaştır mak  i çi n 

aynı  öl çeğe getir mektir. Nor malize edil mi ş  genlik,  frekans  genli ği ni n maksi mu m 

frekans genli ği ne oranı olarak tanı ml anmı ştır.  

Di ski n ve kütle dengesizliği ni n değişi k düğü m nokt aları nda ol ması  dur umunda 

siste mi n cevabı nı  el de edebil mek a macı yl a 4 değişi k konfi gürasyon t anıml an mı ştır. 

Bu konfi gürasyonl ar  Şekil  A. 1- A. 4‟de görül mekt edir.  Ek B‟ de her  bir 

konfi gürasyondaki  düğüm nokt al arı nı n,  di sk ve kütle dengesi zliği ni n konu ml arı 

veril mi ştir. Siste mi n cevabı büt ün konfi gürasyonlar içi n ayrı ayrı el de edilmi ştir. 

Di ski n ve kütle dengesi zliği ni n 1.  konfi gürasyonda ol ması,  siste mdeki  sönü mün ve 

jiroskobi k et kileri n i hmal  edil mesi  dur umunda hesapl anan kütle dengesizli ği ni n 

za man düzl e mi ndeki  cevabı  Şekil  A. 5‟de gör ül mekt edir  ( mot or  hı zı  30, 30 Hz  ( 1818 

dev/ dak),  kütle dengesi zliği  410, 444 g- mm).  Şeki l  A. 6‟da di sk ve kütle dengesi zli ği 

1.  konfi gürasyonda i ken sönü mün ve  jiroskobi k et kileri n göz önünde bulundur ması 

dur umunda el de edilen za man düzl e mi ndeki  cevap gör ül mekt edir  ( =0, 02).  Bu 
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şekillerden açı kça anl aşılabileceği  gi bi  sönü m ve j iroskobi k et kiler  nedeni yle titreşi m 

genli ği ni n azal dı ğı  ve faz farkı nı n ol duğu görül mekt edir.  Şekil  A. 7‟de si ste mi n 

frekans  düzl e mi ndeki  cevabı  gör ül mekt edir.  Zaman düzl e mi ndeki  cevap sönü m ve 

jiroskobi k et kileri n model e dahil  edili p edilme mesi ne göre değişirken za man 

düzl e mi ndeki cevap her iki durumda aynı ol makt adır. 

Lit erat ürdeki  deney sonuçl arı yl a karşılaştır ma yapabil mek i çi n hesapl a mal arda  r ot or 

hı zı  ve dengesi zlik deneydeki  değerlerle aynı  alı nmı ştır.  Hesapl anan ve  öl çül en 

sonuçl ar  r ot or  dengesi zliği ni n dön me  hı zı na karşılı k gel en frekanst aki har moni k 

titreşi m il e karakt erize edilebil di ği ni  göst ermekt edir.  Titreşi ml eri n genli kl eri 

karşılaştırılırsa hesapl anan genli ği n öl çül en genli kl erden ol dukça büyük ol duğu 

gör ül ür  ( Sönü mün ve jiroskobi k et kileri n i hmal  edil mesi  dur umunda hesapl anan 

maksi mu m genli k 3. 10
- 4

mm,  bu et kiler  göz önüne alı nırsa hesapl anan maksi mu m 

genli k 4. 10
- 5

mm i ken öl çül en maksi mu m genli k 2, 54. 10
- 5

mm‟ dir).  Teorik model de 

yat akl arı n rijit  dest ek gibi  davrandı ğı  varsayıl mı ştı.  Bununl a beraber  yatakl ardaki 

sönü m ve sürt ünme  i hmal  edil mi şti.  Bu yüzden büt ün enerji  şaftı n titreşi mi ne 

katıl makt adır.  Ancak gerçekt e yat ak dest ekl erini n yer  değiştir mesi,  sönü m ve 

sürt ünme  nedeni yl e enerjini n bir  kıs mı  t üketil mekt edir.  Bu nedenl e öl çülen titreşi m 

genli kleri hesapl anan genliklerden daha küçükt ür.  

4. 2.  Şaft Eksen Kaçı klı ğı Cevabı  

Bi ri nci  böl ümde belirtildi ği  gi bi  prati kte müke mmel  hi zal a ma  yapıla maz.  Bu 

rot orları n dengel enmesi i çi n de doğr udur.  Literat ürde eksen kaçı klı ğı  ol mayan 

(hizal anmı ş)  ve dengeli  bir  siste mi n öl çülen yer  değişi ml eri ni n frekans  spektrumuna 

bakılacak ol ursa 30 Hz, 60 Hz ve 90 Hz ci varı nda üç küçük tepe görül ür.  

Büt ün eksen kaçı klı ğı  olayl arı nda eksen kaçı klığı nı  t anı ml a mak i çi n i ki  adet  açı 

tanı ml anır.  Biri  eksen kaçı klı ğı  açısı  ,  di ğeri  motor  pozisyonu açısı  .  Şekil  A. 8‟ de 

( =30, 58 Hz  ( 1835 dev/ dak),  =0, 25,  =0)  di ski n ve kütle dengesziliği ni n 1. 

konfi gürasyonda ol ması, sönü m ve jiroskobi k etkileri n i hmal  edil mesi  dur umunda 

şaft  eksen kaçı klı ğı nı n za man düzl e mi ndeki   cevabı  gör ül mekt edir.  Eksen kaçı klı ğı 

açısı  çok küçük ol duğu i çi n hesapl anan yer  değiştir me genli ği  neredeyse sıfırdır. 

Ancak şaft  hı zı nı n 2 katı  frekans  spektrumunda gör ül ür.  Eksen kaçı klı ğı nı n 
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kuvvetlendirici  et kisi ni göst er mek i çi n Şeki l  A. 9‟da r ot orun ve di ski n 1. 

konfi gürasyonda ol ması, sönü m ve jiroskobi k etkileri n i hmal  edil mesi  dur umunda 

( =30, 58 Hz  ( 1835 dev/dak),  =25,  =25)  hesapl anan eksen kaçı klı ğı nın cevabı 

göst eril mi ştir.  Eksen kaçı klı ğı  açısı  büyük ol duğu i çi n hesapl anan yer  deği ştir me 

genli ği  eksen kaçı klı ğı  açısı nı n küçük ol duğu duruma göre art mı ştır.  Şekil  A. 10‟ da 

rot orun ve di ski n 1.  konfi gürasyonda ol ması,  sönü m ve jiroskobi k et kileri n göz 

önünde bul undur ul ması  dur umunda ( =30, 58 Hz ( 1835 dev/ dak),  =25,  =25, 

=0, 02)  hesapl anan eksen kaçı klı ğı nı n cevabı  gösteril mi ştir.  Titreşi m genlikl eri  azda 

olsa azal dı ğı,  faz farkını n ol duğu gör ül mekt edir.  Şekil  A. 11‟de gör ülen frekans 

düzl e mi ndeki  cevap her i ki  dur um i çi nde aynı  ol makt a,  şaft  hı zı nı n 2 katı  frekans 

spektrumunda gör ül mektedir.  =0, 25,  =0  ol ması  dur umunda şaft  hı zı nı n 4 

katı ndaki küçük tepeci k frekans spektrumunda görül mez, Şekil A. 12.  

Genel de eksen kaçı klı ğına bağlı  titreşi ml er  şaft hı zı nı n i ki  katı ndaki  bileşen il e 

karakt erize edilebilir.  Eksen kaçı klı ğı  frekans  spektrumunda gör ül mese bil e eksen 

kaçı klı ğı na sahi p bir  çok maki na fabri kal arda çalıştırıl makt adır.  Şaft  hızı nı n 2 katı 

siste mi n doğal  frekansları ndan biri ne yakı n ol madı ğı  dur uml arda r ezonans 

yarat ma ması  nedeni yl e nadiren eksen kaçı klı ğı  probl e mi  gi zlenir.  Di ğer  yandan şaft 

hı zı nı n i ki  katı  siste m doğal  frekansl arı ndan herhangi  biri ne yakı n olursa eksen 

kaçı klı ğı et kisi öne mli titreşi m kaynağı hali ne gelmekt edir.  

4. 3.  Dengesi zli k ve Eksen Kaçı klı ğı Cevabı  

Daha gerçekçi  siste ml erde dengesi zlik ve eksen kaçı klı ğı  birli kt e görül ür.  Bu 

böl ümde değişi k şaft  hı zı  ve kütle dengesi zliği ne sahi p ol ması  dur umunda r ot orun 

dengesi zlik ve eksen kaçıklığı  cevapl arı  göst erilecektir.  Şekil  A. 13‟de diskin ve kütl e 

dengesi zliği ni n 1.  konfigürasyonda ol ması,  sönü m ve jiroskobi k et kilerin i hmal 

edil mesi  dur umunda siste mi n za man düzl e mi ndeki  cevabı  gör ül mekt edir  ( =30, 71 

Hz  ( 1843 dev/ dak),  =0. 25, =0,  kütle dengesizli ği  410, 444 g mm).  Aynı  dur um 

içi n sönü m ve jiroskobik et kiler  göz önüne alı nırsa siste mi n za man düzlemi ndeki 

cevabı  Şekil  A. 14‟deki gi bi  ol ur  ( =0, 02).  Titreşi m genli kl eri ni n azal dı ğı,  faz 

farkı nı n ol duğu gör ül ür. Her  i ki  dur umda şaft  hızı nı n 2 katı  siste mi n herhangi  bir 

frekansı na yakı n ol madığı  i çi n eksen kaçı klı ğı bu ol ayl arda gi zlenmekt edir  ve 
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frekans  spektrumunda görül me mekt edir.  Bunun sonucu ol arak titreşi m spektrumunda 

şaft hızı nı n 1 katı vurgulanan frekanstır, Şekil A.15.  

Şekil  A. 13 ve A. 14‟de gör ülen hesapl anan sonuçl arda eksen kaçı klı ğı  açı sı nı n çok 

küçük ol ması  nedeni yl e frekans  spektrumunda sadece dengesi zlik t anı ml an makt adır. 

Ancak eksen kaçı klı ğı  açısı  ve mot or  pozisyonu açısı  25  yapılırsa he m dengesi zli k 

he m de eksen kaçı klı ğını n t ahmi n edilen değerleri,  sönü m ve jiroskobik et kileri n 

sırası yla i hmal  edil mesi  ve göz önüne alı nması  dur umunda,  Şekil  A. 16 ve A. 17‟ deki 

gi bi  ol ur.  Bu dur umda,  he m kütle dengesi zliği  hem de  eksen kaçı klı ğı  et kileri  frekans 

spektrumunda gör ül mektedir,  Şekil  A. 18.  Kütl e dengesi zliği  et kisi  eksen kaçı klı ğı 

et kisi ne kı yasla daha büyükt ür. 

Şekil  A. 19- A. 24„de sırası yl a di sk ve kütle dengesi zliği ni n 2.,  3.  ve  4. 

konfi gürasyonl arda ol ması,  sönü m ve jiroskobik et kileri n göz önüne alı nması 

dur uml arı nda çeşitli  eksen kaçı klı ğı  açıları  i çi n hesapl anan cevapl arı  görül mekt edir 

(=0, 02).  Di sk ve kütle dengesi zliği ni n konu munun değişti ği nde frekans 

spektrumunda dengesi zlik et kisi nden çok eksen kaçı klı ğı  et kisi ni n baskın ol duğu 

gör ül ür.  Bu bekl enen bir  sonuçt ur.  Jiroskobi k et kiler  büyüdüğü i çi n maksi mu m 

genli kler de artacaktır. 

Şekil  A. 25 ve A. 26‟da disk ve kütle dengesi zliği ni n 1.  konfi gürasyonda ol ması, 

sönü m ve jiroskobi k et kileri n hesaba katıl ması  dur umunda sırası yl a 5.  ve 7.  düğü m 

nokt aları ndaki  x etrafı ndaki  dön me  serbestli k derecesi ni n,  za man düzlemi ndeki 

cevabı  gör ül mekt edir  ( =30, 71 Hz,  =25, =25,  kütle dengesi zliği  410, 444 g mm,  

=0, 02).  Bu şekillerden anl aşılacağı  gi bi  benzer  serbestli k derecel eri nde el de edil en 

tepkiler  sönü m ve jiroskobi k et kiler  nedeni yl e farklılaş makt adır.  Bu bekl enen bir 

sonuçt ur.  

Şekil  A. 27 ve A. 28‟de disk ve kütle dengesi zliği ni n 1.  konfi gürasyonda ol mal arı 

dur umunda maksi mu m genli ği n eksen kaçıklı ğı  açıları  ( , )  il e deği şi mi 

gör ül mekt edir.  Şekillerde gör ül düğü gi bi  maksimu m genli k kütle dengesizliği  il e 

doğr u orantılı dır.  Maksimu m genli kler  bekl enildi ği  gi bi  1.  düğü m noktası ndaki  x 

ekseni  etrafı ndaki  dön me serbestli k derecesi  ile 11.  düğü m nokt ası ndaki  x ve  z 

eksenl eri  etrafı ndaki  dönme  serbestli k derecel eri nde ort aya çı kmakt adır.  Ma ksi mu m 
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genli ği n ortaya çı ktı ğı  düğü m nokt al arı  eksen kaçı klı ğı  açıları na ( , )  bağlı  ol arak 

değiş mekt edir. 

Şekil  A. 29- A. 31‟de disk ve  kütle dengesi zliği ni n 2.,  3.  ve 4.  konfi grasyonda ol ması 

dur uml arı nda maksi mum genli ği n eksen kaçıklı ğı  açıları  ( ,  )  ile deği şi mi 

gör ül mekt edir.  Di sk ve kütle dengesi zliği  kardan kavra ması nı n bul unduğu t arafa 

doğr u yakl aştıkça maksimu m genli kleri n daha büyük değerler  al dı ğı  gör ülür.  Di sk ve 

kütle dengesi zliği  kardan kavra ması nı n bul unduğu t araftan uzakl aştı kça maksi mu m 

genli kleri n bekl endi ği  gibi  azal dı ğı  gör ül mekt edir.   Di sk ve kütle dengesi zliği  kar dan 

kavra ması nı n bul unduğu t arafa yakl aştırılırsa maksi mu m genli kl er  10.  düğü m 

nokt ası ndaki  x etrafı ndaki  dön me  serbestli k derecesi  ile 11.  düğü m nokt ası ndaki  x ve 

z eksenl eri  etrafı ndaki  dön me  serbestli k derecel erinde ort aya çı kmakt adır.  Di sk ve 

kütle dengesi zliği  kardan kavra msı nı n bul unduğu t araftan uzakl aşırsa maksi mu m 

genli k 1.  düğü m nokt asındaki  x etrafı ndaki  dönme  serbestli k derecesi  ile  11.  düğü m 

nokt ası ndaki z etrafı ndaki dönme serbestli k derecesi nde ortaya çı kmakt adır.  
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5.  YORUMLAR  

Bu çalış madan el de edilen sonuçl ar şu şekil de sıralanabilir: 

1.  Rot or  siste mi ni n t eorik modeli  sonl u el e manl ar  met odu kull anılarak 

geliştiril mi ştir.  Model deki  kardan kavra ması et kisi  eksen kaçı klı ğını 

hesapl a mak i çi n nokt asal  bir  model  ol arak kullanıl mı ştır.  Si st e mde  eksen 

kaçı klı ğı  ol ması  (denkle m 3. 10),  eksen kaçı klığı  ve dengesi zlik ol ması 

dur umunda ( denkl e m 3. 16)  genelleştiril mi ş  denkl e ml er  t üretil mi ştir. 

Türetilen denkl e ml er  eksen kaçı klı ğı nı n kuvvet  frekansl arı nı n mot orun 

dön me  hı zı nı n çift  kat lı  frekansl arı nda ol duğunu göst er mi ştir.  Si st em 

çoğunl ukl a,  siste mi n doğal  frekansı  ve mot orun dön me  hı zı  arası ndaki 

ilişki ye göre t epki  verir.  Eğer,  mot orun dön me hı zı nı n çift  katları ndan 

herhangi  birisi,  siste mi n doğal  frekansl arı ndan birine yakı n veya aynı ysa, 

siste m rezonansa girer.  Bunun sonucunda eksen kaçı klı ğı ndan kaynakl anan 

titreşi ml er  öne mli  titreşim kaynağı  hali ne gelirler.  Dengesi zli k ve  eksen 

kaçı klı ğı nı n birli kte olması  dur umunda,  dengesizlik cevabı  hesabı ndan 

farklı  ol arak eksen kaçıklı ğı  et kisi  nedeni yl e hızl anma  ( ya da yavaşl a ma) 

kuvvetleri ol uşur. 

2.  MATLAB’ de yazılan progra m t eori k model  üzerine kur ul muşt ur.  Za man ve 

frekans  düzl e ml eri ndeki  sayısal  sonuçl ar,  çeşitli  dengesi zli k,  eksen 

kaçı klı ğı,  disk ve kütle dengesi zliği  konu ml arı  i çin el de  edil mi ştir.  Kur ul an 

teori k modeli  ve el de edilen sayısal  sonuçl arı  onayl a mak i çi n literat ürdeki 

sonuçl ar ile karşılaştır ma yapıl dı. 

3.  Sayısal  sonuçl ar  dengesizli k ve eksen kaçı klı ğı nın dön me  hı zı nı n sırası yla 

1x,  2x katı  şekli nde karakt erize edilebileceği ni  göst er mi ştir.  Ancak,  kuvvet 

frekansı  siste mi n herhangi  bir  doğal  frekansı na yakı n ol madı ğı  za man eksen 

kaçı klı ğı  fark edil me mekt edir.  Bundan dol ayı, bazı  dur uml arda eksen 

kaçı klı ğı  gör ünmez ve titreşi m spektrumunda belirlene mez.  Di ğer  yandan, 
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eğer  şaftı n dön me  hı zı nın 2 katı  siste mi n doğal frekansl arı ndan her hangi 

birisi ne yakı nsa,  eksen kaçı klı ğı  et kisi ni  büyütül ebilir  ve şaft  hı zı nı n 2 

katı ndaki  yüksek titreşim genli kl eri  frekans  spektrumundan gör ül ebilir.  Bu 

dur umda  yüksek genli kli titreşi ml erden kaçı nmak i çi n şaft  hi zal anmalı  veya 

şaftı n dön me  hı zı  değiştiril meli dir.  Sonuçl ar,  dengesi zliği n deği ş mesi nin 

titreşi mi n genli ği ni  değiştirebileceği ni  fakat  titreşim frekansı  spektrumunun 

aynı kal acağı nı göst er mi ştir.  

4.  Ma ksi mu m genli k çeşitli  dur uml ar  i çi n el de edil mi şdir.  Di sk ve  kütle 

dengesi zliği  kardan kavra ması na yakl aştıkça maksi mu m genli ği n arttı ğı, 

uzakl aştıkça maksi mum genli ği n azal dı ğı gör ül müşt ür.  Maksimu m 

genli kleri n eksen kaçı klığı  açıları na ( ,  )  bağlı  olarak 1.,  10.  ve 11.  düğüm 

nokt aları nda dön me ile ilgili serbestli k derecel eri nde ortaya çı kmakt adır.  

5.  Sönü m ve jiroskobi k etkileri n göz önüne alı nı p alı nmadı ğı  dur uml ar  ayrı 

ayrı  i ncel enmi ştir.  Bu et kiler  göz önüne alı ndı ğı nda bekl enil di ği  gibi 

titreşi m genli ği ni n  azal dığı, faz farkı nı n ol duğu gör ül müşt ür. 

6.  Eksen kaçı klı ğı  t arafı ndan ol uşt urul an eğil me momentleri  yat akl ara ek yük 

getir mekt edir  ki,  bu yük yat ak t asarı mı nda ve seçi mi nde göz önünde 

bul undur ul malı dır.  (2. 65),  (2. 66),  (2. 85)  ve ( 2. 86)  nol u denkl e ml er  di na mik 

yat ak yükl eri ni n bul unması nda yararlı dır. 

5. 1.  Bu Konuda Yapıl abilecek Di ğer Çalış mal ar 

1.  Yat akl ardaki  di na mi k yükl eri  hesapl arken eksen kaçı klı ğı  da göz önünde 

bul undur ul malı dır.  İncelenen siste mde,  di na mik yat ak kuvvetl eri  ve 

mo mentleri ni n öl çül mesi nde eksen kaçı klı ğı et kileri  göz önünde 

bul undur ul ma makt adır.  Bundan sonraki  çalış malar  i çi n,  yat aklardaki  yükler 

he m eksen kaçı klı ğı nı n ol ması  dur umunda he m de ol ma ması  dur umunda 

hesapl anmalı dır.  Böyl elikle eksen kaçı klı ğı nı n yat ak yükl eri ne et kisi 

sapt anabilir. 
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2.  İncel enen siste mde t ek kütle dengesi zliği  kullanıl mı ştır.  Gel ecekt eki 

araştır mal arda birden fazla kütle dengesi zliği  kullanılabilir.  Ayrı ca, 

yat akl ardaki sönü m et kisi de model e dahil edilebilir. 

3.  Mot or-esnek kavra ma -rot or  siste mi ndeki  titreşiml er  hi drodi na mi k yat aklar 

kullanılarak analiz edilebilir.  Eksen kaçı klı ğı nı n yat akl ara et kisi yle il gili  çok 

az çalış ma vardır  fakat  hiçbiri nde mot or  ve r ot or  arası ndaki  eksen kaçı klığı 

göz önüne alı nma mı ştır. Bundan sonraki  deneysel  ve t eori k araştır mal arda 

mot or-esnek kavra ma-rotor-yat ak  siste mi ni n,  mot or  ve r ot or  arası ndaki 

eksen kaçı klı ğı nı n yanı  sıra yat akl arda i zafi  eksen kaçı klı ğı nı n ol ması 

dur umunda di na mi k karakt eristi ği ni n araştır ması yapılabilir.  Bu dur umda 

rot orun di na mi k karakt eristi ği  (kuvvet  cevabı  ve kararlılığı  gi bi)  yal nı z yağ 

fil mi  kuvvetleri nden değil  aynı  za manda mot or  dön me  hı zı nı n çift  katlarını 

içeren kuvvet frekansl arından da et kilenir.  
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EKLER 

EK A 

 

 

 

 

Şekil A. 1.  Di sk ve kütle dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 

 

 

 

 

 

Şekil A. 2.  Di sk ve kütle dengesi zliği 2. konfi gürasyonda 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 3.  Di sk ve kütle dengesi zliği 3. konfi gürasyonda 

 

 

 

 

Şekil A. 4.  Di sk ve kütle dengesi zliği 4. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 5.  Dengesi zlik cevabı =30, 30 Hz, m1 e=410, 444 gmm disk ve kütle 

dengesi zliği 1. konfi gürasyonda, sönü m ve jiroskobi k et kiler i hmal edil mi ş 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 6.  Dengesi zlik cevabı =30, 30 Hz, m1 e=410, 444 gmm disk ve kütle 

dengesi zliği 1. konfi gürasyonda  
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Şekil A. 7.  Dengesi zlik cevabı =30, 30 Hz, m1 e=410, 444 gmm disk ve kütle 

dengesi zliği 1. konfi gürasyonda  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 8.  Eksen kaçı klı ğı cevabı =30, 58 Hz, =0, 25, =0  disk ve kütle 

dengesi zliği 1. konfi gürasyonda, sönü m ve jiroskobi k et kiler i hmal edil mi ş  
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Şekil A. 9.  Eksen kaçı klı ğı cevabı =30, 58 Hz, =25, =25  disk ve kütle 

dengesi zliği 1. konfi gürasyonda, sönü m ve jiroskobi k et kiler i hmal edil mi ş 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 10.  Eksen kaçı klı ğı cevabı =30, 58 Hz, =25, =25  disk ve kütle 

dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 11.  Eksen kaçı klı ğı cevabı =30, 58 Hz, =25, =25  disk ve kütle 

dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 12.  Eksen kaçı klı ğı cevabı =30, 58 Hz, =0, 25, =0  disk ve kütle 

dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 13.  Eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zliği  cevabı  =30, 71 Hz,  m1 e=410, 444 

g mm,  =0, 25,  =0   di sk ve kütle dengesi zliği  1.  konfi gürasyonda,  sönü m ve 

jiroskobi k et kiler i hmal edil mi ş 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 14.  Eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zliği  cevabı  =30, 71 Hz,  m1 e=410, 444 

g mm,  =0, 25, =0  disk ve kütle dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 15.  Eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zliği  cevabı  =30, 71 Hz,  m1 e=410, 444 

g mm,  =0, 25,  =0   di sk ve kütle dengesi zliği  1.  konfi gürasyonda,  sönü m ve 

jiroskobi k et kiler i hmal edil mi ş 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 16.  Eksen kaçı klı ğı ve kütle dengesi zliği cevabı =30, 71 Hz, m1 e=410, 444 

g mm,  =25, =25  disk ve kütle dengesi zliği 1. konfi gürasyonda sönü m ve 

jiroskobi k et kiler i hmal edil mi ş 
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Şekil A. 17.  Eksen kaçı klı ğı ve kütle dengesi zliği cevabı =30, 71 Hz, m1 e=410, 444 

g mm,  =25, =25  disk ve kütle dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 18.  Eksen kaçı klı ğı ve kütle dengesi zliği cevabı =30, 71 Hz, m1 e=410, 444 

g mm,  =25, =25  disk ve kütle dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 19.  Eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zliği  cevabı  =30, 71 Hz,  m1 e=410, 444 

g mm,  =0, 25, =0  disk ve kütle dengesi zliği 2. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 20.  Eksen kaçı klı ğı ve kütle dengesi zliği cevabı =30, 71 Hz, m1 e=410, 444 

g mm,  =25, =25  disk ve kütle dengesi zliği 2. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 21.  Eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zliği  cevabı  =30, 71 Hz,  m1 e=410, 444 

g mm,  =0, 25, =0  disk ve kütle dengesi zliği 3. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 22.  Eksen kaçı klı ğı ve kütle dengesi zliği cevabı =30, 71 Hz, m1 e=410, 444 

g mm,  =25, =25  disk ve kütle dengesi zliği 3. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 23.  Eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zliği  cevabı  =30, 71 Hz,  m1 e=410, 444 

g mm,  =0, 25, =0  disk ve kütle dengesi zliği 4. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 24.  Eksen kaçı klı ğı ve kütle dengesi zliği cevabı =30, 71 Hz, m1 e=410, 444 

g mm,  =25, =25  disk ve kütle dengesi zliği 4. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 25.  5. düğü m nokt ası x etrafındaki dönme serbestli k derecesi ni n eksen 

kaçı klı ğı ve kütle dengesizliği cevabı =30, 71 Hz, m1 e=410, 444 gmm,  =25, 

=25  disk ve kütle dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil A. 26.  7. düğü m nokt ası x etrafındaki dönme serbestli k derecesi ni n eksen 

kaçı klı ğı ve kütle dengesizliği cevabı =30, 71 Hz, m1 e=410, 444 gmm,  =25, 

=25  disk ve kütle dengesi zliği 1. konfi gürasyonda 
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Şekil A. 27.  Rot or ve diski n 1. konfi gürasyonda ol ması durumunda maksi mu m 

genli ği n  ve  ile değişimi  ( =30, 71 Hz m1 e=410, 444 gmm)  
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Şekil A. 28.  Rot or ve diski n 1. konfi gürasyonda ol ması durumunda maksi mu m 

genli ği n  ve  ile değişimi  ( =30, 71 Hz m1e=266, 429 gmm)  
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Şekil A. 29.  Rot or ve diski n 2. konfi gürasyonda ol ması durumunda maksi mu m 

genli ği n  ve  ile değişimi  ( =30, 71 Hz m1e=410, 444 gmm)  
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Şekil A. 30.  Rot or ve diski n 3. konfi gürasyonda ol ması durumunda maksi mu m 

genli ği n  ve  ile değişimi  ( =30, 71 Hz m1e=410, 444 gmm)  
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Şekil A. 31.  Rot or ve diski n 4. konfi gürasyonda ol ması durumunda maksi mu m 

genli ği n  ve  ile değişimi  ( =30, 71 Hz m1e=410, 444 gmm)  
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EK B  

 

Tabl o B. 1.  Şaft ele manl arı (1. konfigürasyon) 

El e man no Düğü m no Eksenel koor. ( mm)  Çap ( mm)  

1 
1 

2 

0 

50, 8 

9, 525 

9, 525 

2 
2 

3 

50, 8 

101, 6 

9, 525 

9, 525 

3 
3 

4 

101, 6 

158, 75 

9, 525 

9, 525 

4 
4 

5 

158, 75 

209, 55 

9, 525 

9, 525 

5 
5 

6 

209, 55 

222, 25 

9, 525 

9, 525 

6 
6 

7 

222, 25 

234, 95 

9, 525 

9, 525 

7 
7 

8 

234, 95 

285, 75 

9, 525 

9, 525 

8 
8 

9 

285, 75 

342, 9 

9, 525 

9, 525 

9 
9 

10 

342, 9 

393, 7 

9, 525 

9, 525 

10 
10 

11 

393, 7 

431, 8 

9, 525 

9, 525 

 

 

 

 

Tabl o B. 2.  Di sk ele manı (1. konfi gürasyon) 

Düğü m no Dı ş Çap ( mm)  İç Çap ( mm)  Kalı nlı k ( mm)  

6 76, 2 9, 525 25, 4 
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Tabl o B. 3.  Şaft ele manl arı (2. konfigürasyon) 

El e man no Düğü m no Eksenel koor. ( mm)  Çap ( mm)  

1 
1 

2 

0 

50, 8 

9, 525 

9, 525 

2 
2 

3 

50, 8 

101, 6 

9, 525 

9, 525 

3 
3 

4 

101, 6 

158, 75 

9, 525 

9, 525 

4 
4 

5 

158, 75 

209, 55 

9, 525 

9, 525 

5 
5 

6 

209, 55 

260, 35 

9, 525 

9, 525 

6 
6 

7 

260, 35 

273, 05 

9, 525 

9, 525 

7 
7 

8 

273, 05 

285, 75 

9, 525 

9, 525 

8 
8 

9 

285, 75 

342, 9 

9, 525 

9, 525 

9 
9 

10 

342, 9 

393, 7 

9, 525 

9, 525 

10 
10 

11 

393, 7 

431, 8 

9, 525 

9, 525 

 

 

 

 

Tabl o B. 4.  Di sk ele manı (2. konfi gürasyon) 

Düğü m no Dı ş Çap ( mm)  İç Çap ( mm)  Kalı nlı k ( mm)  

7 76, 2 9, 525 25, 4 
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Tabl o B. 5.  Şaft ele manl arı (3. konfigürasyon) 

El e man no Düğü m no Eksenel koor. ( mm)  Çap ( mm)  

1 
1 

2 

0 

50, 8 

9, 525 

9, 525 

2 
2 

3 

50, 8 

101, 6 

9, 525 

9, 525 

3 
3 

4 

101, 6 

158, 75 

9, 525 

9, 525 

4 
4 

5 

158, 75 

209, 55 

9, 525 

9, 525 

5 
5 

6 

209, 55 

260, 35 

9, 525 

9, 525 

6 
6 

7 

260, 35 

317, 5 

9, 525 

9, 525 

7 
7 

8 

317, 5 

330, 2 

9, 525 

9, 525 

8 
8 

9 

330, 2 

342, 9 

9, 525 

9, 525 

9 
9 

10 

342, 9 

393, 7 

9, 525 

9, 525 

10 
10 

11 

393, 7 

431, 8 

9, 525 

9, 525 

 

 

 

 

Tabl o B. 6.  Di sk ele manı (3. konfi gürasyon) 

Düğü m no Dı ş Çap ( mm)  İç Çap ( mm)  Kalı nlı k ( mm)  

8 76, 2 9, 525 25, 4 
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Tabl o B. 7.  Şaft ele manl arı (4. konfigürasyon) 

El e man no Düğü m no Eksenel koor. ( mm)  Çap ( mm)  

1 
1 

2 

0 

50, 8 

9, 525 

9, 525 

2 
2 

3 

50, 8 

101, 6 

9, 525 

9, 525 

3 
3 

4 

101, 6 

114, 3 

9, 525 

9, 525 

4 
4 

5 

114, 3 

127 

9, 525 

9, 525 

5 
5 

6 

127 

184, 15 

9, 525 

9, 525 

6 
6 

7 

184, 15 

234, 95 

9, 525 

9, 525 

7 
7 

8 

234, 95 

285, 75 

9, 525 

9, 525 

8 
8 

9 

285, 75 

342, 9 

9, 525 

9, 525 

9 
9 

10 

342, 9 

393, 7 

9, 525 

9, 525 

10 
10 

11 

393, 7 

431, 8 

9, 525 

9, 525 

 

 

 

 

Tabl o B. 8.  Di sk ele manı (4. konfi gürasyon) 

Düğü m no Dı ş Çap ( mm)  İç Çap ( mm)  Kalı nlı k ( mm)  

4 76, 2 9, 525 25, 4 
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EK C  

KARDAN KAVRAMASI NI N Kİ NEMATİ Ğİ [3]  

C- 1 Hı z Analizi  

Tahri k eden ve t ahri k edilen şaftlar  kardan kavra ması  il e birbirine bağlandı ğı nda 

şaftlar  arası nda  il e t anıml anan eksen kaçı klı ğı  varsa i ki  şaft  aynı  za man içi nde bir 

dön me   yaparken r ot or   şaftı nı n açısal  hı zı  ( R)  mot or  şaftı nı n açısal  hı zı na ( M)  eşit 

ol mayacaktır.  Rot or  şaftını n hı zı  za man ve eksen kaçı klı ğı  açısı nı n f onksi yonu ol arak 

değişecektir.  Rot or  şaftını n açısal  yer  değiştir mesi  ve hı zı nı n denkl e ml eri  vekt ör 

analizi  ya da küresel  geomet ri den ya da tri gono metri den t üretilebilir.  Bu denkl e ml er 

aşağı daki gi bi yazılabilir. 

R Mtan =cosαtan   ( C. 1) 

2 2

cos

1 sin sin

R

M M

 


   
 ( C. 2) 

Yukarı daki  denkl e ml erde yer  al an  eksen kaçıklı ğı  açısı,  M ani  dön me açısı,   R 

rot orun ani dönme açısı, M mot orun ani açısal hızı ve R rot orun ani açısal hızı dır. 

( C. 2)  denkl e mi  har moni k bileşenl eri  ortaya çı kar mak i çi n aşağı daki  şekil de 

yazılabilir. 

R

M M

ω C
=

ω 1+Dcos2
 ( C. 3) 

bu denkl e mdeki  C ve D aşağı daki gi bi ifade edilebilir. 

C=4cosα/(3+cos2α)  ( C. 4) 

D=(1-cos2α)/(3+cos2α)  ( C. 5) 



 79 

C ve  D para metrel eri yal nı zca eksen kaçı klığı  açısı na ( )  bağlı dır.  İki  şaft 

müke mmel  hi zal anırsa =0,  C=1,  D=0 ve M=R  ol acaktır.  Dön me  sırası ndaki 

açısal hız ( C. 2) ya da ( C.3) denkl e ml eri ile hesaplanabilir. 

Har moni kl eri  göst er mek i çi n ( C. 3)  denkl e mi ni n bi nom açılı mı  yapılırsa aşağı daki 

denkl e m el de edilir. 

 2 2 n n n

R M M M Mω /ω =C 1-Dcos2 +D cos 2 -…+(-1) D cos 2 +…    ( C. 6) 

( C. 2) denkl e mi ndeki cos2’ ni n kuvvetleri açıları n katı şekli nde yeni den düzenl enirse   

n

R M 0 2 M 4 M 2n Mω /ω =A -A cos2 +A cos4 -…+(-1) A cos2n +…    ( C. 7) 

denkl e mi el de edilir. Denkl e mdeki  n = 1, 2, 3 ..., ve 

1)128/D3516/D58/D32/D1(CA 8642

0    ( C. 8) 

)64/D358/D54/D3D(CA 753

2   ( C. 9) 

)16/D732/D152/D2/D(CA 8642

4   ( C. 10) 

)64/D2116/D54/D(CA 753

6   ( C. 11) 

)32/D716/D38/D(CA 864

8   ( C. 12) 

şekli ndedir.  Eksen kaçı klığı  ol madı ğı nda ( =0,  C=1,  D=0)  r ot or  ve mot or  aynı  açısal 

hı zla dönerler  ( M=R)  ve A0 =1’ dir.  Denkl e ml erden gör ül düğü gi bi  rot or  şaftı nı n hı z 

dal gal anması mot or şaftı açısal hızı nı n çift har monik katları nı n fonksi yonudur.  
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C- 2 İv me Analizi  

Rot or  şaftı n yal nı zca açısal  hı zı  değil  aynı  za manda açısal  i vmel enmesi  de za manl a 

değiş mekt edir.  Açısal  ivmel enmeni n mi kt arı nı t ayi n et mek öne mli dir  çünkü 

peri yodi k hı zl anma ve yavaşl a ma  büyük t ahri k mo menti  ve enerji  gerektir mekt edir. 

Hı zı n yüksek ol duğu ve r ot or  dengesi zliği ni n olduğu dur uml arda siste mde yüksek 

titreşi ml er ol uşt urur. 

Böl üm 2’ de mot orun açısal  hı zı  sabit  varsayıl mı ştı.  Bu mot ora verilen akımı  kontrol 

eden güç kontrol ü il e mü mkündür.  Eksen kaçı klığı nı n ol duğu dur uml arda r ot orun 

açısal  i vmel enmesi  ( C. 2) ya  da ( C. 3)  denkl e mi ni  za mana göre t ürevi ni n alınması yl a 

el de edilir.  

 

2

2 2
2 2

cos sin sin 2

1 sin sin

R M

M
M

   


   
 ( C. 13) 

 
R M

2 2

M M

2CDsin2
=

ω 1+Dcos2

 


 ( C. 14) 

Yukarı daki denkl e ml erde R rot orun ani açısal ivmel enmesi dir. 

Hı z analizi ne benzer  şekilde açısal  i vmel enmeyi  har moni k t eri ml eri  ci nsinden el de 

et mek içi n ( C. 7) denkl e mini n za mana göre türevi alınmalı dır. 

2 n+1

R M 2 M 4 M 2n Mε /ω =B sin2 -B sin4 +…+(-1) B sin2n +…    ( C. 15) 

Burada n = 1, 2, 3..., ve B ifadel eri aşağı daki gi bi yazılabilir. 

)64/D358/D54/D3D(C2A2B 753

22   ( C. 16) 

)16/D732/D152/D2/D(C4A4B 8642

44   ( C. 17) 

)64/D2116/D54/D(C6A6B 753

66   ( C. 18) 
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)32/D716/D38/D(C8A8B 864

88   ( C. 19) 

Yukarı daki  denkl e ml er 2.  böl ümde eksen kaçı klı ğı  ve kütle dengesi zli ği nden 

kaynakl anan kuvvet ve mo ment bileşenleri ni bulmak içi n kullanılacaktır. 
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EK D 

KULLANI LAN PROGRAM  

 
close all 

clear all 

 

% 

|===================================================================  

% |      (1)                                  

% | şaft ekseni boyunca düğüm noktalarının tanıtılması   

% | NODES=[y1 y2 y3 ... ]         

% | y - şaft elemanlarının Y eksenindeki uzunlukları [mm] 

% |-----------------------------------------------------------------  

NODES=[0 50.8 101.6 158.75 209.55 222.25 ... 

      234.95 285.75 342.9 393.7 431.8];   

 

% 

|===================================================================  

% |      (2)                                                              

% | elemanların tanıtılması                                                      

% | elements=[node1 node2 d_out d_in material_no ;  % #1 eleman           

% |     ...       % #2 eleman                                             

% |     ... ]     % vb.                                                  

% |                                                                       

% |  node1, node2 - NODES vektörünündeki değerlerin atanması için 

% |  d_out, d_in  - şaftın iç ve dış çapı [mm] 

% |  material _no - MATERIAL matrisinde ilgili satırın numarası                

% |-----------------------------------------------------------------  

ELEMENTS = [ ... 

 1  2   9.525 0 1 

 2  3   9.525 0 1 

 3  4   9.525 0 1 

 4  5   9.525 0 1 

 5  6   9.525 0 1 

 6  7   9.525 0 1 

 7  8   9.525 0 1 

 8  9   9.525 0 1 

 9  10  9.525 0 1 

 10 11  9.525 0 1 

 ];  

 

% 

|===================================================================  

% |      (3)                               

% | malzemelerin özelliklerinin tanıtılması   

% | MATERIALS=[E1 rho1 nu; E2 rho2; ..... ]   

% |  E   - Elastiklik modülü [N/m^2]       

% |  rho - Yoğunluk [kg/m^3] 

% |  nu  - Nussel sayısı 

% |-----------------------------------------------------------------  

MATERIALS = [ ... 

 2e11 7800 0.3 

 ];  
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% 

|===================================================================  

% |      (4)                                                            

% | disklerin tanıtılması                                               

% | DISCS=[node1 d_out d_in width material_no;  % #1 diskin 

tanıtılması         

% |        node2 ... ];                         % vb.                  

% |                                                                     

% |    node1       - integer, the node the disc is attached to          

% |    d_out, d_in - diskin iç ve dış yarıçapları [mm]      

% |    width       - diskin kalınlığı [mm]                       

% |    material_no - MATERIAL matrisinde ilgili satırın numarası              

% |-----------------------------------------------------------------  

DISCS = [ ... 

6 76.2 9.525  25.4 1 

];  

 

%===================================================================           

% |  (5)                                                                                          

% | sınır şartlarının tanıtılması 

% | 

% | BC_NODES=[node1 dir1 ; node2 dir2; ... nodeQ dirQ] 

% |  node=1,2, ..   dir=1,2,3,4 

% |      1--> X yönünde hareketi sınırlandırılmış                                

% |      2--> Y yönünde hareketi sınırlandırılmış                                

% |      3--> Z yönünde hareketi sınırlandırılmış  

% |      4--> X yönünde dönmesi sınırlandırılmış (dw/dy)   

% |      5--> Z yönünde dönmesi sınırlandırılmış (-du/dy)  

% |-----------------------------------------------------------------  

BC_NODES=[... 

   2  1 

   2  3 

   10 1 

   10 2 

   10 3 

] ; 

 

%===================================================================           

% |    (6)                                                                                          

% | Dengesizlik kuvvetinin uygulandığı noktaların tanıtılması 

% | F_NODES=[node1 m1 e1; node2  m2 e2; ... nodeQ dirQ] 

% | node=1,2, ..   dir=1,2,3 

% |      node --> uygulandığı düğüm noktası                                

% |      m    --> dengesizlik yaratan kütle [kg]                               

% |      e    --> kütlenin şaft eksenine uzaklığı [m]  

% |----------------------------------------------------------------- 

F_NODES=[ ... 

   6  1 

   6  3 

]; 

 

%===================================================================

=================            

% |    (7)                                                                                          

% | Momentin uygulandığı noktaların tanıtılması 

% | M_NODES=[node1 dir1; node2 dir2; ... nodeQ dirQ] 

% | node=1,2, ..   dir=3,4,5 

% |      4--> X yönünde moment uygulanmış 

% |      5--> Z yönünde moment uygulanmış  

% |----------------------------------------------------------------- 

M_NODES=[ ... 
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   11 4 

   11 5 

]; 

%===================================================================            

% |    (8)                                                                                          

% | Dengesizliğin tanıtılması 

% | UNBALANCE=[node1 1m1e; node2 m2e; ...nodeQ mQe] 

% |      m1e--> X yönünde moment uygulanmış 

% |----------------------------------------------------------------- 

UNBALANCE=[ ... 

   6 0.57 

]; 

%===================================================================          

% |    (9)                                                                                          

% | Cevabın istendiği noktaların tanıtılması 

% | R_Nodedir=[node1 dir1; node2 dir2; ... nodeQ dirQ] 

% | node=1,2, ..   dir=3,4,5 

% |      1--> X yönünde öteleme 

% |      2--> Y yönünde öteleme 

% |      3--> Z yönünde öteleme 

% |      4--> X yönünde dönme 

% |      5--> Z yönünde dönme 

% |----------------------------------------------------------------- 

R_Nodedir=[ ... 

   7 5 

]; 

 

% 

|===================================================================         

% |       (10)                                                                    

% |Değişkenlerin tanımlanması                                                      

% |  k = elemanın katılık matrisi                                            

% |  m = elemanın kütle matrisi 

% |  kk = sistemin katılık matrisi                                             

% |  mm = sistemin kütle matrisi                                                  

% |  index = her elemana ait serbestlik dercesini içeren vektör                                                  

% |-----------------------------------------------------------------        

 

% 

|=================================================================== 

% | giriş bilgilerinin kontrol edilmesi 

% |----------------------------------------------------------------- 

nel=length(NODES)-1;   % eleman sayısı 

nnel=2;              % her bir eleman ait düğüm noktası sayısı 

ndof=5;             % düğüm noktasındaki serbestlik derecesi 

nnode=nel+1;           % sistemdeki toplam düğüm sayısı 

sdof=nnode*ndof;       % sistemin toplam serbestlik derecesi  

 

% 

|=================================================================== 

% | başlangıç değerlerinin sıfırlanması 

% |----------------------------------------------------------------- 

kk=zeros(sdof,sdof);           % sistemin katılık matrisi 

mm=zeros(sdof,sdof);           % sistemin kütle matrisi 

gg=zeros(sdof,sdof);           % sistemin jiroskobik matrisi 

ff=zeros(sdof,1);      % sistemin kuvvet vektörü 

index=zeros(nnel*ndof,1);      % indeks vektörü 

 

% 

|=================================================================== 

% | şaft elemanları için döngü 
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% |----------------------------------------------------------------- 

insp=0; 

for iel=1:nel           % toplaman eleman sayısı için 

döngü 

d_out=ELEMENTS(iel,3)*10^(-3);  % şaft elemanının dış çapı [m] 

d_in=ELEMENTS(iel,4)*10^(-3);   % şaft elemanının iç çapı [m] 

m_no=ELEMENTS(iel,5);     % şaft elemanının malzeme 

numarası 

el=MATERIALS(m_no,1);            % elastiklik modülü [N/m^2] 

rho=MATERIALS(m_no,2);           % yoğunluk [kg/m^3] 

nu=MATERIALS(m_no,3);     % Nussel sayısı 

area=pi*(d_out.^2-d_in.^2)/4;   % şaftın yanal kesit alanı [m^2] 

in=pi*([d_out.^4]-[d_in.^4])/64;  % şaftın atalet momenti [m^4] 

niel=iel+1; 

leng=(NODES(1,niel)-NODES(1,iel))*10^(-3); % her bir elemanın 

uzunluğu [mm] 

 

inp=2*rho*leng*in;      % şaftın atalet momenti [kgm^2] 

 

index=feeldof(nnel,ndof,iel);      % her eleman için sistemin 

sd'nin çıkartılması 

 

[k,m,g]=fetruss1(area,in,el,rho,leng,nu); % şaft elamanın kütle, 

katılık ve  

               % jiroskobik matrisi 

kk=feasmbl(kk,k,index);            % sistemin katılık matrisinin 

oluşturulması 

mm=feasmbl(mm,m,index);            % sistemin kütle matrisinin 

oluşturulması 

gg=feasmbl(gg,g,index);            % sistemin jiroskobik matrisinin 

oluşturulması 

insp=inp+insp; 

end 

insp; 

 

% 

|=================================================================== 

% |disk elemanları için döngü 

% |----------------------------------------------------------------- 

indp=0; 

d=length(DISCS(:,1)); 

for iel=1:d 

nnode=DISCS(iel,1);      % diskin bulunduğu düğüm noktası 

d_out=DISCS(iel,2)*10^(-3);   % diskin dış çapı [m] 

d_in=DISCS(iel,3)*10^(-3);    % diskin iç çapı [m] 

width=DISCS(iel,4)*10^(-3);   % diskin kalınlığı [m] 

m_no=DISCS(iel,5);      % disk malzemesinin numarası 

el=MATERIALS(m_no,1);            % elastiklik modülü [kg/m^2] 

rho=MATERIALS(m_no,2);           % yoğunluk [kg/m^3] 

area=pi*(d_out.^2-d_in.^2)/4;   % diskin yanal kesit alanı [m^2] 

vol=area*width;       % diskin hacmi [m^3] 

mass=vol*rho;        % diskin kütlesi [kg] 

in=(mass/48)*(3*(d_out.^2)+3*(d_in.^2)+4*(width.^2));   

            % diskin atalet momenti [kgm^2] 

inp=mass/8*((d_out.^2)+(d_in.^2)); % diskin polar atalet momenti 

[kgm^2] 

index=feeldofd(nnode,ndof);   % her disk için sistemin sd nin 

çıkartılması 

[m,g]=fetrussd(mass,in,inp);    % diskin kütle ve jiroskobik 

matrisleri 
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mm=feasmb(mm,m,index);            % disklerin kütle matrisinin 

sistemin  

            % kütle matrisine eklenmesi 

gg=feasmb(gg,g,index);            % diskin jiroskobik matrisinin 

sistemin  

            % jiroskobik matrisine eklenmesi                                     

indp=inp+indp; 

end 

indp; 

 

% 

|=================================================================== 

% | kuvvet ve momentlerin oluşturulması 

% |----------------------------------------------------------------- 

alpha=25; 

beta=25; 

omega=30.71;        % motorun dairesel frekansı[Hz] 

romega=omega*2*pi; 

dphim=10; 

IR=insp+indp; 

m1=((UNBALANCE(1,2)*25.4*28.3495)/36.1)*10^(-3); 

e=36.1e-03; 

lf=0.2;          % kayıp faktörü 

dt=1/(omega*(360/(dphim/2))); 

tm=fix(0.4/(72*dt)); 

tson=(72*dt*tm)-dt; 

[F,T,romegar,epsr,ison,phir]=kuvvetum(alpha,beta,omega,m1,e,dphim,IR

); 

 

% 

|=================================================================== 

% | sınır şartlarının uygulanması ve çözüm  

% |----------------------------------------------------------------- 

   [kk,mm,gg]=feaplyc(kk,mm,gg,BC_NODES,ndof);  % sınır şartlarının 

uygulanması 

   [ff]=feaply(ff,BC_NODES,ndof); % sınır şartlarının uygulanması 

   gg=omega*gg; 

   ffn=ff; 

   mnode=M_NODES(1,1); 

   a=(mnode-1)*ndof; 

   b=a+M_NODES(1,2)-5; 

   c=a+M_NODES(2,2)-5; 

 fnode=UNBALANCE(1,1)-1; 

   g=fnode*ndof; 

   h=g+1-2; 

   l=g+3-2;    

   A=kk-romega^2*mm; 

   B1=romega*(gg+lf*kk); 

   % A*Pu2c+B*Pu2s=Fc 

   % -B*Pu2c+A*Pu2s=Fs   

   for g=1:ison 

      B=epsr(g,1)*mm+B1; 

      ff(h,1)=F(g,1); 

      ff(l,1)=F(g,3); 

      ffn(h,1)=F(g,2); 

      ffn(l,1)=F(g,4); 

      L=(A+B*inv(A)*B); 

      Pu1s(:,g)=inv(L)*(ffn+B*inv(A)*ff); 

      Pu1c(:,g)=inv(A)*ff-inv(A)*B*Pu1s(:,g); 

   end 

   for i=1:4 
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      A11=kk-(2*i)^2*omega^2*mm; 

      A12=2*i*omega*(lf*kk+gg); 

      ff(h,1)=0; 

    ff(l,1)=0; 

    ff(b,1)=T(i,1); 

    ff(c,1)=T(i,2); 

      C=(A12*inv(A11)*A12)+A11; 

    Pm1s(:,i)=inv(C)*ff; 

    Pm1c(:,i)=-inv(A11)*A12*Pm1s(:,i); 

 end 

   dt=1/(omega*(360/(dphim/2))); 

   ralpha=alpha*pi/180;  

   m=0; 

   n=((R_Nodedir(1,1)-1)*ndof)+R_Nodedir(1,2)-2; 

%   n=49; 

   for t=0:dt:tson          

      m=m+1; 

         if m>ison            

            p=m/ison; 

            r=floor(p); 

            o=m-(r*ison);  

         else 

            o=m; 

       end  

            if o==0 

               o=72; 

            end 

      phim(m,1)=romega*dt*(m-1); 

   

 Ansum(m,:)=Pu1c(n,o)*cos(phim(o,1))+Pu1s(n,o)*sin(phim(o,1))+... 

    

 Pm1s(n,1)*sin(2*romega*t)+Pm1c(n,1)*cos(2*romega*t)+... 

          

 Pm1s(n,2)*sin(4*romega*t)+Pm1c(n,2)*cos(4*romega*t)+... 

    

 Pm1s(n,3)*sin(6*romega*t)+Pm1c(n,3)*cos(6*romega*t)+... 

     Pm1s(n,4)*sin(8*romega*t)+Pm1c(n,4)*cos(8*romega*t); 

     tms(m,:)=t*10^3;       

    end 

 

   [N,n]=size(Ansum); 

 plot(tms,Ansum),grid 

   xlabel('Zaman(ms)') 

  ylabel('Yer degistirme (mm)') 

   axis([0 400 -115*10e-07 115*10e-07]) 

 window = hanning(N) ; 

 Ansum=Ansum.*window; 

   y=fft(Ansum); 

   y=y/max(y); 

   M=N/2; 

  w=(0:(M-1))/M*pi; 

 f=w/2/pi/dt; 

 figure(2) 

   plot(f,abs(y(1:M))) 

   xlabel('Frekans (1/sec)') 

 ylabel('Normalize Edilmiş Genlik') 

   axis([0 210 0 1.2]) 

   grid on 

   figure(3) 

   plot(window) 
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