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DIS PROBLEMLER iCiN SINIR INTEGRAL DENKLEMLERI VE
BUNLARIN COZUMLERI iCIN iTERATIF YONTEMLER

OZET

D1 bolgelerde Helmholtz denklemi ile tammlanan eliptik simir deger problemleri,
akustik ve elektromanyetik dalga yayilmasi olaylarinda ortaya ¢ikarlar. Bu problemlerde,

Au+k*u=0

Helmholtz denkleminin, sagici cisimler iizerinde tammlanmsg ya Dirichlet veya Neumann
siur kosulu altinda ¢oziimleri bulunmak istenir. Burada k, dalga sayisi, homojen bir
ortamda sabittir. Bu problemlerde sonsuz ayn bir sinir olarak diigiiniiliir ve problemin iyi
tamimlanmis olmasi i¢in sonsuzda bir kogulun belirtilmesi gerekir. Bu, 6rnegin ii¢ boyutlu
uzayda,

oun .
Lim r( o lku) 0

r—wo

olarak ifade edilen Sommerfeld radyasyon kosuludur. Burada r segilmis olan bir orijinden
itibaren olan uzakliktir ve zamana baghlik, o frekans olmak iizere, e ™' olarak segilmistir.

Dis problemleri ¢ozmek igin gelistirilen yontemlerden biri sinir integral denklemi
yaklasimudir. Bilindigi gibi, k, karst gelen i¢ problemin bir 6zdegeri ile ¢akigtiginda, bir
dig problem igin tiiretilen integral denklemin ¢oziimii tek olarak bulunamaz. Bu sorun
orijinal problemden degil, ¢6ziimiin gosteriliminden kaynaklanmaktadir. Bu giigliigiin
ustesinden gelebilmek i¢in genel olarak modifiye Green fonksiyonu teknikleri olarak
adlandinlan teknikler gelistirilmis ve bunlarla ¢6ziimleri tek olan simr integral denklemleri
tiretilmigtir.

Tek olarak ¢ozilebilen bu integral denklemler iteratif olarak ¢éziilebilirler. Bu
¢aligmada Kleinman-Roach iterasyonu incelenmis ve yorumlanmigtir. Daha sonra da
bundan daha hizhi yakinsayan bir iterasyon semasi énerilmigtir.
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BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS FOR EXTERIOR PROBLEMS
AND ITERATIVE TECHNIQUES FOR THEIR SOLUTIONS

SUMMARY

Eliptic boundary value problems governed by the Helmholtz equation in exterior

regions arise in acoustics and electromagnetics. Here one wishes to solve the Helmholtz
equation
Au+k*u=0

with either Dirichlet or Neumann boundary condition specified on the bodies, where k,
the wave number, is a constant for a homogeneous media. In these problems, infinity can
be regarded as a separate boundary and a condition at infinity is required to make the
exterior problem well defined. This is the Sommerfeld radiation condition which can be
expressed as

(33
r—lgl or
in three-dimension where r is the distance from a fixed origin.

One of the methods for the solution of an exterior problem is the boundary integral
equation approach. The integral equation approach has an important deficiency. It is
well known that the integral equation is found to be non-unique when k coincides with
an eigenvalue of the corresponding interior problem. The trouble occurs, not because
the original problem fails to have a unique solution, but an account of the representation
used for the field. Various methods have been introduced to overcome this difficulty.
Using modified Green’s functions new boundary integral equations have been devised
and these are known to be uniquely solvable.

These uniquely solvable boundary integral equaitions can be solved iteravitely. In
this work, Kleinman-Roach iteration method is examined and expounded. Then a new
iteration scheme having faster convergence rate than the previous iteration scheme is in-
troduced.




1. GIRIS

Dis bolgelerdeki eliptik problemler siirekli ortamlar fiziginin (akustik, elastisite teorisi,
elektromanyetik teori vs.) bir gok dalinda ortaya gikarlar. Bu problemler igerisinde 6nemli
bir kismim zamana harmonik olarak bagh dalgalann bir cisimden sagilmas: olaylan ile
ilgili olanlar olugturmaktadir. Béyle tipik bir problem eliptik bir denklemin (genellikie
indirgenmis dalga denklemi, yani Helmholtz denklemi) bir yiizey izerinde (sagic1 yiizey)
tanimlanan ve sinir kosulu olarak adlandinlan bir kogulu saglayan ¢oziimiinin bulunmasi
seklindedir. Bu problemlerde sonsuz, ayn bir simr olarak gézoniine alinir ve ele alinan
problemin ¢dziimiiniin tek olmasi igin ¢6ziimiin, sonsuzda, her yonde, radyasyon kosulu
denen bir siir sartii da saglamasi gerekir. Problem Helmholtz denklemi ile veriliyorsa
bu kosul Sommerfeld radyasyon kosulu olarak bilinir,[1].

D1 problemlerin ¢éziimlerinin ingas: igin bir ¢ok teknik geligtirilmistir,[1]. Bu tip
problemlerin ¢oziim yontemlerinin belirlenmesinde, sinir kogullarinin tizerinde tammlandig:
sinir yiizeyinin geometrisi 6nemli bir tayin edicidir. Ornegin Helmholtz denklemi igin
tammlanan dig problemlerde degigkenlerin ayrilmas: yontemi ile ¢6ziim dik kartezyen,
dairesel, parabolik ve eliptik silindirik, kiiresel, prolate ve oblate siferoidal, konisel,
parabolidal ve elipsoidal koordinatlarda, simir yiizeyinin iizerinde tanimlandid1 yiizey, bir
koordinat yiizeyi ile ¢akistifinda serisel formda insa edilebilmektedir[1,5]. Baz
problemlerde sir ytizeyi bir koordinat yiizeyinin yalnizca bir kismim olugturur, 6rnegin
kosulun yart sonsuz bir diizlem iizerinde belirtilmesi gibi. Béyle problemlerde kompleks
degiskenli fonksiyonlar teorisine, 6zellikle analitik devamliliga, Liouville teoremine ve
analitik fonksiyonlarin faktorizasyonuna dayanan Wiener-Hopf yéntemi ile kapali
coziimler inga edilebilmektedir[1,5].

Bir dig problemde, yukarida belirtilen yontemlerle bir ¢6ziim yapmak miimkiin
olmadif1 zaman veya genel olarak uygulanmak iizere ¢esitli yaklagik ¢6ziim yontemleri

gelistirilmistir. Bunlanin bir kismunda problemlerin ¢6ziimlerini bulma, sinir yiizeyi iizerinde
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tiiretilen ikinci tiir Fredholm tipi integral denklemlerin ¢oziimlerinin insasina indirgenir.
Bu integral denklemler niimerik veya iteratif olarak ¢ézilebilirler.

Bu ¢alismada, dis problemlerle ilgili integral denklemlerin iteratif ¢6ziim yontemleri
incelenmistir. Bu amagla once, birinci boliimde dig problemlerin tammlan ve bunlann
¢oziimlerinin tekliji tizerinde durulmustur. Ikinci boliimde dig problemler igin sinir integral
denklemlerinin tiiretilmesi 6zetlenmis ve serbest uzay Green fonksiyonu kullamlarak elde
edilen smir integrallerin ¢6ziimlerinin baz1 6zel k (dalga sayist) degerleri igin tek olmayigi
iizerinde durulmugtur. Problemlerin ¢oziimleri tek oldugu igin, bu nokta, ¢ézimler integral
denklemlerin ¢oziimleri izerinden inga edilmeye galigildiinda 6nem kazamr. Sorun da agik
olarak ¢6ziim tekniginden kaynaklanmaktadir ve bu nedenle de integral denklem
yonteminden kaynaklanan bu sorunu gidermek igin gare, ¢6ziimleri tek olan integral
denklemler insa etmektir. Bu, modifiye Green fonksiyonu tanimlanarak
giderilmektedir[11,12,13]. B6liim 3°te bu yontem tanitilmakta ve bununla tiretilen inte-
gral denklemler verilmektedir. Boliim 4’te ise bu integral denklemler i¢in Kleinman ve
Roach [5] tarafindan gelistirilen ve Kantorovich teoremine,[8], dayanan iterasyon gemasi
daha agik bir gekilde Steepest Descent (en dik inig) yontemi ve Kantorovich teoremi
kullanilarak yorumlanmig ve daha sonra da gene en dik ini§ yontemine dayanan fakat
Kleinman ve Roach’un iterasyon semasindan daha hizh yakinsayan bir iterasyon semasi
Onerilmigtir. Bu gema Birman teoremine,[8], dayanmaktadir.



2. DIS PROBLEMLERIN TANIMLARI VE DIS PROBLEMLERIN
COZUMLERININ TEKLIiGI

2.1 Dis Problemlerin Tanimlan

Ug boyutlu Euclidean uzayr ®* ile gosterelim ve ®° de D_ile gosterecegimiz sinirh
ve basit bagimh bir bélge goz oniine alalm. D *nin gD ile gosterecegimiz smir ylizeyinin
bir Lyapunov yiizeyi oldugunu kabul ediyoruz. (Bkz. EK-A) gD “nin diginda kalan bélgeyi
de D, ile ve %*’ deki herhangi iki P ve Q noktalan arasindaki uzakligi da R =R(P,Q) ile
gosteriyoruz. gp iizerindeki noktalar igin p,q kiigiik harflerini kullanacagiz. Simdi D,
veya D_bolgesinde Helmholtz denklemini (Indirgenmis Dalga Denklemi)[1], saglayan
fonksiyonlar igin baz1 sinir deger problemlerinin tammlarim verecegiz. Once dig bolgeyi

ele aliyoruz.

Tanum 2.1: (D1 Neumann Problemi) gp tizerinde bir g (p) fonksiyonu tammlanmig

(ve verilmig) olsun. D, bolgesinde Helmholtz denkleminin ¢6ziimii olan,
(A+K*)u,(P)=0, PeD,(11)

ve oD Uzerinde
ou,

on, (p)=g.(p), pedD 2.2)
sinir kosulunu ve sonsuzda da

. ou, .

Lﬁ“(?‘k“}" @3)

Sommerfeld radyasyon kosulunu [1] saglayan bir u_(P) fonksiyonunun bulunmasi problemi
)
A an]) A
tizerindeki bir p noktasinda, 6D nin n, dig normali yonindeki tiiretme islemini (n, ,D,

“D1g Neumann Problemi” olarak tanimlanir. Burada diferansiyel operatorii éD
ya dogru uzanmaktadir) I ise koordinat merkezi (orijini) D ’de olan bir kartezyen
koordinat sistemine gore (rp,9P,<l>,,) olarak tammlanan kiiresel koordinatlarda radyal

degisimi gostermektedir. A ise Laplace operatéridiir.



Tamm 2.2: (D1 Dirichlet Problemi) 6D iizerinde bir f (p) fonksiyonu tammlanmig
(ve verilmis) olsun. D, bolgesinde Helmholtz denkleminin ¢6ziimii olan,

(A+k2)v+(P) -0, PeD, 2.4)
ve 0D iizerinde

v, (p) =f, (p) , pedD 2.5)

sinir kosulunu ve sonsuzda da

Limf, [% - ikv+J =0 (2.6)

l'p —>w P
radyasyon kosulunu saglayan bir v, (p) fonksiyonunun bulunmasi problemine “Dig Dirichlet
Problemi” denir.
Simdi de daha sonra gerekli olacag i¢in i¢ siir deger problemlerinin de tanimlarin

verecegiz.

Tamm 2.3;: (Ig Neumann Problemi) gp iizerinde bir g(p) fonksiyonu tammlanms

(ve verilmis) olsun. D_bolgesinde Helmhotz denkleminin ¢6ziimii olan

(A +k2)u_ (P)=0, PeD. (2.7
ve gD Uzerinde
aua;l(p) =g_(p), pedD (2.8)

P
sinir kogulunu saglayan bir u(P) fonksiyonunun bulunmas: problemi “I¢ Neumann

Problemi” olarak adlandirlir.

Tamm 2.4:  (I¢ Dirichlet Problemi) gp iizerinde bir f(p) fonksiyonu tanimlanmus (ve
verilmig) olsun. D_bolgesinde Helmholtz denkleminin ¢oziimii olan,

(A+K*)v_(P)=0, PeD. (2.9)
ve §D uzerinde

v_(p)=f (p), peéD (2.10)
siir kosulunu saglayan bir v (P) fonksiyonunun bulunmasi problemi “Ig Dirichlet
Problemi” olarak adlandirlir.

2.2 Dis Problemlerin Coziimlerinin Tekligi
Bu kisimda yukarida tanimlanan dig problemlerin ¢oziimleri var ise, bu ¢oziimlerin
tek oldugunu gosterecegiz. Bunun igin agagidaki teoremi ispatlamak yeterli olacaktir.
Teoremi ispatlarken gerekli oldugu igin 6nce ¢oziimlerin integral gosteriliminden
bahsedecegiz Bu asagida verecegimiz Green 6zdesligi kullamlarak tiiretilebilir. 93 de
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diizgiin bir S yiizeyi ile simirlanan bir B kapali bolgesini gézoniine alalm ve u ve v bu

bolgede ve sminnda tammh ve en az iki defa diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun.

Bu kosullar altinda birinci Green 6zdesligi,
ou
j'(vAu+Vv.Vu)dV = Ivads (2.11)
B S

olarak yazilir,[2]. Burada dV diferansiyel hacim elemantni, dS de S tizerinde diferansiyel

0 . .
yiizey elemanini, v sembolii Nabla operatdrinii (gradyanti) ve o ise S nin dig normali
yoniindeki tiirev iglemini gostermektedir. (2.11) de u ve v yer degistirilir ve sonug (2.11)

den gikartilirsa asagidaki fkinci Green Ozdesligi elde edilir;

ov ou
i(uAv—vAu)de.Sf(ua—v—a—n—)dS (2.12)
Eger,
L=A+k? (2.13)
tanumu yapilirsa (2.12) den
v du
J];(uLv— vLu)dV = !(ua~ va;jds (2.14)
yazilir. Simdi v fonksiyonu olarak,
Lv=-8(P-Q), P,Qe%’ (215)
denkleminin
ou .
{2

radyasyon kosulunu saglayan ¢6ziimiini segelim. Bu ¢6ziim serbest uzay Green
fonksiyonu adim alir ve

v="¥(P,Q)=e"""? / 42| P-qQ| 2.17)
dur[1].

Eger u Helmhotz denkleminin B de higbir singulariteye sahip olmayan bir ¢6ziimi

ise, yani

Lu= (2.18)
ise, (2.14) de (2.15) kullanilir ve

[n(QB(P-Q)dv = {’3(") b (2.19)
oldugu dikkate alinirsa,



| {6;5:1) ‘P(P,q)—u(q)a%l(lzq)}dsq = {3(") . 7R (2.20)

elde edilir.

Burada q alt indisi operasyonlarin hangi degiskene gore yapildigini belirtmektedir. (2.20)

ifadesinin ilk satiri Helmholtz gosterilimi, tiimii de 1. Helmholtz Teoremi olarak bilinir[3].
Simdi dig problemlerin tekligi ile ilgili teoremi ve ispatim verecegiz[1].

Teorem 2.1: Bir u fonksiyonu kapali bir gp Lyapunov ylizeyi diginda kalan D,

bolgesinde,
(A+KJu(P)=0 (2.21)
Helmholtz denklemini, sonsuzda
. ou .
e e -] o -

Sommerfeld radyasyon kosulunu ve gp iizerinde de ya

afp
a =0 (2.23)

homojen simir kogulunu (Dig Neumann Problemi) veya
u(p)=0 (2.29)
homojen simir kogulunu (dis Dirichlet problemi) saghyorsa

u(P)=0

dir. Burada basitlik i¢in dig problemlerdeki u, ve v, fonksiyonlan yerine u, ve

. 0
yerine de — yazilmustir.
anP

Ispat: Sinir kosullant homojen olmayan, yani (2.23) yerine (2.2), (2.24) yerine de (2.5)
ile tammlanan di§ problemlerin iki tane ¢oziimleri u, ve u, olsun. Bu durumda u=u, —u,
fonksiyonu da yukanida verilen homojen smir kogullarina sahip bir problemin ¢6zimii
olacaktir. Eger u=0 oldugu gosterilebilirse bu durumda u,=u, olacagindan dig
problemlerin ¢oziimlerinin tek oldugu ispatlanmis olur.

Simdi gD yiizeyini ¢evreleyen ve orijini D *de olan R yarigaph bir 6B, kiire yiizeyini
g6zoniine alam. Digtan 6B, yiizeyi ile i¢ten de gD yuzeyi ile sinirh olan bolgeyi X ile
gosterelim. (1.20) de verilen integral gosteriliminden P, £ da bir nokta olmak tizere

o) | {2 Lt



| {6;@ \I’(P,q)—u(q)ani‘P(P,q)}dSq 225

q

elde edilir. Burada —2— dis normaller yoniindeki tiiretme iglemini géstermektedir.
Simdi k nin reel oldugglnu varsayalim, ve 1, u nun kompleks eslenigini géstersin, k reel
oldugu i¢in, U de Helmholtz denklemini saglayacak, dolayis: ile ikinci Green
Ozdesliginden, (1.12),

ou _ou).. ou__ou

sonucuna ulagilir. 6B, Uzerinde 5% = % dir. Buradan goriliir ki (2.26) min solundaki

integral R nin bir fonksiyonu olmasina ragmen, R den bagimsiz bir sonlu sabittir. Simdi,

2

2
—ik(ﬁ%;——ugg =l% +Iuf - %—iku (2.27)
Ozdesligini dikkate alirsak,
du 2 2142 ou . F
— +k —|l——iku| dS
a}!{ | T } (2.28)

integrali, (1.26) nedeni ile, R den bagimsizdir ve bir sabite egittir. Diger taraftan u (2.22)

radyasyon kogulunu saglamaktadir. Yani
R — o0 igin R(@—iku)—)o (2.29)
oR '
dir. Bu nedenle R — o igin (2.28) integralinin sonucunda son terimin katkis: sifira gider

ve sonug olarak;

R > oo igin j '%st =0(1) ve j |u|2dS =0(1) (2.30)

9By

dir. Buradan da

1

[Juds < {41:R2 f |u‘2dS}2 =O(R) (2.31)

9BR 9By

%"’S =O(R) (2.32)

J

OBy

sonuglarina ulagilir.



(2.25) de 8B, uizerindeki integralde R)[P|dir ve dolayisiyla p, (1/R) nin kuvvetleri
cinsinden mutlak ve uniform olarak yakinsak bir seriye agilabilir.

Bu seriyi,
¥ = 3w (9,4) /R (2.33)
n=0

olarak yazabiliriz. Bu seri terim terime tiiretilebileceginden;

o . Y 1
R ke E"*"(F) (2.34)

dir. Dolayisi ile &B, tzerindeki integral
du . e (ou 1
olarak ifade edilebilir. R — oo igin ilk terim (2.29) radyasyon kosulu nedeniyle sifira

gider. Kalan terimler ise (2.31) ve (2.32) sonuglanna gore sufira giderler. Dolayis: ile
oD nin digindaki bir P noktasinda, k reel oldugunda (2.21) Helmholtz denkleminin (2.22)

radyasyon kogulunu saglayan bir ¢ozimi,

d du(q
o) [ o) e #(p)- o, 236
aD q q
gosterilimine sahiptir.
Rigin, gD ’de 6B, "nintamamen iginde kalacak sekilde, bir R, degeri segelim. [P))R,
oldugunda (2.33) agthumu (2.36) ya uygulanabilir. Bunun sonucu olarak R)R, igin

u(P) =™ u, (6,9)/R™ (2.37)

n=0

yazilabilecegi agiktir. Diger taraftan (2.37) nin, (2.21) Helmholtz Denklemini saglamasi
gerekir. (2.21) (r,6,¢) kirresel koordinatlarinda ifade edilip (2.37) bu sonug denklemde

yerlestirilirse 1/R nin kuvvetlerinin katsayilan sifira esitlenerek u_ler igin

~ 2ik(n + gy +_Li(sme
Sind 20

%) Sm%ea;;“ +n(n+l)un =0
(n=0,12,.) (2.38)

hiyerargik denklemleri elde edilir. Dolaysi ile radyasyon kosulunu saglayan; u, R)R,

bolgesinde u_katsayilari (2.38) denklemierini saglayan (2.37) agtlimu ile temsil edilebilir.

(2.38) den goraliir ki, eger u, =0 ise, k = 0 olmak kosulu ile u, =0 (n21)dir.




Sonug Olarak u, =0, R)R, dau=0 olmasmna yol acar. Fakat (2.36) gosterilimi u nun
oD nin digindaki bir P noktasinda analitik oldugunu gosterir{4]. Bu nedenle eger u, R)R,,
bolgesinde 6zdes olarak sifir ise, gD "nin digindaki her yerde 6zdes olarak sifirdir. Dolayist
ile su onemli sonuca ulagmig oluyoruz; eger u (2.22) radyasyon kosulunu saglarsa ve
u, =0 ise, u, gD nin diginda (D, da) 6zdes olarak sifir olur.

Dikkat edilirse reel k lar i¢in, (2.26) nin sag tarafi hem (2.23) hem de (2.24) homojen

kosulu igin sifirdir,[1]. Dolayzst ile,

| (u—‘?‘_l—ﬁ-‘?"—)ds—m (2.38)
&R R

By

dir. (2.38)’den, (2.28) tiiretilirken izlenilen yolla

2
| ﬂ% +k2|u]2}dS—>O
By

yazilir. (2.37) kullamlarak buradan da

Jluof’ 5 0
oBg

elde edilir ki, bu da ancak u, = 0 olmas ile miimkiindiir. Béylece ispat tamamlanmug olur.



3. SINIR INTEGRAL DENKLEMLERI

3.1 Giris

Birinci béliimde tanimlanan dig problemlerde sinir kogulunun tizerinde tanimlandigy
oD sunir yiizeyi bazi koordinat sistemlerinde (kartezyen, kiiresel, dairesel silindirik gibi),[5],
bir koordinat yiizeyi ile tiimiiyle cakigtiginda, ilgili problemin kesin ¢6ziimii degigkenlerin
ayrilmas1 yontemi kullanilarak elde edilebilmektedir. Bazi problemlerde gp sinir yiizeyi
bir koordinat yiizeyinin yalnizca bir kismini olugturmaktadir(érnegin sinir kosullartnin
bir yan sonsuz diizlem tizerinde tanimlanmasinda oldugu gibi). Boyle problemlerde
kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisine, 6zellikle analitik devamlilik, Liouville teoremi
ve analitik fonksiyonlarin faktorizasyonuna dayanan Wiener-Hopfyontemi ile analitik

¢Oztimler inga edilebilmektedirler]1,5].

Bir dig problemin yukarida bahsedilen ve bunlara benzeyen diger yontemlerle kesin
¢Oziimiinin elde edilmesi miimkiin olmadif1 durumlarda veya genel olarak uygulanmak
uzere gesitli yaklagik ve nimerik yontemler olusturulmustur[1,5]. Bu yontemlerin bir
kismi problemlerin 6nceki béliimde bahsedilen integral gosterilimlerine dayanir.
Yontemlerin bir kisminda da problemin ¢oziimil, sinir yiizeyi tizerinde bir integral denklemin
¢6ziimiinin bulunmasi problemine indirgenir. Ornegin dig Neumann ve dig Dirichlet
problemlerinin ¢oziimleri sirasi ile tek tabaka ve g¢ift tabaka potansiyelleri olarak
adlandirilan ve simir kogullarimin tammladig yiizey tizerinde yazilan integraller formlannda
arandiklaninda, bu potansiyelleri tanimlayan fonksiyonlarigin oD yiizeyi iizerinde ikinci
cins Fredholm integral denklemleri elde edilir[6,7]. Stmirintegral denklemleri Helmholtz
gosterilimlerinden faydalanarak da tiiretilebilirler[6]. Integral denklemlerin ¢oziimleri
bulunduktan sonra, problemlerin D, bélgesindeki herhangi bir noktadaki ¢oziimleri, 5D
Uzerinde bir yiizey integrali hesaplanarak bulunur. Bunu daha ag¢ik anlatmak igin dig
Dirichlet problemini ele alalim ve sinir integral denkleminin de Helmholtz gésteriliminden

faydalanarak tiiretildigini kabul edelim. Dirichlet probleminde gp tizerinde v,
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verilmektedir. Sinir integral denklemi gp tizerinde bilinmeyen Z+ i¢in yazilirve bunun
goziimii olarak gD tizerinde V.. bulunur Dolayisiile D, daki birP nokfasinda v, ninbulunmast
(1.20) integral gosterilimindeki ;azey integrallerinin hesaplanmasina indirgenmis olur.

3.2 Sur integral Denklemleri

Bu boliimde dig problemlerle ilgili sinir integral denklemleri hakkinda gerekli bilgiler
verilecektir. Daha kapsamli bilgi igin [4,6,7] no’lu referanslara bagvurulabilir.

Onceki boliimdeki gibi D , g? de sinirl bir bolgeyi, D bunun sinin olan kapali
Lyapunov yiizeyini ve D, da gD’ nin disindaki bolgeyi gosterecektir. 61% , ©D ’ye nor-
mal olan 5, birim vektérii dogrultusundaki tiirev islemidir. 5,, oD *den D *nin digina
dogru (D, ’nin igine dogru) uzanmaktadir. Bundan bagka gD ’nin tizerindeki bir noktaya
D ’den yaklagtigimizda normal tiirev igin % , D,’dan yaklastifimizda da %
sembollerini kullanacagiz. o3’deki bir noktayr gpeneP gibi buyuk harfle, sp uizerindeki
noktalan da p gibi kiigiik harflerle gosterecegiz.

Bu béliimde Helmholtz denkleminin bir temel ¢6ziimiini, uygunluk igin

eikR
“/o(P’Q)=‘ﬁ= R=[P-Q|

formunda alacagiz [6].

Simdi tek tabaka ve ¢ift tabaka potansiyellerinin tanimini verecegiz.

Tanmm 3.1:  u, dD’de tanmimli ve siirekli olmak iizere,

(Tou)(P)= [w(a)vo(P.q)dS, . Pe®’ (.1)

D

integrali ile tanimlanan fonksiyona p yogunluklu bir TEK TABAKA POTANSIYELI denir.

Tanmmm 3.2: v, oD’ detanimli ve siirekli olmak iizere,

(¢,v)(P) = 6!) v(q)gyn—o(P,q)dSq . Pe®? (3.2)

q
integrali ile tanimlanan fonksiyona v yogunluklu bir CIFT TABAKA POTANSIYELI denir.

Tek tabaka potansiyelinde, p, dD tizerinde bir kaynak dagilimini; v ise gift tabaka
potansiyelinde bir dipol dagilimim gosterir. Bilindigi gibi tek tabaka potansiyeli olan
(Tou)(P), VP eR’ icin sireklidir, fakat bunun normal tiirevi gp ’da asagida verilen

sigramali suiresizlige sahiptir,[7];
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afi (To)(p) = £1(p) + (,9—5—(T0 u)p), pedD- (3.3)

P P

L,(éD), oD tzerinde Lebesque anlaminda kare integrallenebilir fonksiyonlarin
olusturdugu Hilbert uzay1 olmak tizere bir K,:L,(8D)—> L,(6D)operatoriinii agagidaki
sekilde tanimlayalim;

(Kor)p)= | u(q)%(mq)dsq , pedD (3.4)

aD P

Bu operatériin L,{(dD) *deki eslenigi
(Kon)p) = J‘lu(q)gy—l(p,q)ds‘l , pedD (3.5)
éD anq

dir. Burada ¥,,Y,’ in eslenigini géstermektedir.

Bu K operatérii cinsinden tek tabaka potansiyelin normal tiirevleri igin (2.3) sigrama kogullan

2 (4)p) = (£+ Ka)p) . p <D (.6)

olarak yazilabilirler.

Teorem 3.1:  Vp <aD igin (C,v)(p) = (K5 v)(p) (3.7)
dir[6,8].
Ustteki teoremden, ¢ift tabaka potansiyelin sigramah siireksizlik kosullan agagidaki

formda ifade edilebilir;
Lim (Cov)(P)=+v(p) + (sz)(p) (2.8)
Pop

Burada P — p*, D, daki bir P noktasindan gp tizerindeki bir p noktasina yaklagimin,
P— p~, D_ deki bir P noktasindan gp tzerindeki p noktasina yaklagimim

gostermektedir.

Tanim 3.3: Cift tabaka potansiyelin normal tiirevini (Co, v)(p) ile gosterelim.

0

(C,.V)(p) = o [ v(q)gyn—:(p,q)dsq (3.9)

dir.

Bir Lyapunov yiizeyi izerindeki bir ¢ift tabaka potansiyelin normal tiirevinin varlig
icin yeterli kosul, vyogunlugunun gD ’de diferansiyellenebilir olmasidir. Dolayisiyla,
burada gozoniine alinan tim durumlarda, v’nin gD ’de sirekli oldugu, yani
v €C(aD) oldugu kabul edilecektir. Dolayistyla,
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0
on

(Cov)(p) = ai- (€.v)(p)=(C.,v)(p). p oD (3.10)

’
dir[9].
Bu boliimdeki notasyona uygun olarak

(A+k2)u+(P)=0, PeD,

Lim{fp(%(P) ~iku, (P)J} 3.11)

T —>w p

denklemlerini saglayan u_dalga fonksiyonlan igin asagidaki integral gosterilimler elde edilir;

& <q>vo<P=q>—u+<q>%ﬁ%‘s§?dis;:;1;
0

; PeD_

(1,2 )®)- (Com P) (3.12)

Diger taraftan Helmholtz denkleminin D *deki herhangi bir u ¢oziimii i¢in de

% _5& 0 ; PeD,
ﬂu_(q) anq (P,q) on, yo(: ’1?_)&%8‘1; p €dD

2u (P); PeD_

:(C0u~)(P)_(To %‘;)(P) (3.13)

integral gosterilimleri elde edilir. Burada, (2.11)’de verilen (Sommerfeld) radyasyon
kosulu, yo(P, q) tarafindan saglanmaktadir. Dolayisiyla, bu fonksiyon sonsuzda disa
giden yapida ve bir noktadan ¢ikan kiiresel dalgalan gostermektedir. Ayrica k, (-k) ile
yer degistirirse, bu durumda 7,(P,Q) temel ¢oziim rolii oynar, ve 7,(P.Q), v,(P,q)
ile yer degistirirse (2.12) gegerli kalir.

Onceki boliimde tamimlanan simr deger problemleri, ya sinir kosullar uygun sigrama
kosullariyla birlikte Helmholtz gosterilimine uygulanarak veya gerekli ¢oziimiin bir tek
veya ¢ift tabaka potansiyel formuna sahip oldugu kabul edilerek, sinir integral denklemler
seklinde yeniden formiile edilebilirler. Iki yontem aymi problem igin farkl: integral

denklemler verirler. Bundan bagka, Helmholtz gésterimi aslinda her bir sinir deger problemi
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igin iki tane sir integral denklemi iiretir ve bunlar birlikte tek bir ¢oziime sahiptirler.
Buna kargihk, tabaka potansiyelleri yaklagimu ile tiiretilen sir integral denklemleri tek
¢oziime sahip degildirler. Ik boliimde gosterildigi gibi tammlanan simir deger problemlerinin
¢oztimleri tektir. Dolaysi ile bu durum yéntemden kaynaklanmaktadir.

Integral denklemlerin tiiretilmesini dis Neumann problemi igin verecegiz ve diger
problemler i¢in karsilik gelen sonuglan, bu problemin sonuglanyla birlikte (TABLO 1)
de sunacagiz.[6]

Klasik tabaka teorisinde, dig Neumann probleminin u_¢6zimii igin,

u_(P)=(T,u)(P), PeD, (3.14)
oldugunu varsayanz ve sonra tek tabaka potansiyelin tiirevi igin (3.3) ifadesi , (2.2) siir
kosulu ile birlikte kullanilarak,

w(p) +(Kon)p)=2.(p), pdD (3.15)
elde edilir. Eger (3.15) denklemi, bir p(p), p €D, ¢ozimiine sahip ise, bu durumda
(3.14) dig Neumann probleminin ¢éziimiinii verir. (3.15)’in adjoint homojen denklemi
nontrivial ¢oziimlere sahip oldugu zaman, Fredholm alternatifine gore (3.15), ya tek bir
¢Oziime sahip degildir veya ¢oziimii yoktur[4]. Bu durumu agagida inceleyelim:

Alternatif Green teoremi (6zdeglikleri) yaklagimi, (2.2) simr kosulunun (3.12)

gosterilimine uygulanmasindan ibarettir. Bu islem yapilirsa

u,(p)+(Ksu, J(p) =(Teg. )(p) , p €D (3.16)
elde edilir. Eger (2.16), bir u, (p), p €8D, ¢dziimiine sahip ise, bu durumda (3.12) den,

u+(P)=%(Tong)(P)—%(Coqu)(P) , PeD, (3.17)
Helmholtz denkleminin D, da bir ¢6ziimii olur. Ancak burada (3.17)’de verilen
fonksiyonun (2.2)’deki simir kosulunu saglayip saglamadigim bilemiyoruz. Bununla
birlikte, boyle oldugunu, (3.6) ve (3.10)’daki tek ve ift tabaka potansiyellerinin normal
tirevleri ile ilgili ifadeleri ve (2.2) simr kosulunu, (3.12) gésterimine uygulayarak elde

edilen,

(€. )p) = -2.(p) + (Kug.Xp) . p oD (3.18)

denklemini elde ederek gosteririz.
(3.17) denklemi, u, (p)nin, pedD, (3.16) ve (3.18) denklemlerinin her ikisinin de

¢oziimii olmasi kaydiyla, dis Neumann probleminin bir ¢éziimiinii verir. Burada (3.18)
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bir uygunluk kosulu gibi gériinmesine karsin, (3.16) denkleminin homojen kism nontrivial
¢6ziimlere sahip olmadig: takdirde bu kosul anlamsiz olacaktir. Ancak boyle bir durumda
ileride gosterecegimiz gibi (3.16) ve (3.18) ikilisi tek bir ¢oziime sahip olacaktir.

Gorildugii gibi aym simr deger problemi igin iki farkh formilasyondan elde edilen
(3.15) ve (3.16) ikinci tiir Fredholm integral denklemleri aym degildir. Burada dikkat
edilmesi gereken husus, Helmholtz gésteriminden elde edilen sinir integral denklemlerdeki
bilinmeyen fonksiyon, aradigimiz ¢oziimiin bilinmeyen sinir degeridir. Halbuki tabaka
potansiyelindeki integral denklemin bilinmeyen fonksiyonu, D, daki ¢6ziim i¢in béyle bir
direkt baglantiya sahip degildir.

Diger sinir deger problemleri i¢in benzer bir analiz ile benzer siir integral denklemleri
elde edilebilir, [6]. Bunlar (TABLO 1)’de verilmektedirler. Her bir problem i¢gin nce
tabaka potansiyelleri ile elde edilen denklemler, sonra da Green veya Helmhotz
gosterilimlerinden bulunan denklemler verilmektedir.

(TABLO 1)’de goriildiigu iizere, tim 2. tiir sir integral denklemleri ashinda, K
operatorini igermektedir. Bu durum bizi i¢ Dirichlet (Neumann) ve dis Neumann (Dirichlet)
problemleri arasinda bir baglantinin varhgina gétiirir. Simdi bu iligkiyi irdeleyelim:

Ik bakista K, operatériniin spektrumunun bu sinir integral denklemlerinin
¢Oziimlerini aragtirmamiz igin biyik bir 6nemi oldugu sezilmektedir. Ciinkii, K|
operatorine Helmholtz denklemindeki k parametresinin operatér degerli bir fonksiyonu
olarak bakilabilir. Bir ) parametresi takdim ederek (I- AK,) standart formunu elde
etmek ve bunu incelemek yerine, K| ve (-K ) operatorlerini ayn olarak ele alip incelemek

uygun olacaktir.

Tamm3.4: o_K 00‘; = ¢ denkleminin nontrivial cg ¢oziimlerine sahip oldugu reel k
degerlerine K’ in KARAKTERISTIK DEGERLERI denir.

Tamm 3.5: o, K ] o = 0 denkleminin nontrivial 3 ¢dziimlerine sahip oldugu reel k
degerlerine (-K )’ n KARAKTERISTIK DEGERLERI denir.

Not: k, K nin bir karakteristik degeri ise, K, mn da bir karakteristik degeridir, tistelik K, ve K
mn da karakteristik degerleridir[9]. Benzer sekilde (—KO), (—K;), (—K,), (——K;)hr da aym
karakteristik degerlere sahiptir, ancak bunlarinki 6ncekilerden farkli olabilir. Ayrica,
®,®+Ko =0 denkleminin nontrivial bir ¢oziimii ise @ de, ® + K@ = 0 denkleminin
nontrivial bir ¢oziimiidiir. Benzer olarak ® *+ Ko™ =0 sonucu & +K,® =0 sonucunu

igerir.
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Tamm 3.6:  (2.7) ve (2.8) ile tanimlanan i¢ Neumann probleminin homojen formunun
nontrivial ¢éziimlerinin varoldugu k degerlerine i¢ Neumann probleminin
KARAKTERISTIK DEGERLERI denir. Benzer sekilde (2.1), (2.2) ve (2.3) ile tammlanan
i¢ Dirichlet problemlerinin homojen formlarimn nontrivial ¢6ziimlerinin varoldugu k
degerlerine de bu problemlerin KARAKTERISTIK DEGERLERI denir.

Bilindigi gibi, dis problemlerin 6zdegerleri yoktur [7], fakat i¢ problemlerin 6zdegerleri
vardir ve bu 6zdegerler reeldir, [10]. K ‘in karakteristik degerleri ile i¢ problemlerin
ozdegerleri arasindaki bu iliski agagida ispatlarini vermeyecegimiz teoremlerle ifade
edilebilir [6].

Teorem 3.2:

(A) k, yalniz ve yalmz i¢ Neuman probleminin bir 6zdegeri ise K 'm bir
karakteristik degeridir.

(B) k, yalniz ve yalmz i¢ Dirichlet probleminin bir 6zdegeri ise K i bir
karakteristik degeridir.

Asagidaki teoremler, sirastyla, dig Neumann ve dig Dirichlet problemlerinin tek bir
¢oziime sahip olduklarnim gosterir:

Teorem 3.3: o + Ko =0 denkleminin yalniz ve yalnz (To cg)(p) =0 ise bir o nontrivial
¢Oziimii vardir.
Teorem 3.4: o — K » = 0 denkleminin yalmz ve yalmz (Co cg)(p) =0 ise bir o nontrivial

¢Oziimii vardur.

Peki denklem homojen olmadig: taktirde dig problemlerin ¢éziimleri hala tek midir?
Daha 6nce s6z edildigi gibi sorunun integral denklemden degil, yontemden

kaynaklandigm artik gorebiliriz. Gergekten;

Teorem 3.5: (D1 Neumann) k, i¢ Dirichlet probleminin bir 6zdegeri degilse,
@ +K,@" =T,g" denklemi Vg  eL,(dD)-i¢in tek bir ¢oziime sahiptir.

Ispat: k, i¢ Dirichlet probleminin bir 6zdegeri olmadigindan Teorem 2.2(BY den; k, (-K)’nin
bir karakteristik degeri degildir ve dolaystyla (—K*) * 1n bir karakteristik degeri degildir.
Boylece; & +K'@" =T,g, , Vg, €L,(AD) i¢in tek bir o ¢dziimiine sahiptir.

Teorem 3.6: (Drs Dirichlet) k, i¢ Neumann probleminin bir 6zdegeri degilse;
® -Kyo =-C_f, denklemi Vf, eL,(dD) igin tek bir ¢6ziime sahiptir.

Ispat: Yukandakine benzer olarak yapilir[6].
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TABLO 1

ILGILI SINIR INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMLERI CINSINDEN
HELMHOLTZ DENKLEMININ COZUMLERI

PROBLEM | SINIR INTEGRAL DENKLEMLER COZUMUN GOSTERILIMI
% o+Ko=g, u, =To (D+da)
9; * m
=) o +Ko =Tg, 1 1 .
= ) u,=-Tg, -—C&" (D.da)
% Cna) =Kg+_g+ 2 2 (
o +Ko" = v.=Co" (D de)
& +K® =1 v.=Ca’ (D_de)
-
E +K Cf 1 1
® ® = -
O = v.=—Cf ——To (D_de)
- To =K'f -f 2 2
L . A SR NSNS ey
|
Q ® +K6=Cnf _ICf IT“ (Dd)
16" =K'f —f & & g
H P~ I e B —~
5 o -Ko =f, v, =—Ca (D+de)
Q”m Ko = f
| = diie) A “To-~¢f.  (D,de)
o V. =5 T vl +
g To =K'f, +f, 2 2
=
o-Ko=g_ u=-To (D de)
% ®-Ko=g u =-Ta (D de)
< & -Ka =-Tg_ 1 1
&2 u=-Cod -=T D d
=2 C.8 =Kg_+g_ 26 3Te (D.de)
m ______
7 e ————————
o -Keo" =-Tg 1_ _
_ u=-Co ——-Tg_ (D d
C,0"=Kg_+g o —pte (p-ac)
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4. MODIFIYE GREEN FONKSIYONU YONTEMI

Bir onceki boliimde di problemler igin tiiretilen sinir integral denklemlerinin bazi k
degerleri igin ¢oziimlerinin tek olmadig: belirtilmisti. Dolayzs ile buna bagh olarak bu k
degerleri i¢in dig problemlerin de ¢oziimleri tek olmayacaktir. Halbuki bolum 1°de
gosterildigi gibi dis problemlerin ¢éziimleri tektir. Dolayisi ile simr integrallerinin
¢ozuimlerinde ortaya g¢gikan bu sorun 6nceden de belirtildigi gibi yontemden
kaynaklamaktadir. Céziimleri i¢ problemlerin 6zdegerlerine karg1 gelen k degerleri i¢in
de tek olan simr integral denklemleri iizerinde gesitli aragtirmalar yapilmig ve modifiye
Green fonksiyonlan tanimlanarak bu sorun giderilmigtir,[11,12,13].

Bu bolimde, dig simir deger problemlerinin ¢oziimlerinin tiim k? degerleri i¢in tek
oldugu sinir integral denklemlerini aragtiracagiz. Bunu yapmak i¢in daha 6nce s6zii edilen
(2.1) ve (2.2) potansiyelierindeki yO(P,Q) serbest uzay Green fonksiyonu yerine, dig
bolgede analitik olan ve sonsuzda (Sommerfeld) radyasyon kosulunu saglayan bir bagka
temel ¢o6ziim kullamlacaktir.

Bolim 2°deki gibi Helmholtz denkleminin bir temel ¢6ziimii

€

kR
YO(P’Q):—ER— ; R=,P—Q|,

olarak verilmektedir. Eger g(P,Q), Helmholtz denkleminin P ve Q cinsinden Sommerfeld

radyasyon kosulunu saglayan bir dalga ¢oziimii ise,

7:(P,Q)=7,(P,Q) +5(P.Q) (4.1)
de bir temel ¢oztimdur,[12]. Ayrica bu ¢6ziim bir simetrik temel ¢éziim olup,
7:(P,Q)=1v,(Q,P) dir,[4,12]. Bundan sonra y,(P,Q) yu, bir modifiye Green fonksiyonu
olarak sunmaktayiz.

Eger, o €L,(6D) ise, y, ve y, den hangisinin temel ¢oziim olarak kullanilip
kullamlmadigina gore, o yogunlugunun tek ya da gift tabaka potansiyellerinin standart

veya modifiye formlarin yeniden ve toparlanmyg bir halde yazabiliriz.
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Boylece j=0,1 igin,
(Tio)(P) = j’ o(q)y;(P,q)dS, , Pe®’ “2)
(C0)P)= J‘ o(q) J( ’q)ds e’ (4.3)

dir. (3.4) de sozii edilen sinir integral operatori ise K, ile gosterilir ve

(x0)0)= [ol@) P, , peap )

q

ifadesiyle tanimlamir. Bunun L, (D) deki eslenigi;
# a_ j >
(<30)0)= Jo@)7las, | peap @s)
oD Mg

seklinde olur.

K, operatorii cinsinden tek ve ¢ift tabaka potansiyelleri i¢in sigrama kogullan sirastyla,

6(T co)(p)

=(t0+Ko)(p) , pedD (4.6)

’°l+

ve

le(C oa)(p) (+m +K;m) , pedD 4.7

Pop*
olur. (4.6) ve (4.7)’nin anlamli olabilmesi igin g(P,Q) nun gD sinirnin bir komgulugunda
tanimli olmasi gerekir.
Ayrica, (3.10) ile benzer sekilde, ¢ift tabakd potansiyelin normal tiirevi varsa,

a(;ffo )_dce) @)

P

dir[9].

(3.12) deki gosterilim, vy, , v, ileyer degistirdigi taktirde, saglanmaz. Ciinkii, boyle
bir durumda 3 de nontrival olmayan hig bir dalga fonksiyonu yoktur, dolayisiyla g(P.Q)
, D de hig bir singiilariteye sahip degildir. Bununla birlikte, D deki durumu ortadan

kaldirarak,
ou,
T’( on’

2u,(P), PeD,
o) -(cu)o) - {u‘jg;) ) D 49

yazabiliriz[13].
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Boylelikle, (3.12) ve (4.9) gosterimleri, gerekli islemler yapilarak ve (3.7) den
faydalanilarak agagidaki iki sinir integral denklemi verir:

ou %
Tj(an:)_Kju+=u+ , pedD (4.10)
o C.u
2102 e

Bu 6zetlemeleri yaptiktan sonra bu modifiye Green fonksiyonunu belli bir gekilde
tanimlayarak ¢oziimlerin tekligi ile ilgili zorlugu ortadan kaldiralim. Burada kurmaya
calisacagimiz yoéntem, Jones’un 1974 teki sundugu yontemin biraz daha
genellestirilmigidir[13]. Ancak, s6zii edilen sinir integral denklemlerin tek bir gekilde
¢ozilebilirligi, yine Jones’un 6nerdigi ve izledigi yol ile Green fonksiyonunu uygun bir
sekilde modifiye ederek i¢ problemlerin 6zdegerlerindeki her bir durumda bile gegerligini
koruyacaktir. Ayrica bundan sonraki iglemlerimizi kolaylagtirmak igin TABLO 1°i daha
kolay anlagilir bir hale getirerek TABLO 2’yi agagida sunmaktayiz.

TABLO 2

DIS PROBLEMLER iLE ILGILI SINIR INTEGRAL DENKLEMLERIN
COZUMLERI CINSINDEN HELMHOLTZ DENKLEMININ COZUMLERI

(Sunir Integral Denklemi) (Smir integral Denklemi)
PROBLEM | D_daki ¢éziimiin gosterilimi [0 D deki coziimiin gosterilimi
1 0
DIS Ve = E(Tj“’ - ij+) (I - Kj)‘” = ‘5;(%)
DIRICHLET
v, =1, v, = _ij (I— K;)(D = f+
1 —
DIS u, = E(Tjg+ ~Co) [+K)o=Tg,
NEUMANN
ou, _
an =8, u"'_Tj(D (I+Kj)0):g+

Ustteki Green Teoremi Yaklasiom
Alttaki Tabaka Teorisi Yaklagim
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Simdi ¢;3’te normalize edilmis kiiresel dalga fonksiyonlarim agagidaki formlarda
tanumlayalim,[11,13];

C3i(P):= {—Es (2n +1)8+2;} Z:#(kr,)P(Cos6, )Cosme,

Sei(P)= { o~ (2n+1)gll+m;} 2% (kr, |P(Cosb, )Sinmé,
Burada, & —{ e Ve P,?(Cose,,) assosiye Legendre polinomlari, z> ise sirasi ile
kiiresel Bessel ve Hankel fonksiyonlaridir;

z:(kr)=h (kr) , Zi(kr)= j,(kr).
C ve 8% fonksiyonlar ortogonal fonksiyonlardir.

Lemma 3.1: {Cﬁm(p),S:m(p):OSnSm} ve{ 6n(p) Bom() . OSnSm}

P P

kimeleri L,(éD) de lineer bagimsizdirlar.

Ispat: Once {Cfml , Sim} kiimesini ele alalim ve varsayalim ki lineer bagimh olsun. Bu
durumda, sifirdan farkh 6yle a__ , b__ katsayilan vardir ki,

¢(P)= ZZ( anCom(P) + BrSy (p) 0, pedD

2=0m=0
dir. Ancak ¢(P), P D, , Helmholtz denkleminin sonsuzda radyasyon kosulunu saglayan
bir ¢dziimiidiir. Bundan dolayt, dig Dirichlet probleminin ¢oziimiiniin tekliginden ¢(P) =
dir. Bununla birlikte ¢(P)=0, gD smrim igeren herhangi bir kiire iizerinde olacagindan
ve {C:m , S:m} nin bu kiireler iizerindeki ortogonalliginden,[13],a_=b_=0olur. (Vn,m
i¢in). Bu ise bagtaki a_ , b__katsayilanmn sifirdan farkh olmasi varsayimmz ile gelisir.
Benzer ispat diger kiime i¢in de yapilabilir.

LEMMA 4.1°deki fonksiyon kiimelerinin L,(éD) ’de tam olduklari [14]’de
gosterilmektedir

4.1 Dig Neumann Problemi I¢in Modifiye integral Denklemin Céziimiiniin Tekligi
Green teoreminden elde edilen modifiye siir integral denklemleri, (4.10) ve (4.11)
den,

(1+K})o =T, (4.12)
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6((;:1@) ~(x, -1, @13

dir. Aynica, D, daki ¢6ziim, (3.12) ve (4.9) yoluyla,

u.()=3Tg.(F)-5Cp, PeD, (4.14)

olarak bulunur.

Buna kargilik, tabaka teorisinden elde edilen modifiye sinir integral denklemleri,

u,(P)=(T)(P), PeD,UoD (4.15)
¢coziimiinin varlig: kabul edilerek, buradan (4.6) vasitasiyla

(1+K;)Jo =g, (oD uzerinde) (4.16)
olarak elde edilirler.

Burada sunu belirtelim ki, 6nceki béliim yardimiyla,

(1+K Jo =0 4.17)

homojen denkleminin nontrivial ¢6ziimleri i¢in, k nin reel degerleri, K, nin karakteristik
degerleri olup; K;, L,(0D)de kompakt oldugundan [8] - K], -K; ve —Kj ninde
karakteristik degeridir. Ancak, yine 6nceki béliimde gordiigiimiiz gibi bu k karakteristik
degerleri, (4.12) ve (4.16) denklemlerinin ¢oziimlerini giiglestirmektedir. j=0 igin, (4.12)
ve (4.13) denklem ikilisinin k’nin reel degerleri igin tek bir ¢dziime sahip oldugunu

gostermigtik. Dolayistyla daha genel bir sonug olarak asagidaki teoremi sunabiliriz:

Teorem 4.1: Imk>0igin; (I+ Kj)CO =0 & (aD da) To=0 dr

.

Ispat: j=0ig¢inispat [6]’da yapilmigtir.
j=11igin, ayni ispat sekli uygulamr. Yani, To =0 (dD da)ise, k < % igin dig Dirichlet
probleminin ¢6ziimlerinin tekliginden D, da Tw =0 dir. S$u halde, 6’[‘,? =0 dir. Ve

(3.6)’dan (I + Kl)(’) = 0 olur. Tersine, (I + Kl)m =0 ise,yine To =0dir.

Onceki bélimde gordugimiz gibi -K, 1n karakteristik degerleri i¢ Dirichlet
probleminin bir 6zdegerine kargilik geliyordu. Ancak bu durum K, igin gegerli degildir.
Cinkii g(P,Q), D bolgesinde tanimli degildir. Bununla birlikte, g(P,Q) yu uygun bir sekilde
segerek bu durum saglanmaktadir.

EZC Yoo .
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Teoremd.2: Eger; g(P,Q) modifiye Green fonksiyonu,

22, +11 (4.18)
ve

2, +1£1 4.19)
kosullan saglanacak sekilde,

g(P,Q) = 3 Z[a Con(P)C2(Q) + b,uS2n (P)SEL(Q)] (4.20)

n=0 m=0
ile tammlanirsa, k, -K_ in bir karakteristik degeri olmak tizere, k, i¢ Dirichlet probleminin
bir 6zdegeridir.
ispat: [12,13] de verilmistir.
Dolayisiyla g(P,Q) nun uygun bir modifikasyonu ile dig Neumann probleminin tek

bir ¢6ziimii oldugu gorilmektedir.

4.2 Dis Dirichlet Problemi icin Modifiye integral Denklemin Céziimiiniin Tekligi
Green teoreminden elde edilen modifiye sinir integral denklemleri, (4.10) ve (4.11)

den,
(1+K)E =T “4.21)
_ _a(_(énif;)_ _ (1 y Kj)m 4.22)

dir. Ayrica, D, daki ¢oztim, (3.12) ve (4.9) yoluyla,

v.(P)= %ij -C;f(P), PeD, (4.23)
olarak bulunur. Burada f, min gD da tiirevlenebilir. olmasi, (4.22)’deki ¢ift tabaka
potansiyelin normal tiirevinin varlifim garanti altina almaktadir. Bunun agagidaki teoremi
ifade edebilmemiz agisindan biiyiik 6nemi vardir.

Ayrica tabaka teorisinden elde edilen modifiye sinirintegral denklemleri, homojen
denklemin

v.(P)=—{C)(P) , PeD, (4.24)
¢oziimiiniin varlig kabul edilerek, (4.7) vasitasiyla

(I—K}‘)m =f, (4.25)
elde edilirler.
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Burada sunu belirtelim ki, 6nceki bolim yardimiyla
(1-K,Jo =0 (4.26)
homojen denkleminin nontrivial ¢oziimleri i¢in, k nin reel degerleri, K, nin karakteristik
degerleri olup, aym sekilde K], K; ve K; nin de karakteristik degeridir. Ancak, bu k
karakteristik degerleri, (4.21) ve (4.25) denklemlerinin teklikle ¢oziilebilmesini
engellemektedir. j=0 igin, (4.21) ve (4.22) ikilisinin, reel k degerleri i¢in tek bir ¢ozime

sahip oldugu gosterilmigti. Simdi daha genel olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3: p edDigin (I —K;-’)m =0 & a—(ca;i) =0dir.

ispat: j=0igin ispat [6]’da yapilmigtir..

j=1 igin; (a) (I - K:)co =0 olsun. Bu durumda, v, =-C,0 dir. Ve (4.7) vasttasiyla
dD de v, =0olur. k eRigin dig Dirichlet probleminin hig bir 6zdegeri olmadigindan, yani
teklikle ¢oziilebildiginden, D, UJD da da v,=0 olur. Boylece %)var ve sifira esittir.
Ancak gp bir Lyapunov yiizeyi oldugundan (4.8) yardimiyla M — ¢ bulunur.

(b) % =0 olsun. v, =C,0 (D, da) diyelim. Bu durumda,?ﬁs Neumann probleminin
ozdegerlerinin olmamast sebebiyle v, =0 olmalidir. Dolayisiyla gD da da v,=0 dir ve
(3.7yden (1-X;)o =0 elde edilir.

Onceki bolimde K, ’1n karakteristik degerleri i¢ Neumann probleminin bir 6zdegerine
karg1 gelimigti, fakat bu durum Sayfa 21°deki benzeri sebeple K, i¢in gegerli degildir.
Ancak Teorem 4.2’de sozii edilen kogullar gergeklestigi taktirde, k nin i¢ Neumann
probleminin bir 6zdegerine karsilik geldigi gozlemlenebilir.

24



5. SINIR INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMLERI iCiN
ITERATIF YONTEMLER

5.1 Giris

Bu béliimde, onceki béliimde kurdugumuz modifiye simr integral denklemlerin
¢oziimlerinin, ki bunlar artik tek bir sekilde ¢oziilebilmektedirler, iteratif olarak nasil

insa edilebilecekleri gosterilecektir.

TABLO 2’deki (dis problemler igin)sinir integral denklem formilasyonlarim ashinda
genel bir formda (I+Aj(k))co=h seklinde ifade edebiliriz. Burada A(k) lar,
+K; veya +K; geklinde olup, h ise smr degerleri ile ilgili bir fonksiyondur. Ayrica
parantezde k yazmamzin sebebi, Aj(k) larin Helmholtz denkleminde goriilen k

parametresine bagh sinir integral denklemler oldugunun vurgulanmasidir.

=0 i¢in, ikinci bolimde gordagimiiz gibi, A (k) lar TABLO 2’deki sekli ile alindig
taktirde, k nin her reel degeri i¢in dig problemler, teklikle ¢ozillememektedir, dolayistyla
da (I +A, (k))_1 ters iglemi yoktur. Bununla birlikte, j=1 i¢in tigincii béliimde yapildig:
gibi Green fonksiyonunun modifikasyonu, Teorem 4.2°deki kosullan saglayacak sekilde
alindigy taktirde, ¢6ziim her k degeri igin yapilabilmektedir ve dolayisiyla (I+ A 1(1())—1
vardir. Ayrica Jones’a gore, bu modifiye Green fonksiyonundaki terimlerin sonlu bir
sayist alimir ve a__, b__ katsayilan |2a,, +1£1 ve |2b,,, +121 kosulunu saglarsa, bu
durumda modifiye integral operatori k(k,, alindig taktirde smirh bir gekilde tersi alnabilir
olacaktir. Burada k, modifikasyondaki terimlerin sayist olan N ye bagh bir sonlu stniri

gostermektedir. Buna ek olarak k monoton artan olup, Limky =« olur,[12].
N—0

Ayricabu A (k) operatérlerinin H =L, (9D) Hilbert uzaynda i¢ garpimi ve “ | normu
ile kompakt operatorler oldugu goriilebilir,[8].
Ljo =(I+A;(k))o =h 5.1

diyelim. L, operatérleri kendi kendilerine eglenik degildirler, ¢linkii sinir integral
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operatorlerde kendi kendine eslenik olma kogulu bunlarin ¢ekirdekleri ile bu ¢ekirdeklerin
or; _ oY

“on,
olmasim gerektirir. Ancak v;ile;’nin normal tiirevleri arasinda esitlik yo]idur. quj

kompleks esleniklerinin egit olmasini, ki bu ¢ahgmamizdaki notasyonlara gore —*

operatérleri kendi kendilerine eslenik olmamalarina ragmen (5.1) denkleminin ¢éziimi
tek oldugu icin (7=1 igin) ve L'L; nin kendi kendine eslenik ve aym zamanda pozitif
olmasindan dolay: (L’}Lj)_1 var olur ve dolayisiyla,

LiLw =L} (5.2)
denklemi tek bir o’ = (L”;Lj)_1 Lh ¢oziimiine sahip olur ve asagidaki lemma vasitastyla da
aslinda (5.1) ve (5.2) denklemlerinin teklikle belirli aymt o’ ¢oziimiine sahip olduklan

gorilmis olur.

Lemma 5.1: o <R* olmak lizere,
Lo=he (I - Bj)co =aLth
dir. Burada
B;=I-aLL, (5.3)
seklinde tammlanmugtir.
Ispat: Lo =h olsun. Bu durumda,
[I I-aLL, ] (ozL'}Lj)oa =olh bulunur. Tersine,
(I -B -)0) =aL:h olsun. Bu durumda,
[1 (I-oLiLj)lo =aLiLh = LiLoe =L
(x20) = ocL-(L-co —h) =0 olur. Ancak,
dimN(L;)=dimN(L}) ,[8], oldugundan,

L. =h bulunur.

Uyarma: B, operatorii birimi igerdiginden dolay: kompakt degildir. Ancak kendi kendine
eslenik oldugu agik¢a goriilmektedir. Bu durumda,

[Bi} = sup)(Bv.0) 54

dir. [16; 5.466]

5.2. Steepest Descent Yontemi ve Kleinman - Roach iterasyonu
Bu kisimda yukarida amaglanan ve daha énce Kleinman ve Roach [15] tarafindan

gelistirilen ve Kantorovich Teoremine [8;s.446] dayanan iterasyon semasim daha agik
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bir sekilde “Steepest Descent” (en dik ini§) yontemini ve Kantorovich Teoremini
kullanarak inga edecegiz. Bir sonraki béliimde de yine en dik ini§ yontemine dayanan
fakat daha hizli yakinsayan bir iterasyon gsemasi Gnerilecek ve daha hizhi yakinsadig:

gosterilecektir. Bu yeni gema Birman Teoremine [8;s.449] dayanmaktadir.

Simdi amagladigimiz iterasyonlan kurabilmemiz i¢in Steepest Descent adi verilen
yontemi agiklayalim. Bu yontemin amaci, bir lineer denklemi ¢6zme problemini, uygun
bir lineer fonksiyonel denklemin minimize edilerek aym ¢oziime sahip kilacak sekilde
belirlenmesine indirgenmesidir. Bunu gergeklestirmek igin de bu ¢oziime yakinsayan bir
dizi tegkil edilmektedir. Dolayisiyla bu ¢oziime esas denklemin bir ¢oziimii olarak

bakailabilir.
Bu yontemin bir plam su sekilde sunulmaktadir:

Yapilandinlmak istenen iterasyon formunda, her bir yaklasgimdan bir sonrakine

izlenecek olan yon, verilen fonksiyonelin en dik azalig yonii olacaktir.

Oncelikle bu yontemi genel bir halde agiklayalm. F bir reel veya kompleks H Hilbert
uzay1 Uzerinde tanimli bir reel fonksiyonel ve alttan simrh olsun. Burada amaglanan, F
i¢in, F(0)2F(o’) (o eH) olacak sekilde bir o’ ¢H elemanim bulmaktir. Bu problemi
gozmek igin de, F yi minimize edecek sekilde, yani LimF(,, )= inf F(®) olacak sekilde
bir {w,} dizisi tegkil edilir. Boyle bir durumda bu {o,} dizisi, o’ 'ne yakinsayacak
sekilde inga edilir ve F nin siirekli olmasi koguluyla bu ' elemam problemin ¢6ziimii
olur. Bu yontem bir dogrultu tiirevine sahip fonksiyoneller i¢in formiiliize edilmektedir.

o €H, sabit bir eleman olsun. ® noktasindan v yoniine dogru bir igin,
aeR”, v#0, veH olacak sekilde o +av formundaki elemanlann bir kiimesidir.

Dolayisiyla F yi bir reel degiskenli fonksiyon olarak gésterecek olursak,

Flo +av)=¢(a; o .v) seklinde olur. F fonksiyonelinin o noktasinda, v yoniindeki tiirevi;

6F() lab( o s F(co+hV) Flo)
Mo ™Y %  n olur.

Burada, bu tiirevin, her dogrultuda varoldugu ve bir minimum degeri almas: igin bir

dogrultunun varoldugu kabul edilmektedir.

Tanim S.1: F, her bir @ noktasindaki her dogrultu igin tiirevlenebilir olsun ve Steepest
Descent’in bir dogrultusu H nin her o noktasinda varolsun. Keyfi bir o, eH elemant

segelim, ki bu minimuma sifinnct yaklagim olarak kabul edilecektir. o, mn bulundugu

27



varsayildig taktirde, o, inci yaklagim, @, = ®, +&,,,v,,, formundaki bir noktanin
aragtinimasidir. Burada v, ,,, Steepest Descent’in o, daki yonidir. Bu formdaki e,
sayisal parametresi, “Descent” (inig) degeri olarak tammlanir. Bu g, ,, sayisal parametresini

bulabilmek i¢in izleyecegimiz yol su sekilde olacakur:

Varsayalim ki, %—(m) (0ve %5(“’* +avy,,) , @ mn bir fonksiyonu olarak siirekli
k41
olsun. Bu durumda ¢(a;mk,vk+l) fonksiyonu, en az bir [0,a;] aralifinda azalandir.
Burada a, 2—4) (04 ,vy, ) =0 denkleminin en kiigiik pozitif kokiidir. Iste bu o} koki,
o

e,., Descent degeri olarak alinmaktadir.

Descent degerini belirlemek igin bu yolu kullanarak bir {0, } dizisi elde edilir 6yle
ki bu durumda bu dizi, minimize edilmig bir dizi gekline gelir.
Simdi bu yontemi bizim problemimize uygulayalim:

I(m(M{ >  m’=inf (L“;ij,m)

ol

M? = sup (L*-L‘m co)

I

olsun. Bu durumda L'L; operatorii kendi kendine eslenik oldugundan,

(K1.0.0)=(u.L0) =Ll el =[] oo,

Uy 31727

inf |[Lo]=m

ol

sup|Lo| =M 55)
[Lo]=M
elde edilir.
Simdi fonksiyonelimizi,
Flo)=(LiLo.o) -[(m,L’;h) + (L’;h,m)] (5.6)

olacak sekilde tanimlayalim. Bu formiilasyonun F(o)= —(L*.L.m m) dan elde edildigi

R B

acik¢a gorilmektedir.

Teorem 5.1: (a)(4.2) nin bir o’ ¢6ziimi, (5.6) nin bir minimumudur.
(b) (4.6), @ noktasinda bir minimuma sahip ise, @ , (5.2) nin bir ¢oziimii

olup, ® =o' dir.
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ispat: (a) L Lo'= L -h oldugundan,
Flo)=(LiL,0)-(o,LiLe’)-(LiLw o)
:(L'}Lj(o) -0'),0 —co’)—(lf-L.co’ ® )
> inf(LiLj(0 —0)0 -0')-(LiLp"o’)
=mo -0’0 —co')—(L"}Ljoo O )
> —(ﬂ}Lja)’,co’)
=F(o')
= Fo)2Fo’)
= o', F fonksiyonelini minimize eder.
(b) ® , (4.6) y1 minimize ettiginden,
F(o') = F(&) dir. Dolayistyla, (2) daki benzeri islemleri kullanarak,
0=F(@)-Fo)=(LiLE -0)8-0)2n’@E-0’, 5-0’)
olur. Ancak n?y ve (® -0, — )20 oldugundan, ® =0’ bulunur.
Simdi, genel halde izledigimiz gibi, Steepest descent yontemini (5.6) fonksiyoneline
uygulayarak  istenen diziyi olugturalim.
o,v cH igin,

F(m + v J(co + V),(D + v) - [(co + v,LZh) + (L?h,(n + V)]

=5
(Gt0)- o) )
+H(LiL e - L v)+ (v Lo - Lih)|+(LL;v.v)

=Flo)+ [ (UL - Lih,v)+ (v, LiLo - L”;h)] +(LiLw.v) (5.7)

() ”V”[LLco Lih,v) +(v.LiLjo - Lib)|

Re(LLco th) 0

M

olur. Boylece Steepest Descent’in o, daki dogrultusu. -v, ile belirli olup,
v,=LLo,-Lh dir.
g, 1 belirlemek igin 24) (a;04,-v,) =0 denkleminden, (5.7) yardimuyla,

(I)(oc,coo,—vl) = F(co0 —avl) = F( ) Zoc(vl,vl) +a (L iLvy, vl)
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ikinci dereceden denklem elde edilerek bu denklemin kokii,

(v1.1)

A== (L L V13V1) seklinde bulunur ve sonugta,

o, =0,—¢,v, clde edilir.

(v2.v2)

Benzer gekilde, 0, =0, —¢,v,; v, =LLo,~Lh, & (LL )
iV2-V2
elde edilerek, genel halde iterasyon formumuz
0, =0, —€,V,; (n=12,...) (5.8)
seklinde olur.
Burada, =LiLo,,—-Lh, €, —-(“’—v) dir.
(L Liv,,v )

Dolaysstyla, bu sekilde kurulan {o,} dizisi minimize edilmis bir dizi olur.

Teorem 5.2 (Kantorovich) : Ustte kurulmus olan {mn} dizisi ve teklikle belirli olan
o' ¢Oziimii i¢in, Limn, =’ dir. Ayrica yakinsaklik hizi,

o, QFWMMEEQ (a=0L...) (5.9)

esitsizligi ile verilir.

Ispat: (4.2) denklemini, o €R* olmak iizere,
0=0 —aLZcho +aL§h (5.10)
seklinde ifade edelim ve B, operatérii (5.3) deki gibi tammlansin. (5.4) ten dolayr B,

operatérii, miimkin en kiiglik norma sahiptir ve dolayisiyla o e R™ sayisinin uygun bir
secimi yapilabilir.
Bunun igin éncelikle "B s ll normunun minimumunu hesaplamamiz gereklidir. jo|=1
icin, '
(Bjoa,oo) =(co —aLl’L.0 co)

A et

il

:(co,m) (L L.o m)
=lol -~aftiof
~1-aftof

olur. Ancak (5.5) ten;

1-aM? <1 —a"ijHZ <l-am? dir.
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Dolayisiyla “B i || normunu minimize edebilmemiz igin ll - amzl = tl - OtM2| olmasi gerekir.

Fakat bu durumda 0(m(M(x oldugundan a = o 2 - bulunur. Su halde,
+m

M? —m?
M? +m?

min [B;|=1-om’ =aM® -1=
elde edilir. Aynca burada min”B j”(l oldugu agik¢a goriilebilir.

(5.11)

Simdi Steepest Descent yontemindeki F(co) fonksiyonelini (5.6) daki gibi yeniden
ele alalm. @', (5.2) nin teklikle belirli bir ¢éziimi oldugundan,

Fo)= (L'}ij ,w)— (co,Lj.L o ')_ (L*}ij ,,m)
=(LLife-0)o -0')-(LiLw o)
(Lo -o) o -0)- (o)

L ’)Hz [ “2 (5.12)

dir. Ayrica artik o eR* sayisimin uygun bir segimi yapilabildiginden, (5.8) deki iterasyon
formumuzu @, =, , —av, seklinde yeniden ifade edebiliriz. Bu durumda (5.10) dan
faydalanarak,

®,=0,,-av,=Bo_, +alth (5.13)
olur ve ' ¢Oziimii igin de,
coﬂ—m’sz(con_l—co') (5.149)

seklinde ifade edilebilir. Buna ek olarak, (4.12) den Teorem 4.1 vasitasiyla, F fonksiyonelini
minimum yapacak sekilde vy N icin,
®,=Bo,,+alh
elemanlan segildigi taktirde, bunlar aym zamanda (5.10) denkleminin de ¢6ziimleri
olacaklardur, ki bu durumda F(e,)2F(e,) olur.
Dolayisiyla, (5.14) vasitasiyla,
fon —o|=[Bi(® s —0)]
<[Bi| fous—o]
<[Bi] [B;

!
o 0]

2
— !
=[Bi['for: ~o1
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olup, (5.11)’i kullanarak,

1) MZ— )" !
fou -0l M) oo

olur. ve dolayisiyla

3 — I
Lim®, =®" bylunur,
n—»w

Ayrica, oo -0’ =|L3'Li(@o o)
<[ 0 - Lo

=[] 00 -1

dir. Su halde yakinsaklik hizi,

e H e

”mn —co’”S m M + m?

) esitsizligi ile verilir,

5.3 Daha Hizh Bir iterasyon Semas:
Simdi, {o,} dizisinin @' ¢oziimiine yakinsama hizindan en az p kez (p=1,2,.......)
daha hizh olan bir dizi inga edelim ve bununla ilgili yakinsaklik lizin: belirleyelim.
Oncelikle o, ve v, e gére @, iterasyonunu yeniden ifade edelim:
o, €H, yine keyfi olsun. L'L;=U diyelim.
0, =0y—&V, =0, +A v, ; A =—¢,
Dy =0 —E€,V,
=0, - z-:z(L'x}ij1 - L?h)
=0, - (z—:1 + t»:z)v1 + z-:lt;ZL*ijvl
=0, + APV, + AP Uy, ; AP = —(81 +82) , AP =g,
O, =0, €V,
=0, +APv, +2Uv, +AP U
Bdyle devam ederek,
®, =0, +XPy, + AP0y, + XPU v +....+ l(l}’)U"’lv1 (5.15)
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elde edilir.
® gy =@, olsun.
Simdi ise
O =04 +A v +A,Uv+. 4+, UMy
=0, +(x1 + A, Ukt Up_l)Vl
elemanin g6zoniine alip, F(co (1)) minimal olacak sekilde A,......., A, reel katsayilarim
belirleyelim.

® ) (LJLJO) @ (1)) - [(“’ > L'}h) + (L*jh’m (1))]

(Umo +Zx U'v,,0, +Zx U™ ‘vlj

i=1

[coo +Zx Uy, L h] (L‘}h,mo +Zp:kiU“”
i=1
=(LL@0.00)- [(mO,L‘;h)+(L*jh,m)]

+2Zx (U‘ ‘vl,vl)+fim (U v,, U™ lvl)

i=1 r=1
PP

=Fo )+2ZA(U* Vi) 420 D Ak (Ul Uy )

i=1 r=1

(U )+ 22U, U%) =0 (i=1,....p) (5.16)

r=1
denklem sistemi elde edilir.

Burada tiiretme iglemi yapilirken;

(U“’VI,U“VI) = (Um”vl,vl)
kurah kullamlmistir. Dolayistyla bu kurali yeniden kullanarak (5.16) denklem sistemi,

(Ui“vl,vl) + Zp‘,lr (Ui“_lvp"l) =0 (i=L...p) 17)
=1
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seklinde yeniden ifade edilebilir. Ancak F fonksiyoneli i¢in minimum varoldugundan,
(5.17) sisteminin bir ¢oziimii var olacaktir. Bu ise A, ’lerin belirlenebilecegini agik olarak
gosterir.
® ;) "den baglayarak tamamen benzeri yol ile ©,’yi ve dolayisiyla ©, ’yi insa
edebiliriz ki bu durumda aym sekilde @ ) =0, 1) —&,V, iterasyon formu elde edilir.
Burada
v,=LLo,,-Lh

olup, &, ise (5.17) denklem takiminin ve herbir ®),0),.......,0, terimlerinin

n

olusturduklan denklem takimlarimn ¢oziimlerinin genel halini gostermektedir. Burada

sunu belirtmek gerekir ki (5.17) ve digerleri igin ¢éziimleri,
o(U) =c, +c,U+c,U+.......4c, U (5.18)
p-1 inci dereceden reel bir operator polinomu formunda ifade edebiliriz. [8;s.449]

Teorem 5.3: (Birman) Ustte kurulmug olan {o,} dizisi ve teklikle bilirli olan o
¢Oziimi igin, %_i)lgw(n) =o' dir. Ayrica yakinsaklik hizi,

n

1
H%-m'lisuf;" | (@=12.) (5.19)
ep[Mz_mz]

esitsizligi ile verilir. Burada @, (t) = Cos(parccost), —1<t<1, pincidereceden Chebyshev

polinomudur.

Ispat: (4.18) deki ¢(U) operator polinomu, m? <t<M? igin,

olacak gekilde reel degerli polinomdur ve dolayisiyla ¢(U) kendi kendine esleniktir,[8;5.258].
Aynica, $(U)U = U$(U) oldugu agiktr.
Simdi bu ¢(U) operator polinomu igin, (5.2) denklemini,
@ =0 - $(U)Us +¢(U)Lh (5.20)
seklinde ifade edelim ve B, operatoriinii B; =I—¢(U)U olacak gekilde tanimlayalim.

Teorem 5.2 deki ispata benzer yolla, B, operat6riiniin miimkiin en kiigiik norma sahip
olmasmndan porzitifreel degerli ¢(t) polinom fonksiyonu igin uygun bir segim yapildign gosterelim.
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o, =Boy+¢(U)Lh
=0,-$(U)Un, +$(U)Lh
=, —¢(U)(Un, - L'h)
=0~ ¢(U)V1

P
_ r-1
=0+ E c,U v

r=1

yazalim. Bu durumda Teorem 5.1 vasitasiyla F(al)ZF(m(l)) olur. Su halde (5.14)

vasitastyla ve @ (o) =@, oldugundan,

esitsizligi Kantorovich teoreminin ispatinda yer alan benzeri argiimanlan kullanarak elde

edilebilir.

m(n)—03’”=”Bj(°)n_1—m')llsuv_ni"“Bjn (n=12,..) (5.21)

Simdi IIB i ll normunu minimize edecek olan ¢(t) polinomunu tanimlayalim.

e(u)]< te[rggﬁzlld’(tﬂ
oldugundan,

1-th(t) dir.

[Bil< pax,
Dolayisiyla e{ﬁqll_ t6(t) minimal olacak gekilde ¢(t) polinomu igin bir segim yapmak
miimkiindir. W(t) =1-t¢(t) diyelim. Bu durumda, ‘¥(t) polinomu ¥(0) =1 olacak sekilde
[m? M?] araliginda sifirdan, en kiiglik maksimum sapmaya sahip p inci dereceden bir
polinom olacaktir,[16;s.346].

2t-M’ —m’
W m
Ayrica, Lp(t) = , [8;5.449]
M? +m?
v
seklinde yazilabilmektedir. Bu durumda,
2t—M? —m? J
0| ————||= 0_(t) =1
:e[%’] p( M2 —m? t‘é‘ﬁﬁ]’ p( )I
oldugundan,

1
“Bi||ﬁ;3%§z]|“’“)‘=;m
p

M? —m?

olur. Su halde bunu (5.21) esitsizligine uygularsak,
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B I —
o 20

bulunmus olur ve boylece ispat biter.

o =o'

Simdi, {ﬁ)(n)} dizisinin teklikle belirli ¢’ ¢oziimiine yakinsamasinin, {con} dizisinin

aym g’ ¢oziimiine yakinsamasindan en az p kez daha lzh oldugunu gosterelim. Bunu
yapmak i¢in agagidaki teoremi ispatlamamiz yeterlidir.

Teorem 5.4:

p n
oy -0 <l2l] (M=) (pnen) (522)
(s) m [\M?+m’

dir.

Ispat: Teorem 5.3 teki B, operatorinii yeniden tamimlayalim, yani B; =1I- $(U)U olsun.
B, operatSrunin miimkin en kiigitk norma sahip olabilmesi igin pozitif reel degerli
t) , nf <t<M, polinom fonksiyonu i¢in Teorem 5.3’ tekinden farkl: olarak uygun bir
segimini yeniden belirleyelim. ¢(t) reel degerli ve reel katsayih bir polinom oldugundan
buna keyfi bir pozitif reel say1 goziiyle bakabiliriz. Bu durumda, Kantarovich teoremindeki

B, operatoriiniin normunun minimize edilmesi i¢in kullanilan yéntemi uygularsak,

1- ()

[Bil< pmax

oo

oldugundan,

€ =Cy =rrrnenn. =¢c, = —MZ—%F olup, c])(t),t e[mZ,MZ], polinomu igin,

¢(M2—m2)= 2 1+(M2—m2J+(M2—m2)2+ +(M2_mz)l’“
M?+m?) M?+m? M? +m? M?+m?) M? +m?

olacak gekilde bir se¢im yapmak miimkiin olur.

Su halde, 1-t(t) <1- m24(t) oldugundan,
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m
(Mz—mzjp
Lot 2 M2+ m?
M? +m? 1_Mz—m2
M? +m?
e 2 M? + m? 1_(M2—m2]p
M’ +m® 2m’ M? +m’
[Mz—mz}p
M +m?

bulunur. Sonugta B, operatériinin normunun minimize edilmis olan bu yeni degerini

(5.21) esitsizliginde yerine koyarsak (5.22) elde edilmis olur.

Sonug:
1 Mz—szp M? —m?
< < eN d o

M? + m? (Mz +m? M? +m? (p ) 5

% M? -m?
Ispat:

M? -m? (Mz——mz)p M? —m?
A — 1 b3 < -
= (1 oldugundan, Mol M o2 Oldudu agiktur.

p inci dereceden keyfi bir s(t) polinomu igin, [£)1 olmak iizere |s(§ )| < \ep ) max Is(t))
tel-1,1

2 2
[17;5.17], oldugundan, bu esitsizlikte, s(t) = t? ve & = xzi alindig taktirde,
-_m"-

1 <[M2—m2]p
o (M2 +m’ "\ M? +m?
P\ M? —m?

bulunur.
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6. SONUC

Bu ¢aligmada, Helmholtz denklemi igin tamimlanan dig problemlerle ilgili siur
integral denklemlerinin iteratif ¢oziim yontemleri ele ahnmugtir. Once Kleinman ve Roach
[15] tarafirdan gelistirilen ve Kantorovich tarafindan verilen bir teoreme dayanan iterasyon
semasi Steepest Descent (en dik inig) yontemi ve gene Kantorovich’in bu teoremi ile
yeniden yorumlanmus ve tiiretilmigtir. Daha sonra da gene en dik inig yontemine dayanan
fakat onceki iterasyon semasindan daha izl yakinsayan bir iterasyon gemasi, Birman

tarafindan verilen bir teoreme dayanarak onerilmistir.
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EK-A

Tanim:

Bir S yiizeyi verilmig olsun. Eger; S,

1°) S yiizeyinin her bir noktasinda, S, bir teget diizleme sahip,

2°) Bir kiire ylizeyinin herhangi bir P, noktast, P, dan bagimsz olarak r yarigap: ile
tammlanabilir, dolayistyla, S ylizeyinin, kiire igine diisen » parcasi, P, noktasindaki
n, normaline paralel olan dogrular geklinde,

3°) P,veP,, Syiizeyinin herhangi iki noktasi, n ve n, , P, ve P, noktalarinda S ytizeyine
disa dogru normaller olacak gekilde birim normaller; A ve § sabitler, 0(5<1 ve R,
P ile P, noktalan arasindaki uzaklik olmak iizere, |n, — n2| <AR®,

4°) S yiizeyinin herhangi bir ¢ pargasimin keyfi bir P noktasindan g¢ikan o agist siurl :
o 5] <K, IK)0, kosullanni sagliyorsa,

S yiizeyine bir LYAPUNOV YUZEYI denir.
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