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ONSOZ

Sistem kutuplar1 veya diger bir degisle sisteme iliskin 6z degerler, sistem dinamik
davranis1 ve sistem kararlilig1 tizerinde baskin bir role sahiptir. Bu nedenle kontrol
sistemlerinde, sistem davranisini incelemek ve kontrol etmek {lizere sistem
kutuplarint esas alan pek ¢ok yontem gelistirilmistir. Ancak bazi durumlarda bu
yontemler kullanilarak gergeklestirilen tasarim ve/veya analiz istenen kriterlerin
saglanmadig1 goriiliir. Bu durumun esas sebebi kapali ¢evrim sistem sifirlarinin,
kapali c¢evrim sistem cevab1 lizerindeki etkilerinin ihmal edilmesidir. Bu tez
kapsaminda sistem sifirlarinin s karmagik frekans diizlemindeki tanimi, karakteristik
Ozellikleri ve sistem davranisina olan etkileri incelenecektir.
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SISTEM SIFIRLARININ KAPALI CEVRIM SISTEM DAVRANISINA
ETKIiLERI

OZET

Bu tez ¢alismasinda lineer zamanla de§ismeyen sistemlerde kapali ¢evrim sifirlarinin
sistem davramisi iizerine etkileri incelenmistir. Oncelikle, ilk bdliimde problemin
tanimi ve yapilan calismanin amaci vurgulanmis, diger boliimlere ait genel bir
giidiilenme verilmeye calisilmustir. Ikinci béliimde ise, sistem sifirlarmin kapal
cevrim sistem davranig1 lizerindeki etkilerini incelemek iizere tek giris tek cikish
sistemlerin analizinde yaygin olarak kullanilan koklerin yer egrisi yOntemi esas
alinip, sifirlarin konumlarina gore sistem cevabi iizerine etkileri incelenmistir. Bunun
yani sira zaman tanim bdlgesi performans kriteri ifadeleri, sifir etkisi goz Oniine
alinarak yeniden yazilmis ve elde edilen sonuglar dogrultusunda sifir yerlestirme
islemi sirasinda dikkat edilmesi gereken hususlar ve tasarim adimlari siralanmistir.
Ucgiincii bdliimde, ikinci bdliimde ele alinan tek giris tek ¢ikish sistemler ¢ok girisli
cok cikigh yapiya genellestirilmis, ¢ok giris ¢ok ¢ikish sistemlerin analizine yonelik
temel kavramlar verilmistir. Bu bilgiler 1s18inda sistem sifirlarinin  yerlerinin
belirlenmesi ve smiflandirmasina yonelik tanimlar ve yontemler incelenmistir.
Dordiincti  boliimde, lineer zamanla degismeyen sistemlerde sifirlara iliskin
karakteristik ozellikler incelenmistir. Besinci boliimde; ilk olarak, istenmeyen sifir
dinamiklerinin, sistem cevab1 Tlzerindeki etkisini azaltmaya veya tamamen
kaldirmaya yonelik kullanilabilecek yontemlerden biri olan Model esleme yontemi
incelenmis, istenen tasarimin gergeklestirilebilmesi i¢in gerekli kosullar verilmistir.
Daha sonra, ikinci boliimde tek giris tek cikish sistemler i¢in gergeklestirilen sifir
yerlestirme islemini ¢ok giris ¢ok ¢ikislt sistemlere uygulamak tizere sirasi ile, ¢ikis
geri beslemesine indirgenmis genellestirilmis iz diisim (Mapping) yaklasimi,
dinamik ¢ikis geri besleme yapisi ve alternatif bir cikis geri besleme yapisi
incelenmis, mevcut islem adimlar1 birer 6rnek iizerinde gosterilmistir. Son olarak
kullanilan yontemler ve elde edilen sonuglar ayr1 bir béliim halinde verilmistir.

xii



THE EFFECT OF SYSTEM ZEROS ON THE CLOSED LOOP SYSTEM
PERFORMANCE

SUMMARY

In this thesis, the effect of closed loop zeros of the linear time invariant systems are
examined. First of all in first chapter, the definition of the problem and the purpose
of the study are emphasized to give motivation for other chapters. In the second
chapter, the effects of the system zeros locations to the closed loop system response
are investigated by the root locus technique, which is commonly used for SISO
(single input single output) systems analysis. Moreover, time domain performance
criteria expressions are redefined by take into consideration of effects of the system
zeros and from the obtained results, the necessary conditions and design steps for
successful zero assignment are arranged. In the third chapter, the SISO systems that
are explained in second chapter are generalized to MIMO (multi input multi output)
systems and some basic concepts for analysis of MIMO systems are given. By using
this information, the definitions which are used for locating and classifying the zeros
are examined. In the fourth chapter, the characteristics of zeros of linear time
invariant systems are examined. In the first section of fifth chapter, Model Matching
method which is one of the techniques used for eliminating or reducing the effect of
undesired system zero dynamics on system response, is examined and the required
conditions needed to realize desired design are given. Afterwards; in the second
section, the zero assignment process which is applied for SISO systems is applied for
MIMO systems by the methods respectively output feedback reduced generalized
Mapping approach, Dynamic output feedback and an alternative approach. Each
method are explained on numerical examples. Finally, suggested methods and their
results are given as a separate chapter.
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1. GIRIS

1.1 Giris ve Caliyjmanin Amaci

Kontrol sistemlerinin dinamik davranisinin incelenmesi ve sistemin istenen
basarimlar1 gerceklenmesini miimkiin kilmak iizere tasarlanacak kontroldr yapisinin
belirlenmesine yonelik gerek zaman diizleminde gerekse frekans diizleminde cesitli
yontemler bulunmaktadir. Bu yontemlerle, sistem performansinin sistem kapali
cevrim kutuplarinca belirlendigini sdyler. Ancak sistem performansina etki eden bir

diger faktorde kapali gevrim sistem sifirlaridir.

Sistem sifirlar1 yalmizca sistem davranisinin belirlenmesinde etkili olmayip ayni
zamanda tasarlanacak kontrolor ile erisilebilecek sistem performansini sinirli kilar.
Dolayisi ile kapali ¢evrim sistem sifirlar1 gerek sistem cevabinin gerekse tasarlanan
kontroloriin istene bagarimlar1 saglayip saglamadiginin anlagilmasinda biiyiik dneme

sahiptir.

Sifirlar1, kutuplardan farkli kilan en temel 0Ozelligi siiphesiz degistirilemez
olmalanidir. Soyle ki sistem kapali ¢evrim kutuplar ¢esitli yontemlerle tasarlanabilen
kontrolor yapilar1 ile hedeflenen sistem performansinin saglandigi yerlere
getirilebilir. Ancak bu durum sifirlar i¢in gegerli degildir. Sifirlarin yerlerini
degistirmek iizere kullanilabilecek hem yontemler hem de bu yontemlerle ¢6ziimiin
elde edilebildigi durumlar oldukg¢a sinirli. Yani diger bir degisle, ancak cok 6zel

sistemler i¢in bir ¢ézlimiin varligindan soz edilebilir.

Bu tez kapsaminda tek girisli tek ¢ikili sistemler i¢in sifirlarin sistem cevabi {izerine
etkileri incelenip daha sonraki boliimlerde sifirlarinin yerlerinin belirlenmesi, sifir
tipleri ve genel oOzellikleri tizerinde durulmus, son olarak da sifir atamanin

gergeklestirilebilmesi i¢in gerekli kosullar ve yontemler agiklanmistir.



2.  SISTEM SIFIRLARININ SiISTEM DAVRANISINA ETKISI

Dinamik sistemlerin davranislari hakkinda fikir veren yontemlerin en 6nemlilerinden
biri sliphesiz koklerin yer egrisi yontemidir (Evans, 1948). Temel olarak koklerin yer
egrisi olusturulurken sistem acik c¢evrim transfer fonksiyonuna iliskin kutup ve
stfirlar karmagsik s diizlemine yerlestirilir ve sistemin kapali ¢evrim kutuplar
dolayis1 ile de kapali ¢evrim sistem dinamigi konusunda bilgi edinilir. Ancak
koklerin yer egrisinde gozden kacan Onemli bir nokta vardir. Yontemde kapali
cevrim sistem sifirlarmin, sistem dinamigine olan etkisi goz ardi edilir. Oyle ki bu
ihmal yalnizca sistem cevabinin yanlis yorumlanmasina neden olmaz, ayn1 zamanda
istenen performans Olgiitlerini karsilamak iizere tasarlanmak istenen kontroldriinde
ileri yol mu yoksa geri besleme yolu iizerine mi yerlestirilmesinin daha uygun

olacagi belirlenemez.

Yukarida saydigimiz tiim nedenlerden dolayi sistem dinamigi incelenirken yalnizca
acik c¢evrim sistem kutuplar1 ve sifirlarina bakmanin yetersiz ve hatta yaniltici
oldugunu sdylenebilir. Bu boliimde agik ¢evrim sifirlarinin kapali cevrim dinamigine

etkileri incelenmeye caligilacaktir.

2.1  Koklerin Yer Egrisi ve Farkh Sistem Yapilardaki Sistem Sifirlarinin

Sistem Davranisina Etkisi

Sekil 2.1 ’de goriilen tek giris ve tek cikisli lineer zamanla degismeyen geri

beslemeli bir sistemi ele alalim;

R(s) *

,C()

Sekil 2.1: Lineer zamanla degismeyen geri beslemeli bir sistem



Kontroloriin ileri ya da geri besleme yolunda bulunmasi durumlarina gore iki farklh

transfer fonksiyonu tiiretilebilir.

R(s) 4

6.0 - 6o W

(2)

Ris) + C(s)

G, ()

G,(s) | H(s) <

(b)
Sekil 2.2: (a) Kontroloriin ileri yola yerlestirilmesi hali
yolay
(b) Kontroloriin geri besleme yoluna yerlestirilmesi hali

Sisteme iliskin Gy(s) ve H(s), ve kontrolore iliskin G.(s) transfer fonksiyonlar1

ifadeleri asagidaki gibi iki polinomun oranindan olusur;

O G R MR IC P Y AC

D,(s) Dy (s) D, (s)
Buradan kapali ¢evrimli sistemin 7(s) transfer fonksiyonu Sekil 2.2 (a) ‘da

gosterilen durum i¢in 7(s);

N ()N, (s)Dy, (s)

T D D, () + NN, )N ()

ve Sekil 2.2 (b) ‘de gosterilen durum igin;

N, ()D,(s)Dy (5)
D,()D,(s)Dy (s)+ N ()N, (s)N, (5)

Ii(s)=

seklinde elde edilir. Dikkat edilecek olursa kapali ¢evrim sistem sifirlar1 sadece ileri
yol elemanlarmin sifirlarindan ve geri besleme yolu elemanlarinin kutuplarindan

olusur.



Karmagik s diizleminde kapali ¢evrim sifirlarimi incelemek iizere, kok egrisi
cizimlerinde kapali ¢evrim sifirlarin1 meydana getiren kutup ( X ) ve sifirlart (O)
seklinde kutu i¢ine alalim. Kapali ¢evrim kutuplarini ise * ile gosterelim. Kontrol

sistemlerine iligkin tasarimin nasil yapilabilecegini iki 6rnek {izerinde inceleyelim.

Ornek 2.1

Ikinci mertebeden 6rnek sistem;

K

()= s(s+0,5)

transfer fonksiyonu ile verilmis olsun. Bu sisteme iliskin 7, yerlesme zaman 2

saniyenin altinda ve maksimum asim %21 ‘den az olacak sekilde faz ilerlemeli bir

kontroldr tasarlayalim.

{_¢ ],,
%a§zm=e[lc2 =0,21

ifadesinden sisteme iliskin soniim oraninin ¢ =0,44 ve 7, yerlesme zamaninin;

ifadesinden sistem dogal frekansinin @, = 4,55 oldugu goriiliir. Dolayist ile sistemin

hedeflenen kapali ¢cevrim kutuplart s =-¢w +jo /1-¢* =-2+ j4 olarak bulunur. Eger
kontrolor sifirt r=1/0,5=2 saniye zaman sabitinin yaklasik 2 kat1 s=-27=-4
secilirse, kontroloriin kutbu s=-154 ve sistem kazanci K =60 olacaktir.
Kontroloriin ileri yola yerlestirilmesi halinde sistemin blok diyagrami, agik ¢evrim

transfer fonksiyonu ve K kazancina bagh koklerin geometrik yerleri Sekil 2.3 ‘de

oldugu gibi elde edilir.

I{(S)*;<%>> G,(9)

C(s)

G(s)

A,




K(s+4)

KG.(s)G(s)=
($)G(s) s(s+15,4)(s+0,5)
Asimptot;
4—-(15.4+0.
o, =37154%0.59) o5
2
T(s)= 60(s+4) B 60(s+4)
s(s+0,5)(s+15,4)+60(s+4) s +15,95>+67,75+240
B 60(s+4)
(s+11,9071)(s+1,99646+ j4,02122)
Root Locus
40 — — —
0% 0. oly ols 007 00% g
0o - : |
SR 25
20F .. 20 |
15
075.. " :
2 10f
2
g
£ of ¥
©
E
_lo,
075
-20
_30;6._48 '.
032 _,,i,o_.,és_" é).‘_lf‘i 0115 007 "0.035 35
e -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0
Real Axis

Sekil 2.3: Kontroloriin ileri yola yerlestirilmesi halinde

kapal1 ¢evrim koklerinin degisimi

Bu durumda sistemin birim basamak yanit1 Sekil 2.4 ‘de gortildigi gibi elde edilir.



Step Response

1.4

12F

0.8

Amplitude

0.6 |-

0.4

0.2

i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3
Time (sec)

Sekil 2.4: Kontroloriin ileri yola yerlestirilmesi halinde
sisteme iligkin basamak cevabi

Kontroloriin geri besleme yolu iizerine yerlestirilmesi halinde ise sistem blok

diyagrami, agik ¢evrim transfer fonksiyonu ve kok egrisi Sekil 2.5 “teki gibi bulunur.

R(s) +% G(s) ;C(s)
Gc(s) I~
KG.(5)G(s) =— R (s +4)
s(s+15,4)(s+0,5)
60(s +15,4) B 60(s +15,4)

T S)= =
(5) $°+15,95> +67,7s+240 (s +11,9071)(s+1,99646+ j4,02122)

Kontroloriin ileri yada geri besleme yolu iizerine yerlestirilmis oldugu halleri ayr1

ayr1 incelemek iki durum arasindaki farklarin anlagilmasinda biiyiik 6nem arz eder.



Root Locus

40 — T
036 026

0ros2

20

0.8. .
10 -

Imaginary Axis

-10F
0.8

_20 -
30052

036 ) 07_26;_"

-18 -16 -14 =12 -10 -8
Real Axis

Sekil 2.5: Kontroloriin geri besleme yolu iizerine yerlestirilmesi
halinde kapali ¢evrim koklerin degisimi

Step Response

35F q

Amplitude

15F . b

05 B

i
0 0.5 1 15 2 25 3
Time (sec)

Sekil 2.6: Kontroloriin geri besleme yolu iizerine yerlestirilmesi
halinde sisteme iligkin birim basamak yaniti

Yukaridaki sekillerden de goriildiigii tizere iki yap1 arasindaki tek fark kapali cevrim

sistem sifirlarinin yerleridir. Standart koklerin yer egrisi prensibine gore her iki yap1
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icinde ayni sistem performansini elde etmemiz gerekmektedir. Kapali ¢evrim
stfirlarinin gerek sistem dinamiginin belirlenmesi hususunda ne kadar biiyiik bir
etkiye sahip oldugunun anlagilmasi gerekse kontroloriin ileri yola mi yoksa geri
besleme yolu iizerine mi yerlestirilmesinin daha uygun olacagi hususunda fikir
edinmek tizere Sekil 2.3 ve Sekil 2.5 da gosterilen yapilara iliskin sistem basarimlari

Tablo 2.1 ‘de karsilastirilmistir.

Tablo 2.1: Kontrol6r yerlesim konumuna gore sistem
basarimlariin karsilastirmasi

T T, | %asim

s P

Sekil-3| 1,7s | 0,65 | %38

Sekil-5| 1,8s | 0,8s | %20

Yukaridaki 6rnekten kontroldriin geri besleme yolu {izerine yerlestirilmesinin her
zaman iler yola yerlestirmeden daha iyi sonug¢ verecegi diisiincesi ¢ikabilir. Bu

nedenle simdi de tersi bir durumu sergileyen bir 6rnegi inceleyelim;
Ornek 2.2

~ K
 5(s+3,5)(s+6)

G(s)

Transfer fonksiyonu ile verilmis olan sistem i¢in Ornek 2.1 ‘de verilen davranis
oOl¢iitlerini saglayan bir kontroldr tasarlayalim. Hedeflenen kutuplar s =-2+ j4 ’dir.
Kontrolor sifir1, kutbu ve kazanci sirast ile s =—4,5s =-20 ve K =456,6 degerini

almaktadir.

Kontrolor eklenmis sisteme iligkin kutup ve sifirlar, sisteme iliskin koklerin yer
egrisini olusturmak {izere karmasik s diizlemine islenir; kontrolor, ileri yola
yerlestirildiginde acgik c¢evrim transfer fonksiyonu ve koklerin geometrik yerleri

Sekil 2.7 “de, sistemin birim basamak cevabi ise Sekil 2.8 ‘de oldugu gibi elde edilir.

K(s+4)
s(s+3,5)(s+6)(s+20)

KG.(5)G(s) =



456,6(s+4)
I'(s)= 3 3 2
s°+29,55°+211s° +876,65 +1826,4
B 456,6(s+4)
(s+1,98364 + j4,06593)(s +4,17905)(s + 21,3537)

Kontrolor geri besleme yoluna yerlestirildiginde agik ¢evrim transfer fonksiyonu ve
koklerin geometrik yerleri Sekil 2.9 ‘da, sistemin birim basamak cevabi ise

Sekil 2.10 ‘da oldugu gibi elde edilir.

KG, (5)G6(s) =————L* %)
s(s+3,5)(s+6)(s+20)
T(s) = 456,6 (s +20)

5° 429,55 +211s> +876,65+1826,4
~ 456,6(s +20)
(s+1,98364 + j4,06593)(s +4,17905)(s +21,3537)

Root Locus
10 T T T T T T T T
0.88 0.8 0.68 0.54
8 |
0.95
6 |
4T0.985
(]
< 2r
g
£ ohk2Q. .. 175 15 125 . 0. 75 5
I
E
_2 |
_, | 0.985
_6 |
0.95
,8 |
0.88 0.8 0.68 0.54
_lo 1 1 1 1 . 1 1 1 1
-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6
Real Axis

Sekil 2.7: Kontroldriin ileri yola yerlestirilmesi halinde
kapal1 ¢evrim koklerine iligkin yer egrisi



Imaginary Axis

1.4

12

0.8

Amplitude

0.6

0.4

0.2
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i
0.5 1 15 2 25 3
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Sekil 2.8: Kontroloriin ileri yola yerlestirilmesi halinde

sisteme iligkin birim basamak cevabi

Root Locus
lO LI i N i T T
- 0.89 - _ : 08 0.7 .- 0.54
sl . . . |
0.95
6 ,
4 - -
0.988.
2+ : 1
ola 25 175 15 125 10 75 5 25 |
_2 - -
0.988
_4 - N .
6L i
0.95
-8+ ) , . . . . ]
089 " . 08 07 - 054
_10 1 - - L. - 1
=20 -15 -10 -5
Real Axis

Sekil 2.9: Kontroldriin geri besleme yoluna yerlestirilmesi halinde

kapali ¢evrim koklerine iligkin yer egrisi
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Amplitude
w

i i i i
0 0.5 1 15 2 25
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Sekil 2.10: Kontroldriin geri besleme yoluna yerlestirilmesi halinde
sisteme iligkin birim basamak cevabi

Her iki durum i¢in elde edilen sistem basarimlar1 Tablo 2.2 ‘de karsilastiriimistir.

Tablo 2.2: Kontroldr yerlesim konumuna gore sistem
basarimlarinin karsilastirmasi

T T | %asim

s J2

Sekil-7 1,8s | 0,8s | %21

Sekil-9| 1,9s | 1,1s | %10

Ozetlenirse; kontroldriin ileri yol iizerine yerlestirilmesi halinde performans &lgiitleri
yeterli bicimde saglanmis olmaktadir ve Sekil 2.7 ‘de s=-4,17905 ‘deki kutup,
s =—4deki kapali ¢evrim sifiria oldukga yakin oldugundan kutup sifir sadelesmesi
gerceklesmektedir. Ancak kontrolor geri besleme yolu {izerine yerlestirilirse kapali
cevrim sifirt bu kez s=-20 ‘ye gelmektedir ve dolayist ile kapali ¢cevrim sifirt ile
herhangi bir sadelesme gerceklesmemektedir. Buradan sistem cevabinin merkeze
yakin ii¢ kutup tarafindan belirlendigi goriliir. Tablo 2.2 ‘deki davranig

basarimlarindan agikca goriildiigli gibi;(neden zaman uzadi asim azaldi)

Yukarida verilen Orneklerden de anlasilacagi lizere koklerin yer egrisinin
yorumlanmasinda belirgin bir eksiklik mevcuttur. Bu eksiklikleri yeniden
vurgulamak gerekirse, koklerin geometrik yeri yontemi kontroloriin iler yol iizerine
mi, yoksa geri besleme yolu ilizerine mi yerlestirilmesinin daha uygun olacagi

11



konusunda herhangi bir fikir vermemektedir. Ikinci konu, kapali ¢evrim sifirlarin
sistem cevabin1i ne sekilde etkiledigidir. Bu konu bir sonraki alt béliimde

incelenecektir.

2.2 Kapalh Cevrim Sifirlarinin Sistem Cevabina Etkisi

2.2.1 Kapah Cevrim Sifir Konumunun Sistem Cevabina Etkisi

Sistem 0z degerlerini belirleyerek zaman cevabinin iyilestirilmesi olduk¢a yaygin bir
yontemdir. Zaman cevabinin istenmeyen durumlari ve bu durumlari giderecek

baslica yontemleri inceleyelim;

Eger sistem cevabi salinimli ve sistemin yerlesme zamani oldukga biiyiik ise sistemin
baskin 6z degeri merkeze ¢ok yakin bir yerdedir. Sistem cevabindaki yiiksek
salimmmin hizli bir sekilde sonmesi i¢in merkeze ¢ok yakin olan kutup bulundugu

noktadan sola negatif degerlere dogru ¢ekilmelidir.

Eger kontrol isaretinde yiiksek frekansl isaretler mevcut ise, yiiksek frekansh
isaretleri kontrol igaretinden ayiklamanin yolu sistemin bant genisligini diistirmektir.

Boylelikle merkezden ¢ok uzakta bulunan 6z degerler, @, yarigap: ile tanimli bir

cemberin igerisinde kalacak sekilde merkeze yaklastirilir. Boylelikle frekans

cevabimin mutlak degeri @ > @, degerleri i¢in etkisiz kalir.

Eger kapali cevrim 0z degerleri, agik cevrim sifirlarina ¢ok yakin bir yere
kaydirilmak isteniyorsa koklerin yer egrisinden de goriilebilecegi gibi kazanci
arttirmak  gerekir. Siiriicii sistemler, yiiksek kazan¢ degerlerinde doymaya
girdiklerinden kazancin yiikselmesi Ozellikle mekanik sistemlerde istenmeyen bir

durumdur.

Simdi ikinci ve liglincii mertebeden sistemler icin zaman cevabi ile 6z degerlerin yeri

arasindaki temel iliskileri inceleyelim;

Eger tiim 6z degerler o =—a ‘da sanal eksene paralel olarak yerlesmis ise biitliin 6z

t

degerlerin darbe yanitlart e zarfi ile sinirhidir.

12
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Sekil 2.11: Ayni reel kisma sahip 6z degerlerin s diizleminde
yerlesimi ve darbe yanitlari

y, ve y, ayni reel kisimlara (o =-a) sahip 6z degerlerdir. Sekil 2.1 ‘de goriilen
te ' egrisi igerisinde kalan y, ve y,zaman cevaplarindan y,, daha diisiik frekansa
(w,) sahip y, ‘den daha fazla salinim ve daha fazla agim yaptigindan istenmeyen bir

durumu temsil etmektedir. Dolayis1 ile yiiksek frekansa sahip 6z degerler s
diizleminin merkezine yakin olacak sekilde sola yerlestirilmelidirler. Bunu saglamak

icinse ¢ sOniim oraninin minimum degeri gerekir. —o+ jw, seklinde tanimh

karmasik eslenik koklere sahip bir sisteme iliskin karakteristik denklem:;
P(s)=(s—o,—jo)s—o,+jo)=s"-20s5+0 +0} =s"+2¢w, s+, (2.1)

seklinde yazilabilir. Bir 6z degerin merkeze olan wuzakhigt dogal frekans

o =\o’'+o , ve ¢ =-0,/w sonim oranidir. @ ve o, arasindaki iliskiyi

n

o, =—Cw, ®=0:1-¢" seklinde de yazlabilir. Tammlamis oldugumuz bu

iligkileri Sekil 2.12 “de goriilebilir.
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jo, = jo\1-¢°

Sekil 2.12: s diizleminde karmasik eslenik kutuplarin yerlesimi

a, sanal s, kutbu ile sanal eksen arasinda kalan merkezi ag1 olmak iizere;
o /w,=¢=sina |{|<]

yazilabilir.

Birim geri beslemeli ikinci mertebeden bir sistemin transfer fonksiyonu;

2
(2

G(s) = n 2.2
(<) s’ +20w, s+ @’ @2

seklindedir. (2.1) denklemi ile verilen sisteme iliskin basamak giris yanit;

y(t) = L sin(a)n\/l—g“2 t)
J1=-¢2

ifadesini saglar. Goriildiigii gibi @, dogal frekans: yukarida verilen zaman yanitinda

yalnizca o, ¢t seklinde goriilmektedir. Dolayist ile burada @, dogal frekansinin bir

zaman Olgeklendirme ¢arpani seklindedir.

(2.2) transfer fonksiyonu ile verilen sisteme iliskin birim basamak yanit1 U(s)=1/s

ve Y(s)=G(s)U(s) olmak iizere, efer w, =1 rad/s aliirsa,

14



=1 {(ﬁ)ﬁ_{;(ﬁ)}

elde edilir. Ozellikle ¢ =0.5;¢ :1/ \/5 ~0,7 ve £=0,9 ic¢in sistemin frekansi ve

birim basamak yanit1 Sekil 2.13 ve Sekil 2.14 ’de verildigi gibidir. Soniim orani
¢ ~0,7 i¢in;

¢
Y%asim=e /Vl_gz

— e = 0,043
=12
0,1 =—— — 27 =444
vi=¢ £=142

zamaninda olusur. Sistem yaniti, yalnizca kiiclik ¢ sonlim orani degerleri i¢in bir en

biiylik degere sahiptir. £ sonlim orani |G( ja))| frekans cevabi genligi {lizerinde de
belirleyicidir.

¢=0,5

Genlik (dB)

25 1 |
0

[
d ' .
h '
K V
e A S A
J [

Sekil 2.13: Sonlim oran1 ¢ ‘nin frekans cevabi genligine etkisi

Rezonans frekanst @ =+/1-2¢7 *dir. Biiylik soniim orami degerleri i¢in (¢ > V21 2)

rezonans ger¢eklesmez.
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¢=0,7 icin wlo =0

£=0,5 icin o /o =+1-0,5" =0.707 “dir.
Sonim katsayisinin sistem yanitina etkisi
14 ! T T T T T T T T
T T A SR -
] SO S A Sy e S S
: TARAPrE ; 5 : : :
B B e e e e e S
E : L
1 - S— e /;. -------------------------------------------------------- -
/28 N U R S T S S
A e R e S e e
() P SO N S SN SURUSRN SRS I Rl L
: . : ' ' Ll —— ¢=0707
: : : —-= =09
0 1 1 | | 1 1 1 T I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
wn't

Sekil 2.14: Farkli sonlim oran1 degerleri i¢in sistem birim basamak yaniti

(2.2) transfer fonksiyonu ile verilen sistemin s =-b®, ‘de bir de sifir1 bulundugunu

varsayalim;

i (s+ba,)
G(s)= 2.3
) s’ +2¢w,s+w! 2.3)
(2.2) transfer fonksiyonuna iligkin birim basamak cevabi;
y(t)y=1—e*"" |:cos( 1-¢ o, t)+ 4_1/[3 sin( -’ o, t):| 2.4)
1-&

Seklindedir. Bu ifadede zaman o, c¢arpani ile 6lgeklendirilirler. £ =0,7 igin b’ nin

bazi degerleri i¢in kutup sifir yerlesimi ve her bir duruma iliskin basamak cevaplari

Sekil 2.15 ‘de gortilmektedir.
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web » O

Sifirlarin konumuna gore sistem cevabinin degisimi

e - ——
—

y(wn*t)

b=-0.5
— — —b=05
——b=1 b
------ b=2
b=inf
— — = b=-0.5 (6n filtrelenmis)

-1 I I 1
0 2 4 6 8 10

wn*t

Sekil 2.15: (¢ = 1/4/2 = 0.7) icin sifirlarin ¢esitli konumlarina gore
sistem yanitinin degisimi (b=-0,5;b5=0,5;1; 2 ; )

Sekil 2.15 ‘de elde edilen tiim sistem yanitlar incelenirse, @, t=7+2 zamaninda

ayn1 noktada kesistigi goriiliir. Bunun sebebi, (2.4) denklemindeki siniislii ifadenin
1-Cwt=n ve ¢ =1/42 icin @t =7+2 norm zamaninda kaybolmasi ve geriye

yalnizca b ’nin degisiminden bagimsiz bir ifadenin kalmasidir. » — o olmasi
halinde elde edilecek zaman cevabi Sekil 2.15 ‘de ortada goriilen cevap egrisi elde
edilir. Sekil 2.15 ‘den goriilebilecegi gibi sistem sifir;; =2 i¢in zaman cevabinda
cok 6nemli bir degisiklik olusturmaz, » =1 noktasinda iken kabul edilebilir diizeyde
bir etki goriilmektedir ancak sifir kutuptan ¢ok merkeze dogru yakinlastik¢a biiyiik
bir asim olusur. Bu durum o6zellikle sifir »=0,5 konumunda iken meydana gelen
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%40,7 ’lik asimdan goriiliir. Sistemin s=0,5"deki sifiri sadelestirilerek basamak

yanit1 iizerindeki etkisi ortadan kaldirilabilir. Ancak sadelestirmeden kaginilarak bu
etki giderilmek isteniyorsa, 0z degerler merkeze yaklastirilarak sistemin bant

genisligi disiiriiliir veya soniim orani arttirilir.

Sistem sifirnin sag yarit s diizleminde bulundugu durumlarda (yani » negatif
degerler aldig1 takdirde), sistem minimum fazli olmayan bir sistem haline doniisiir.
Minimum fazli olmayan sistemlerin basamak yaniti basamak isaretine ters yonde
degiserek baglar. Sag yar1 s diizlemindeki sifirlarin etkisi sistemin kararsiz 6z
degerlere sahip hale getirebileceginden (kapali ¢evrim sistemde sifirlara kutuplar
yerlestirilerek) sadelestirme yapilarak giderilemez. Minimum fazli olmayan
sistemlerde goriilen ters agim, mevcut sifirin sanal eksene gore simetrigi alinarak bir
on filtreleme ile azaltilabilir. 5=-0,5 ‘de bulunan bir sifir i¢in bu 6n filtre

0,5/(s+0,5) seklinde gerceklestirilir. Eklenen bu 6n filtrenin 5 =-0,5 ‘de sifir1

bulunan minimum fazli bir sistemin basamak cevabinda meydana gelen ters asimi
onemli Ol¢lide azalttig1 ancak bunun yani sira sistem cevabini yavaglattigi Sekil 2.15

‘de goriilmektedir.

Son olarak (2.2) ifadesinde goriilen sisteme bir kutup ilave edilmesi durumunda

sistem;

3
w, a

)= (32 +20w,s + a),f)(s +am,)

2.5)

haline dontisiir. Sisteme iliskin basamak cevabiu;

y(t) =1 —;[e“’"’ +e ! (a{a —2¢} cos [M o, t}

a’—2al +1
s a(1+a§—2§2)sin[ - o, tﬂ]

J1-¢?

seklinde elde edilir. ilave edilen kutup sistemin rezonansa girmesini &nleyici bir
etkiye sahip oldugundan sistemin soniim orani kiigiik secilebilir. Eger a — o ve

¢ =0,5 ise, basamak cevabinin Sekil 2.14’de £ =0,5 durumu i¢in ¢izilen basamak
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cevabt ile aynm oldugu goriliir. Eklenen ilave kutbun konumuna goére sistem

cevabinin degisimi Sekil 2.16 ‘da goriilmektedir.

AJO

a=2 axl a=05 a=A01

llave kutbun konumuna gore sistem cevabinin degisimi

1.4 T T T T
1.2 B
/'/ - N -
1t o 3 e e
/ e
/ 7
_. 08 7 E
B S
= S/
0.6 R / |
R A
A
R /
0.4} R ! 7 -
sy a=0.1
R - - -1=05
0.2t N - —.a=1 |
f/ L _2
s a=
% a=inf
NS
0 5 1 Il 1 Il
0 2 4 6 8 10
wn*t

Sekil 2.16: Ikinci mertebeden (¢ =1/ V2= 0,7) sistemine ilave edilen kutbun
konumuna gore sistem cevabinin degisimi (« =0,1;¢ =0,5;a =1;a0 =2vea = ©)
flave kutbun a=2 ‘de bulunmasi halinde sistem cevabini 6nemli derecede
etkilemedigi goriiliir ancak a =1 ‘de bulunmasi halinde ilave edilmeden O6nce ayni
sOniim orant i¢in meydana gelen %15,5’lik asim miktarinin %8,1 e diistiigii goriiliir.
a =0,5 konumunda ise sistem hi¢ asim yapmaz. Kutup merkeze yaklastikca sistem
cevabi lizerindeki etkisi artar ve sistem nihayetinde sistem cevabi {izerinde baskin
hale gelir bu durumda karmasik eslenik kutuplarin etkisi ancak zaman cevabinin

basladig1 zaman araliginda etkili olur.
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2.2.2 Sonlu Bir Sifira Sahip Birinci Mertebeden Sistem Tasariminda Sifir

Etkisi

Birinci mertebeden bir sistemin basamak cevabinin iistel karakteristigi oldukca
belirgindir. Ancak sistemde sonlu bir sifir olmas1 durumu sistem davranisi tizerinde
belirli degisiklikler meydana getirir. Asagida transfer fonksiyonu verilmis iki sistem

gorlilmektedir;

E(s+a)
G(s)=—2— | GO =T

2.6
(s+p) s+p) (2.6)

Kapali ¢evrim sifirlarinin sistem cevabi iizerindeki etkisini incelemek iizere G,(s)

transfer fonksiyonunu G (s) cinsinden ifade edecek olursak

G,(s) =G, (s)(l +ls] 2.7)
a
yazilabilecegi goriiliir. Bu iligki sistem yanit1 yoniinden
1(d
()= () +—| —a) (2-8)
a\ dt

anlamma gelir. Burada ¢ (¢) yalnizca bir kutuptan olusan birinci mertebeden bir
sistem cevabini ve c,(¢) sonlu bir sifira sahip birinci mertebeden bir sistem cevabini
ifade eder. G,(s) ‘de bulunan sifir sistem cevabina genligi sifirin konumuna bagli bir

tirev ifadesi ekler. a ’nin biiyiik degerleri i¢in yani sifirin merkezden uzaklagmasi
halinde sifirin sistem cevabi ilizerindeki etkisi ihmal edilebilir dolayisi ile a
bliytidiikge sistem cevabi saf kutuptan olusan sistem cevabina yakinsar. Bunun yani
sira a 'nin kii¢iik degerleri i¢in yani sifirin merkeze yakin oldugu durumlarda tiirev

terimi gecici hal lizerinde baskin olur.

Yukarida yapilan analiz sistem birim basamak yaniti {izerinde irdelenirse;

p 1 1
C(s) = -
1(5) (s+p)s s S+p
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qt)y=1-e""

Ve

o, ()=1-e" +1(pe-1”)=1— Y P A 2.9)
a

a a

X=a-p

oldugu goriiliir. Burada dikkat etmemiz gereken husus c,(#) sistem birim basamak
yanitinin; x =a— p kutup ve sifir arasindaki uzaklik olmak iizere, x/aoranina baglh
oldugudur. x/a oram sifira yaklastikga kutup sifir sadelesmesi meydana gelmekte
ve dolayis1 ile sistem cevab1 dinamik olmayan bir davranis sergilemektedir.
Analizimizi biraz daha genisletmek i¢in x isaretinin yani sifirin kutbun saginda veya
solunda (minimum fazli sistem) olmasi durumlar1 i¢in sistem cevabinin ne tiir
degisimler gosterdigini inceleyelim. Eger Sekil 2.17 ‘de goriildiigli gibi sifir kutbun
saginda ise sistem birim basamak yaniti, p/a baslangic kosuluna sahip yalnizca
kutuptan olusan sistem cevabina benzer bir davranig gosterir. Ancak sifir, kutbun

solunda ise (Sekil 2.18) sistem birim basamak cevabi x/a oraninda bir asim yapar.

Sonlu sifira sahip birinci mertebeden sitem

a=2 ., p=1

06F

S |x

04k

2 |x

c(t)
Referans

' n s L I L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Sekil 2.17: Sifirin kutbun saginda olmasi halinde birim basamak yaniti

. .. . 1s+2
Ozellikle p=1, a=2, x=a-p=1 i¢in transfer fonksiyonu G,(s)= 3 S 1
s+

Ve

basamak yaniti;
c,(t)=1-0,5¢""

olarak elde edilir (bkz. Sekil 2.17).
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Sonlu sifira sahip birinci mertebeden sitem

a=1, p=2

Q|
-

Y
=

c(t)
Referans

1] 0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Sekil 2.18: Sifirin kutbun solunda olmasi halinde birim basamak yaniti

2(s+1)
(s+2)

Buna karsin p=2, a=1, x=a- p=-1 i¢in transfer fonksiyonu G,(s) = ve

basamak yaniti;
e, () =1+e™

olarak elde edilir (bkz. Sekil 2.18). Yapilan bu incelemeyi bir tasarim Ornegi

tizerinde irdeleyelim.

Ornek 2.3

Transfer fonksiyonu

K
s(s+2)

G(s) =

seklinde verilen sistem i¢in baskin kutuplarin séniim oraninin ¢ =0,45 olmasini
saglayacak ve ayni zamanda K hiz hata katsayisimin 20 kalmasim saglayacak faz
geriletmeli kontrolorii tasarlayalim.

Hedeflenen kutuplarin s=-1+ j2 olduklarin1 kabul edelim. Bu noktadaki kazang
degeri K =35 ’dir. Dolayis1 ile kontrolsiiz durumdaki hiz hata katsayisi

K, =limsG(s)| =2,5’dir. Boylelikle kontroloriin kutup ve sifir1 arasindaki oran
s—0 K=5
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K

— vkontrolorlii  __ 20

K T25

vkontrolorsiiz

8

olmaktadir. Eger a=0,1 ve p=0,1/8secilirse yukarida bulmus oldugumuz oran
saglanir. Hesaplanan kutup ve sifir bir birlerine c¢ok yakin se¢ildiklerinden
hedeflenen kapali ¢evrim kutuplarinin yerinde dnemli bir degisiklik olusmaz. Ag¢ik

ve kapali ¢cevrim transfer fonksiyonlar sirasi ile

5(s+0,1) _ 0,625
8s(s+2)(s+0,0125) s(s+2)

G(s5)=G.(s)G,(s) =

5 (s +0,1)
85 +2,01255% +0,655+0,0625
5
8

(s+0,1)
(s+1,63923) (s +0.186634 £ j0.0574057)

G.(s) kontroloriiniin geri besleme yolu lizerine yerlestirilmesi halinde sisteme iliskin

acik cevrim ve kapali ¢evrim transfer fonksiyonlar sirasiyla asagidaki gibidir.

5(s+0,1) _ 0,625
8s(s+2)(s+0,0125) s(s+2)

G(5)=G (5)G,(s) =

G(s) 5(s+0,0125)
1+G.()G.(s) s +2,0125+5,0255+0,5
B 5(s+0,0125)
 (s+0.103578) (s +0.954461+ j1.97896)

T,(s) =
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Sekil 2.19: Kontrol edilmis sisteme iligkin koklerin yer egrisi
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Sekil 2.20: Kontroldriin ileri yola yerlestirilmesi halinde

kiigiik K degerlerine iligkin detay ¢izim
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Sekil 2.21: Kontroldriin geri besleme yolu iizerine yerlestirilmesi halinde
kiigiik K degerlerine iligkin detay ¢izim
Kontroloriin geri besleme yolu {izerine yerlestirildigi durumu inceleyelim.
Hedeflenen karmasik eslenik kutuplarin baskin olabilmesi i¢in reel eksen tlizerindeki
merkeze yakin kutup ve sifir birbirine ¢ok yakin oldugundan sadelesme olacagi
varsayilabilir. Ancak (2.9) denkleminden bilindigi tizere kapali ¢evrim sifirin sistem
cevabi lizerine etkisi yalnizca x ‘in uzunluguna bagli olmayip ayn1 zamanda sifirin
karmasik s diizlemindeki yerine diger bir degisle x/a oranmna bagldir. Kapal
cevrim sifirinin s =-0,1/8 ile belirtildigi durum i¢in K =5 kazang¢ degerinde, kapali
cevrim kutuplart s =-0,1°deki acik ¢evrim sifir1 hizasina ulasir. Dolayisi ile x/a =7
oldugundan herhangi bir kutup sifir sadelesmesi gerceklesmez ve sistem birim
basamak yanitinda % 835 ‘liikk bir asim meydana gelir. Su halde bu durumda

kontroloriin kesinlikle geri besleme yoluna yerlestirilmesi gerekir.

25



Step Response

1.4

12F

0.8

Amplitude

0.6 |-

0.4

0.2

0 i i i i i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time (sec)

Sekil 2.22: Kontroldriin ileri yola yerlestirilmesi halinde
sisteme iligkin birim basamak cevabi
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Sekil 2.23: Kontroloriin geri besleme yolu lizerine yerlestirilmesi halinde
sisteme iliskin birim basamak cevabi

2.2.3 ikinci Mertebeden Sistemlerin Analitik Analizi

Ikinci mertebeden sifir1 bulunmayan bir sistemi géz 6niinde bulunduralim;

2
o
G (s)= - , 0<¢ <l 2.10
1(5) s2+2§mns+wi d ( )
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Sekil 2.24: Ikinci mertebeden sistem kutuplarinin s diizleminde konumu

Transfer fonksiyonu G (s) ile verilmis olan sisteme iliskin ¢ () birim basamak

yaniti;

1
o (t) =1- e cos| w, \1-Pt-, 2.11)
/1_;2 [ J

Qtanl[ E J
1-¢

seklindedir. Sistem cevabinin % 2 bandina erisme zamanina kars1 diisen 7. yerlesme

zamani

n(0.021-¢*) 4
T = » (2.12)
é’a)’l § a)n

T, tepe degerine ulagim zamani

r-——7" (2.13)

T 1-2

ve %asgim ;

[_¢ ],,
%a5zm:100e[ﬁ

ifadelerinden analitik olarak hesaplanabilir.
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Yukarida verilen ifadeler karmasik eslenik baskin kutuplar esas alinarak kolaylikla
yiiksek mertebeden sistemlere uygulanabilir. Simdi ikinci mertebeden ve bir gercek

sifir igeren sisteme iligkin sistem yanitini ve davranis dlgiitlerini inceleyelim.

2.2.4 Sifir Iceren ikinci Mertebeden Bir Sistemin Birim Basamak Cevabi

Ikinci mertebeden bir sifir1 bulunan bir sistemin transfer fonksiyonu;

@,
o . (s+a) )14
2(S)_(s2+2§a)ns+a),f) @19

seklinde yazilabilir. Daha once birinci mertebeden sistemler i¢in yaptigimiz islemi
yani G,(s)’1 G,(s) cinsinden ifade edelim ve (2.8) denkleminde oldugu gibi sifirlarin
sistem cevabi lizerine etkisini gosterelim. Bilindigi gibi sifirin ¢ konumu sistemin
gecici hal cevabini etkiler. Sistem cevabi biiylik a degerlerinde ¢ok, kiigliik «
degerlerinde ise az etkilenir. (2.14) denklemiyle verilen sisteme iliskin basamak

yaniti;

cz(t)—l-egw"{cos( \/7) \/Lsm(a)n 1-¢7 t)}

(2.15)
:1+e‘4”ﬁLsin[wn 1-4%-@
a\l1-¢&*
[ 2
¢2 = tan l(gj
o -¢a
seklinde ifade edilebilir. Burada;
2 2 2 2 2 2
x=y(0,-¢a) +a*(1-¢*) = ((a-¢o, ) + @2 (1-¢) (2.16)

olarak tamimlanir ve Sekil 2.25 ‘den de goriildiigii gibi bu deger sifir-kutup

mesafesine kars: diiser.
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Sekil 2.25: Sonlu bir sifira sahip ikinci mertebeden sistemin
s diizleminde kutup sifir geometrisi

Sifir bulunmasi halinde elde etmis oldugumuz sonuglar1 (Denklem (2.15)) yalnizca
kutuplardan olusan sistem i¢in elde etmis oldugumuz sonuglarla karsilastirabilmek

i¢in (2.15) denklemini bir kosiniis fonksiyonu seklinde diizenleyelim;

—lpefar e B
c,(t) =1+e aﬁcos{a)n -8t (gzﬁz 2]} (2.17)

Buradan; s dilizleminde « sifin -o’a yaklastikca x/a oran1 bire gider

(bkz. Sekil 2.25) , (2.17) ve (2.11) denklemleri yakinsar. sina =cos(a+ 7 /2).

Dikkat edilmesi gereken bir diger 6nemli husus ise sayet sifir merkeze ve kutba esit

uzaklikta bir yere yerlestirilecek olursa yani x=a ise G(s) ve G,(s) sistem
cevaplar arasindaki tek fark faz agilaridir. Bu durumda Sekil 2.26 ‘da goriildiigii gibi

$, = ¢, =cos” ¢ degerini alir.
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Sekil 2.26: x = a durumu i¢in kutup sifir geometrisi
2.2.4.1 Yerlesme Zamaninin Elde Edilmesi

Zaman tanim bolgesi davramsi Olglitlerinden 7, yerlesme zamanini belirlenirken

yanit egrisinin zarf egrisinin % 2 bandina girme zamani temel olarak tanimlanir.

c(tz

Sekil 2.27: Ikinci mertebeden sisteme iliskin zarf egrisi

Sifir igeren ikinci mertebeden bir sistemde yerlesme zamani ifadesini tiiretmek icin

2.17) denkleminde zarf egrisinin % 2 bandina girme zamant
g g

X

a1-¢&?

ool

=0,02 (2.18)

[liskisinden tiiretilir. Bu ifadede T yerlesme zaman, kiigiik ¢ degerleri igin
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0,024/1-¢7
'ln{ |x/a|§ ] ln(xD—ln(0,0Z 1-;2) —4+ln(xD
a a
T = = > 2.19)
é/a)n é/a)n é/a)n

olarak bulunur. Elde ettigimiz yerlesme zamani ifadesine dikkat edilecek olursa
x=a da ya da —oo’a yakin bir yerde bir sifirin bulunmas1 halinde, sifirin zaman
cevabi lizerinde herhangi bir etkisi olmadigi rahatlikla sdylenebilir. Benzer sekilde
(2.19) denkleminden x >a yani sifirin merkeze yakin oldugu durumda ise yerlesme
zamani artar. Ancak x<a degerleri i¢in In(x/a) negatif degerler alir dolayist ile
sistemde hi¢ sifir yokken elde edilenden ¢ok daha kisa bir yerlesme zamani elde
edilir. Aslinda sistem kapali ¢cevrim sistem sifirlart ideal bir tiirev eleman: islevini

ustlenir.

Yerlesme zamaninin en kiigiik degerini veren kapali ¢evrim sifir degerini bulalim.

(2.19) denkleminde x yerine (2.16) iligkisi yazilirsa

ar, _ 4 1n(fj =0 (2.20)
da da a
kosulundan
a)n
a=
¢

elde edilir. Bu deger (2.16) denkleminde yerine konursa;

(fj = J1-¢? 2.21)

a
ve (2.19) ifadesinden kii¢iik ¢ degerleri igin /1-¢° =1 ‘e yaklastig1 i¢in;

~ In(0.02)

= 2.22
smin é/ a)n ( )

bulunur. Ayrica Sekil 2.25 geregi yazilabilen
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a\1-¢?
X

sing, =

iliskisinden (2.21) kosulu ile, sing, . =1 yada

T
Brnin = By (2.23)

elde edilir. Sonug olarak c,(¢), (2.17) denkleminden asagidaki sekle doniisiir;

c,(t)y=1—e " cos(Ce),ﬂll—é'2 t)

Bulunan 7 sonuclar1 s diizleminde islenirse Sekil 2.28 ‘deki yerlesime ulagir.

n

AJO

\4

Sekil 2.28: 7 yada ¢ = /2 olmasi halinde s diizleminde kutup sifir yerlesimi

Buradan goriilecegi lizere T

smin

minimum yerlesme zamani, ¢, agisinin Sekil 2.28 ‘de

ki gibi ¢, = z/2 oldugu durumda gerceklesir.

2.2.4.2 Tepe Zamaminin Elde Edilmesi

Sontimlii ikinci mertebeden sistemlerde sistem sifirinin yalnizca yerlesme zamani

tizerinde etkisi olmayip ayni zamanda asimin olustugu 7, tepe zamanini da etkiler.

Tepe zamani sistem birim basamak cevabinin birinci tiirevi alinarak hesaplanabilir.

Bu tiirev ifadesi frekans tanim boélgesinde yazilirsa
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2
w
“(s+a)

S S
L[c(t)]_SG(S)s s+20 o, s+ @)

ve ters laplace doniisiimii alinirsa;

1-¢°

¢, (1) = %e‘g“’"t {a)n cos(wnﬁt)—i- a co, sin(a)nﬁt)}

—w et ””’ﬁsin[mﬂ«/l—{z z+¢3J 2.24)

1 _ 2
¢, =tan”' (MJ (2.25)
a-¢ o,
ve x ifadesi (2.16) denkleminde oldugu gibi,
x=\/(a—§a)n)2 ra? (1-¢2) (2.26)

seklinde tanimlanir.

Denklem (2.24) ‘den goriildiigii gibi sistem cevabinin maksimum ve minimum degeri

siniislii terimin sifir oldugu noktada gergeklesir:
o1-Ct+d=nn n=0,1,... (2.27)

(2.24) iliskisinden ¢ #0 icin =0 aninda bir ¢oziimiiniin bulunmadigl acikc¢a
goriiliir. Buna gore 7=0aninda bir ¢oziimiin varlig1r ancak sifir eksi sonsuzda ise
miimkiindiir, ¢linkii bu durumda Sekil 2.28 ‘den goriildiigii gibi ¢, =0 olur. Yalnizca

kutuplardan olusmus sistemlerin aksine sifir iceren ikinci mertebeden sistemlerde
sistem cevabi ifadesi 1=0 aninda mevcut sifirin fazina bagh oldugundan sifirin

etkisi ile sistem yaniti sistemin baslangi¢ kosulundan oldukga sik saptigi goriliir.
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Dikkat edilecek olursak Denklem (2.27) nin sifirdan farkli ilk ¢oziimii (n=1) bize

tepe zamanini verir;

T, __ b (2.28)
o \J1-¢7

Denklem (2.13) ‘de yalnizca kutuplardan olusmus ikinci mertebeden sistem igin
yazmis oldugumuz tepe zamani ifadesini Denklem (2.28) ‘de elde etmis oldugumuz
sonlu bir sifira sahip ikinci mertebeden sisteme iligkin tepe zamani ifadesi ile

kargilagtirirsak, 7, zamanmini azaltmasi, daha 6nce bahsetmis oldugumuz sifirlarin

ideal tiirev elemanlar1 olarak degerlendirilebilecegi diisiincesini desteklendigi gibi,

T tepe zamannin ¢, agist ile orantili olarak azaldigini kanitlar. Yine (2.28) ve (2.13)
ifadelerinden eger kutup ve sifir arasindaki ag1 ¢, = 7/2 ise, diger bir degisle kutup
ve sifir aym reel kisimlara sahip ise, 7, tepe zamanmin yariya diisecegi agikca
goriliir.

2.2.4.3 Maksimum Asimin Elde Edilmesi

Elde etmis oldugumuz tepe zamani ifadesini, sonlu sifira sahip ikinci mertebeden
sistemler icin elde ettigimiz (2.15) sistem birim basamak cevabi ifadesine

uygularsak, sistem yanitinin en biiyiik degeri ¢, (7)) igin ;

sin(;z—¢2 —¢3)=sin(¢0)= i-¢?

oldugundan,

cz(Tp)=1+e_§[% ] =1+§e{[ “ZJ (2.29)

ve bu iliskiden ylizde asim ifadesi i¢in

P
100x 4{ 1;2]

a

(2.30)

% asim =
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iligkisi elde edilir. Denklem (2.15) ‘de verilen ifadeden ¢ — o i¢in sistem yanitinin

¢,(t) > 1 oldugu goriiliir.
Salt kutuplardan olusan ikinci mertebeden sistemin %agim ifadesi (2.13) ile
karsilastirilirsa, burada (x/ a)exp(g’ ¢,/ \1-¢7 ) carpimi kadar daha biiytik bir deger

elde edilir. Eger sifir merkeze yakin (a kiigiik ) ise, %100 iin iizerinde bir asim
meydana gelir. Benzer sekilde eger sifir —o’a , x/a orani ise bire yaklagirsa, bu

durumda ¢, =0 olacagindan sifirin etkisini temsil eden ilave terim bire yaklasir ve

sifirin sistem cevabi lizerindeki etkisi ihmal edilebilir bir diizeyde kalir.

2.2.5 Minimum Fazhh Olmayan Sistemler

Sekil 2.29 ‘da goriildigl gibi, sag yar1 s diizleminde en az bir sifir ya da kutbu

bulunan bir sisteme, minimum fazli olmayan bir sistem denir.

Bu tiir sistemlerin davranislari, sag yar1 s diizleminde sahip olduklar1 sifirlar
tarafindan belirlenir. En 6nemli 6zelligi sisteme iliskin gegici hal cevabinin ilkin

basamak girige ters yonde bir degigim gostermesidir.

Sekil 2.29 incelendiginde « ’nin yalnizca negatif isaretli ve ayni1 zamanda x/a
oraninin hep birden biiylik oldugu goriiliir. Bunun yani sira sag yari s diizlemindeki

sifira ait ¢, agisinin degeri merkeze ayn1 uzakliktaki sol yari s diizlemindeki sifira ait

acidan hep daha biiyiiktiir. Bu nedenden dolay1 daha 6nce yapmis oldugumuz analize

farkl1 bir boyut getirilir.

(2.30) denklemi ile verilen en biiyiik ylizde asim ifadesini géz 6niinde bulunduralim,
minimum fazli olmayan bir sistemde « 'nin isareti degiseceginden minimum fazl
olmayan sistemlerde baslangicta goriilen ters yonde gegici hal davranisi asim
degerinde farkliliga neden olur. Daha Once yaptigimiz incelemelerde, sifir merkeze
yaklastik¢a en biiylik asimin hep arttig1 goriiliir. Ancak sifirin merkezden ¢ok uzaga

artt sonsuza dogru gotiiriildiigiinii diistinecek olursak, x/a orani eksi bire ve ¢,

acisinin degeri de 7z ye yakinsar. Bunun anlami (2.30) denklemiyle verilen
maksimum agim ifadesinde bulunan iistel terimin eksi bire yaklagmasi ve dolayisi ile
de %asim’m % 100 ters asima yakinsamasidir. Su halde olusan bu durum en biiyiik

ylizde ters asim (% en bilylk ters asim = 100 + % en biliylik asim) olarak
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yorumlanabilir. Sistem sifirinin tipki sol yar1 s diizlemi i¢in yaptigimiz analizlerdeki
gibi merkezden uzaklastik¢a, yani sifir arti sonsuza yaklastik¢a, sistem cevabi
tizerindeki etkisinin azaldigi ve merkeze yaklastikca sistem basamak cevabinin

merkeze yakinlig1 nispetinde baskin hale geldigi sdylenebilir.

Ajo

4 ¢ o

\4

Sekil 2.29: ikinci mertebeden minimum fazli olmayan
bir sisteme iligskin kutup sifir yerlesimi

En biiyiik ters asim meydana geldigi zaman (2.28) denkleminden de goriildiigii gibi,
sifir sag yar1 s diizlemi boyunca merkezden uzaklastikca 7 —¢, degeri ile birlikte
azalir.

Minimum fazli olmayan sistemler i¢in en biiylik asim ve tepe zamani ifadeleri (-
isareti yerine iliskilerde 7 kadar faz ilave ederek) Va <0 igin asagidaki gibi

yazilabilir;

_4,[271—@}
100x Ui g

% agim = == 73
a T o1-¢

Sag yar1 s diizlemindeki sifirlar i¢in x/a orani hep birden biiyiik oldugundan sifir, 7

(2.31)

yerlesme zamanini da etkiler. (2.19) denkleminden de goriildiigii gibi minimum fazl

olamayan sistemlerde sifir arti1 sonsuza yaklastiginda |x/a|zl olacagindan T,
yerlesme zamani sistemde sifirin bulunmadig1 durumdaki degere yakinsar.

Yukarida tiiretilen sonuglar genellestirilirse; eger kutup sifir arasindaki uzaklik sifir

ile merkez arasindaki uzakliktan biiyiik ise en biiyilik asim ve yerlesme zamani biiyiir.
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Bu durum minimum fazli olmayan sistemlerde kac¢inilmazdir ancak sifir merkezden
uzaklastik¢a etkisi onemli Olgiide azalir ve sonunda sistemde sifirin bulunmadig:

duruma yakinsar.

2.2.6 Sifir Yerlestirme

Kapal1 ¢evrim sifirlariin sistemin dinamik davranisi iizerine etkilerini inceledikten
sonra elde ettigimiz sonuglar1 kullanarak kontrol sistemini tasarlamamiz halinde sifir
atama isleminde bu sonuclardan nasil yararlanabilecegimizi gorelim. Genellikle
kontrol sistemleri tasarlanirken kutup ve sifirlarin birbirini sadelestirerek istenmeyen
etkilerin en aza indirgenmesi i¢in, miimkiin oldugunca birbirlerine yakin segilir.
Ancak yukarida yaptifimiz analizler hangi kutup veya sifirin sistem dinamigi
tizerinde etkili olacaginin sadece kutup sifir arasindaki mesafeye bagli olmadigini

ayni zamanda x/a oraninin da bir o kadar belirleyici oldugu anlasilir.

Tasarim yapilirken dikkat edilmesi gereken diger bir énemli husus ise tepe veya
yikselme zamanini kisaltirken en biiylik asimi kabul edilebilir bir diizeyde
tutabilmektir. Sifirin kutbun solunda ve baskin kutbun gercek olmasi halinde sistem
cevabimnin asim yapmadigi daha Once gozlemlenmisti. Karmagik kutuplarin
bulunmasi halinde, eger, sifir, kutuplara gore biiyiik bir ¢, acist olusacak sekilde
yerlestirilirse, sistem cevabi yalnizca kutuplardan olusan sistem i¢in hesaplanan en
biiylik asimin yaklasik % 3 civarinda bir asim yapar ve en kiiciik yerlesme zamani

gerceklesir. Elde edilen 7. yerlesme zamani 4/ w, ile elde edilecek degere gok

yakindir.

Ancak ozellikle diisiik ¢ soniim oranina sahip sistemlerde, sifir1 merkezden oldukca
uzaga yerlestirmek daha uygun bir sonug¢ verir. Bir diger alternatif sifiri, karmasik

kutuplarla ayn1 gergek kisma sahip olacak sekilde, yani ¢ =7/2 se¢mektir.

Boylelikle tepe zamanini tamamen kutuplardan meydana gelen sisteme iligkin tepe
zamaninin yarist kadar bir tepe zamani elde edilir. En biiylik agim ile soniim oran

arasindaki iliski Sekil 2.30 ‘da ki gibidir.
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En biiytik asim ( % asim )

Soniim orani (&)

Sekil 2.30: Sistem sifirinin farkli durumlari i¢in s6niim oranina gore
en biiylik asim degerinin degisimi

Sifirin ¢, =7/2 olacak sekilde yerlestirilmesi; Sekil 2.30 ’dan da goriildiigii gibi

sontim oranmin 0,7 veya daha cok, kutup bdlgesinin merkezle yaptigi acinin

¢, <m/4 oldugu durumda ve asimin % 20 veya daha az oldugu sistemler i¢in

uygundur. Bu durumda x/a oram1 her zaman birden kiigiik olacak ve (2.19)
denklemi uyarinca yerlesme zamani her zaman sadece kutuplardan olusan bir
sistemin yerlesme zamanindan biraz daha kiigiik olur. Ancak mevcut durumun biraz
disina ¢ikilmasi halinde yalnizca yerlesme zamani hizli bir bigimde artmakla kalmaz,
bunun yani sira en biiyiik ylizde asim ve soniim orani da giderek daha duyarli bir hale

gelir.

Boyle bir durumla kars1 karsiya kalinmasi halinde sifir1 merkezle kutba esit uzaklikta
bir yere yerlestirmek yani x=a se¢mek cok daha iyi bir sonug¢ verir. Bu yontem
tamamen kutuplardan olusan bir sistemle ayni yerlesme zamani performansini
saglayacak, bunun yam sira en biiyiik ylizde asim miktarim1 ve soniim oranini

diizeltecektir.

Ornek — 2.4

Transfer fonksiyonu;

1
2

S

G(s) =
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seklinde verilen sistem icin 7 yerlesme zamanini 4 saniyeden az, ayrica asim

degerini %20 ‘de tutacak faz ilerlemeli bir kontrolor tasarlanmak istenmektedir.

¢

[ﬁgJﬂzazo

Y%asim=e

iliskisinden{ = 0,45 ve T, yerlesme zamani

ifadesinden @, =2,2 oldugu goriiliir. Dolayisi ile sistemin hedeflenen kapali ¢evrim
kutuplart s =-1+ 2 ‘dir. Kontrolor sifirmi hedeflenen kutbun yaklasik olarak iki

katt uzaklikta s=-2, kutbu s=-12 ve sistem kazancini sistem fcilincii kutbu

s, =—10 ’a gelecek sekilde K =25 olarak secelim. Bu durumda agik ¢evrim transfer

fonksiyonu

K (s+2)

KGC (S)G(S) = m

seklinde elde edilir. Koklerin geometrik yerleri Sekil 2.31 ‘da, sistemin birim

basamak yanit1 Sekil 2.32 ‘de verilmistir.

Sistemin birim basamak yanit1 egrisinden;
T =3,47s , % asim = %40

olarak elde edilir.
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Imaginary Axis

Root Locus

094 0.88 0.8

-15 -10
Real Axis

Sekil 2.31: Kontroloriin ileri yola yerlestirilmesi halinde
kapali ¢evrim koklerinin degisimi

Step Response

1.4

12F - 1

Amplitude

0.6 [- . q

0.4 1

0 i i i i i
0 1 2 3 4 5 6

Time (sec)

Sekil 2.32: Kontroloriin iler yola yerlestirilmesi halinde sistem yaniti

40



Imaginary Axis

Root Locus

094 0.88 0.8

10.994

0.975

-15 -10
Real Axis

Sekil 2.33: Kontroloriin geri besleme yolu lizerine yerlestirilmesi
halinde koklerin geometrik yerleri

Step Response

0.35

03[ - 1

0.25 1

Amplitude

0.15F . q

0.1f 1

0 i i i i i
0 1 2 3 4 5 6

Time (sec)

Sekil 2.34: Kontroloriin geri besleme yolu iizerine yerlestirilmesi
halinde sistemin birim basamak yaniti

41



Eger kontrolor geri belseme yolu {iizerine yerlestirilirse koklerin yer egrisi
Sekil 2.33 “de, birim basamak giris yanit1 Sekil 2.34 ‘de oldugu gibi elde edilir. Bu

ornekte 7. yerlesme zamani ve asim icin
T =3,75s , % asim =% 20

degerleri elde edilir. Yukarida elde ettigimiz sonuglara gére kontrolorii geri besleme
yolu iizerine yerlestirmek daha iyi sonu¢ vermektedir. Simdi kontroloriin ileri yol
lizerine yerlestirildigi durumda sifir yerlestirme kurallarin1 kullanarak sistem

cevabinda iyilestirme yapilabilir mi ona bakalim.

[k olarak kontroldr sifirini, sistem cevabim saf kutuplardan olusan sistem cevabina

yakin bir cevap verecek sekilde, biiyiik bir ¢, veya ¢, =x/2 olacak sekilde

yerlestirmeyi diisiinelim. Ancak bu durumda yerlestirecegimiz sifirin konumu
hedeflenen kapali ¢cevrim kutuplarindan uzak kalabilir. Bu nedenle farkli bir tasarim

stratejisi izlemek gerekir.

Sistem sifirin1, hedeflenen kapali ¢evrim kutuplariyla ayni reel kisma sahip olacak
sekilde yerlestirdigimizi diisiinelim. Sekil 2.30 ‘dan da goriildiigi tizere sifir1 kapali
cevrim kutuplari ile ayni reel kisma sahip (¢, = 7/2) olacak sekilde segmek yalnizca
$20,7 ve ¢ <n/4 oldugu durumda asimi1 % 20 nin altinda tutmak icin yeglenir,
aksi takdirde yaniltict sonug elde edilir. Bu durumda tasarimi gergeklestirmek iizere
kullanacagimiz strateji sistem sifirin1 ve hedeflenen kapali ¢evrim kutuplarini
merkeze esit bir uzakliga yerlestirmektir. Ancak burada sistem sifirim1 Sekil 2.26 da
ki gibi yerlestirmek olanaksizdir, aksi takdirde yapacagimiz sifir yerlestirmesi
¢, 27/2 durumuna karst gelir. Bu nedenden dolayr sifin s=-1 noktasina
yerlestirecek olursak, sifirin merkez ve kapali ¢evrim kutuplarina ayn1 mesafeye
sahip olmasini saglamak i¢in hedeflenen kapali gevrim kutuplarini s, = -1+ j olarak
degistirir ve kontrolor kutbunu sistem cevabi {lizerindeki etkisini ihmal edilebilecek
diizeyde tutmak i¢in sifirdan on kat uzaga s =-10 ‘a yerlestiririz. Bu duruma iliskin

koklerin geometrik yerleri Sekil 2.35 ‘de, sistemin birim basamak yanit1 da

Sekil 2.36 ‘de verilmistir.
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Root Locus

2 1 N " T T B B
0.982- . 0962 0925 0.86 0.72 0.45
15} : .
0.992 -
l - -
0.998.
o 05f .
x
<
>
g 1Q, 8 6 4
%) oF ¥ n
[
E
_05 - : -
0.998°
_1 - .
0.992 -
1.5} . .
0.982 0.962 . 0.925 0.86 072  0.45.
-2 | 1 - 1 1 . 1 . -]
-10 -8 -6 -4 -2 0

Real Axis

Sekil 2.35: Kontroloriin ileri yola yerlestirilmesi halinde koklerin degisimi

Step Response

1.4

12f 1

Amplitude

0.6 [ 1

0.4 1

0.2 q

i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 35
Time (sec)

Sekil 2.36: Kontroloriin iler yola yerlestirilmesi halinde sistem yaniti

Sistem birim basamak yanitindan yerlesme zamani ve asimin

T =2,83s s Y% asim =%24,6
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oldugu goriiliir. Sonuglar karsilastirilirsa elde edilen sonuclarin diger yerlestirme

yontemlerine gore daha iyi oldugu goriiliir.

Sonug olarak yukarida tanimlanan sifir konumu ve sistem cevabi arasindaki iligkiler

kisaca Ozetlenirse;

Sifirin baskin karmasik kutuplarin solunda olmasi halinde sifir, kutuplara
gore biiylik bir ¢, acis1 olusturacak sekilde yerlestirilirse sistem cevabi
yalnizca kutuplardan meydana gelen sistem cevabinin % 3 ‘i civarinda bir

asim yapar.

¢ soniim oraninin kiigiik oldugu sistemlerde, sifirt merkezden oldukga
uzaga yerlestirmek daha uygun bir sonug verir.

¢, =7 /2 yani kutup ve sifirin ayni reel kisimlara sahip olmalari halinde 7,
zamani, yalnizca kutuplardan meydana gelen bir sistemde elde edilecek
olanin yarist kadardir.

¢, =n/2, ¢oziimi Sekil 2.30 ‘dan da gorildigi gibi sadece ¢ >0,7,
¢, <n/4 ve %asim’m % 20 ‘den az oldugu sistemlerde uygundur. Bu

durumun disina ¢ikilmasi halinde (£ <0,7) Sekil 2.30 gere§ince x=a

secilmesi daha uygundur.

Yukarida s6z konusu edilen kurallar dikkate alinarak gerceklestirilecek bir tasarim

standart koklerin yer egrisi esas alinarak yapilan bir tasarimda, mevcut sistem

stfirlarinin g6z ardi edilmesi sonucu olusan hatali tasarim 6nlenmis olur.
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3. KUTUPLAR VE SIFIRLAR

Bir sisteme iligkin kutup ve sifirlar, sisteme iligskin ( G(s) ) transfer matrisini sonsuza
ya da sifira gotliren karmasik frekans degerleridir. Skaler durumda G(s) transfer

fonksiyonu kutup ve sifir davranisi Sekil 3.1 (a,b)‘de oldugu gibi goriintiilenebilir.

Z
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(2)

(b)
Sekil 3.1: G(s) transfer fonksiyonunda:

a) Kutup etkisi
b) Sifir etkisi

Ornek olarak G(s)=(s+1)/(s+2) transfer fonksiyonu géz 6niinde bulundurulursa,

s=o0+ jo karmasik frekansi ifade eder. Bu transfer fonksiyonunun z=-1’de bir

sifira, p =-2’de ise bir kutba sahiptir.

|G(s)| fonksiyonunun ¢esitli s frekanslar i¢in aldig1 degerler Sekil 3.2 deki gibidir.
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Sekil 3.2: G(s) =(s+1)/(s+2) i¢in kutup ve sifir davranisi

Lineer dogrusal bir sistemin durum modelinin (3.1) denklemiyle verildigini

diistinelim;

X(t)(nxl) =A0 X(t)(nxl) +B. u(t)(éxl)

d*u() d*Vu(r) 11
YO sty = Cnny X (O sty + Dy a4t +Dy 4t + ... +Dyu() @1
D(mxl)
u(®),, (1) YO
anf J. X(t) men >
AV[XVI
Olmxli . Z
d/dt -
o dPar * Dy,

Sekil 3.3: Denklem (3.1) ile tanimlanan lineer sisteme iliskin blok diyagrami
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D,(s) (i=0,...,k) matrislerinin mertebesi (3.1) ifadesinde (kx/) boyutludur, ancak
k <m olmak iizere en genel hal gbz 6niinde bulundurulursa, D(s) matrisinin boyut

eksikligi;
D,,=[0 ... 0 D ... D] 3.2)

seklinde diizenlenerek giderilir.

Ozetle, kutuplar; denklem (3.1) ile tammli dogrusal gok degiskenli sistemin A
matrisinin 0z degerlerlerine karsi diiser. Kutuplar sistemin i¢ dinamigine iliskin
ozellikleri tanimlar. Ozellikle sifirlar belirli karmasik frekans degerlerinde sistem

dinamiginin ¢ikisa aktarilmadig1 anlamina gelir.

3.1 Polinomal Matris Gosterimi (PMD) ve Matris Carpim Gosterimi

Cok giris ¢ok cikish sistemler genellikle elemanlart polinomlardan olugsan matrislerle

ifade edilir. Bu matrislere polinom matrisleri denir.

Elemanlar1 rasyonel fonksiyonlardan olusan bir matris, iki polinom matrisinin orani
biciminde yazilabilecegi gibi, iki rasyonel matrisin ¢arpimi bi¢iminde de ifade
edilebilir. Buna bir sistem matrisinin ¢arpim tanimi (Matrix Fractional Description)
ya da kisaca MFD ‘si denir. Eger bir sistem matrisinin MFD ‘si polinom
matrislerinden meydana geliyorsa, buna PMFD denir ve PMFD, transfer fonksiyonu
matrisinin i¢ (internal) gosterimine karsilik gelir. PMFD, sistemin i¢ (internal) ve dis
(external) gosterimi arasindaki iligkinin anlasilmasinda kolaylik saglar. Bilindigi
lizere sistemin i¢ ve dis gosterimleri 6zellikle birden fazla sistemin iligkili olmasi

halinde meydana gelen durumlarin anlagilmasini olanakli kilar.

Rasyonel matrislerin oranlar1 veya daha kesin bir ifadeyle nedensel ve kararli
rasyonel matrislerin oranlarini iceren MFD‘ler geri beslemeli kontrol problemlerinde

sistemin daha iyi temsil edilmesini saglar.

MFD, gosterimi ile kararli kilabilir geri beslemeli kontrolorler gerceklendirilir.
Bunun yani sira, parametrelerin uygun secilmesi halinde, kapali ¢evrimli bir sistemin
kararli olmasini sagladig1 gibi ilave kontrol kistaslarin1 da garanti altina alir (bkz

H.).
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Sistem davraniglar1 birden daha yiiksek mertebeden tiirevlerle ifade edilen lineer
zamanla degismeyen sistemler, polinomal matris tanimi1 (PMD) ya da diferansiyel

operator gosterimi (DOR) ile de ifade edilebilir.

Ornek 3.1

W@+ 3O+ y, @) =u, () +u,(t)

. . . 3.3)
y1(t)+y2(t)+2y2(t) = uz(t)

diferansiyel denklemleriyle tanimli bir sistemde u,(#) ve y,(¢#) durumlari i¢in uygun

baslangic kosullar1 ve ¢ =0 anindaki tiirevler verilmis olsun.

Verilen sistem denklemlerine iliskin uygun baslangi¢ kosullarini ve belirli bir giris
isareti i¢in sistemin tlim ¢oOziimlerini kapsayacak sekilde birinci mertebeden basit

diferansiyel denklemler yazabilmek igin,
x](t):j}l(t)_uz(t) 5 xz(t):yl(t) P x3(t):y1(t)+y2(t)_u2(t)
degisken donlisiimiine bagvurulur. Boylece sistem

(1) = Ax(?) + Bu(?)

34
y(t) =Cx(¢) + Du(z)

durum denklemleri ile tanimlanmis olur. Burada x(t)=[x,(t) x,() x,(0],

u@®) =[u,(t) u,O], y©)=[y) »,®)] ve

0 0 -1 -1
0 10 0 0
A=/1 0 0| , B=|0 1| , C= , =
0 -1 1 0 1
0 2 =2 -2

Matrislerine kars1 diiser. Denklem (3.3) ile verilen sistem (3.4) iliskileri ile ifade

edilebilecegi gibi

P(q)z(r) = Q(1)u(?)

(3.5)
y(@) =R(q)z(t) + W(q)u(?)
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iliskileri ile de ifade edilebilir. Burada z()=[z() z,®)], w(@®)=[u,®) u,®],

YO =30 »,0] ve g2d/dr ‘yi géstermek iizere

|+l 1 |1 ¢ [t o oo
P(q)—[ . q+2} , Q(q)—[0 q} ; R(q)—[o J ; W(Q){o 0}

matrislere kars1 diiser.

(3.5) iliskisi .~ {P(¢),Q(q),R(¢), W(q)} seklinde de yazilabilir. (3.4) durum denklemi

g =d/dt operatori ile

(q1-A)x(?) = Bu(?)

3.6)
y(¢) =Cx(¢)+ Du(?)

seklinde yazilabilecegine gore, eger
P(g)=(qI-A) , Q(@)=B , R(g)=C , W(g)=D 3.7

olarak degerlendirilirse, durum denklemlerinin aslinda (3.5) ifadesiyle verilen PMD

‘nin 6zel bir haline kars1 diistiigii acikc¢a goriiliir.

Buradan da anlasilacag iizere PMD, sisteme iliskin fiziksel biiytikliiklere dogrudan
bagli degiskenlerden olusan diferansiyel veya fark denklemlerinin tiiretilebilmesini
olanakli kilar. Boylece, durum uzayma doniistiirmeye gerek duymaksizin sisteme
iliskin fiziksel degiskenler iizerinde c¢alisilabilinir. Ancak PMD ‘nin birden biiyiik
mertebeli tiirev elemanlar1 da icermesi beraberinde bir hesap yiikii de getirir. Bu
nedenden dolayr PMD nin 6zel bir hali olan PMFD sistem davraniginin

incelenmesinde genel formun aksine daha uygun bir yaklasim saglar.

(3.4) ifadesiyle verilen bir sisteme iliskin PMD‘nin en genel sekli, (5) ifadesiyle
verilir. Burada P(¢),Q(q),R(g) ve W(q), R[q] ’da taniml1 ve siras1 ile (kxk), (kx/(),
(mxk) ve (mx()boyutlu reel polinomlardan olusan matrislerdir. .~ {A(s), B(s),C(s)}
seklinde tanimli bir sistemin rasyonel transfer fonksiyonu matrisi

_N&)

G(s) )
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seklinde yazilabilir. d(s) burada G(s) matrisine iligskin elemanlarin en biiyiik ortak

bolenlerinin ¢arpimi olmak {izere
d(s)=s"+ds " +...+d,
seklinde tanimlanir. G(s) transfer matrisi, eger sistem kontrol edilebilir ise

G(s),., =Ng(5), . De(s) , Dg(s),., =dI _ , Ng(s)=N(s) (3.8)
ve benzer sekilde eger sistem gozlemlenebilir ise

G(s),., =D/ (N, (s),., > D, (s),, =d()N,, , N,(s)=N(s) 39

mx(

biciminde iki matris carpimu ile ifade edilebilir. Burada verilen (3.8) ve (3.9) ifadeleri
tek giris tek cikigh sistem gosteriminin, c¢ok giris cok c¢ikish sistemlere
genellestirilmis haline kars1 diiser.

¢ girig ve m ¢ikigh lineer siirekli bir sisteme iliskin (mx/¢) boyutlu transfer matrisi
G(s)‘in elemanlari, s karmasik frekans degiskeninin nedensel rasyonel matris
degerli bir fonksiyonudur. Diger bir degisle G(s) matrisini olusturan her bir eleman

s ‘nin reel iki polinomunun oranindan meydana gelir. Burada bu iki polinomdan
payda polinomunun mertebesi pay polinomu mertebesinden en az bir fazladir. Bu

durumda sistem durum uzayinda, x , R" de tanimli bir durum vektorii olmak {izere,
n inci mertebeden x durum vektorii miimkiin oldugu 6l¢iide en kiigiik mertebeden

gergeklenerek

x(¢) = Ax(¢)+ Bu(¢)
y(¢) =Cx(t)+ Du(?)

bi¢iminde tanimlanabilir.

Tanim 3.1

Nedensel rasyonel bir transfer matrisini gergekleyen en kiiciik mertebeye McMillan

derecesi denir ve §,, ile gosterilir.
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Bir sistemin McMillan derecesi, aday sistem mertebeleri arasinda en biiyiik olasiliga

sahiptir.

Herhangi bir sistemi en kiigiik mertebeden ger¢eklemek her zaman kolay degildir. Bu
amaca yonelik ilkin tek giris ve cikishh sistemler i¢in en kiigiik mertebeden

gergekleme p(s) ve q(s) sirasiile n ve <n ‘inci mertebeden s ’in aralarinda asal

birer polinomu olmak {izere, g(s) nedensel transfer fonksiyonu matrisi ile

s
g(s)= 22 (3.10)

q(s)
yazilir. p(s) ve ¢(s) asal polinomlar olusturdugundan ve (3.10) ifadesi ile gdsterilen
sistem en kiiclik mertebeden gergeklemeye sahiptir, g(s) transfer fonksiyonuna
iliskin bir diger kesirli ger¢ekleme p(s) ve ¢(s) polinomlar: ile tanimlanabilir.

Burada ¢(s) ‘in mertebesi en az n dir.

Bir sistem gerceklemesine iliskin McMillan derecesi ¢(s) polinomunun mertebesine
yani n ‘ye esittir. S6yle ki; ~ {A,B,C,D}, g(s) transfer fonksiyonuna iligkin en
kiiciik mertebeden gerceklemeyi saglayan matrisler olmak tizere 7 =J,,(g(s)) oldugu
kabul edilir ise A matrisi (xA4) boyutlu olur. Dolayist ile (sI,—A)" matrisi

elemanlar1 en fazla 7 mertebeden polinomlardan meydana gelir. (sI, —A)™ matrisi

A

soldan ve sagdan siras1 ile C ve B matrisleri ile ¢arpilip ve sonug D matrisi ile
toplanirsa, elemanlar1 en az n ‘inci mertebeden polinomlardan meydana gelen bir

transfer fonksiyonu matrisi elde edilir. g(s) kesir polinomu sadelestirilemez bigimde
veya diger bir degisle g(s) transfer fonksiyonunu meydana getiren p(s) ve g¢(s)
polinomlar1 aralarinda asal olduklarindan, » <n iligkisi gegerlidir. g(s) nedensel bir

kesir oldugundan, d =limg(s) ifadesi tam tanimlidir (well-defined). Dolayis1 ile

§—>0

p(s), en fazla (n—1) ’inci mertebeden bir polinom olmak {izere

_P©s)
g(S)—q(S)+d

iligkisi yazilabilir. Bu durumda p(s) ve ¢(s) polinomlari
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q(s)=s"+ qls"_1 +...+q,,5+q,

P =y +1,8" 4 Ly, 8+ 7,

olarak tanimlanirsa G(s) =C(sI, —A)B+D

0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
: : 0
A= , B=| .
0 0 0 1 0
_qn _qn—l _qn—Z e _QZ _ql O
Cz[}/n yn—l J/n—Z 7/2 7/1] ’ D:d

seklinde yazilabileceginden 5, (G(s)) =n dir.

3.1.1 Polinom Matris Carpim Tanimlar1 (PMFD)
Eger F(s) tekil olmayan bir polinom matrisi ise, F~'(s) matrisi de genellikle s ’nin
bir rasyonel matris fonksiyonudur. Dolayisi ile eger F(s) tekil olmamasinin yaninda

ayni zamanda unimodular bir matris ise F~'(s) matrisi de bir polinom matrisi olur.

Bilindigi iizere reel sayilardan meydana gelen matrisler icin gecerli olan determinant

ifadesi polinom matrisleri i¢inde gecerlidir. Dolayist ile
det[F1 (s)F, (s)] = [det F, (s)][det F, (s)] 3.11)

(3.10) ve (3.11) ifadeleri geregince iki tekil olmayan polinom matrisi ¢arpiminin
tekil olmayacagi ve benzer sekilde iki unimodular matris ¢arpiminin da unimodular

olacagi soylenebilir.

Tanim 3.2

G(s); (mx() boyutlu s ‘nin nedensel bir rasyonel polinom matrisi, Py (s); (mx/)

boyutlu reel bir polinom matrisi ve Q(s); (¢x¢) boyutlu tekil olmayan bir polinom
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matrisi olmak iizere, G(s) transfer fonksiyonu matrisine iligkin sag matris ¢arpim

gosterimi (MFD, )

G(s) = Py ()Qg ()

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde P, (s); (mx/) boyutlu reel bir polinom matrisi ve
Q, (s); (mxm) boyutlu tekil olmayan bir polinom matrisi olmak iizere, sol matris

carpim gosterimi (MFD, )

G(s)=Q. (5)P.(s)

biciminde yazilabilir. Sag ve sol MFD ‘leri elde etmek i¢in ¢(s), G(s) transfer
fonksiyonu matrisi elemanlarinin en kiigiik ortak boleni olmak iizere P,(s), Q,(s),

P (s) ve Q,(s) matrisleri
Py (s) = q(s)G(s)
Qi () =q(s)L,,,
Py (s) = q(s)G(s) = P (s)
Qu(s)=g(s)1,,,

iligkilerinden tiiretilir.

Tanim 3.3

G(s), (mx¢) boyutlu reel nedensel rasyonel bir matris ve 13R(s) Q;’ (s) daha st

mertebeden bir sag MFD olmak {izere eger det QR(S) ifadesinin mertebesi, det Qy (s)
ifadesinin mertebesinden ancak ve ancak biiyiik veya esit ise G(s) matrisinin sag

MFD ‘si (MFD,) en kiigiik mertebeden gerceklemeye (minimal) sahiptir. Benzer
sekilde, (A);l(s)f’L (s) daha {ist mertebeden bir sol MFD ‘yi tanimlamak {izere eger

ancak ve ancak mertebe[det QL (s)] > mertebe[detQL(s)] ifadesi saglaniyorsa G(s)
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matrisinin sol MFD ‘si (MFD,) en kii¢ilk mertebeden ger¢eklemeye (minimal)
sahiptir.
Tanim 3.4

F, (s), (¢x¢) boyutlu bir polinom matrisi olmak tizere

Py (5) = P (5)Fy (5)

Ve
Qp (5) = Qpr (5)Fy (5)

ifadelerini saglayan unimodular bir F,(s) matrisi tanimli ise / siitundan meydana
gelen P, (s) ve Q,(s) matrisleri sagdan asal matrislerdir. Ayni ifade soldan asallik

kosulu i¢in yazilirsa, F, (s), (mxm) boyutlu bir polinom matrisi olmak iizere

P(s)=F ()P (s) ., Qu(s)=F (5)Q,(s)

ifadelerini saglayan unimodular bir F, (s) matrisi tanimli ise, m siitundan meydana

gelen P (s) ve Q, (s) matrisleri soldan asal matrislerdir.

Eger iki polinom matrisi sagdan/soldan ortak bolen olarak yalnizca unimodular bir
matrise sahip iseler bu polinom matrisleri sagdan/soldan asal matrislerdir. Dolayis1
ile unimodular matrislerin, skaler polinomlarin aralarinda asalliklarin1 gdstermek
tizere kullanilan sifirdan farkli reel sayilar ile ayni isleve sahip oldugu sdylenebilir.
Kabaca, ayn1 boyutlara sahip herhangi iki unimodular matris sagdan ve soldan
asaldir. Benzer sekilde (rxr) boyutlu herhangi bir unimodular matris, » siitundan
meydana gelen herhangi bir polinom matrisi ile sagdan ve » satirdan meydana gelen

herhangi bir polinom matrisi ile aralarinda asaldir.

Tanim 3.5

G(s) (mx!) boyutlu reel nedensel rasyonel bir matris olmak tizere; eger P,(s) ve

Q.. (s) matrisleri sagdan asal ise G(s) transfer fonksiyonu matrisinin sag MFD °‘si
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sadelestirilemez bicimdedir. Ayn1 6zellik sol MFD igin P, (s) ve Q, (s) matrislerinin

soldan asallig1 kosulu i¢in de yazilabilir.

Teorem 3.1

G(s) (mx/) boyutlu reel nedensel rasyonel bir matris olmak lizere; G(s) transfer
fonksiyonu matrisine iligkin sag MFD en kiiciik mertebeden gerceklemeye sahip
olmast igin P, (s)Q} ifadesi sadelestirilemez olmahdir. lA’R(s)(f)l;', G(s) matrisine

iliskin bir diger MFD, i¢in eger

P, (5) = P (5)V(s)
Qu(5)=Q(5)V(s)

ifadelerini saglayan unimodular bir V(s) matrisi tanimli ise P,(s)Qj (MFD,)
ifadesi en kiiciik mertebeden gerceklemeye sahiptir. Benzer sekilde verilen G(s)
matrisi i¢in yazilan G(s)=Q,'(s)P (s) ifadesinin en kiigiik mertebeden

gerceklemeye sahip olabilmesi i¢in

P, (5)= V(s)P,(s)
Q,.(5)=V(s)Q,(5)

ifadelerini saglayan unimodular bir V(s) matrisi bulunmalidir.

Dolayis1 ile en kiiclik mertebeden gergeklemeye sahip sag ve sol MFD ‘ler
sadelestirilemez. F(s) unimodular bir matris olmamak tizere P, (s) ve Q.(s) sirasi
ile P, (s)= 13R (s)F(s) ve Qg (s)= QR(s)F(s) seklinde aralarinda sagdan asal olmayan
matrislerdir. Q,(s) tekil olmayan bir matris oldugundan F(s) ve QR(s) matrisleri de

tekil olmayan matrislerdir. Bu durumda G(s) transfer fonksiyonu matrisi

G(5) = Pr(5)Qy (5) = Pe () F(s) F(5) Qg (5)

R (3.12)
=P () Qg ()

biciminde yazilabilir. (3.12) ifadesinden de goriilecegi lizere F(s) matrisinin
unimodular olmas1 halinde, elde edilen MFD en kiigiikk mertebeden gerceklemeyi
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saglar. Ancak F(s) unimodular bir matris degilse detF(s) ifadesi pozitif mertebeye
sahip bir polinom olur. Dolays: ile mertebe[detQR(s)]<mertebe[detQR(s)] olur.

Boylece elde edilecek MFD en kiiglik mertebeden gergeklemeyi saglamaz. Ayni
durum sol MFD i¢in de gegerlidir.

3.2 Transfer Fonksiyonu Matrisine liskin Kutup ve Sifirlar

Skaler bir transfer fonksiyonuna iliskin kutup ve sifir analizini, matris transfer
fonksiyonu formuna genellestirebilmek i¢in Smith-McMillan bigiminden yararlanilir.
Ancak Smith-McMillan bi¢imi, Smith bi¢imindeki polinomal matrislerin 6zel bir hali

oldugundan 6ncelikle Smith bi¢imini inceleyelim.

3.2.1 Smith Bi¢imi

(3.1) ile verilen sistem denkleminin Laplace doniisiimii alinir ve transfer fonksiyonu

matrisi elde edilecek sekilde gerekli diizenlemeler yapilirsa

-1
G(S)(mxé) = C(mxn) |:SI(nxn) - A(nxn):l B(nxl) + D(S)(mxé) (3‘13)

elde edilir. Eger reel katsayili rasyonel fonksiyonlardan olusan G(s) matrisinin tiim
elemanlar1 polinomlardan olusuyorsa, G(s) matrisine polinom matrisi denir. R[s],
reel katsayilardan meydana gelen bir polinom kiimesini gostermek iizere Gi(s)

matrisinin tiim elemanlar1 R[s]’de tanimli ise G(s) matrisine polinom matrisi denir.

Tanim 3.6

m ¢ikig degisken sayisini, ¢ ise giris degiskeni sayisini temsil etmek {izere; G(s),
R[s]’de tanimli (mx¢) boyutlu bir polinom matrisidir. Buna gore; sonlu sayidaki
tekil deger haricindeki tiim s degerlerinde G(s) matrisinin sahip olacagi rank

degerine, ya da diger bir degisle bir matrisin sahip olabilecegi en biiyiik rank

degerine, o matrisin normal ranki denir. Bu deger ayn1 zamanda G(s) matrisinin

stfirdan farkli en bilyiikk mindr mertebesine esittir.
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Tanim 3.7

G(s), (mx¢) boyutlu normal ranki » olan bir polinom transfer matrisi olmak {izere,
bir takim basit satir ve siitun islemleri uygulanarak bu  matris

S*(s) = diag {&,(s),&,(s), ... ,&,(s)} olmak lizere

S *(S)(rxr) Orx(ﬂ—r)

0 0 (3.14)

S(s )(mxé) = o
(m-r)x(L-r

(m-r)xr

seklinde bir diyagonal matrisine doniistiiriilebilir. Burada & (s)]&,(s)]...|&,.(s)
seklindedir ve j>i olmak lizere, ¢ (s)|¢,(s) ifadeleri &,(s)’in ¢/(s)’e kalansiz

olarak boliinebildigini belirtir. Diger bir degisle diyagonal eksen iizerindeki her bir
eleman kendisinden onceki diger biitiin diyagonal elemanlara kalansiz olarak

boliinebilir.

Tanim 3.8
Eger U(s)U(s) = I, kosulu, diger bir degisle U(s) bir polinom matrisi olmak iizere

U'(s)=U(s) kosulu sagliyorsa, (pxp)boyutlu U(s)e®R[s] polinom matrisine
unimodular denir. Benzer sekilde eger detU(s)=a e Rve a =0 ise U(s)matrisinin

unimodular oldugu anlasilir.

“Herhangi bir polinom matrisi bir dizi elementer satir ve siitun iglemleri

uygulanarak veya bu islemlere karsilik gelen unimodular matrislerle (L(s),R(s))
Smith bicimine doniistiiriilebilir” [8].
Bir G(s) polinom matrisini Smith bigimine doniistiirmek i¢in G(s) matrisini L(s) ve

R(s) unimodular matrisleri ile ¢arpmak gerekir:
S(S)(mxé) = L(S)(mxm)G(S)(mxz)R(S)(M) (3.15)

Onerme 3.1

P.(s) ve Qg(s) matrisleri (mx¢) ve (¢/x/) boyutlu reel polinom matrisleri olmak

lizere, asagidaki ifadeler birbirine esdegerdir.
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1. Pp(s) ve Qg(s) matrisleri sagdan asaldur.
. X(5),,Qr()+Y(s),, Pe(s)=1I,, 1ifadesini saglayan X(s) ve Y(s)

polinom matrisleri vardir.
1.

b
(L+m)x/

Py (s%)
matrisi tim s* degerleri i¢in tam m rankina sahiptir.

Kanit

P.(s) ve Qg(s) matrisleri (¢+m)>/¢ olmak iizere, sirastyla R[s]™ ve R[s]"™ ’de
tanimli matrisler olmak iizere, sagdan asalliklarini sinamak i¢in unimodular bir L(s)

matrisi bulunmasi gerekir. Asallik kosulunu saglayan tek bir unimodular matris
bulunmadigindan problem ortak bolenlerin en biiyiigiiniin bulmaya yonelir. Verilen
F(s) matrisini Hermit bi¢imine doniistiirmek icin L(s) ve R(s) unimodular

matrisleri tanimlayalim (¢ +m) > ¢ ve rank[F(s)]=r<(<(m+/() oldugundan

_ . X_
0 X X
F.(s). : . .o
L(S)F(S):|:0H( )f.x[ :|: O O e X (3-16)
(m+0—r)xl —_————————— —
0 0 0
0 0 0]

ifadesi yazilabilir. Burada L(s)F(s) matrisi siitun nedensel bigimdedir. G (s)

matrisi, P (s) ve Qg(s) matrislerinin sagdan en biiyiik ortak bdleni olmak {iizere

(3.16) ifadesi

Q)] [Gi(s)
L@{Pﬂﬂ}_{ ) } (3.17)
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bigiminde yazilabilir. L(s) matrisi, ¢=(/+m)—¢ olmak iizere X(s)eR[s]™,
Y(s) e R[s]™, Py(s)eR[s]™ ve Qu(s)eR[s]”™ seklinde tammli matrislerden

olussun

(3.18)

L(s) { X(s)  Y(s) }

—Pr(s) Qu(®)
burada X(s),Y(s) ve PR(s),QR(s) soldan asal polinom matrisi giftleridir. Ayni

ifadeyi sagdan asal giftler (X(s), P, (s) ve Y(s),Qg(s)) i¢in yazilir ise

(3.19)

- (S):[QR(s) —Y(s)}

P(s)  X(s)

ifadesi elde edilir. Burada X(s)eR[s]™, Y(s)eR[s]™, Py(s)eR[s]™ ve

Q. (5) e R[s]™ bigiminde tanmimli matrislerdir. (3.17) ifadesi

Qi (s) -l G;(S) _ QR(S) *
{PR(S)}_L (S)|: 0 }—[ISR(S)}GR(S) (3.20)

seklinde yeniden diizenlenebilir. Bunun yani sira (3.17) ve (3.18)ifadelerinden
X($)Qg () + Y () Pr(s) = Gy (s) (3.21)
elde edilir. (3.21) esitliginin her iki tarafi G, '(s) ile garpilarak

X(5)Qp () + Y(5) Py () =1,,,, (3.22)

ifadesi elde edilir. F(s) matrisine iligkin Smith bigimi, A(s), , matrisi diyagonal
eksen ilizerindeki determinantsal bdlenleri gostermek tizere, S, (s)=L(s)A;(s)R(s)
bi¢ciminde yazilabilir.

(3.19) ifadesi goz oniinde bulundurularak

F(s) {QR@)} Z[Qm

P, (s) 1_’R (s)
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ifadesi yazilabilir. (3.23) ifadesinde de goriilecegi lizere Py(s) ve Qg(s) matrisleri
sagdan A,(s)R7'(s) ortak polinom matris c¢arpamna sahiptir. Dolayist ile i
onermesinin dogru olabilmesi i¢in ortak ¢arpan matrisinin unimodular olmasi1 gerekir
ise gerceklesir.

ve bu durum ancak Ay (s)=1,_

m

i1 Onermesinin dogrulugu (3.22) ifadesinden goriilmektedir. F(s) matrisi s=s*
degerinde rank kaybetsin bu durumda (3.22) ifadesinde gecerliligini yitireceginden,

F(s*) matrisinin ranki tim s* degerleri i¢in ¢ ‘ye esittir.

R(s), (/x¢) boyutlu unimodular olmayan bir matris olmak iizere

F(s) = { Ful®) } R(s)

r(S)

ifadesi yazilabilir. Burada fl(s) matrisi unimodular bir matris olmadigindan
herhangi bir s =s* degerinde det ﬁ(s*) =0 degerini alacaktir. Dolayisi ile 1, ii ve iii

kosullariin birbirine esdeger olduklari anlagilir.

Onerme 3.2
P (s) ve Q, (s) swras1 ile (mx/) ve (mxm) boyutlu reel polinom matrisleri olmak
lizere asagidaki ti¢ ifade birbirine esdegerdir.

1. P (s) ve Q, (s) matrisleri soldan asaldir.
. Q. (5)X(s),,, +Y(s),,P.(s)=1  ifadesini saglayan X(s) ve Y(s)

m
polinom matrisleri vardir.
iii.

K(s*)=[Qu(s*) Pyp(s™)]

mx({+m)
tlim s = s * degerlerleri i¢in rank[K(s*)] =m dir.

Onermelerden elde ettigimiz sonuclar dogrultusunda P, (s)Q.'(s) ve P, (s)Q; (s)
stirast ile G(s) matrisinin sadelestirilemez bicimdeki sag MFD ’si ve en kiigiik

mertebeden gergceklemeyi saglayan sag MFD olsun. Dolayisi ile
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X(5)Qg () + Y ()P (s) =1,

L . (3.24)
X($)Qg () +Y(s)Pe(s) =1,

ifadeleri yazilabilir. Teorem 3.1. ‘de bahsedildigi iizere en kiigiik mertebeye sahip

sag MFD ayni1 zamanda sadelestirilemez bigimde oldugundan

P, ()Qg (5) =P ()Qg (5) (3.25)

yazilabilir. Dolayist1 ile (3.24) ifadesi ve (3.25) ifadeleri dogrultusunda yeniden

X(5)Qg (5)+ Y(5)Py (5) = Qg (5) Qg (5)

o . - (3.26)
X(5)Qg () + Y()Pg (5) = Qr (5) Qg (5)

seklinde diizenlenebilir. (3.25) ifadesinden goriilecegi lizere esitligin sag taraflari

birbirlerinin terslerini igeren polinom matrislerinden meydana geldiginden bu

matrisler unimodular dir. Dolayis1 ile P, (s)Q.'(s) matrisi en kiiciikk mertebeden
R R

gerceklemeyi saglar.

3.2.2 Carpim ve McMillan Dereceleri

Transfer fonksiyonu matrisinin skaler oldugu durumlarda payda polinomunun

mertebesi dogrudan g(s) transfer fonksiyona iligkin McMillan derecesine esittir.
Benzer bir iliski G(s) transfer fonksiyonu matrisi McMillan derecesi ile G(s)

matrisine iliskin sag ve sol MFD lerin payda matrisleri i¢inde gegerlidir. Soyle ki

Tanim 3.9

G(s), (mx¢) boyutlu reel bir polinom matrisi olmak iizere, transfer fonksiyonu
matrisine iliskin ¢arpim mertebesi (SF [G(s)]) detQ,(s) ‘in ( veya detQ, (s)’in )
mertebesine esittir.

G(s), (mx/) boyutlu nedensel rasyonel bir polinom matrisi ve D =LimG(s) olmak

§—>0

uzere Z(s)

Z(s)=G(s)-D
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bi¢imde tanimli bir matris olsun. Eger P,(s)Q. (s), G(s) transfer fonksiyonu

matrisine iliskin en kiigiik mertebeden gerceklemeyi saglayan sag MFD ise
P (5) = P ()~ DQy (5)

seklinde tammli olmak iizere P,(s)Q,'(s) ifadesi, Z(s) matrisine iligkin en kiigiik

mertebeden ger¢eklemeyi saglayan sag MFD dir.

P,(5)Q, (s) ifadesinin en kiigiik mertebeden gergeklemeyi saglayip saglamadigini

incelemek uzere

R =| 2 Faoy=| 2
P(s® | Py (5) - DQy (5%)

seklinde iki matris tanimlansin. F(s*) ve F(s*) matrisleri tiim s* degerleri i¢in ayn
bosluk uzayna sahiptir dolaysi ile de ranklar1 birbirine esittir. Onerme — 3.1°den de
goriilecegi lizere P,(s)Q, (s) ifadesi sadelestirilemez bigime sahiptir dolayisi ile en
kiiciik mertebeden gerceklemeyi saglar. Buradan Z(s) ve G(s) matrislerinin ayni

carpim mertebesine sahip oldugu soylenebilir.

Eger, transfer fonksiyonu McMillan derecesi n =0,,(s) olmak iizere, G(s) transfer
fonksiyonu matrisine iliskin en kii¢iik mertebeden gercekleme ./ (A,B,C,D) ise PBH

test geregi

K(s*)=[(s*1,, - A)

nxn ]nx(nJrﬂ)

matrisinin  erigilebilirlik (reachability) kosulunu saglamasi i¢in tam ranka

(rank[K(s*)]) sahip olmasi gerekir. Onerme 3.1 geregi (sI,, —A)'B matrisi

sadelestirilemez bi¢imdedir dolayisi ile P,(s)Q.'(s), K(s) matrisinin en kiigiik
mertebeden gergeklemeyi saglayan sol MFD sidir. Yani 6, [K(s)]=n ‘dir. Z(s)

matrisi

Z(s)=C(sI,_ —A)"'B=CF(s)
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seklinde yazilabilir. P, (s)Q,', K(s) matrisine iliskin en kiiciik mertebeden

gerceklemeyi saglan sag MFD olmak lizere Z(s) matrisine iliskin bir sag MFD
Z(s5) = [CP ()] Qg (5)

seklinde yazilabilir. Dolaysi ile &, [Z(s)] <5, [K(s)]=n oldugundan Z(s) matrisine
iliskin ¢arpim mertebesi &, [F(s)] en fazla n inci mertebeden olur. Z(s) ve G(s)
matrislerine iligkin ¢arpim mertebeleri birbirine esittir ve G(s) matrisinin McMillan

derecesi ile stirlandirlmistir. Soyle ki 6, [G(s)] <6, [G(s)] dir.

5.[G(s)] ve ,[G(s)] 'in birbirine esit olmast igin ancak ve ancak
5,.[G(s)]25,[G(s)] ifadesi saglanmalidir. G(s) matrisinin ¢arpim mertebesi
detQ,(s) 1in mertebesine esit oldugundan detQ,(s) in mertebesinin Q,(s)

matrisinin elemanlari ile nasil degistigi bilinmelidir.

Tanim 3.10

Q.(s), (/xf) boyutlu tekil olmayan reel bir polinom matrisidir. 1< ;<7 i¢in
5.[Q(s)], j inci siituna iliskin dereceyi gostermektedir. Yani & [Q,(s)], Q,(s)
matrisinin j inci slitununda bulunan en biiyiik dereceden polinomun mertebesidir.
Bunun yam sira Qg (s) matrisi (i,j) inci elemani, Q,(s) matrisinin (i, ;) inci

5,[Qe ()

elemant i¢inde bulunan polinom ifadesinde s I nin katsayisindan meydana gelen

(mxm) boyutlu reel bir matristir.

Q. (s) matrisi tekil olmayan bir matris oldugundan sahip olacagi tiim siitun

mertebeleri sifirdan farkli birer tam sayidir. Q, (s) matrisinin determinanti ifadesi

a, a, ... a,| |l 0 ... 0 0O a, ... O 0 O

a, dy Ay| |Gar Ay Q| |G Ay Ay a, Qy
. .= + N - +

aml am 2 amm aml am2 amm aml am2 amm aml am2
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bi¢iminde yazilabilir. Dolayist ile detQ,(s) ifadesinin mertebesi Q,(s) matrisinin
stitun mertebeleri toplami ile smirlanmis olur. Eger Q. (s) matrisinin siitun
mertebeleri 6, ...,5, 1se Q.(s) matrisi determinant a¢ilimm ifadesinde
s %) teriminin katsayist detQ,, ifadesine esittir. Diger bir ifadeyle detQ,, # 0
yani yliksek mertebeli katsayr matrisinin tersi mevcut ise det Q. (s) siitun mertebesi
ile ayn1 mertebeye sahip olur. Boylece G(s) transfer fonksiyonu matrisine iligkin
durum boyutu (state dimension) 5, [G(s)], Q,(s) tersi alinabilen yiiksek mertebeden
bir katsayr matrisi olmak iizere yine ayni transfer fonksiyonu matrisine iliskin
P,(s)Q, sag MFD si ile iliskilendirilmis olur. P, (s)Q; (s) en kiiciik mertebeden

gerceklemeyi saglayan herhangi bir sag MFD ve V(s)

Po(s)=P(s)V(s) .  Qu(s)=Qu()V(s)

ifadelerini saglayan unimodular bir matris olmak iizere tersi almabilir bir Qg,

matrisi i¢in Pg(s)Qg (s) seklinde tammli baska bir en kiigiik mertebeden

gerceklemeyi saglayan sag MFD tanimlanabilir.

Onerme 3.3

QR(S) , (/x¢) boyutlu tekil olmayan bir polinom matrisi olmak iizere unimodular bir
V(s) matrisinin mevcut olabilmesi i¢in
1. Qu(s)= QR(S)V(S) matrisi yliksek mertebeli tersi alnabilir bir Q,,

matrisine sahip olmali, ve
ii. {5j (QR(S))} slitun mertebesi

0, (QR (s)) >0, (QR (s)) > ... >0, (QR (s)) 3.27)
seklinde azalan bir yapida olmasi1 gerekir.

Kanit

QRH tersi aliabilir bir matris olmak lizere V(s), QR(S)H matrisi siitunlar1 (3.27)

ifadesi ile verilen azalan mertebeli yapiya sahip olacak sekilde tanimli bir [] degisim
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(permutation) matrisi olsun. Eger QRH tersi alinamayan bir matris ise QR(s)Hw =0

ifadesini saglayan bir we®R” vektorii tanimlanmalidir. En genel anlamda w
vektoriiniin sifirdan farkli ilk elemani1 1 dir ve & ’inct elemandir. Benzer sekilde

E(s), (¢x¢) boyutlu bir polinom matrisi olsun. E(s) matrisinin 4 'mc1 siitunu

haricindeki siitunlar1 I, , matrisinin stitunlar1 ile aymidir. & ’inc1 siitununa iliskin
elemanlari ise E(s),,, k£ sttunundaki elemanlar1 gostermek tlizere

o i<kiseOve
o i>k ise &, QR(S)H matrisine iligkin siitun mertebesini gostermek

. 5 -5
lizere ws" ™"

dir. detE(s)=1 oldugundan E(s) matrisi unimodular bir matristir. Dolayis1 ile
QR(S)HE(S) ve QR (s)IT matrislerinin yalmizca & ’inc1 siitunlar1 farklidir, bunun
haricindeki biitiin siitunlar1 birbirinin esittir. E(s) matrisinin uygun bi¢cimde se¢imi
ayni zamanda QR(S)HE(S) matrisinin & ’inc1 slitununa iliskin siitun mertebesinin
QR(S)H matrisinin & ’inct siitununa iligkin siitun mertebesinden kiigiik olacagini

garantiler.

Eger QRH tekil bir matris ise QR(S)HE(S) matrisinin, elemanlar1 toplami QR (s)
matrisi siitun mertebesi dizisi elemanlari toplamindan kii¢lik olan bir silitun mertebesi

dizisine sahip olacagt unimodular bir [[E(s) matrisi tanimlamak igin
QR(S):QR(S)HE(S) matrisinden tekil olmayan bir yiiksek mertebeli bir katsayi
matrisi QRH elde edilemediginden, QR(S)HE(S) matrisi iizerinde degisim ve

diisiirme (reduction) islemine kosul saglanincaya kadar devam edilir. Siitun
mertebeleri toplami sonsuza kadar azaltilamayacagindan, diisirme islemi sonlu

saylda adimda gergeklestirilmelidir. Bu islemler sonucunda, siitun mertebesi, Q, (s)

matrisi siitun mertebesi (3.27) ifadesini saglayacak yapida, tersi alinabilir yiiksek

mertebeden bir katsay1 matrisine sahip
Qu (5) = Qu(5)V ()

ifadesini saglayan unimodular bir V(s) matrisi elde edilebilir. Dolayisi ile
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O [G(s)] = mertebe[det Qr (s)] =90, [QR (S)] S P +0, [QR (S)]

ifadesini saglayan tersi almabilir bir Q,, matrisi tanimlamaya imkan taniyan ayni

zamanda
P () =P ()V(s) .  Qu(5)=Qu(s)V(s)

ifadelerini saglayan G(s)=P,(s)Q, seklinde tanimli herhangi bir sag MFD
secilebilir. Ayn1 zamanda Q. (s) matrisine iliskin siitun mertebesi dizisi de (3.27)
ifadesini saglar.

7 (A,B,C,D), G(s) transfer fonksiyonuna iliskin bir ger¢eklemeyi gostermek iizere
5,.[G(s)]26,[G(s)] oldugundan her iki mertebe birbirine esittir. Burada
Z(s)=G(s)-D ve f’R(s)Ql;I, Z(s) matrisine iliskin en kiiciik mertebeden

gerceklemeye sahip sag MFD dir.
I~)R (s),, = z Z(s),, Qg ().,
k=1

seklinde tanimli oldugundan ve Z(s) matrisi kesin nedensel bi¢imde oldugundan
1~’R(s),."/. in mertebesi tim i ve ;j degerleri i¢in kesinlikle &, den kiigiiktir. Eger

0, <0 ise o halde tim 1<i < p degerleri igin P, (s),, =0 dir.

s, ,k >0 degeri icink ’1nc1 siitun vektdriinii gostermek iizere
4T
s, =[1 s s . st l}

S, (5,x() boyutlu bir matris olsun. &,, ¢, siitun mertebelerinin toplamlarina esit
oldugundan S matrisinin ;’inci sitununu 6, +3, +...+6, , seklindedir. Elemanlarin
yerlesimi j:1,2,...,j—1 i¢in Ustten her bir ; degerine karsilik gelen deger kadar
(6,) sifir en iistte, sifirlardan itibaren S5, vektorii ve geri kalan kisma yine sifir

yerlestirilir.
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P,(s), (mx/) boyutlu en kiigiik mertebeden gerceklemeyi saglayan bir matris

oldugundan
P.(s)=CS

ifadesi geregi (mxdS,) boyutlu bir C matrisi mevcut olmalidir. Burada C matrisi,
G(s) transfer fonksiyonu matrisi i¢in dngoriilen .~ (A,B,C,D) ger¢eklemesinde yer

alan C matrisi ile aymdir. Soyle ki Z(s) matrisi

Z(s) = P (5)Q (5) = CSQ, (5)B

=C(sI, -4)'B (3.28)

biciminde yeniden yazilabilir. (28) ifadesi gereg§i A ve B matrisleri
sQR(s)=(s I - A)'B 3.29)
sS=AS+BQ,(s) (3.30)

Q.. > Q.(s) matrisine iligkin tersi almabilir yiiksek mertebeden katsayr matrisini

gostermek {izere

s70 0
0 s> 0 ... 0
Qu(5)=Qpu| : 0 . i [+Qg(s) (3.31)
L
(0 0 0 s

ifadesi yazilabilir. Q,(s) matrisi, P,(s) matrisine iliskin elemanlarm mertebeleri
hususunda yazilan tiim sinirlamalara sahiptir. M(s), (¢x6,) boyutlu reel bir matris

olmak iizere Q,(s)=MS ifadesi yazilabilir. A(s), (3.31) ifadesinin saginda yer alan

diyagonal bir matris olmak ilizere A ve B matrisleri eger
sS=(A+BQ;,G)S+BQ,A(s) (3.32)

ifadesi mevcut ise saglanir.

67



B, (0,x0) boyutlu &, =0 igin j inci situnu sifira esit, 6, #0 igin ise yalnizca

0, +6,+...+6, inci konumda 1 degerine sahip reel bir matris olmak tizere
B=BQ,;,

ifadesi yazilabilir. i nin 6 +6,+...+5, degerini aldigt baz1 j degerlerinde
BQ,,G(s) matrisinin / inci satirt G(s) matrisinin j inci siitununa esit olup i nin

diger degerlerinde BQ,, G(s) matrisinin i inci satir1 sifir degerini alir.

Eger baz1 j degerlerinde i o, +0, +...+6, degerini aliyor ise A matrisinin i inci
satirt, BQ,,G(s) matrisinin i inci satirmin negatif isaretlisidir. 7, A matrisine

iligkin satir numarasini gostermek tlizere A matrisini (i,i+1) inci eleman1 1 degerini

alip geri kalan elemanlar sifira esittir.

x 1 O
0 x
A=|0 0 «x
10 0 0 x|

(3.28) ifadesinde de acikca goriilecegi lizere .~ (A,B,C,D) nin G(s) transfer
fonksiyonuna iliskin bir gergeklemeyi gdstermesi i¢cin A matrisi (6,x0,) boyutlu
olmalidir.

Tiim 6zellikler sol MFD (G(s) =Q.'(s)P, (s)), ancak analizi gerceklestirirken satir
mertebesi ve Q, (s) matrisine iliskin yliksek mertebe katsayr matrisi hesaplanir.

Bunun yani sira yapilacak analizin dogrulugu G'(s) yeni transfer fonksiyonuna

iliskin P/ (s)(Qi (s))_I sag MFD si yapilarak anlasilabilir.
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3.2.3 Smith-McMillan Bi¢imi

G(s), (mx¢) boyutlu normal ranki » olan rasyonel bir transfer fonksiyonu matrisi,
d(s) polinomu G(s)’in sifirdan farkli tiim katsayilarinin en kii¢iik ortak boleni ve

N(s) (mx()boyutlu bir polinom matrisi olmak iizere, G(s)matrisi

G(s) = %N(s) (3.33)

seklinde yazilabilir. Burada
rank (N(s)) = rank (G(s)) = r (3.34)
dir. Eger N(s) polinom matrisinin Smith formu S(s) ise
S(s)=L(s)N(s)R(s) 3.35)
yada
N(s)=L"(s)S(s)R™"(s) (3.36)

ifadeleri yazilabilir. Dolayisiyla rasyonel G(s) transfer fonksiyonu matrisinin Smith-

McMillan bi¢imi

M(s) =%S)S(s> (3.37)

seklinde elde edilir. S(s) ile d(s) arasinda olabilecek tiim sadelestirmeler

gergeklestikten sonra G(s) matrisinin Smith-McMillan bigimi

M * (S) rxr Orx /—r
M(S)(mx/,) :|: 0 ) 0 “n :| (3.38)
(m—r)x/ (m—r)x({—r)
bicimine getirilebilir. Burada M(s)= diag{ £() , £(5) s & (S)} seklinde
wi(s) v,(s)  w.(s)

tanimhidir.  Smith bi¢iminde yazilan S*(s) matrisi i¢in gecerli olan
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£,(s)| &,(s) ifadesiyle tanimlanan iligki Smith-McMillan bi¢iminde yazilan M(s)

& (S) g/, (S)

matrisi i¢inde gegerlidir. Soyle ki, ——=|—— ’dir. Bu durumda j >i olmak iizere
w.(s) v, (s)

her &,(s), &,(s) ‘e kalansiz olarak boliiniir yani;

&) & ()| ...1€.(s)

ve benzer gekilde her . (s), v, (s) ‘e kalansiz olarak boliniir. Diger bir degisle

v, () [0, (9)] - [y ()

iliskisi gecerlidir. Denklem (3.37) ‘da ki M(s) matrisi elemanlariin pay ve paydasi

arasindaki tiim sadelestirmelerin gergeklestigini diisiiniirsek, denklem (3.33),(3.35)

ve (3.37) ‘dan

M(s) = L(s) G(s) R(s) (3.39)
ya da
G(s)=L'(s)M(s)R"(s) (3.40)
ifadeleri elde edilir. M(s) matrisi
M(s) = % (3.41)
ya da
M(s) = Z(s)[W(s)]" (3.42)
seklinde

Z(s)=diag(¢,,....¢,,0,...,0)

. (3.43)
W(s) =diag(v,,....v,,0,...,0)
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ifadeleri ile tanimhi iki matrisin orani bi¢iminde yazilabilir. (3.42) ifadesi, (3.40)

denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilarak

-1

G(5) =L ©ZE)[DE)] R '@ =[L'0)26)] (R ') 'Des) |
G =P Q' (9)

3.44)

G(s5) =L (5)[D(s)] Z(s)R™'(5) = [D(s)(Ll(s))l T [Z()R™(s)]
G(s)=Q ' ()P (s)

(3.45)

sag ve sol MFD ifadeleri elde edilebilir. Eger (3.13) denklemi agik bigimde yazilirsa

M * () ) 0} [ R, (8) sy

G =L L
(oo [I(S)<mxr> z(s)mxw-n}{ 0 0 Rz(s)«.,oxj (3.46)

=L,(s)M* ()R, (5)

g(s) &(s)  &(s)
v (8) Wy () w,(s)

ve ayrica M(s) = diag{ } seklinde tanimli oldugundan denklem

(3.46) geregi

G(s)= LI(S){dzag{ £,(5) H R, (s)
w.(s)

— g g(S)T
Z i(8) = v (s)

yazilabilir. Burada ¢,(s), L,(s)matrisinin siitun elemanlarim{/,(s)[i=1,2,...,r} ve
1" (s) ise R,(s) matrisinin satir elemanlarim {r,.T(s)|i=1,2,...,r} ifade eder. Nedensel

< (A,B,C) sisteminde (D(s)=0) herhangi bir u(s) giris isaretine karsilik elde

edilecek y(s) cikis isaretine iligkin ifade (3.1) iligskisinden

¥(s) = géi(s)%rf (s)u(s) (3.47)
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olarak elde edilir. Eger &, birim darbe (Kronecker Delta) isaretini ifade ederse,

a(s) sifirdan farkli olmak iizere sisteme r/ u(s)=38, a(s) sartini saglayan bir giris
isareti uygulandig1 takdirde belirli frekans degerlerinde y(s) c¢ikis isareti icin iki
durum s6z konusudur. Bu durumlardan ilki ¢,(s)=0 olmasi ve dolayisi ile y(s)=0
olmasi, diger durum ise y,(s)=0 olmasi, dolayist ile y(s) c¢ikis isaretinin sonsuz

degerini almasina kars1 diiser.

Buradan elde ettigimiz sonuglar dogrultusunda asagidaki tanimlamalar yapilabilir.

Tanim 3.11

{w.(s)|i=12,...,r} polinom kiimesinin elemanlarina G(s) matrisinin kutuplar1 denir

ve genellikle
p(s)=(—p)s—p,)...... (s—p) (3.48)

biciminde gosterilir. p(s), G(s) matrisinin kutup yada karakteristik polinomu olarak

isimlendirilir. p(s) kutup polinomu asagidaki bicimde de yazilabilir.

P&)=[ v (3.49)

Tanim 3.12

{¢,(s)|i=12,...,r} polinom kiimesinin elemanlarma G(s) matrisinin sifirlar1 denir

ve sifir polinomu bigiminde yazilabilir
2(s)=(s—z)(s—2,)...... (s—z) (3.50)

z(s) sifir polinomu

2(s) = H £.(s) (3.51)

biciminde de yazilabilir.
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Onerme 3.4 [9]

mx{ boyutlu G(s), mx/ boyutlu tam veya yar1 nedensel bicimde tanimli rasyonel bir
transfer fonksiyonu matrisi ve . (A,B,C,D(s)), G(s) matrisine iliskin en kiiciik
mertebeden gerceklemeyi gosterir. x(t,) = x, baslangic durumlarmi ifade etmek

luzere

zt
U, e t>t
u(t): 0 0
0 t<t,

bicimde tanimli bir u(¢) giris isareti igin G(s) transfer fonksiyonu matrisinden elde

edilecek ¢ikis isareti u, e C" ve ze C—{},(A)} olmak iizere
y(®)=e™(x, - (z1-A) "By, )+ G(2)u, &

yazilabilir. Dolayisti ile x, = (z1-A)" Bu, baslangi¢c durum i¢in ¢ikista goriilebilecek

durum yalnizca z olacaktir, yani
y(®)=G(2)u, e

olacaktir. Sistem sifirlarinin, sifirdan farkli bir u(¢) giris isareti i¢in ¢ikis isaretini

sifirladigi bilinir. Su halde sistem
u(t) =ke
girig isareti uygulanmasi halinde ¢ikis igareti
y(t)=G(z)ke"

seklinde elde edilir. Dolayisiyla, “G(s) transfer fonksiyonu matrisi ifadesinde s =z

yazilarak karmagsik aktarim matrisi bulunabilir “[10].
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Teorem 3.2 [11]

Nedensel bi¢cimde verilen bir . (A,B,C) sistemi i¢in, g karmasik elemanlardan
olusan bir vektor, 1(t); Heaviside birim basamak fonksiyonu ve (x,=x(0));

baslangi¢ durum vektoriinii gostermek tizere sisteme uygulanan u(z) giris isareti

ut)=ge’'1()
seklinde verilmis olsun.

y(t)=o(t,t,,x,,8,2)=0 , V>0

ifadesini saglayan bir z,x, ve g ’nin varlig1 i¢in gecer ve yeter kosul

{ZI—A —B}[xo}
=0 (3.52)
C 0|l g

esitligini saglayan bir ¢ézlimiin varligidir.
x(1)=Ax(t)+Bu(t) , u(t)=ge”
seklinde verilen lineer bir sisteme ve giris isaretine Laplace doniisiimii uygulanirsa

Bg

S—Z

s(x(s)—x,)=Ax(s)+
ve
(sI-A)x(s)(s—z)=slx,(s+z)+Bg
seklinde diizenlenirse, (3.52) ifadesi geregi (zI-A)x, =B g oldugundan,
I-A)(s—2)x(s) = x, [(s—2) I+ (zI-A)| = X(0)(sT - A)

elde edilir. Buradan
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1
x(s)=—x, yada x(t)=x,e”" , V>0
s—z
durum doniisiimii ifadesi elde edilir. Bu iliski durum uzayinda dogrusal bir yoriingeyi
tanimlar.

Teorem 3.3 [11]

(3.1) ifadesi ile taniml1 nedensel olmayan bir .#( A, B,C,D(s) ) sisteminde

(1) = Ax(t) + Bu(t)

dk dkfl
Y(t) :CX(ZL)—F{Dkw—FDk-I F‘F...“FDO}U(t)

olarak tanimlanmis olsun. Eger sisteme
u(®)=ge’'1()
biciminde bir giris isareti uygulanirsa ¢ikis isaretinin
y(O) =o(t,t,,x,,8.2)=0 , Vi>0

kosulunu saglayan bir z,x, ve g’nin mevcut olabilmesi i¢in yeter ve gerek kosul

{zl -A -B Mxo}
=0 (3.53)
C D@H]J g

ifadesinin saglanmasidir. Bu teorem bir 6ncekine benzer sekilde kanitlanir.

Tanim 3.13

(3.4) ifadesinde tanimlandig1 gibi; polinomlardan meydana gelen herhangi bir G(s)
transfer fonksiyonu matrisine iliskin S(s) Smith bi¢imli polinom matrisinin S *(s) ile
taniml1 diyagonal elemanlarinin her birine G(s) matrisinin sabit polinomu veya sabit

carpani denir.
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Tamm 3.14

Eger D,(s), G(s) matrisinin sifirdan farkli j. mertebeden butiin minérlerinin monik
en biiyiik ortak bir béleni ise, {Dj(s):j=l,2,...,r} ve {D, =1} polinomlarina G(s)
matrisinin determinantsal bolenleri denir. j. mindriine iligkin en biiyiik ortak bdlen

~ D)

$;(5) D_(s)

ifadesiyle tanimlanir. Dolayisiyla, determinantsal bolenlerden yararlanilarak, G(s)
matrisi herhangi bir basit satir ve/veya siitun islemi yapilmaksizin ya da Smith

bi¢imine doniistiiriilmeksizin s (s) sabit ¢arpanlari belirlenebilir.

Tanmm 3.15

G(s) matrisinin sabit polinomlarinin R[s]’de tanimli en kii¢iik monik ¢arpanlari

5()=(5=A)" (5= )7 o (5=24)% , j=L2,..,r

biciminde ayrilirsa fe,:i=12,..,k;j=12,....r} negatiften farkli tam sayilar ve her
bir (s—4), s;(s) sabit polinomunun farkli lineer carpanlarini gdstermek tizere

(s—A)” nin sifirdan farkli olasi tim degerlerine G(s) matrisinin basit bolenleri

denir. Ancak

“As,(s):j=1,2,...,r} sabit polinomlarimin en kiigiik monik ¢arpanlarindan bazilarinin

e, us ifadesinin sifir degerini alabilecegi unutulmamaldir” [14].

m>/{ olacak sekilde mx¢ boyutlu bir P(s) sistem matrisini gz Oniinde

bulunduralim. z, P(s) matrisinin sabit polinomlarindan birisine ait bir sifir olmak

X,
P@{ ﬂ:o
g

luzere
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ifadesini saglayan sifirdan farkli bir [x, g]T vektoriiniin mevcut olmasi, P(s)

matrisinde s yerine z degerinin yazilmasi halinde P(s) matrisinin siitun ranki

kaybetmesi yeter kosuldur.

Teorem 3.4 [13]

En az birinci mertebeden karmasik katsayilardan olusan her hangi bir p(x) polinom

matrisi karmasik sayilar kiimesinde tanimli en az bir tane z sifirina sahiptir. Diger

bir degisle z, p(x) polinomunun bir kokiidiir. Dolayisiyla eger =z,
p(x) polinomunun bir sifir1 ise p(x) polinomu (x-z)’e kalansiz olarak boliiniir.

q(x), p(x)/(x—z) isleminden elde edilen boliimi gostermek iizere
p(x) = (x—2)q(x)

ifadesi yazilabilir. Burada ¢(x) polinomun mertebesi, p(x) polinomunun

mertebesinden bir diistiktiir.

Tanim 3.16

A  €C ve o(A), A matrisinin 6z degerlerinden meydana gelen bir kiime olmak

X

tizere herhangi bir 1 € o(A) 0z degeri igin
Ax=1x

kosulunu saglayan tiim x e C"vektorlerine A matrisinin 4 6z degerine karst diisen
bir 6z uzay1 bulunur. Oz uzaym sifirdan farkli elemanlar1 A matrisinin A 6z

degerine karsilik diisen 6z vektorlerdir.

Teorem 3.5

A, €C seklinde tanimli bir matris olsun. A matrisinin diyagonal bigime

getirilebilmesi ic¢in yeter ve gerek kosul A matrisinin 6z vektdrlerinden meydana

gelen n tane lineer birbirinden bagimsiz vektoriin varligidir.
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Tanim 3.17

A, €C matrisinde 4 6z degerine kars1 gelen 6z uzaym boyutuna A 6z degerinin

geometrik ¢oklugu denir. 4 0z degerine karsi gelen karakteristik polinomun

sifirlarina A 6z degerinin cebrik ¢coklugu denir.

Geometrik ¢okluk, A4 0z degerine karst gelen lineer birbirinden bagimsiz 6z

vektorlerin sayisini belirler.

Tanim 3.18

A e C bi¢iminde tanimli bir matris olmak {lizere; A matrisinin lineer birbirinden

bagimsiz 6z vektorlerinin sayisi n ise bu yapidaki matrislere yar1 basit (semisimple,
nondefective) matris denir. Bagimsiz 6z vektorlerinin sayist n den kii¢iik olan
matrislere yar1 basit olmayan (not semisimple, defective) matris denir. Diger bir
degisle geometrik ¢okluk sayisi cebrik cokluk sayisina esit olan matrislere yar1 basit

matris, diisiik olanlara ise yar1 basit olmayan matris denir.

Tanim 3.19

P(S) omnnsry» SiStEM matrisi olmak tizere rank(P(s))=r (n<r<min[(n+m),(n+/)])

“dir. {A, B, C,D} ile taniml1 bir sistemin monik en biiylik ortak bolenlerine o sistemin

sifir polinomu denir ve z (s) ile gosterilir.

3.2.4 Degismez Sifirlar

P(s) sistem matrisinin, degismez polinomlarinin sifirlarina, sistemin degismez
sifirlar1 denir. Diger bir degisle; P(s) matrisinin en biiyilk mertebeye sahip tim
mindrlerinin monik en bilylik ortak boélenlerinden olusan polinoma z,(s)sabit sifir

polinomu denir.

Genellikle sistem sifirlart kiimesi, degismez sifirlar kiimesini kapsar.P(s) ... ..

sistem matrisi i¢in eger m =/ ve detP(s)= 0 ise bu durumda sistem sifirlar1 kiimesi

degismez sifirlar kiimesine esittir.
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Basit yapili sistemler acisindan sistemin sabit sifirlari, {z}sabit sifirlari, cikis

isaretinin sifirlandig birbirinden bagimsiz ¢oziimlerin olusturdugu ¢6ziim kiimesi ile

birebir ortiisiir. Yani diger bir degisle {z,} sabit sifir sayis1 kadar bagimsiz ¢6zim

vardir.

Fiziksel a¢idan sabit sifirlar, {z,} sabit sifirmin bulundugu karmasik frekansta sistem

cikisini sifir yapacak girig ve ¢ikis birlesimlerinin se¢ilmesi probleminin ¢dziimiine

karsilik diiser.

3.2.5 Aktarim Sifirlan

Bilindigi tlizere G(s) transfer fonksiyonu matrisi yalnizca tam kontrol edilebilir ve
tam gozlemlenebilir alt sistemi temsil ettiginden P(s) sistem matrisi, G(s) transfer

fonksiyonu matrisinden sistem davranisina iliskin daha fazla bilgi igerir.

Dolayisiyla P(s) ve G(s)matrisleri arasinda goze carpan bu fark dogrudan bu
matrisler araciligiyla tanimlanan sifirlarda da farkliliga neden olur. Soyle ki P(s)
matrisi kullanilarak elde edilen sifirlarin olusturdugu kiime, G(s) matrisi kullanilarak

elde edilen sifirlarin olusturdugu kiimeyi kapsar. Sayet sistem tam kontrol edilebilir
ve tam gozlemlenebilir ise bu durumda her iki matris icin elde edilen sifirlarin

olusturdugu kiimeler birbirine esittir.

Skaler bir G(s) transfer fonksiyonu icin sisteme iliskin degismez ve aktarim sifirlar
birbirine esittir.

Tamm 3.20

G(s) transfer fonksiyonu matrisi kullanilarak elde edilen sifirlara iletim sifirlar
denir.

Tamm 3.21

G(s), nxn boyutlu bir transfer fonksiyonu matrisi olsun. detG(s)#0 ve z,eC,
G(s)’in herhangi bir sifir1 olmamak {lizere, eger detG(z,)=0 ise z,, G(s) transfer

fonksiyonu matrisinin bir aktarim sifiridir.
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Davison ve Wang (1974) tarafindan yapilan diger bir iletim sifir1 tanimina gore;

Smith bigiminde yazilan bir P(s) sistem matrisi

~ P*(s) 0
P(s) =L(s) 0 0 R(s)

seklinde tanimlamis olalim. Burada

Si(s) 0
P*(s)= B

0 Jien(8)

dir. Dolayisiyla sistem matrisine iliskin sabit sifir polinomu z, (s)

21(8) = £1(8) f5(8) - Sy, (5)

seklindedir. Yani sistem sabit sifirlar1 z (s) sabit sifir polinomunun sifirlaridir.
Sistemin aktarim sifirlar1 ise en yiliksek mertebeli sabit polinomun ( f,, (s))
kokleridir. Dolayisiyla aktarim sifirlart kiimesi, degismez sifirlar kiimesinin bir alt

kimesidir.

Sistemin tam kontrol edilebilir veya tam gozlemlenebilir olmadigi durumda bazi
karmagsik frekans degerleri halen degismez sifirlar kiimesi icinde yer almasina
ragmen artik aktarim sifirlar kiimesi igerisinde yer almaz. Bu durumdaki karmagsik

frekans degerlerine ayrim sifirlar1 ad1 verilir.

Teorem 3.6

G(s) reel rasyonel bir transfer fonksiyonu matrisi ve .¥ (A,B,C,D) bu G(s)

matrisine karsilik gelen en kiiciik mertebeden bir gercekleme olmak iizere, eger

z e C minimal ger¢eklemenin degismez bir sifirtysa z ayni zamanda G(s) transfer

fonksiyonu matrisinin de bir aktarim sifiridir.
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3.2.6 Ayrim Sifirlan

Ayrim sifirlart tanimi Rosenbrock (1970) tarafindan sistem giris ve/veya ¢ikislari ile

etkilenemeyen durumlarin serbest niteligini tanimlamak iizere kullanilmistir.

3.2.6.1 Giris Ayrim Sifir
Sistem girisleri tarafindan etkilenemeyen durumlarin serbest niteligini tanimlar.

{£,(s):i=1,2,...,n} sabit ¢arpanlara sahip Smith bi¢iminde tamimli [sI-A -B]

nx(n+0)
bicimde bir matris diislinelim. Matrise iliskin sabit ¢arpanlarin ¢arpimi, kokleri

{A,B,C,D} matrisleri ile tanimli sistemin giris ayrim sifirlarina karsihk gelen bir

polinomdur. Bu polinom ayni zamanda [sI-A -B] matrisinin sifirdan farkli en

nx(n+/0)
biiylik mertebeden (7. mertebeden) mindrlerinin monik en biiyiik ortak bolenlerinin
carpimina esittir. Bu tanim dogrultusunda sistemin girig ayrim sifirlart A matrisinin

0z degerleridir ve ayrica{A,B,C,D} sisteminin sifirlaridir.

" karmasik eslenik evrim islemini temsil eder ve v”, A matrisinin sol 6z

vektoriidiir. z sistemin bir giris ayrim sifirt olmak ilizere rank[zI-A -B]<n

oldugundan v",  # 0vektdrii mevcuttur. Yani

v [z1-A]=0
viB=0

ya da
vi[zI-A B]=0

giris ayrim sifirlari, P,(s) matrisinin satir ranki kaybetmesi hadisesiyle iliskilendiri-

lecek olursa

P(s)=[sI-A B] (3.54)
ya da

P(s)=[sI-A -B]
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yazilabilir. Dolayisiyla giris ayrim sifirlari, P,(s) matrisine iliskin sabit polinomlarin

da sifirlaridir. Eger sistem girislerinin sayisi ¢ikiglari sayisindan fazla ise sistem sabit
sifirlarinin  bazilar1 aym1 zamanda giris ayrim sifiridir. Bu durum bazi sistem

durumlarinin kontrol edilemedigi anlamina gelir.

%3

n, A matrisinin mertebesini gostermek iizere, eger denklem (3.54) ile Smith
bigiminde tamimlanan P,(s) matrisi [1,, 0] bicimindeyse sistem herhangi bir giris
ayrim sifirina sahip degildir” [14].

Eger P (s) matrisi Smith bi¢iminde degilse, (sI-A) ve B matrislerini soldan ortak
bolen unimodular bir R(s) matrisi bulunabilir. Boylelikle (sT—A) ve B matrisleri
R(s) matrisine aralarinda asallik meydana gelinceye kadar soldan bdlme islemi

yapilarak kontrol edilemeyen kisim ayristirilir.

3.2.6.2 Cikis Ayrim Sifir1

{gj (s):j=1, 2,...,n} sabit ¢arpanlara sahip Smith bi¢iminde tammli [sI-A C] P

bicimde bir matris diisinelim. Matrise iligskin sabit ¢arpanlarin ¢arpimi, kokleri

{A,B,C,D} matrisleri ile taniml sistemin ¢ikig ayrim sifirlarina karsilik gelen bir
polinomdur. Bu polinom aym zamanda [sI-A C]' . matrisinin sifirdan farkl
en biiyiik ». mertebeden mindrlerinin monik en biiyiik ortak boélenlerinin ¢arpimina

esittir.

o e C", A’nin bir 6z vektorli ve z uygun bir ¢ikis ayrim sifir1 olmak iizere;

(zI-A)w=0
Cw=0
ya da
[zI—A}
w=0
C

cikis ayrim sifirlart P,(s) matrisinin siitun ranki kaybetmesi ile iliskilendirilecek

olunursa
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psy=| 1A (3.55)
‘ C

yazilabilir. Dolayisiyla, c¢ikis ayrim sifirlari; P (s) matrisine iliskin sabit

polinomlarin sifirlar1 olarak da tamimlanabilir. Sayet sistemin c¢ikislarmin sayist
giriglerinin sayisindan fazla ise bu durumda sisteme iligkin bazi sabit sifirlarin ayni
zamanda ¢ikis ayrim sifir1 olur. Bu durum bazi sistem modlarinin goézlemlenemedigi

anlamina gelir.

“n, A matrisinin mertebesini gostermek iizere eger Smith bi¢imindeki (3.55)
denklemi ile tammlanan P,(s) matrisi [I O]T biciminde ise sistem herhangi bir
¢tkig ayrim sifirina sahip degildir” [14].

Eger P,(s) matrisi Smith bigiminde degilse (sI—-A) ve C matrislerini sagdan ortak
bolen unimodular bir Q(s) matrisi bulunabilir. Béylece (sI-A) ve C matrisleri

Q(s) matrisine aralarinda asallik saglanincaya kadar sagdan boéliinerek

gozlemlenemeyen kisim ayristirilabilir.

3.2.6.3 Giris — Cikis Ayrim Sifir1

Denklem (3.55) “lin tamimladigi P,(s) ve Denklem (3.54)’iin tanimladigi P,(s)

matrislerinin birlikte saglayan s =z karmasik frekans degerlerine giris — ¢ikis ayrim

sifirlar1 denir. Bu durumda z, sifirlar1 sistemin hem kontrol edilemeyen hem de

gbzlemlenemeyen durumlarina karsi diiger.

Tanim 3.22

Sisteme iliskin giris ayrim sifirlarinin  sayisi [B AB A'B .. A""B] kontrol
edilebilirlik matrisindeki rank eksikligi kadardir. Benzer sekilde, sisteme iliskin ¢ikis
ayrim  sifirlarinin  sayist [CT A'CT (ANY'C L. (AT)""CT] gbzlenebilirlik
matrisinde meydana gelen rank eksikligi kadardir.

x(1)=Ax(t)+Bu(t) ve y(t)=Cx(t)+Du(t) denklemleriyle tanimli bir sistem ve
G(s)=C(sI-A)'B+D ifadesiyle verilen transfer fonksiyonu matrisine iliskin
tanimlar 6zetlenirse:

83



P(s) sistem matrisi kare ve tekil olmayan bir matris ise sisteme iligkin sifirlar
sistemin sabit sifirlarina esittir. Aym1 zamanda {A,B,C,D} matrisleri ile tanimh

sistem tam kontrol edilebilir ve tam gbézlemlenebilir ise sistem sifirlari, sabit sifirlar

ve aktarim sifirlar1 kiimeleri birbirine esittir.

Giris ayrim sifirlar1 kiimesi, A matrisinin kontrol edilemeyen 6z degerlerinin
olusturdugu kiimeye esittir. Benzer sekilde; c¢ikis ayrim sifirlart kiimesi, A
matrisinin gozlemlenemeyen 6z degerlerinin olusturdugu kiimeye esittir. Giris — ¢ikis
ayrim sifirlar1 kiimesi ise A matrisinin hem goézlemlenemeyen hem de kontrol

edilemeyen 6z degerlerinin olusturdugu kiimeye kars1 gelir.
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4. SIFIRLARIN TANIMI VE TEMEL OZELLIKLERi

7(A,B,C) bi¢iminde tanimli nedensel bir sistem matrisi

SI}’IX}’I - Anxn _anm
P(S)(m+n)x(m+n) = C 0 (4‘1)
seklinde tanimlidir ve
det P(s) =|P(s)|=z(s) 4.2)

dir. Buna gore sisteme iligkin sifirlar z(s) polinomunun kokleridir.

Sifirlarin degismezligini incelemek iizere sisteme iligkin polinom matrisinin normal

rankini degistirmeyen elementer blok satir ve siitun iglemleri kural tablosu
e Herhangi iki blok satir/siitun yer degistirilebilir

e Herhangi bir blok satir/siitun tekil olmayan bir matrisle sagdan/soldan

carpilabilir

e Herhangi bir blok satir/siitun, kendisi ile herhangi bir sabit /polinom matrisi
ve diger bir blok satir/slitun matrisinin sagdan/soldan carpiminin toplami

seklinde yeniden yazilabilir

seklinde tanimlanabilir. Bir blok satir/siitun, bir veya daha fazla satir/siitun ‘dan

meydana gelir.

4.1 Sifirlarin Degismezligi

Sifirlarin degismezlik 6zelligi dort ana baslik altinda incelenebilir.
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4.1.1 Durum Vektoriine Tekil Olmayan Bir Doniisiim Uygulanmasi Hali

x(¢) = Ax(?) + Bu(?)

4.3)
y() = Cx(7)
seklinde taniml1 bir sistem ve bu sisteme iligkin sistem matrisi P(s)
P( ) SIHX"I _A _B (4 4)
s)= .
C 0

N, . tekil olmayan bir donilisim matrisi olmak iizere x(¢), durum vektoriine

X(2) =Nx(z) ifadesi ile tanimli bir doniisiim uygulanmasi halinde (4.3) ile taniml

sistem, A =NAN"', B=NB, C=CN"' olmak iizere

() = Ax(1) + Bu(?)

A 4.5)
y() = Cx(7)
haline dontisiir. (4.5) ile taniml1 sistem i¢in Rosenbrock sistem matrisi
) sl -A -B I,,~NAN"' -NB
Ps)=|" "™ = (4.6)
0 CN~- 0

seklindedir. (4.6) ifadesi ile tanimli sistem matrisine elementer blok satir/siitun

islemleri uygulanarak (4.5) ifadesi ile taniml1 yeni sisteme iligkin rank ifadesi

5 (sT_ —NAN')_ | -NB N-NA | -NB
P(s) = rank (S o jN i } = rank {S C I }
L |

CN™ 0 0
N (sN-NA) -NB I -A -B
=rank|---~---——-——————- =rank nxn (4'7)

seklinde bulunur. Buradan (4.4) ve (4.7) ifadelerinin aynmi rank ifadelerine sahip
oldugu goriiliir. Dolayist ile (4.3) ve (4.5) sistemleri i¢in yazilan sistem matrislerinin
ayni s =z karmasik frekans degerlerinde rank kaybettigi sdylenebilir. Yani diger bir

degisle her iki sisteme iliskin sifirlardan meydana gelen kiimeler birbirine esittir.

86



Sonug olarak durum vektoriine tekil olmayan bir doniisiim uygulanmasi halinde
sistem sifirlar1 herhangi bir degisiklige ugramaz.
4.1.2 Giris Vektoriine Tekil Olmayan Bir Doniisiim Uygulanmasi Hali

(4.3) ifadesi ile verilen bir sisteme, M, , tekil olmayan bir doniisiim matrisi olmak
tizere u(t), giris vektoriine u(z) = Nu(¢) ifadesi ile tanimli bir doniisiim uygulanmasi

halinde sistem, B=BM™' yeni giris matrisi olmak tizere

X(1) = Ax(¢) + Ba(?)
y(®) = Cx(?)

(4.8)

haline doniisiir. Elde edilen yeni sisteme iligkin Rosenbrock sistem matrisi rank

ifadesi

. I -A -BM' I -A!'(-BM"
P(s) = rank| " ™ = rank|> ™ M
C 0 c Lo 4.9)

= mnk[P(s)]

seklindedir. Dolayisiyla (4.9) ifadesinden de goriilecegi iizere giris vektoriine tekil
olmayan bir doniisiim uygulanmasi sistemin sifirlarinda herhangi bir degisiklige

neden olmaz.

4.1.3 Cikis Vektoriine Tekil Olmayan Bir Doniisiim Uygulanmasi1 Hali

(4.3) ifadesi ile verilen bir sisteme, T,  tekil olmayan bir donilisiim matrisi olmak

mxm

tizere y(¢) cikis vektoriine y(¢) =Ty(¢) ifadesi ile tanimli bir doniisiim uygulanmasi

halinde sistem, C=TC yeni girig matrisi olmak tlizere

x(¢) = Ax(?) + Bu(?)

) (4.10)
y(#) = Cx(2)

haline doniisiir. Elde edilen yeni sisteme iliskin Rosenbrock sistem matrisi rank

ifadesi
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R sl —A -B sL,,,—A -B
P(s) = rank[ "fifc 0 } = ranl{ ““““““ - ‘1‘} =rank[P(s)] (4.11)

seklindedir. Dolayisiyla (4.11) ifadesinden de goriilecegi iizere ¢ikis vektoriine tekil
olmayan bir doniisiim uygulanmasi sistemin sifirlarinda herhangi bir degisiklige
neden olmaz.

4.1.4 Statik Cikis ve Durum Geri Beslemesi Yapilmasi Hali

(4.3) ifadesi ile verilen bir sisteme, v(¢) referans giris isaretini géstermek tizere
u(?) =Kx(t)+v(¢) 4.12)

ifadesi ile tanimli statik bir durum geri beslemesi yapilmasi halinde kapali ¢evrim

sistem

x(1) =(A—BK)x(¢)+Bv()

(4.13)
y(@)=Cx(?)

bicimine doniisiir. (4.13) ifadesi tanimli kapali ¢cevrim sistem i¢in sistem matrisi rank

ifadesi

|
P.(s)= rank{ﬂ""" ~(A+BK) ; ‘B}
|

C
= rank KSI"X" _(3+BK)j—(_ij

seklinde bulunur. Ayn1 durumu statik ¢ikis geri beslemesine genisletmek i¢in (4.12)

4.14)
} = rank[P(s)]

ifadesine benzer olarak sisteme
u(®) =K, y@®)+v() 4.15)
ifadesi ile taniml1 bir geri beseleme uygulanmasi halinde sistem

() = (A-BK,C)x(1) + Bv(t)
y() =Cx(?)

(4.16)
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bicimine doniisiir. Dolayis1 ile (4.13) sistemi icin elde ettifimiz sistem matrisi rank

ifadesinde K yerine K C yazilarak (4.14) ifadesi ile verilen rank esitligi statik ¢ikis

geri beslemesi i¢in de gegerli olur. Buradan statik durum ve ¢ikis geri beslemesi

altinda sistem sifirlarinin herhangi bir degisiklige ugramadigi agikc¢a goriilmektedir.

4.2  Sistem Sifirlarina iliskin Dogrultular

Eger G(s) transfer fonksiyonu matrisi s =z degerinde bir sifira sahip ise u,"u, =1

ifadesinin saglayan

G(z)u, =0 , G(s)u, #0 Vs#z
sifirdan farkl bir u, giris sifir dogrultusu vektorii ve y, "y, =1 ifadesini saglayan
H H
v, G(z2)=0 , y, G(s)#0 Vs#z

sifirdan farkli bir y, cikis sifir dogrultusu vektorleri tanimlanabilir.

Giris ve cikis sifir dogrultulart G(z) matrisi sag ve sol sifir uzayina (null space ’ine)
kars1 diisen taban (base) vektorlerdir. Her iki yondeki (sag ve sol) sifir uzaylari, s =z
tekil degerinin giris ve ¢ikista meydana getirdigi tekil dogrultular1 gosterir. Tam
normal ranka sahip bir G(s) transfer fonksiyonu matrisi i¢in z ¢ogullugu, boyutu
bire esit her iki sifir uzayindan birine esit olacaktir. Genel durumda m ¢ogullama
degeri i¢cin m s=z karmasik frekans degeri ile m tane giris ve m tane ¢ikis
iligkilendirilebilir.

Giris cikis sifir dogrultulari, sifirlarin hesaplanmasi hususunda genellestirilmis 6z
degerler kuramindan yararlanmak i¢in durum giris (state input) ve durum ¢ikis (state

output) dogrultularina genisletilebilir. Dolayis1 ile G(s) transfer fonksiyonu matrisi

i¢in sistem sifirlar (z,), sifir girig (u,), durum sifir giris dogrultulan x, , € C*
A-sI B | x, 0
T = 4.17)
C Dl u, 0
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ve benzer sekilde sistem sifirlar1 (z,), sifir ¢ikis (y,), durum sifir ¢ikis dogrultulari

Y. € c*

. [A-st B] [0
(X6 Y, ]{ c D}:M (4.18)

genellestirilmis 6z degerler kuramindan hesaplanabilir. Eger (4.18) ifadesinin

Sl e
B’ D'y, 0

ifadesi elde edilir. Dolayis1 ile G'(s) ifadesinin giris dogrultusu G(s) transfer

transpozu alinirsa

fonksiyonu matrisine iligkin ¢ikis dogrultusunun eslenigine esittir.
Sifir dogrultularinin hesaplanmasinda kullanilan diger bir yontem ise tekil deger
carpimudir (Singular Value Decomposition, SVD). Soyle ki G(z) transfer fonksiyonu

matrisine iliskin SVD ifadesi

G(z2)=UAV," = ZuiﬂiviH

i=1

=u Ay +u, AV + .. +u AV

roror

Eger sistemin ranki » ve sifirin sahip oldugu geometrik ¢ogullugu bir ise V, ve U,

matrislerinin siitunlari, s =z karmagik tekil frekans degerine karsilik gelecek sifir

dogrultularini verir. V, ve U, matrislerinin r tane siituna sahip olduklar1 durumda,

giris sifir dogrultusu u, = v_ ve ¢ikis sifir dogrultusu y, = u, olarak bulunur.

Eger G(s) tam normal ranka sahip olmayan bir matris ve sifira iligkin ¢ogulluk

birden biiyiik ise sifira esit 6z deger sayis1 birden fazla olacagindan sifir

dogrultularinin hesaplanmasi zorlasacaktir.

Sifir dogrultularimin SVD ile hesaplanabilmesi icin sifirlarin yerleri bilinmelidir.
Ancak genellestirilmis 6z deger kurami hem sifirlarin hem de dogrultularinin

hesaplanmasini olanakli kilar.
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Sayet bir sifir ve kutup ayni koordinatlar iizerinde yer aliyor ancak dogrultulari
birbirinden farkli ise o noktada herhangi bir kutup sifir sadelesmesi gerceklesmez.

Bu durumda G(z) ifadesinin elde edilmesi hadisesinde niimerik problemlerden 6tiirii

SVD dogru sonu¢ vermez. Ciinkii (zI-A) matrisi tekil bir matris olacagindan

G(z) =C(sI-A)"'B+D ifadesi dogru olarak hesaplanamaz.

Cikis sayis1 giris sayisindan fazla olan sistemlerde, sistem c¢ikisina bir F matrisi

eklenerek ¢ikis ifadesi
y =FCx

bicimine doniistiiriilebilir. Bu duruma kareye indirgeme denir. Yine ayni 6zellikteki
sistemlerde girise bir K matrisi ile ek girigler ilave edilebilir. Bu duruma ise kareye

yukseltme denir. Buna gore

Karesel olmayan bir sisteme iligskin sabit sifirlar ve sifir dogrultular1 her zaman i¢in

kareye indirgenmis bir sistemin sabit sifirlar1 ve sifir dogrultularidir. Ancak aksi

e

Kareye yiikseltilmis bir sisteme iliskin sifirlar ve durum sifir dogrultular1 gergek

gecerli degildir.

sisteminkilerle aynidir. Ancak giris sifir dogrultusu kareye yiikseltme iglemi ile

diizenlenmelidir. Oyle ki

et e Ll

Durum sifir dogrultular1 birbirlerinden lineer bagimsizdir. (Karcanias N. , 1975)

Durum sifir dogrultulari, C matrisi ¢ekirdeginde yer alan bir (A,B) alt uzayi

tanimlar. (Morse, Wonham, 1971).

C matrisi ¢ekirdeginde yer alan en biiyiik boyuta sahip (A,B) alt uzayr boyutu,

durum sifir dogrultular sayisina esittir.
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#(A,B,C) istemine iliskin sifir ve sifir dogrultular;, ~ (A*,B',C") sistemine iliskin

sifir ve sifir dogrultularina esittir.

7 (A,B,C) sistemine iligkin sifir ve sifir dogrultular: ¢ikis geri beslemesi yapilmasi

halinde sabittir. Soyle ki

A-A -BJfd,|_[(1-A+BK,C) -B]d,|_.
C 0ld,| C 0ld,|

4.3 Kareye Indirgeme ve Kareye Yiikseltgeme

(4.3) ifadesi ile verilen bir sistemde ¢ikis sayisi1 giris sayisindan biiyiik olsun (m > /),

bu durumda mevcut sistemden esit sayida giris ve ¢ikisa sahip yeni bir sistem

tiiretmek iizere ¢ikisa farkli ¢ikis isaretlerinin birlesimlerinden meydana gelen
y(#)=Ly()=LCx(?)

ifadesi ile taniml1 yeni bir ¢ikis iiretmeye imkan tanityacak (/xm) boyutlu bir L

matrisi eklenebilir. Benzer sekilde giris sayisi ¢ikis sayisindan biiylik sistemlerde

mevcut giriglere ilave girisler eklemek i¢in girise (¢xm) boyutlu bir D matrisi olmak

uzere
u(z)=Du(r)
ifadesi ile tanimli bir besleme yapilarak sistem kareye yiikseltgenebilir.

Onerme 3.5

Cikis sayisi giris sayisindan biiylik sistemlerde, kareye indirgenmis yeni sisteme
iliskin sifirlardan meydana gelen kiime, mevcut sistemin sifirlarindan meydana gelen
kiimeyi kapsar. Ancak bu ifadenin tersi dogru degildir. Yani sistem sifirlar1 kiimesi

kareye indirgenmis sisteme iligkin sifirlar1 kiimesini kapsamaz.

Kanit

L matrisinin
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L,,=[L, L,] (4.20)

Ixm

seklinde taniml1 olsun ve kolaylik saglamasi i¢in L. matrisinin

L, = I:Ll(éxm) 0]

oldugu kabul edilsin. Dolayisi ile

C
C,.. =[ 1”"”)} 4.21)
CZ

icin C=C, olmasi halinde kareye indirgenmis sisteme iliskin sistem matrisi

-B

P (s)=| T A 4.22)
« C, 0

seklinde yazilabilir. Buradan kareye indirgenmis sistemin sifirlarinin P, (s) sistem

matrisinin en biiylik mertebeden mindrlerinin en biiyiik ortak bolenleridir.

Daha genel bir sonug elde etmek i¢in ¢ikis matrisi (4.21) ifadesi ile tanimli olsun. Bu

durumda kareye indirgenmis sisteme iligkin sistem matrisi

s, —A -B
Pk(n+m)x(n+(/)(s) = C1 0 (4.23)
C, 0

seklinde olacaktir. Kareye indirgenmis sistemin sifirlar1 (4.23) ifadesi ile tanimh

P, (s) matrisinin en biiyiikk mertebeden mindriiniin en biiyiikk ortak bélenleridir.

Dolayist ile (4.23) ifadesinden bulunacak sifirlarin meydana getirdigi kiimenin

(4.22) ifadesinden elde edilenlerin olusturdugu kiimeyi kapsadigi aciktir.

En genel durum i¢in yani L matrisinin (4.20) ifadesi ile tanimli oldugu durum goz

Oniine alindig1 durumda rank L, = ¢ yani
LT=[I,, 0]

kosulunu saglayacak sekilde
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L' -L,’L

0 I(m—f;)x(m—[)

ifadesi ile tanimli bir matris tanimli olsun. Bu durumda daha 6nce elde edilen
sonuglar ((4.22) ve (4.23)) cergcevesinde . (A,B,LTC) sistemine iliskin sifirlardan
meydana gelen kiimenin, . (A,B,C) sistemine iligkin sifirlardan meydana gelen

kiimeyi kapsar.

Onerme 3.6

Onerme 3.5. ‘de elde edilen sonug, giris sayismin ¢ikis sayisindan biiyiik oldugu
sistemlerde, kareye yiikseltgenen sistemler iginde gecerlidir. Yani kareye
ylikseltgenen yeni sisteme iliskin sifirlarin meydana getirdigi kiime, mevcut sistemin
stfirlarindan meydana gelen kiimeyi kapsar. Ancak bu ifadenin tersi dogru degildir.
Yani sistem sifirlar1 kiimesi kareye yiikseltgenmis sisteme iligkin sifirlar1 kiimesini

kapsamaz.

4.4 Yiiksek Genlikli Cikis Geri Beslemesi Altinda Iletim Sifirlar1 Davranisi

u(t),, r X(1) x(t) Y(O i

mxm

Sekil 4.4: Yiiksek genlikli ¢ikis geri beslemesi igin blok tablo

Standart bir ¢ok giris ¢ok c¢ikislt sistem Sekil 4.4 ‘de goriildiigii gibidir. Kapali
cevrim sistemin karakteristik frekanslarina iligkin asimptotik davranislart incelemek

uzere sisteme
K=k1 , k> (4.24)

seklinde bir geri besleme kazang¢ matrisi tanimlansin.
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Sistem degismez sifirlariin geri beslemeden etkilenmedigi bilindiginden, sistem sifir

polinomunu hem agik ¢evrim hem de kapali ¢evrim durum i¢in z(s) ile gosterelim.
Burada p, (s); sistemin agik ¢evrim karakteristik polinomunu, p_(s); sistemin kapali

cevrim Kkarakteristik polinomunu ve G(s)=C(sI-A)"'B transfer fonksiyonu

matrisini gostermek tizere

| 1+KG(s) | = ic—g (4.25)

determinant ifadesini kisimlara ayirmak i¢in Schur teoremi kullanilirsa (Bkz. Ek — A)

sI-A -B
c 0
=[sT-A||C(sT-A) "B

=p,(5)|G(s)|

z(s) =

Dolayisiyla

z(s)
G(s)| =221 4.26
|G(s)] 0 5) (4.26)

(4.25) denklemiyle verilen fark cevrimi (return difference) determinanti ifadesi

skaler fonksiyonlarin temel 6zelliklerinden yaralanilarak (bkz. Ek — B)

|1+ kG(s)|=1+trace(k G(s))+...+det(k G(s)) 4.27)

seklinde ifade yazilabilir. Elde edilen ifade aym1 zamanda (4.25) denklemine de

esittir.

1+ trace(k G(s)) +...+ det(k G(s)) = JAC) (4.28)
P, ()

Bu nedenden dolay1 (4.28) ifadesinden, & sonsuza dogru gittikce

JAC) B | kG(s)| = k"| G(s)| (4.29)
p” (S) k—o
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elde edilir ve (4.26) ile

p(s)| K" z(s)
P, PG

bulunur. Buna gore m adet kapali ¢evrim karakteristik frekansi keyfi olarak

istenildigi kadar biiyiik secilebilirken geriye kalan (n—m) adet frekans

z(s)=0

polinomunun koklerine, yani sisteme iliskin iletim sifirlarina olabildigince yakin
kalmaktadir. Dolayisiyla & sonsuza giderken yalnizca sinirli sayida karakteristik

frekans degeri sonlu bir deger alir.
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5. SIFIR YERLESTIRME

“q uncu mertebeden dinamik bir ¢ikis geri beslemeli kontrolér, sisteme kapall

cevrimde kontroloriin kutuplarindan meydana gelen q adet ilave sifir ekler” [23].

Geri besleme ancak sisteme iliskin 6z degerleri degistirebilir. Dolayisi ile hedeflenen
dinamik davranig geri besleme ile elde edilebilir. Diger bir degisle sisteme iliskin
kapal1 ¢evrim kararlilig1 ve dinamik davranisi biiyiik 6l¢iide kapali ¢evrim kutuplari
tarafindan belirlenir. Ancak sistem dinamik davranisinda dnemli Ol¢iide etkin diger
bir faktor ise sistem sifirlaridir. Ikinci bolimde yapilan incelemede bunu

desteklemektedir.

Transfer fonksiyona iliskin sifirlarin yerleri statik durum geri beslemesi veya 6n
kontrolor eklenmesi durumlarinda degistirilemez. Dinamik geri besleme altinda bir
¢Ozlimiin varligindan s6z edilebilinir ancak bu ¢6ziim ¢ok 6zel durumlarda gegerlidir,
genellestirilemez. Problemin bir ¢6zliime sahip olmasi halinde bu dogrudan dinamik

cikis geri beslemesi tabanli model esleme problemine doniisiir.

Teorem 5.1 [24]

G(s), transfer matrisine sahip

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) =Cx(t)+Du(t)

ifadesi ile tanimli bir sistem ve G(s) transfer matrisine sahip

X(1) = AZ(t) + Ba(r)
7(t) = Cx(t) + Dii(r)
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model sistemini esleme problemi i¢in ancak

i. G(s) ve [G(s) G(s)] ifadeleri ayn1 sonsuz sifir yapisina sahip ise ve

ii. G(s) ve [G(s) G(S)} ifadeleri sonlu ve sonsuz tiim sifirlar i¢in ayn1 yapiya
sahip ise

bir ¢ézliimiin varligindan s6z edilebilir. Dolayist ile ancak ¢ok 6zel yapidaki sistem

ve modeller i¢in bir ¢6zliimiin bulunacagi agiktir.

Buradan sistem sifirlarinin degistirilemeyecegi istenmeyen sifir etkisinin ancak bir
kutupla silinerek veya sisteme daha baskin bir sifir eklenerek giderilebilecegi sonucu

oraya ¢ikar.

Eger sistemin i¢yapisina miidahale edilebiliniyor ise sisteme sanal girisler eklenerek
(kareye yiikseltme) yeni giris matrisi veya sistem ¢ikisinin farkli bilesenlerinden yeni
bir ¢ikis matrisi tiiretilerek mevcut sisteme yeni sifirlar eklenebilir. Bu ayn1 zamanda
sistem mevcut 06z degerlerinin hedeflenen sistem davranist saglamasi igin
tasarlanacak olan kontrolor ile de gergeklestirilebilir. Ancak daha 6nce bahsedildigi
gibi statik durum geri beslemesi ile bu islem gergeklestirilemez. Bu nedenle statik
durum geri beslemesi ¢ikis geri beslemesine doniistiiriilerek baz1 serbest
parametrelerin olugmasi saglanir. Boylelikle cok girisli ¢ok c¢ikislt sistemlerde
istenen giris ¢ikis kombinasyonu arasindaki transfer fonksiyonuna istenen sistem

sifirin atanmasi mimkiin olur.

Bu amaca yonelik olarak hedeflenen 6z degerlerin ve bunun yani sira sisteme ek
olarak bir sifir yerlestirmek i¢in durum geri beslemesi tabanl ¢ikis geri beslemesine
indirgenmis  genellestirilmis iz diisiim yontemi kullamlabilir. ~Oncelikle

genellestirilmis iz diisiim yaklasimini inceleyelim

5.1 Genellestirilmis iz Diisiim Yaklasimi

K durum geri besleme matrisi parametreleri ile kapali ¢evrim kutuplari arasindaki iz

diisiim ifadesi oldukca karmasik lineer olmayan ifadeler icerir ve kutup atama

isleminin gercgeklestirilebilmesi i¢in bu ifadelerin ¢oziilmesi gerekir. Durum geri

besleme matrisini elde etmek tizere pek ¢ok yontem mevcuttur (Closing to loop

twice, CSF etc.). Ancak bu yontemler kutup atama islemini gergeklestirmek iizere
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lineer olmayan iz diisiim ifadelerini ¢cok sayida bagimsiz degiskenden meydana gelen
lineer denklemlere doniistiirtirler. Dolayist ile bu durumda iist parametreye

yuvarlama gerekebilir ve bunun sonucunda da bazi serbestlik dereceleri kaybolur.

Genellestirilmis iz diisiim yaklagimi temelde, durum geri beslemeli kutup atama
probleminde ortaya ¢ikan durum geri besleme matrisi elemanlarini meydana getiren
lineer olmayan n adet denklemin ayni satirdaki elemanlarinin birbirleri ile lineer
bagimli olmasi prensibine dayanir. Dolayisi ile problemi ¢ozmek durum geri besleme
matrisinin her hangi bir satir1 i¢in diger satirlara iligkin elemanlar serbest parametre

olarak secilerek miimkiin hale gelir.

n tane durum, ¢ tane giristen meydana gelen (R) ifadesi ile tanimli bir sistem igin
hedeflenen kapali ¢evrim kutuplarini saglamak {izere tasarlanan tam ranka sahip

(nx/) boyutlu bir K durum geri besleme matrisi e;; I, , matrisinin i inci siitununu

rxt

ve k,”; K matrisinin i inci satirini gdstermek iizere

K= ieikiT
i=1

¢ tane birim ranka sahip matrisin toplami seklinde yazilabilir.

Keyfi bir giris segilmesi halinde (; ‘inci giris) K durum geri besleme matrisi, K,

j 1inci satirt sifirlardan meydana gelen geri besleme matrisi olmak iizere

K=>ek +ek /'
i#]
Ic T
=K, +ek,

sekline yazilabilir. Dolayist ile kutup atama problemi,

x(¢) = Ax(¢) +Bu(?)
y(¢) = Cx(¢)+ Du(¢)

seklinde tanimli lineer zamanla degismeyen bir sistem ve

u(?) =-Kx(¢)
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durum geri beslemesi i¢in
eig [A ~ BK]
bi¢iminden
cig| A-BK, —Be k|
(yada
cig| A, Bk ] (.1)

seklinde yeniden diizenlenirse) k ; ‘nin bulunmasi problemine déniisiir. Burada

dir. Diger bir degisle (5.1) ifadesi ayn1 zamanda tek giris tek c¢ikisl (K B j) sistemi
icin durum geri beslemeli kutup atama problemine denktir.

Hedeflenen kapali ¢evrim sisteme iligskin karakteristik denklem

n-2

n n—1
P(s)=s"+a, " +a,,s" " +...... +as+a,

ve (K‘;’B;) indirgenmis sistemin karakteristik denklem

P = — o n-1 n-2
P(S) - ‘ S Inxn - Aj =5+ a(n—l)S + a(n,z)s +...... + a,s + a,

ifadeleri ile verilmis olsun, dolayisi ile & i X, ve @, matrisleri sirasi ile

a, | — aj(n—])
a ,—a,, ,
§, = " (5.2)
a —d;g
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o 0 }
=)
X; =4y 4Gy 100 (53)
L Y0 Yo Y 1]
D, = [BJ AB, A’ - Kj(n_l)ﬁj] -4

seklinde elde edilir. Buradan k; durum geri besleme kutup atama matrisi
1 B
k,=[®,'] X5, (5.5)

ifadesiyle bulunur. Ancak burada dikkat edilmesi gereken husus her zaman i¢in (5.1)

ifadesi ile verilen kutup atama probleminin ¢oziimiinii saglayan bir K ; Matrisinin

bulunabilirligi veya segilen her K ; 1¢in bunun gegerliligidir.

Genellestirilmis iz diisiim yaklasimi kullamilarak sifir yerlestirmeyi Ornek 5.1.

tizerinde inceleyelim.

Ornek 5.1
[0 1 0 -1 0
x0=| 0 0o 1lx@+| 0 olu
6 -11 -6 0 -1

t_‘o -1 1 t
y(@)= 1 -1 0X()

durum uzayi denklemleri ile tanimli sistemin kapali ¢evrim baskin kutuplarini

s, =—1%j ve sy =—4 yapacak K ¢ikis geri besleme matrisini bulunuz.

Sisteme iliskin kapali ¢evrim transfer matrisi

65—6 -5’ +s
G(s) = S +65°+11s+6  5°+65° +11s+6
s+5 1

S +6s°+1ls+6 s +6s°+11s+6
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seklindedir. Transfer matrisi ifadesinden goriilecegi gibi sistem yalnizca ikinci giris
ve ¢ikisa iligkin transfer fonksiyonunda herhangi bir sifira sahip degildir. Dolayisi ile

sifir yerlestirmeyi gerceklestirmek iizere bu transfer fonksiyonu alinabilir.

Sifir yerlestirme islemini gergeklestirmek icin sisteme iligkin iki baskin kutup

(s,,=—1%j) aynen almip Uglincii reel kutup ise serbest birakilarak (s = p)

hedeflenen karakteristik denklem
P(s)=5+(p+2)s’+(2p+1)s+2p

seklinde elde edilir. Iz diisiimii alinmis yeni sisteme iliskin karakteristik denklem ise
P(s)=s"+(6—k)s’ +(11-6k)s+6-11k +6k,

big¢iminde yazilabilir. Buradan 8, X, ve ®, matrisleri

4=k —p
8. =| 9-6k-2p
611k +6k,—2p
1 0 0
X.=| 6-k 1 0
|11-6k 6-11k +k, 1

[0 0 -1k
® =0 -1 6
1 6 25

olarak bulunur. Dolayst ile k ;, (5.5) ifadesi geregi

Kk, =—2668+12998k, —17000k. + 2640k — 4672k, +11765k k, — 2000k k, + 11k'k,
~924k; +160k ks —k’k; +1037 p— 2584k, p+ 429k p +259%, p —105k,k, p
+11k’k, p+ 6k, p—k Kk p

k ,, =627 —2600k, + 2640k +1060k, —1940k k, + 11k’k, +154k; — kk; —244p
+429% p—45k,p+11kk,p—ki p
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k.

J1
ij = kj,
—100+240k, —154k, +k k, +39p+k,p

seklinde bulunur. K ; matrisi, ikinci giris esas alindigindan

_ [0 0 o0
K =
"k k0

ve dolayistile K, ¢ikis geri besleme matrisi

K - k, _ k, k, —100+240k —154k,+k k,+39p+k,p
Yk kO k  k, 0

seklindedir. Buradan K, matrisini (2x2) boyutlu hale getirmek i¢in birinci satir
tciincii siitundaki &,,k, ve p ‘ye bagimli polinom £, ‘e gore ¢oziiliir ve elde edilen

deger K, matrisinde yerine yazilir. Yani,

_100+154k,-39p—k, p

kl
240+,

Ve

K _ ~124800+ 898040k, ~134236k] + 5322k; +73920p ~ 56122k, p + 6560k} p ~ 36k} p + 2340 p” 1890k, p” ~ S0k; p*

v 240+k,

480573k, +36k; ~60p+50k,p

Kl
~ Y 240+ k,
Y 1100+154k, -39 p—k, p ‘ 0
240 +k, ?

seklindedir. Dolaysi ile kapal1 ¢evrim sisteme iliskin karakteristik matris (A,)
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A, =A-BK,,,C

A Ac(1,2) Ac(1,3)
c(l,1) 2 2
(240+k,) (240+k,)
= 0 0 1
e_p  2740-405k, —ky +39p+hyp  —1340+148k, ~39p—k,p
2 240 +k, 240 +k,

—480+573k, —36 k> +60 p—50k, p

A' =
eh 240+ k,

A, = 667200760520k, +126170k —5358k] —59520p + 44182k, p
— 6610k +36k2 p — 2340 p* +1890k, p* + 40k> p’

Ay, = —724800 + 898040k, —134236k7 + 5322k + 73920 p — 56122k, p
+6560k2p — 36k p+2340p> —1890k, p* — 50k2 p?

seklindedir. .~ (A,,B,C) sistemine iliskin transfer matrisi yazilip ikici giris ikinci
¢ikisa iliskin transfer fonksiyonunun kutup ve sifirlar1 bulunup reel kutup i¢in istenen

deger (p =4) yerine yazilir. Buradan transfer fonksiyonuna iliskin sifir

_ _ 449280642832k, +108797k; ~5178k;
334080 — 643792k, +108795k> — 5178k’

olarak bulunur. Boylece istenen sifir degerini (z=-2) saglayacak k, degeri
0.647578 bulunur. Elde edilen k, ve p degerleri ¢ikis geri besleme matrisinde

yerine yazilarak

| 0.3 0.0563081
YD 10170941 0.647578

bulunur. Kapali ¢evrim sisteme iliskin kutup ve sifirlar incelendiginde hedeflenen
degerlerin saglandig1 goriiliir. Kapali ¢evrim sisteme iliskin zaman cevabr Sekil 5.1

‘de gorildiigii gibidir.
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Time Response
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Sekil 5.1: Sifir atamas1 gerceklestirilmis hal i¢in ikinci giris
ikinci ¢ikisa iliskin zaman cevabi
Teorem 5.2 [25]
Ke®R de tanimhi (¢/,xn) boyutlu bir geri besleme matrisi ve
B, :[Bl(ml) Bz(m,z)] olmak iizere (A-B/K,B,), ancak ve ancak (A,B)
kontrol edilebilir ise kontrol edilebilirdir.
Bu teorem kisaca su sekilde izah edilebilir; eger (A,B) sistemi kontrol edilebilir

degil ise B, girisi ile kontrol edilemeyen sisteme iliskin bir mod vardir ve bu mod

herhangi bir geri besleme islemi ile kontrol edilemez. Dolayisi ile bu mod

(A-B,K,B,)sisteminin de kontrol edilemeyen bir modudur. Ote yandan, eger

(A,B) sistemi kontrol edilebilir ise sistemde B, girisi ile kontrol edilemeyen

modlarmn bulunmasi halinde bile, bu modlar diger girisler kullanilarak sisteme iliskin
serbest sifirlardan uzaga tasinabilir. Dolayist ile bu modlar diger girislerce kontrol

edilebilir.

5.2 Cikis Geri Beslemesi Ile Kutup Yerlestirme

K, ¢ikis geri besleme matrisi ve K durum geri besleme matrisi olmak iizere ¢ikis

geri beslemesi problemi

BK,C =BK (5.6)
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ifadesini saglayan bir K, c¢ikis geri besleme matrisi bulma problemi olarak
distiniilebilir.
Teorem — 5.3 [25]

BK C=BK esitligini saglayan bir K, ¢oziimiiniin olabilmesi icin yeter ve gerek

sart
BB’BKC’C = BK (5.7)

ifadesinin saglamasidir. Esitligin saglamasi halinde K, ¢ikis geri besleme matrisi ve

H , uygun boyutlu keyfi bir matris olmak iizere
BKC’C =BK (5.8)
tutarlilik kosulu altinda ¢ikis geri besleme matrisi
K, =B’"BKC’ + H-B’BHCC"” 5.9

seklindedir.

Eger B ve C tam ranka sahip matrisler ise BB* =1 ve CC® =1, olur. Dolayisi

mxm

ile (5.9) ifadesi
K, =KC (5.10)

bicimine doniisiir. (5.10) ifadesinden de goriilecegi lizere B ve C tam ranka sahip
olduklarindan, ¢ikis geri beslemesi probleminde serbestlik dogrudan K matrisine
endekslidir. Ancak (5.8) ifadesi ile verilen tutarlilik kosulu tiim durum geri besleme
matrisleri i¢in saglanmayabilir. Dolayisi ile tutarlilik kosulunun saglandigi durum
geri besleme matrislerinin bulunmasi problemi ortaya ¢ikar. Ancak bu problemin

¢Oziimii oldukca zordur. Problemi daha detayli bicimde incelemek i¢in C matrisi,

C, (mxm) boyutlu R ‘de tanimli bir matris olmak iizere C =[C1 C2] bi¢ciminde

yazilir ve T,
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c,'! -C/'C,
T, = 0 1 (5.11)

(n—m)x(n—m)

seklinde tanimli Patel (1974) doniisiim matrisini géstermek {izere (A, B, C) sistemi
¢ -1
A =T AT, (5.12)
o -1
B=T B (5.13)

¢ -C/'C,

C=CT, =[C, (:2]{0 .

} = [Imxm 0] (5.14)

(n—-m)x(n—m)

(A,f;,é) sistemi bicimine déniistiiriilebilir. P,, (nxm) boyutlu ve P,, nx(n—m)

boyutlu matrisler olmak {izere
P=[P, P,]=BK (5.15)

seklinde bir P matrisi tanimlanmasi halinde, ¢6ziimiin miimkiin olabilmesi icin

gerekli kosul (5.8) ifadesi ile tanimli tutarlilik kosulu altinda

PC’C=P (5.16)
LY el (RTREANS 617

(5.16) ve (5.17) ifadeleri geregince

olmasidir. Buradan

0
BK [I } -0 (5.18)

(n—m)x(n—m)
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ifadesi yazilabilir. Baglangigta B matrisinin tam ranka sahip oldugu kabulii

yapildigindan ancak K durum geri besleme matrisinin (n—m) adet siitununun sifir

olmasi halinde (5.18) ifadesi saglanir. Dolayist ile tutarlilik kosulu

0
K { } =0 (5.19)
I(n—m)x(n—m)

bi¢imine doniisiir ve buradan K ¢ikis geri besleme matrisi

Ime
K, =K { . } (5.20)

seklinde yazilabilir.

5.2.1 Genellestirilmis iz Diisiim Yaklasim

Yukarida yapilan durum geri beslemesinin ¢ikis geri beslemesine doniistiiriilmesi
dogrudan genellestirilmis iz diisiim yaklasimina uygulanabilir. Soyle ki
genellestirilmis iz diislimii yaklasiminda zaten serbest parametreler elde
edilebildiginden (5.19) denklemi ile tanimli tutarlilik ifadesini daha da basitlestirmek

miimkiindiir. K durum geri besleme matrisi

1o T
K=K, +ek,

k;= [‘D ; T Xj_lﬁj

j
biciminde yeniden yazilir ise (5.19) denklemi ile verilen tutarlilik kosulunun ancak
ve ancak I_(j matrisinin son (rn—m) adet siitununun sifir olmasi halinde saglanacagi
gorilir. Yani

0
k' L } =0 (5:21)

(n—m)x(n—m)

elde edilen yeni tutarlilik kosulu ¢ikis geri beslemesi ile tam kutup atama problemine

iligkin ¢6zlimiin bulunmasini kolaylagtirir. Bu kosul geregince (n—m) adet lineer

olmayan sembolik ifadenin ¢6ziilmesi gerekir.
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Sabit c¢ikis geri beslemeli kutup atama probleminde bazi durumlarda ¢6zim
bulunamayabilir. Sayet bdyle bir ¢éziim bulunsa dahi ¢éziimii bulmak olduk¢a zor
olabilir veya bulunan ¢dziim tasarim i¢in gereken yeterli serbestligi saglamayabilir.
Bu gibi durumlarda geri besleme yolu iizerinde dinamik kontrolér kullanilmasi

gerekir.

5.3 Dinamik Cikis Geri Beslemesi

“Dinamik ¢tkis geri beslemeli kutup atama problemi, sabit ¢ikis geri beslemeli kutup

atama problemine denk olacak sekilde yeniden diizenlenebilir” [25].

Tanmm 5.1.

{ﬂq,.. A } hedeflenen kapali ¢evrim sisteme iliskin 6z degerlerin meydana

"2 n+q
getirdigi bir kiime ve G(s), n inci mertebeden bir sistem olmak iizere mevcut sistem

kapal1 ¢evrim kutuplarini
u(s) =r(s) - F(s)y(s) (5:22)

seklinde tanimli bir geri besleme ile hedeflenen kapali ¢evrim sistem kutuplari

kiimesine esitleyecek g uncu mertebeden bir F(s) kontrolorii bulunabilir.

G(s) transfer fonksiyonu ile tanimli sistem durum uzayinda

(1) = Ax(?) + Bu(?)

(5.23)
y(¢) = Cx(¢)+ Du(?)

ifadesiyle tanimli olsun. Bu durumda; F(s) transfer fonksiyonu ile tanimli kontrolor

durum uzayinda

%, (t) = A, X, (1) + B,Cx(t) + B,Du(?)

(5.24)
¥, (£) = C,x, (1) + D,Cx(¢) + D,Du(?)

seklinde tanimlanabilir. Dolayist ile kapali ¢evrim durum vektorii

x(?)
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seklinde yazilabilir. Buradan kapali ¢evrim sistem, durum uzayinda

-1
Ac:[o 0}_[4% 0} L, BFD(I+DF]_)1) {AF BFMIW 0}(5.25)
0 A 0 Bil o (I+DFD) C. D.||] 0 C

seklinde tanimlanabilir. Burada

. [0 0 L [-L, 0 D . [0 0
A= , B=| , C=| , D= (5.26)
0 A 0 B 0 C 0 D

Ve

. [A, B
K{ F F} (5.27)
CF DF

seklindedir. (5.25) ifadesi (5.26) ve (5.27) ifadeleriyle verilen tanimlar dogrultusunda

A A -1 A A

A :A—ﬁ(I+Kﬁ) KC (5.28)

c

seklinde yeniden yazilabilir. ¢ =0 olmas1 halinde (5.28) ifadesi
A, =A-B(I+KD) KC (5.29)

haline doniisiir. Yani diger bir degisle sabit durum geri beslemeli kontrol yapisina

doniistir.
(5.28) ve (5.29) ifadeleri arasinda yapisal bir benzerlik mevcuttur. Dolayisi ile,

buradan dinamik geri besleme tabanli kutup atama problemi (A,ﬁ,é,f)) aday
sistemi tizerinden ¢ikis geri beslemeli kutup atama problemine doniistiiriilebilir.

Ancak bazi durumlarda dinamik geri beslemeli kontrol yapisi ile taniml sistem ile
cikis geri beselemeli kontrolor yapisina doniistiiriilmek iizere olusturulan aday sistem
arasinda yapisal fakliliklar meydana gelebilir. Soyle ki; (5.26) ifadesi ile tanimli aday
sistem ile (5.27) ifadesi ile verilen aday sisteme karsilik gelen ¢ikis geri beslemesi
gdz Oniine alindig1 takdirde dinamik c¢ikis geri beslemeli kontrol yapisi ile elde

edilecek serbestlik derecesinin (£ +¢q)(m+q) olmasi beklenir. Ancak bu yapr ile elde
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edilebilecek serbestlik derecesi beklenen degerinin altinda yani £m+q(£+m—1)

‘dir. Bu durum daha iist bir parametreye yuvarlamadan (overparametization)

kaynaklanmaktadir.

“Kontroloriin kontrol edilebilir kanonik yapida oldugu durumda iist parametreye

yuvarlamanin meydana gelmesinin oniine gegilebilir” [25].

Tek girigli

x(t)=A,,x(?)+b, u(?) (5.30)
y®)=C,,x()

sistemi i¢in kapali ¢evrim sistem kutuplarm, {21,/?2,...,/1n+q} kiimesi ile taniml

karmasik degerlere getirecek ¢ uncu mertebeden F,(s) dinamik kontrolori

tasarlamak tizere sisteme iliskin transfer matrisi
G(s)=g(s)=C(s1,,,—A)'b (5.31)

ya da P(s) sisteme iligskin karakteristik polinomu gostermek iizere

1
Gis)=——N | * (5.32)
S)=—" . *
P(S) mxn :
Sn—l
P(s)=|sI-A|=5"+a,s"" +...... +a, (5.33)

seklinde yazlabilir. T,, kontrol edilebilir standart bi¢ime doniisiim matrisini

gostermek lizere
N=CT, (5.34)

seklindedir.

P (s)
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P.(s)= ‘ sI —Ap|=s'+0, s +...... +0,5+0, (5.35)

seklinde tanimli kontrolore iliskin karakteristik polinom olmak iizere, F,(s)

kontrolori,

FD(s)T:PI(S)[l s e s M (5.36)

ifadesi ile verilmis olsun. Kapali ¢gevrim sisteme iligkin karakteristik polinom

_ . ntq n+q-1
P(s)=s"+a,,, s

(5.37)
= P&)F () (14, (5)G(s))

m,; M matrisine iliskin 7 inci siitunu, n,” ise N matrisine iligkin i ‘inci satirt

gostermek tizere

1 o,
P(s):P(s)Sq+[a eoa 1] 5 [1 s e sq_l] (Tl
c 0 n-1 Sn71 :
s" o,

1

! S

+ [1 s s"]minir :

i=1 .

_Sn—l_

seklinde yazilabilir. Dolayis1 ile sisteme iliskin kapali ¢evrim ve agik ¢evrim

karakteristik polinomlar1 farki
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. s st st o,
P(s)=P(s)s" =[a, - a, 1] T . . :
n Sn+] .. Sn+q Gq,l
1 K s
2
Soals s s
+ ) n, ; ) m,
i=1 .
Sn Sn+1 Sn+q

0; O(s)=P(s)—P(s)s? fark polinomunun katsayilarindan meydana gelen

ST:[% a la, —a, amfl—anfl] (5.38)

q-1 1 ¢

fark vektort, Z; (n+q)x(q+ (g +1)m) boyutlu

fa, O 0 lnm, 0 0! I'n,, O 0 |
a 4 E i”lz o E i ian My
.. 0 i : 0 i i : .. 0
. aoi. . mli i. .o,
Z=|a, a, o i Ll ] (539)
Uoa i e
0o 1 - 10 m, .G 0 n, .
. . %45: . i i. .
0 0 1,0 0 n, | | 0 0 n,

seklinde taniml1 bir matris ve K, ; kontrolor parametrelerinden meydana gelen

F])Tz[a0 O

| I |
g1 | Mo My My | Mo My, mqm:|

g1
seklinde tanimli bir vektor olmak iizere

d=7F, (5.40)
ifadesi yazilabilir. Buradan
F, =75 (5.41)
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ifadesi ile kontrolor parametreleri hesaplanabilir.

Ancak tasarlanan dinamik kontrolor sistemin, ileri besleme yolunda biiyiik
mertebeden dinamiklere sahip olmasina neden olabilir. Bu noktadan hareketle
sisteme iligkin tiim kutuplar1 atamak yerine yalnizca dinamik davranis {izerinde
baskin olan kutuplarin atanmasi ¢ikis geri beslemesi probleminin ¢éziimiinii oldukca

kolaylastirir. Bu yapiya kisaca kismi kutup atama denir.

5.4  Kismi Kutup Yerlestirme Durumu

Genellestirilmis iz diistim yaklagimin nasil ¢ikis geri beslemeli kutup atama
problemine genisletilebiliyorsa, aynt durum kismi kutup atama i¢inde gegerlidir. I_(j ;
J 1nci satir1 sifir olan sabit ¢ikis geri besleme matrisi ve F, jT (s); (A —BI_(jC,B j,C)

sozde tek girisli sistem i¢in tasarlanan dinamik kontrolor olmak {izere F(s) ¢ikis geri

besleme kontrolori
F(s)=K,+e F, " (s)

seklinde yazilabilir. S6zde tek girigli sistem i¢in tasarlanacak dinamik kontrolGrii

bulmak tizere diyadik metodu kullanilabilir. Soyle ki

f ; birden fazla girise sahip sistemleri tek girisli hale getirmek lizere tanimlanan bir
vektor ve FDT (s); (A,b = BfO,C) sozde tek girigli sistemi i¢in tasarlanan bir

dinamik kontrolér olmak iizere, durum geri beslemesi halinde geri besleme

kontrolorii
F(s)=f,F," (s)
seklinde yazilabilir.

x(t)=A_x(H)+b_u(t)

nxn

y(@)=C,,x()

biciminde taniml1 bir sistem i¢in
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p=< min[n+q,((m+1)(q+1)—l)]

olmak tizere {21,...,/11,} hedeflenen kapali ¢evrim kutuplarinin saglanabilmesi i¢in

g uncu mertebeden bir F,’ (s) kontroldrii tasarlanmalidir.

P (s) kapali ¢evrim karakteristik polinomu, P (s) gerceklestirilebilir ve P.(s) artan

kisim olmak iizere iki polinomum ¢arpimi bi¢ciminde yazilir ise

P =]Tts-n)

=g7 +de_l st
i=1
LAC) NI\ -
P(s)=——"<=s"+)>e s , t=n+q-
+(5) P (s) 2.4 q-p

F(s)=F,(s)F.(s)

t
=P(s)s'+D_P(s)e,_, s
i=l
ifadesi elde edilir. Dolayisi ile o(s) fark polinomu

0(s)=P(s)—P(s)s?

X 5.42
=P,(s)s' = P(s)s* + Y P.(s)e_ s (5.42)

seklinde yazilabilir. (5.42) ifadesinden & fark vektord, 8,; P,(s)s"—P(s)s’
ifadesinin katsayilarindan meydana gelen bir vektor, e; bilinmeyen katsayilardan
meydana gelen bir vektér ve D, ; P.(s)s'" ifadesinin katsayilarindan (51) meydana

gelen
D,=[5 & = 4]

bir vektor olmak tizere
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=98,+D,e
seklinde yazilabilir. (5.40) ve (5.43) ifadelerinden

3, +D,e=ZF

(5.43)

(5.44)

yazilabilir. F matrisi, F,; (m+1)(¢g+1)—(p+1) adet elemandan meydana gelecek

sekilde

biciminde ve Z matrisi de F ‘in boyutlar1 ile uyusacak sekilde
2=[2, Z,]

iki kisma ayrilir ise (5.44) ifadesi

Fl
80+Dpe=[Zl Z,] F

ya da

8, ~Z,F, =Z,F,-De

seklinde yeniden yazilabilir. o= 6, —Z,F, olmak iizere (5.45) ifadesi
. F.
é0=[2, Z, ]{ 2}
e

ya da kisaca

(=7}
Il

>
>

bicimine gelir.
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Ornek 5.2

0o 1 0 -1 0
()= 0 0 1|x(@®)+| 0 0u(®)
-6 -11 —6 0 -1

NS 0 -1 1 ,
YO=| | o0

ifadesi ile tamiml sistemin kapali gevrim baskin kutuplarini s, =-2+ j2 ve s, =p

(p <0 ve p eR) yapacak dinamik kontroldrii bulunuz.

Hedeflenen performans kriterlerini saglayacak bir dinamik kontroldrii tasarlamak
lizere sistem dogrudan ele alindiginda bu 6rnek i¢in yapilan islemler sonucunda
onlenemez bigimde s diizleminde sanal eksen boyunca ve hatta sag yar1 s de sifirlarin
olustugu gozlemlenmistir. Dolayist ile baskin kutuplar istenildigi gibi atanmasina
ragmen kontrolsiiz bir bicimde sifirlarin yerlesimi hedeflenen sistem performansinin
elde edilebilirliginin Oniine ge¢mektedir. Bu nedenle dinamik kontrolér, burada
sistem sifirlarin1 hedeflenen performansi destekleyici etki gdsterecek sekilde

yerlestirmek tizere kullanilabilir.

Hedeflenen kapali ¢evrim baskin kutuplar1 kutup atama yapilarak yerlestirilir ve
geriye kalan lgclincii kutup ise dinamik geri kontrolorle sistem sifirlarinin

yerlestirmek iizere serbest birakilir.

Kapali ¢evrim baskin kutuplarini hedeflenen yerlerine tasimak {iizere sisteme

uygulanacak durum geri besleme matrisi

-3 -1 0
K=
6 3 2
seklinde bulunur. Durum geri besleme uygulanmis sistemin kapali ¢evrim sistem

kutuplar

halini alir. Bu durumda sistem
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X(1) =

y@) =

-3 0 0 -1 0
0 0 1|X()+| 0 0]u@)
| 0 -8 —4 0 -1
0 -1 1 -

X
-1 -1 0

sekline doniisiir. Dolayist ile sisteme iliskin ticlincli kutbun yani sira sistem kapali

cevrim sifirlarin1 da yerlestirmek {izere dinamik kontrol6r yapisi olusturulabilir.

Sistemin karakteristik polinomu

ve hedeflenen kapali ¢cevrim

P(s)=s"+7s>+20s+24

karakteristik polinomu

P(s)=s"+(24+6p)s’ +(288+144p+5p* )s* +(960+1728p +120p" ) s’

+(1600+5760 p +1440p” ) s> +(9600 p + 4800 p° ) + 8000 p°

seklinde yazilir. Buradan (5.38) ifadesi

5(s)=(17+6p)s’ +(268+144p+5p” )s* +(936+1728 p +120p ) s°

+(1600+5760p +1440p” ) s> +(9600 p + 4800 p ) s +8000 p°

veya

8000p°
9600 p + 4800 p*
1600+ 5760 p +1440 p*
936+1728p +120p>
268+144p+5p°
17+6p

ve (5.39) ifadesi ile tanimli Z matrisi
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24 0 0!1 00 0
20 24 010 1 0 0
,_|7 202410 01 0
|17 2000 0 0 1
0 1 710000
0 0 1!00 0 0]

seklinde yazilir. (5.41) ifadesi geregince kontrolor katsayilarindan meydana gelen

matris

[—82.2619+164.524 p+287.308p" |
149+102p +5p°
17+6p
F, =| 1974.29-3948.57 p+1104.62 p*
~1930.76+3861.52—1066.15 p’
~1212.17 +2424.33p—671.154p°
| —364.738+729.476 p—202.308 p* |

seklinde yazilabilir. Dolayisi ile F,(s) dinamik kontrolorii

F,(4,1)
FD(S):s3+FD(3,1)52+11<“D(2,1)S+FD(1,1) e ] EEEZB
F,(7.1)

seklinde elde edilir. Elde edilen dinamik kontroldr sisteme Sekil 5.2 deki yapr ile

baglanir.

Y(s)

M—» G(s) >

L £ (s)

Sekil 5.2: Dinamik kontrolor eklenmesi halinde
kapal1 ¢cevrim sistem blok semasi

A

Burada ikinci giris ikinci ¢ikisa iliskin transfer fonksiyonunun pay ve paydasi serbest

birakilan p degiskeninin birer polinomlaridir. $oyle ki;
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T(5)p, =5 +(6p+21)s" +(225+126p+5p” ) s +(862.952+1474.1p+1189.23p* ) s°
~658.095+1316.19 p +2298.46 p

T(8) g = +(6p+25)s° +(—47.7381+879.476 p 197308 p* ) s°
+(—953.381+6514.76 p—1153.08p” ) s* +(-4435.43+ 24358.9p—2910.77p’ ) s°
+(~7454.47+43068.9p —984.615p ) s” +(~3277.71+32155.4p +14596.9p° ) s
+10529.5-21059.1p +27224.6 p*

Dolayist ile kapali ¢evrim sistem sifirlarinin yerlerinin p serbest parametresi ile
degistigi sdylenebilir. Sisteme iligkin sifir polinomu ve kutup polinomlart belirli bir
aralikta p ‘nin farkli degerleri i¢in elde edilip karmasik s diizleminde isaretlenmesi
halinde 6yle bir p degeri bulunur ki bu p degerinde sistemin baskin sifirlari, kapali
cevrim karmagik kath baskin kutuplari ile ayni degeri alir. Boylece hem kapali
cevrimde sistemin katli karmasik eslenik kutuplara sahip olmasin oniline geg¢ilmis
olur hem de sistem sifirlarinin kapali ¢gevrim sistem performansi tizerindeki etkisi en
aza indirilmis olur. Kapali ¢evrim transfer fonksiyonu pay polinomu (sifir polinomu)
besinci dereceden bir polinom oldugundan tiim sifirlarinin etkilerinin, kapali ¢evrim
sistem davranisindan elendigini sOyleyemeyiz. Ancak sadelesme gerceklestikten
sonra elde kalan yeni sifir polinomunun kokleri merkezden ve kapali ¢evrim baskin

kutuplarindan oldukc¢a uzakta oldugundan etkileri ihmal edilebilir.

Bu 6rnek i¢in sifir etkisini en aza indirecek deger p=2.75 ‘dir. p=2.75 degerini

almasi halinde sadelesmenin ger¢eklesmedigi durum igin kapali ¢evrim sistem

sifirlari

—2+2j
Zy 5345 =| —10.5879+9.70742
—12.3242
ve kapali ¢evrim sistem kutuplari
—2£2j
—2£2j
$123.4,567 = 508078

-13.7596 £14.9923 ;
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seklinde olacaktir. Dinamik kontrolor eklenmis durumda kapali ¢evrim sisteme

iliskin zaman cevab1 Sekil 5.3 ‘deki gibidir.

Time Response

l, e ]

0.8

~0.6

> 0.4

0.2

2
Time

Sekil 5.3: Dinamik kontrolér eklenmesi halinde
kapal1 ¢evrim sistem cevabi

5.5 Alternatif Bir Yontem

ki giris, iki cikish iiclincii mertebeden sistemlerde kutup atama islemini

gergeklestirmek iizere

k, k
Ky:[“ lﬂ (5.47)
k21 k22

seklinde tanimli bir ¢ikis geri besleme matrisi tamimlanabilir. K| matrisinin

elemanlari, sisteme iliskin ii¢ kutbu hedeflenen kutup bolgelerine tasiyacak sekilde

secilebilirler. Ancak bu durumda herhangi bir sifir atamasi yapilamaz.

Sisteme iliskin kutuplardan biri serbest birakilmasi, (5.47) ifadesi ile tanimli ¢ikis
geri besleme matrisinde de bir parametrenin serbest kalmasina sebep olur. G(s)
sistem transfer matrisinin her bir elemani, farkli giris ve ¢ikis kombinasyonlarini
arasindaki transfer fonksiyonlarindan meydana geldiginden elde edilen bu iki serbest
parametreden biri kullanilarak G(s) transfer matrisinin istenen elemanina bir sifir
yerlestirilebilir. Geriye kalan diger serbest parametre ile de sisteme iliskin atanmayan

kutup belirli bir bolge ile siirlandirilabilir. Boylece her iki serbest parametre i¢in
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elde edilecek ortak ¢oziim ile de yalnizca sistemin bir veya daha fazla giris — ¢ikis
cifti arasindaki transfer fonksiyonuna istenen eleman sifirlar1 yerlestirilmis olmakla
kalinmaz bunun yani sirada sisteme iligkin reel kutbun belirlenen smirlar iginde

kalmas1 garantilenmis olur.

Bu yéntemi Ornek 5.3 ile inceleyelim.

Ornek 5.3
(2 -1 2 3 -1
x)=| 2 -1 1|x@®)+]|2 2|ua()
3 1 -1 1 =2

t_' 3 0 -4 )
y()—__1 { 2X()

durum uzay1 denklemleri ile tanimli sistemin kapali ¢evrim baskin kutuplarim

23

§,=—"24% jT, sy <—4 yapacak K ¢ikis geri besleme matrisini bulunuz.

Sisteme iliskin kapali ¢evrim transfer matrisi

557 +50s+13 557 —525—12

3 3
G(s) = 5; +4s+1 s2 +4s5s+1
s =17s+2 —s +16s5s+11
s +4ds+1 s +4s+1

seklindedir. Buradan sisteme iliskin kapali ¢evrim kutuplarinin s, =—-0.246266 ve
5,3 =0.123133% j2.01134 olduklar1 goriiliir. Kontrol edilmemis sisteme iliskin

zaman cevabi Sekil 5.4 ‘deki gibidir.
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Time Response

0] 2 4 __ 6 8 10
Time

Sekil 5.4: Kontrolsiiz hal i¢in birinci giris birinci
¢ikisa iligkin zaman cevabi

Hedeflenen baskin kutuplari atamak tizere K ¢ikis geri besleme matrisi

Ky — |:k11 k12:|
k21 k22
seklinde tanimlansin. Dolayisi ile buradan sisteme iliskin kapali ¢evrim sistem

k,,k,,k, ve k,, parametrelerine bagimli olarak

x(=Ax(®) , A,=A-BK(C

(5.48)
y(@) =Cx(?)

24+3kI12-3(3kI1-k21)-k22  -1-3kI2+k22  2+4(3kll-Kk21)-2 (3kI2-k22)
A, =|2+2Kk12-3QkI1+2k21)+2k22 -1-2k12-2k22 1+42k11+2k21)-2(2KkI2+2k22)
3+ki2-3(k11-2Kk21)-2k22  1-kI12+2k22  -1+4(kl1-2k21)-2 (k12-2k22)

yazilabilir. Kutuplardan baskin olan ikisi kesin olarak bilinip, reel olan ii¢iincii i¢in

yalnizca bir smir deger verildiginden iicilincli reel kutup s= p olarak almabilir.
Boylece sistemden bir adet serbest parametreye elde edilmis olur. Sistemde bir tane

kutup serbest birakildigindan K, ¢ikis matrisinden de bir ilave bir serbest parametre

elde edilir.

Hedeflenen sisteme iliskin karakteristik denklem P (s)
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P(s)=s’ +(4+p)s2 +(?+4pjs+167p

ve (5.48) ifadesi ile verilen kapali ¢evrim sisteme iligskin karakteristik denklem

£ (s)

PS(S)=S3 +(5k11 +k,+5k, —kzz)s2
+(4+50k,, —17k,, =52k, +10k,, k, +16ky, =10k, ky, ) s
+1+13k,, + 2k, =12k, =167k, ky, +11k,, +167 k,, k,,

seklinde yazilabilir. Buradan, P(s) ve P(s) polinomlar: birbirlerine esitlenerek
k,,k, ve k, parametreleri k,, ve p serbest parametreleri cinsinden elde edilir.

Elde edilen bu degerler kapali ¢evrim transfer matrisinde yerine yazilarak kutup

atama islemi gergeklestirilmis olunur.

Serbest birakilan s = p deki kutbun p <—4 kosulunu saglayip, ayn1 zamanda kapali

cevrim kutuplar ile aynmi reel kisma sahip bir sifir atamay1 gergeklestirmek igin
gerekli cikis geri besleme matrisini bulabilmek i¢in Hurwitz kararlilik kriterinden

yararlanilabilir.

Hurwitz kararlilik kriteri temelde karakteristik polinom katsay1 isaretlerinden
sistemin sag yar1 s diizlemindeki kutuplarinin sayisim1 gosterir ve sistemin kararlilig
hakkinda bilgi sahibi olunmasini saglar. Ziegler Nickhols gibi baz1 kontrolor tasarim
yontemleri sistemi kararli yapacak kontroldr parametrelerini bulmak i¢in Hurwitz
kriterini kullanir. G(s) transfer matrisi elemanlar1 rasyonel polinomlardan meydana
geldiginden ve pay polinomlarinin her biri s in bir fonksiyonu olduklarindan eger pay
polinom ifadelerinde s yerine s—4 yazilirsa bdylelikle {li¢iincii kutup i¢in belirlenen
sinir degerin bulunmasi problemi bir Hurwitz kararlilik problemine doniistiiriilmiis

olur.

G (s—4) pay polinomlar: ifadeleri i¢in Hurwitz tablolar1 olusturularak hangi giris
c¢ikis kombinasyonlar1 i¢in sifir atama isleminin gerceklestirilebilecegi bulunmus
olur. Problem i¢in Hurwitz kosulunu saglayan tek polinom birinci giris ve birinci
¢ikis arasindaki ifadedir. Yani diger bir degisle G(s) transfer matrisinin birinci satir
ve birinci siitununda yer alan transfer fonksiyonudur. Elde edilen kosul deger ise
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dir. Dolayist ile k,, ‘nin belirlenen aralik igerisinde secilmesi halinde sistem kapali
cevrim kutuplari istenen yerlere yerlestirilip bunun yani sira serbest kutbunda -4 iin
solunda yer almasi saglanmis olur.

Diger serbest parametre ile sifir atamay1 gerceklestirmek iizere iigiincli kutup igin
kesin bir yer tayini yapilip (p =4) transfer fonksiyonunu sifir yapan k,, ye bagiml
¢ozlimler bulunup bu ¢6ziimler atanmak istenen sifir degerine esitlenip buradan £,,
degeri bulunur. Daha o6nce k,,k, ve k,, k,, ve pcinsinden yazildiklarindan

hesaplanan k,, ve p degerleri yerlerine yazilarak diger bagli parametrelerde

bulunmus olur. p =4 segilmesi ve birinci girig birinci ¢ikis arasina kapali ¢evrim

baskin kutuplari ile ayni reel kisma sahip olacak sekilde bir sifir atamasi yapilmasi

halinde

k,, =0.358289

\%

k, =1.00716
k,, =0.556892
k, =0.553116

dolayisi ile K, ¢ikis geri besleme matrisi

[ 100716 0.556892
¥ 10.553116 0.358289

seklinde bulunur. Buradan (5.48) kapali ¢evrim sisteme iliskin G_(s) transfer matrisi

G (s)=

3 582 +46.4171s+72.8343 55> —46.4111s—105.001
3s® +24s” + 645+ 64| s —11.46885—-90.3703 —s°>+5.92836s5+179.196
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olarak bulunur. G (s) transfer matrisinin ilk elemaninin koklerine bakildig: taktirde
istenen sifirin atanmig oldugu gortlir. Sistemin K ¢ikis geri beslemesi ile kontrol

edildigi durum i¢in ¢ikis basamak cevabi Sekil 5.5 deki gibidir.

Time Response

1 —

0.8

—~0.6

0.4

0.2

2
Time

Sekil 5.5: Sifir atamas1 gerceklestirilmig hal i¢in birinci girig
birinci ¢ikisa iliskin zaman cevabi
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

Boliim 2 de elde edilen sonuglar gostermektedir ki, sistem davranigini belirlemede
sistem kapal1 ¢cevrim kutuplarinin yani sira sistem sifirlar1 da biiytlik etkiye sahiptir.
Soyle ki hedeflenen kapali ¢evrim kutuplarini istenen yerlere gotiirmek {izere
kontrolor tasarlanirken, kapali ¢evrim sistem sifirlarinin etkileri goz ardi edilmesi
halinde kapali ¢evrim sistemin beklenenden oldukca farkli davranis sergiledigi ve
hatta sistemin kontrolsiiz halinden ¢ok daha kotii davranig sergileyebilecegi yapilan
orneklerle gozlenmistir. Bunun yani sira sistem sifirlarinin kontroloriin ileri besleme
yolu mu yoksa geri besleme yolu iizerine mi yerlestirmesinin, hedeflenen sistem

performansini saglayacaginin belirlenmesinde etken rol oynadigi goriilmiistiir.

Tek giris tek ¢ikish sonlu bir sifira sahip lineer zamanla degismeyen sistemler i¢in
zaman tanim bolgesi performans kriterleri yeniden diizenlenmis, sifirlarin, sifir
etkileri 1hmal edilerek olusturulan performans kriterleri iizerinde ne gibi
degisikliklere sebebiyet verdikleri nedenleri ile birlikte kapsamli olarak incelenmis,
sistemin hedeflenen kapali ¢evrim performans kriterlerini saglamasi i¢in sifir

yerlestirme isleminin nasil yapilacagi konusunda bir 6n hazirlik yapilmistir.

Tek giris tek c¢ikish sistemlerde kapali ¢evrim sifirlarinin yerlestirilmesine yonelik
analitik bir yontem incelenmis, bu yontemle sonlu bir sifira sahip ikinci mertebeden
sistemlerin zaman cevabini, yalnizca kutuplardan meydana gelen ikinci mertebeden
sistemlere yaklastirarak sifir etkisini en az disiirecek sekilde nasil bir sifir
yerlestirmede bulunulabilecegi irdelenmistir. Bu kapsam dogrultusunda sistem kapali
cevrim sifirlarinin sistem davranisi lizerinde etkisi sistem kapali ¢evrim sifirinin
merkeze olan uzakli§1 yani sira kapali ¢evrim baskin kutuplarina olan uzakliga da
bagli oldugu ve sayet bu iki degerin birbirine orani1 ne kadar kiigiik ise sifirlarin
kapali ¢evrim sistem davranmisinda o kadar az etkiye sahip olacagi goriismiistiir.
Dolayist ile sifirlar1 merkezden olabildigince uzaga yerlestirmek en iyi sonucu
verecektir. Ancak ikinci mertebeden biiyiik sistemlerde ilave kutup ve/veya sifirlar
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geleceginden sifir yerlestirmesi belirli sinirlar igerisinde miimkiin hale gelir. Bu
durumda, yapilabilecek diger alternatifler soniim orani degeri ve hedeflenen asim
degerine bagli olarak ya sistem sifirini, kapali ¢gevrim baskin kutuplari ile ayni reel
kisma sahip olacak sekilde segmek ya da biiylik soniim oranlar1 i¢in merkezle kapali

cevrim baskin kutuplarina esit uzaklikta segmek olacaktir.

Genel olarak, ikinci boliim boyunca mevcut sistemin herhangi bir sifira sahip
olmadigi, hedeflenen performans kriterlerinin saglanmasi i¢in sisteme eklenen
kontrolorden gelen sifirlarin nasil ikame edilmesi gerektigi tizerinde durulmustur.
Uciincii boliimde ise sistemin kendi igerisinde sifir/sifirlara sahip olmasi durumu
incelenmigstir. Soyle ki, bu boliimde yalnizca tek giris tek ¢ikish sistemlerle sinirh
kalinmay1p incelemeye ¢ok giris ¢cok ¢ikish sistemlerde dahil edilmis, bunun sonucu
olarak da tek giris tek cikisl sistemlerin aksine farkl sifir yapilari ile karsilagilmastir.
Bu yapilar tek giris tek c¢ikish sistemleri de igine alacak sekilde; sistem sifirlari,
degismez sifirlar, aktarim sifirlar1 ve ayrim sifirlar1 olmak iizere 4 ana grupta

toplanmustir.

Tek giris tek cikisli sistemlerde gozlemlenen sifirlarin aslhinda iletim sifirlar
olduklart ve girig isaretinden bagimsiz olarak sifirin bulundugu karmasik frekans

degerinde sistem ¢ikigini sifirladigi gézlemlenmistir.

Durum Uzay1

Giris Uzay1 B

>

Sekil 6.1: Cikis1 sifirlama problemini gosteren bir sema

En genel hal icin farkli sifir tiplerinin birbirleri ile olan iliskileri Sekil 6.2 deki
gibidir.
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Sistem Sifirlar

Degismez Sifirlar

Sekil 6.2: Farkl: sifirlar tipleri arasindaki iligkiyi gosteren blok sema

Buna gore Rosenbrock sistem matrisi ile tanimlana sifirlar, transfer fonksiyonu
kullanilarak elde edilen sifirlardan farklidir. Tam kontrol edilebilir ve tam
gozlemlenebilir sistemlerde her iki ifade kullanilarak elde edilecek sifirlar birbirine
esittir. Benzer sekilde tam kontrol edilebilir ve tam goézlemlenebilir sistemlerde
aktarim sifirlart ile degismez sifirlar birbirine esittir. Sistemde kontrol edilemeyen
ve/veya goOzlemlenemeyen durumlarin bulunmasi halinde bazi sifirlar degismez
sifirlar kiimesinde yer almasina karsin artik aktarim sifirlar1 kiimesinde yer almazlar
isete bu sifirlara ayrim sifirlar1 denir. Ayrim sifirlart da durumlarin  kontrol
edilebilirlik ve gozlemlenebilirliklerine goére giris ayrim, ¢ikis ayrim ve girig-¢ikis

ayrim sifirlar1 olarak alt siniflara ayrilirlar.

Ucgiincii boliimii destekleyici olarak dérdiincii boliimde sifirlara iliskin ozellikler
incelenmisti. Ugiincii ve dérdiincii boliimiin yapilmasindaki amag gerek tek giris tek
cikislt sistemlerde olsun gerekse ¢ok giris cok ¢ikislt sistemlerde sistemde bulunan
istenmeyen  sifir  dinamiklerinin  giderilmesine  yonelik  bir  ¢aligsmanin
yapilabilirliginin arastirilmasi ve sayet boyle bir imkan varsa gergeklestirmek i¢in ne
yapilabileceginin anlasilmasidir. Ancak bu boliimler sonunda elde edilen sonuglar
sistemin kendi yapisinda bulunan sifir dinamiklerinin degistirilemez oldugunu
gostermektedir. Soyle ki mevcut sistemde giris, ¢ikis ve durum vektorlerine tekil
olmayan matrislerle ¢esitli doniisiimler uygulanmis, bunun yan1 sira sisteme statik

durum ve c¢ikis geri beslemeleri yapilmasina karsin sistem sifirlarinda herhangi bir
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degisiklige sebep olunamamustir. Ayrica, dordiincii boliimde sifirlara dair 6zellikler
kapsaminda incelenen kareye indirgeme ve kareye yiikselteme islemleri ile de
mevcut sistem sifirlar1 degistirilememis ancak bu sifirlara yeni sifirlar ilave

edilebilecegi goriilmiistiir.

Besinci boliimde ise dinamik geri besleme tabanli model esleme problemi ile
stfirlarin etkilerinin giderilebilirligi iizerinde durulmustur. Ancak Model esleme
problemi ile bir ¢oziimiin elde edilebilirligi belirli kosullara bagli oldugundan
yalnizca ¢ok 6zel yapidaki sistemler i¢in bir ¢ézlimiin varligindan s6z edilebilecegi
sonucu elde edilmistir. Model esleme problemi genele yayilamaz. Son olarak bu
boliimiin sonunda, tipki ikinci boliimde yapilan tasarim gibi, sisteme kontrolérden
gelen ve transfer fonksiyonu matrisinin elemanlar1 {izerinde goriiniin sifirlarin nasil
yerlestirilebilecegi sorusu ¢oziilmeye c¢alisilmistir. Bunun i¢in gerekli alt yapinin
olusturulmasina yonelik durum geri beslemesi tabanli kutup atama yontemlerinden
genellestirilmis iz diislim yontemi ele alinmis, daha sonra bu yontem c¢ikis geri
beslemesine indirgenerek bazi serbest parametrelerin olusmasi saglanmistir. Boylece
elde edilen bu serbest parametrelerle eleman sifirlarinin  istenen yerlere
yerlestirilmesi miimkiin hale gelmistir. Ancak bazi durumlarda ¢ikis geri beslemesine
indirgenmis genellestirilmis iz diisim yaklagimi ile hedeflenen performansin
saglanamadigl durumlar meydana c¢ikmaktadir. Bu durumlarin iistesinden gelmek
icin genellestirilmis iz diisiim yaklasimi ile yapilan ¢ikis geri beslemesi dinamik bir

kontroldrle giliglendirilmelidir.

Dinamik kontroloriin en biiylik dezavantaji sistem dinamigini yiikseltmesidir. Bu
nedenle sistem dinamiginin yiikselmesinin Oniine ge¢mek igin genellestirilmis iz
diistim yaklagimi ile kismi kutup atama ve dinamik kontroldr yapilart kullanilarak
sifir atamanin nasil gergeklestirilecegi iizerinde durulmus, yontemler birer 6rnekle
aciklanmistir. Bunun yani sira bu yontemlere benzer olarak hesaplamada ¢ok daha
kolaylik saglayan alternatif bir yontem tiizerinde durulmus ve sifir atama islemi bir
ornek lizerinde uygulanmis sifir yerlestirme islemi gergeklestirilmistir. Ancak
sistemin mevcut sifirlarinin degismedigi unutulmamalidir. Bu yontemlerle sadece
belirli bir giris ve belirli bir ¢ikis ¢ifti arasindaki transfer fonksiyonuna hedeflenen

kutuplarin yani sira bir de sifir yerlestirilmistir.
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EKLER
Ek — A [18]
A ve D kare matrisler olmak tizere A determinant ifadesi dort pargaya ayrilarak

A1)

A B
C D

seklinde yazilabilir. Burada | A |# 0 oldugundan, (A,1) ifadesinde birinci satir soldan

—~CA™' ile ¢arpilarak ikinci satira eklenirse

A B .
- =|A||p-cA™B (A.2)

0 D-CA'B

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde, D| # 0 olmak iizere eger ikinci satir -BD™' ile

soldan ¢arpilip birinci satira eklenirse

-1
A:‘A_BD co =|A-BD"C||D| (A3)
C D

ifadesi elde edilir.

Eger A,B,C,D matrislerinin her biri » inci mertebeden kare matrislerse (A,2) ve
(A,3) ifadelerinden Schur teoremi, hesaplanacak 2n inci mertebeden determinant

ifadesini » inci mertebeden bir determinant ifadesine doniistiiriir:

A=|AD-ACA™B| . (A|=0) (Ad)
A= \ AD-BD'CD \ . (D|=20) (A,5)
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Eger A ve C matrisleri degigsme 6zelligine sahip iseler yani AC=CA ise (A,4)

ifadesi
A=|AD-CB| , (|A]#0)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde C ve D matrisleri degigsme 6zelligine sahip

iseler yani CD =DC ise, (4,i1) ifadesinden
A=|AD-BC| , (D|=0)
elde edilir.
Ek-B
7 (A,B,C) biciminde tanimli bir sisteme iliskin karakteristik polinom ifadesi
|/1[—A| =AY s A" 45, P+ L+ (=D,

seklinde ifade edilebilir. Su halde karakteristik polinomun s, katsayilari ile A, kokleri

arasindaki

s, =Y. a,=a+a,+...+a, =trace(A)

I<i<n

8§, = Z aa; =a,a,+aa,+a,a,+a,a;+ ...
1<i<j<n

5y = z a,a,a, = 4,a,0; + 40,4, + a,a,d, + ...

I<i<j<k<n

sy=[l1A=44 .. A

1<i<n

iligkileri yazilabilir.
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