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OZET

Bu calismada bir boyutlu kuvantum uyumlu salinicinin eniyilemeli
denetimiyle ilgilenilmektedir.  Salinicinin dig alan genligi ile etkilesiminin
var oldugu ve etkilesimin ikikutuplagma baglaminda betimlenebilecegi
varsayllmaktadir.  Ikikutup islevi dogrusal olarak secilmektedir.  Dizgenin
baglangic amindaki durumunun, yahtilmig durumundaki birinci uyarilmig
diizey oldugu ongoriillmektedir. Bu ongoriimiin sonuglart ¢ok etkilemedigi de
gozlenmektedir.

Eniyilemeli denetimde konum ve momentum islecleri tiiriinden dogrusal
yapil anlatimlar amag ve yaptirim islegleri olarak ele alinmigtir. Amag islecinin
etkilegim zaman araliginin sonundaki beklenen degerinin erek(hedef) deger olarak
ongoriilen O degerine erismesi ya da olabildigince yakinlasmasi istenmektedir.

Denetim denkleminin zamanla degisen alan genligi i¢in elde edilen integral
denklem degismez katsayili dordiincii basamaktan dogrusal tiirevli ve simir
kogullu bir denkleme doniistiiriilmiistiir. Siradan tiirevli bu denklemin sinir
kosullar1 integral denklemden doniigiim sirasinda elde edilmistir. Sinir deger
sorununun elde edilen c¢oziimlerinin kararliligi ve giirbiizliigii incelenmistir.
Kararlilik islecinin cekirdegi olusturulurken dalga ve esdiizey islevlerinin dis
alan genligindeki degisimlere olan bagimliligini betimleyen duyarhlik islevleri
saptanmig ve kullanilmistir.

Kararhilik ¢ekirdegi ve kararlilik 6zdeger kiimesi i¢in sinirlamalar ¢izilmistir.

Siirlamalara dayanaraktan giirbiizliigiin tanimi verilmistir.

viil



SUMMARY

This work deals with quantum optimal control of one dimensional harmonic
oscillator. The external controlling field is assumed to be sufficiently weak,
therefore, characterizable by dipole polarizability only. The dipole function is
taken as linear and the initial state of the system is considered to be the first
excited state of the isolated harmonic oscillator.

Two operators, linearly depending on position and momentum are taken
as objective and penalty operators. The objective operator whose expectation
value is aimed to reach a prescribed target value at the final interaction instant
and the penalty operator whose expectation value is to be suppressed during the
interaction with the field are assumed to linearly depend on the position and the
momentum operator.

Integral equation for the external field amplitude is converted to a linear
constant coefficient ordinary differential equation which can be analytically
solved. The necessary boundary conditions for the solution are obtained from
the integral equation itself. Stability and robustness analysis are investigated
for the soultions of boundary value problem. While constructing the kernel of
the stability operator, sensitivity functions characterized the variations in wave
and costate functions with respect to variation in external field amplitude are
measured and used.

We have constructed bounds for the kernel and then for the spectrum. We

have given quantitative definition of the robustness.

X



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Calismanin Amaci

(algmada gozoniine aliman kuvantum dizgenin dinamigi Schrodinger
denklemi tarafindan betimlenmektedir. Dizge yalitilmig durumda ise Schrodinger
denklemi devinim ve gizilglic erkinden olusmaktadir. Dig alan dizge ile
etkilestiginde, yalitilmig dizgenin devinimi dig alanin 6zelliklerine bagimli olarak
yalitilmig durumdakinden sapma gosterecektir. Etkilesim sonlu zaman araliginda
stirdiirtildiikge, dizgenin tizerinde denetliyici iglevler goren isleclerin beklenen
degerleri yeni degerlere ulasacaktir. Yeni degerler yalhitilmig dizge hareketinin
bekleneninden farkli olacaktir. Uygun dig alan genligi secimiyle, sozii edilen
isleclerin beklenen degerlerinin istenilen beklenen degerlere ulastirilabilmesi
olanakhdir. Bu da, dig alanda esneklikler 6ngoriilmesi ve bu esneklikleri, etkilesim
sonunda dizgeyi istenilen yapiya erigtirecek ya da olabildigince yaklagtiracak
bigimde segerek, yani dizge devinimini eniyilemeli denetleyerek saptamak
olanaklidir.

Bu galigmada, dig alan genligi ile etkilegimin ikikutuplagmal[l] baglaminda
betimlenebilecegi varsayilmakta olup, dig alan genligi, etkilesim sirasinda
dizgenin dinamigini denetim i¢in kullanmilmaktadir. Eniyilemeli denetim
denklemleri; ileriye dogru evrimi kisiliklendiren dalga islevinden (fonksiyon),
geriye dogru evrimi kisiliklendiren egdiizey islevinden, bunlara eglik eden sinir
kosullarindan, ileri-geri evrimleri birbine baglayan denetim denkleminden ve

erisim denkleminden olugsmaktadir.

1.2 Kuvantum Mekaniginin Temelleri

Evrim, koklesik devimbilimde (klasik mekanik) durumlar arasinda taniml
iken kuvantum mekaniginde durumlarin olasiliklar1 arasinda tanimhdir.

Kuvantum mekaniginin bilinen temel kurallar1 vardir. Birinci temel kural,
dizgenin durumunun dalga islevi ya da olasilik iglevi diye adlandirilan ve ¢ simgesi

ile gosterilen bir matematiksel biiyiikliikle betimleniyor olmasidir. ¢ iglevi hem



zamana hem de dizgenin konumsal bagimsiz degiskenlerine bagiml olmalidir.

?/J:%U(fl,"' ,{L‘n,t) (11)

Ikinci temel kural, olasihk genligi olarak bilinen ¢*¢ bityiikligiiniin tiimlevinin

bir olmasinin gerekliligidir.

/ dl‘l ©c 'dxnw*(xla e 7xn7t),¢)(x17 e ,l‘n,t) =1 (12)
\%

Kuvantum mekaniginin temel kurallarindan bir digeri olciilebilen ya da
gozlemlenebilen tiim dizge 6zelliklerinin bir igle¢ (operator) ile betimlenmesidir.
Bu igleclerin kendine eg olmalar1 gerekmektedir. Kendine eg islegler[2] ile ilgili
bilgi vermeden once dogrusal igleclere aciklik getirelim. Eger X ve ) ayni alan
(cisim, field), F, tizerinde tammmlanmig iki dogrusal yoney uzay: (lineer vector

space) ise X’ten )’ye tanimlanan bir iglev, £,
L (121 + ome) = a1 L(x1) + anL(22) (Vay,m9 € X) A (Vay, a0 € F) (1.3)

kogulunu saghyorsa, L islevine AX’ten )’ye “Dogrusal Doéniigim (Linear
Transformation), ya da “Dogrusal Isleq” (Linear Operator) denir. Burada X
dogrusal yoney uzayina sozkonusu islecin tanim bolgesi, ) dogrusal yoney uzayina
ise deger bolgesi adi verilir. Eger tanim ve deger bolgelerinde ayirdetme kaygis
yoksa igleci belirtirken vurgulanmalarina gerek duyulmaksizin “Dogrusal Islec”
de denebilir.

Dogrusal islecin eg’inden sozetmek icin iglecin aymi uzaydan aym uzaya

doniigiim yapiyor olmasi gerekmektedir. Tanimlama,
(x1, Lxs) = (L 21, X9) Vay, g € X (1.4)

ozdesligiyle verilir. Boylece ongoriilen L£* iglecinin  varhigi ve egsizligi
kanitlanabilir. Yukarida L£* ile simgelenen bu iglecin var ve esgsiz oldugunu
diigiinecegiz. Bu islece £ islecinin “Esi” (Adjoint) adi verilir.

Eger X’ten yine X’e doniigim yapan bir £ isleci gozoniine alinacak olursa
ve bu islec¢ i¢in

L=rC (1.5)

yazilabiliyorsa bu islece “Kendine Eg” (Self-Adjoint) denir. Kuvantum dizgelerin
devinimlerinin incelenmesinde bu terim yerine, Hermite adli bilimcinin anisina,
“Hermitian” adi da verilmektedir.

Kuvantum mekaniginin diger bir temel kurali gozlemlenebilen bir

biiyiikliigiin belli bir andaki degerinin, beklenen deger (expectation value)



araciligiyla betimlenebilmesidir. N bagimsiz degiskene bagh dalga iglevi v olmak

iizere () ile gosterilen bir iglecin beklenen deger tanimi agagidaki sekilde yapilir.

Q) = /v dz, - - den ™ Qv = (BIQI) (1.6)

Dizgenin devinimi (olasiligin zamanla degisimi), Hamiltonyen adi verilen
bir igle¢ aracihigiyla tamimlanir. Bu isleg, klasik mekanikteki Hamilton iglevi
igindeki konum ve momentum yerine sirasiyla konum ve konuma gore birinci
tirev isleclerinin gelmesiyle tretilir.

Klasik mekanikteki Hamilton islevi buytkligiine kuvantum mekaniginde

karsilik gelen Hamilton isleci,

H = H(p17 yPnsq1, 7Qn7t>7 (17)

p ve q 'lar
=il 1 (1.8)
= —ih— =1--'n :

ile tanmimlanan isleclere denk olmak tizere agagidaki bicimde tamimlanmaktadir.

H=H(—-th——., - ,—th— cee L Tp, t 1.10
( 1 al_la , — 1 al’n’xl’ y L ) ( )
1.3 i§levsi, i§levde Degisim, i§levsel Tirev

Tek boyutlu kuvantum molekiilsel devinimlerin eniyilemesi ile ilgilendigimiz

i¢in dizgeyi betimleyen Hamilton igleci

~ 0
H=H(—ith—,z,t 1.11
(mihm—, 2,1) (1.11)
seklinde ifade edilir. Dizgenin bir iglevler kiime’sinden gercel sayilar kiime’sine bir

dontisiim tamimlayan amag islevsisi 7 ile ifade edilsin. Amac iglevsisini agagidaki

bi¢imde bir matematiksel anlatim ile tanimlamak olanaklidir.

jE/O dtf(u(t),u'(t),t) (1.12)

u(t)'nin yukaridaki amag islevsisine gore eniyilenmis yapisini verecek olan
denklemlerin elde edilmesi i¢in amag iglevsisinin birinci basamak degigsimini
belirlemek ve onu sifira egitlemek gerekir. Tlimlevleme ile degisim alma iglemleri

yerdegistirebilir nitelikte oldugundan asagidaki esitlik yazilabilir.

0T = /OT dtd f(u(t),u'(t),t) (1.13)

3



Daha belirgin bir sonug elde etmek i¢in amag islevsisi ¢ekirdeginin birinci basamak
degisiminin acik olarak yazilmasi gerekir. Degigim alma eyleminin tiirev alma
eylemiyle esdeger sayilabilecek 6zellikleri bulundugu akilda tutularak bu gorev
yerine getirilebilir.  Elde edilen yapmin (1.13) kullamilmasi du(t) ve ou'(t)
ile orantili terimlerin toplami big¢iminde bir iglevin tiimlevinin sifirlanmasinin
gerektigini gosterir. Ancak burada tiirevin degisimi ile iglevin degigsimi birbirinden

bagimsiz degildir. Aslinda, asagidaki iliski gecerlidir.
Su'(t) = (6u(t)) (1.14)

Bu nedenle degisim tiirevli terimlerin yalnizca degigsim iceren terimler durumuna
dontigtiiriilmesi gerekir. Bu amaca kesimsel tiimlevleme (kismi integrasyon) ile
erigilebilir. Bu dogrultuda, g(¢) tiirevlenebilir ve tiimlevlenebilir bir iglev olmak

uzere

/0 dtg(t)ou'(t) = g(T)ou(T) — g(0)du(0) — /0 dtg'(t)ou(t) (1.15)

ozdesliginden yararlanilabilir.

Verilen bir amag iglevsisinin agk yapisi (1.13) denkleminde kullamilir ve
ortaya ¢ikan tiimlevlerde (1.15) 6zdesliginden yararlanilirsa tiimlevli anlatimlarla
ttimlev digi anlatimlarda ou(t), du(T), ve du(0) degisimleri ile orantili terimler
bulunabilmektedir. Sifirlanmanin, degigimler ne olursa olsun, gerceklenmesi ic¢in
bu degisimlerin her birinin katsayisinin ayri ayri sifira esit kilinmasi gerekir.

Boylelikle tiirevli denklem ve ona eglik eden simir kogulundan olusan bir
“Sinir Deger Sorununa ”karsilik gelmektedir.

Amag islevsisinin sifira 6zdegligi enkiigiikleme ve enbiiytlikleme sorunudur.

Islevsinin degisimi

5T = /0 dt 5% Sou(t) (1.16)

olup, % terimine iglevsel tiirev (functional derivative) denmektedir.

14 Schrodinger Denkleminin i§leg Gosterilim Cozimii

Zamandan bagimsiz Hamiltonyen, dizgenin toplam enerjisi, devinim erki
(kinetik enerji) ve gizilgii¢ erkinin (potansiyel enerji) toplami olup asagidaki

sekilde bagintilandirilmaktadir.

1 a\> 1
Hy=HEF 4+ HY = o (—m%) + 553;2 (1.17)

Fiziksel birimlerden arindirilmig degiskenlerle caligabilmek icin  degisken

dontiisimi  yapilmasi gerekmektedir. Asagida verilen Olgeklendirmelerin



yapilmasi durumunda Planck degismezi, kiitle ve gizilglic erkinde yer alan yay

degismezinden kurtulabilmek miimkiin olmaktadir.

1

k)4
O’;R r — oz (1.18)
%t o (1.19)

1 o\ 1
Hy=~(—i=— —z? 1.2
olmaktadir. Hy, Hamiltonyen isleci olmak tizere Schrédinger denklem

m&g—l@ = Hy, (1.21)

olarak yazilabilir. Eslik eden baslangic kogulu ¢ (z,0) bilinmek koguluyla (1.21)

sirasay1li denklemin igle¢ gosterilimli ¢oziimii elde edilebilir. Bu baglamda,

L OU(t
<m ngf )) = (Hot)i—g = Ho (¥)i—g = Hop(x,0) (1.22)
t=0
ve boylece dalga islevinin t degigkenine gore birinci tirevinin ¢ = 0 anindaki
degeri
(1) i
= —7 Hoy(x,0 1.2
( ot /g h 0 (x,0) (1.23)

yazilabilir.  (1.21) denkleminin iki yanmin zamana gore ikinci tiirevinin esiti

islecler tiriinden

821p(t) B 10 B i Oy
oz~ nar (Hov) = —gHogy

olup, t = 0 anindaki degeri

(3281i£t))t0 N _%HO (%—lf)to = (‘%Ho)zdj(x, 0) (1.25)

yukaridaki sekildedir. Dalga iglevin zamana gore m.inci tiirevini agagidaki sekilde

(), () w0

Kuvantum mekaniginde olasilik iglevleri siirekli islevler olarak digiiniilir.

(1.24)

genelleyebiliriz.

Yalitilmig dizge icersinde dalga islevi ¢ = 0 civarinda seriye acilabilmektedir.

MacLaurin agilimi geregi 1(x, t) islevini su sekilde yazabiliriz.

st =3 (T} Cos L (m) w0 e

n=0 n=0




Ustel bir iglecin seriye agilmimi diisiinecek olursak (1.27) sirasayil esitlikte gikan

yapiya benzer bir yapi ile kargilagmig oluruz.

—itHy _ o t" { n_ =1 it "
et ozzm —Ho _ZE ——Ho (1.28)
n=0 n=0

Schrodinger denkleminin ¢oziimii i¢in kullanilan evrim igleci Hy olmak tizere dalga

islevinin igle¢ gosterilimi agagidaki sekilde elde edilir.
Y(x,t) = e oy (x, 0) (1.29)

Ancak, bu agihm Hy’ nin t’ye bagh olmadigi varsayimi ile olusturulmustur.
Hamilton islecinin t’ye bagimli olmasi1 durumunda yukarida verilen Schrodinger

denkleminin isle¢ gosterilim ¢oztimii gegerli degildir.
1.5 Ket ve Bra Biiyiikliikleri Tiiriinden Gosterilim

Dalgaketi ve dalgabrasinin sagladigi denklemler sirasiyla

0

ihoy [9(t) = H |9(t) (1.30)
0

—ih )| = (1) | H (1.31)

seklindedir. Dalgaketi ve dalgabrasinin ¢oziimii i¢in eslik eden baglangic kogullar

¥(0)) ve ((0)| dir. U(t) evrim isleci, dalgaketi denkleminin ¢dziimii i¢in

tamimlanirsa,
(1)) = U(t) [4(0)) (1.32)
U(t) evrim iglecinin sagladigi denklem ve eglik eden basglangig kogulu
aU(t
ih% = HU(t) uwo)=1 (1.33)

seklindedir. V(t) evrim islegi, dalgabrasi denkleminin ¢6ziimii igin tanimlanirsa,

(W) = @(0) V() (1.34)
V(t) evrim iglecinin sagladigi denklem ve eglik eden baglangig kogulu
—ihmg—it) =Vt)H V(0)=1I (1.35)
¢ seklindedir.(1.33) sirasayili denklem soldan V(t) ile,
ihV(t)azg—it) =V(t)HU(t) (1.36)
(1.35) sirasayili denklem sagdan U(t) ile ¢arpilirsa
—ihmg—gt)b{(t) =V(t)HU(t) (1.37)



elde edilir. (1.36) ve (1.37) sirasayili denklemler taraf tarafa toplanirsa

IV (t)U(t)

o Y

olmaktadir. Degismez iglecin zamana bagli tiirevi sifira egit olacagindan
ViouUit)=Cc = vouo) =c=1I
Boylece dalgabrasinin evrimini betimleyen V() isleci,
V(t) = 'l
dalgaketinin evrimini betimleyen U(t) islecinin
Ut) = eminH
evrigidir. U(t) ve V(t) evrim iglegleri igin

() = UD)H(0))
| = @O

yazilabilir.

ULTUEL) =1

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.44)

Burada kama(dagger) simgesi eg(adjoint) anlamindadir. Dolayisiyla, kamasi

evrigine esit olan igleg birimsel (unitary) olacagindan U(t) evrim isglecinin kendine

es oldugu ortaya ¢ikmaktadir.



BOLUM 2

ENIYILEMELI DENETIM ALTINDAKI DEVINIM
DENKLEMLERI’NIN ELDE EDILIiSI

Bu calismada uyumlu salinicinin eniyilemeli denetimi i¢in 6nce zamandan
bagimsiz Hamilton isleci Hy ile, basglangic ammndaki dalga islevi ¢ ile, simgelenen
bir dizge[3] gbzoniine alinmaktadir. Bu dizgenin dig alan etkisi altindaki

devinimini betimleyen Hamilton isleci agagidaki sekilde verilmektedir.

Dizgenin zamandan bagimsiz ikikutup islevinin konum degiskenin bagimlilig
dogrusal olarak secilmekte ve g ile simgelenmektedir.  Dizgenin baglangig
anindaki durumunun, yalitilmig durumundaki birinci uyarilmig diizey oldugu
ongoriilmektedir.

Bir iglevler kiime’sinden gercel ya da karmasik sayilar kiime’sine bir
dontisim tanmimlayan iglevlere islevsi denilmekte ve J ile betimlenen dizgenin
amag iglevsisi agagidaki jo,jp(l),jp(z),jqd terimleri ile tanimlanmaktadir.
Burada islevsi, olgiilebilirlik igin, gercel sayilar kiime’sine doniigiim olarak
alinmaktadir.

9) islecinin beklenen degeri ve O ile simgelenen bir erek degeri amac

iglevsisinin amag terimini olusturmakta agsagidaki sekilde kullanilmaktadir.
1 ~ N\ 2
o =5 ({1 |0] (1)) - 0) (2.2

Etkisi istenilmeyen bir O islecinin beklenen degeri ve W,(t) ile simgelenen bir
agirlik islevi, yaptirim terimlerinden beklenen deger bastirma ile ilgili olanin
olugturulmasinda kullanilmaktadir.
T
7 =5 [ a0 (v |0

0

W) W >0 teloT]  (23)

Ikinci yaptirmm terimi icin Wy (t) ile simgelenen agirlik iglevi kullanilmaktadir.

T = %/dtWE(t)E(t)Q Wg(t) > 0; te[0,T] (2.4)



Dizgenin kuvantum dinamigi asagidaki bag terimiyle amag iglevsisine girmektedir.

Ted = /T dt <)\(t)

Toplam amag iglevsisi  (functional), bu terimlerin  toplami olarak

m;H@uwgﬂfﬁ@@m;H@A@>@@

tanmimlanmaktadir.

T =T+ITD+TP+ TJ.q (2.6)

Islev yapisinda yapilan sonsuz kiiciik degisim varyasyon olarak tanimlanmakta
olup, toplam amag islevsisinin birinci degisimi sifirlanarak eniyilemeli denetim

altindaki devinim denklemleri elde edilebilmektedir.
0T =0 (2.7)
Amag teriminin birinci degigimi
67, = ({v(0)|0]w(1)) = 0) s ((v(1)|0] v(1)) - O)

= ((v) |0]v(@)) - 0) ({6v() 0] (1)) + (w(1) |0 3w(1))) (28

Ik yaptirim teriminin birinci degisimi

)Y ((50) [0 w®) + (v |0

W,(t) >0, tel0,T] (2.9)

T

o = [ a0 (v |0 vt

0

Ikinci yaptirim teriminin birinci degisimi
T
5T = /dtWE(t)E(t)aE(t) Wg(t) >0, te[0,T] (2.10)
0

Dizgenin kuvantum dinamiginin birinci degisimi

6T 0q = /T dt <5>\(t)
[l :

ma_ﬂ@pwg+jﬁ<m@+mg_ﬂ@p@>
+/Tdt< b(t) |—ps E(t) +/Tdt< ‘—zh——H()‘M(t)> (2.11)

o - H(t)] w<t>> + [t |-woE 0o




Kesimsel timlevleme sonrasi devinim kisit teriminin birinci degigimi asagidaki
sekilde ifade edilebilmektedir.

T
5 Ta = / dt <5)\(t)
0

" / dt (M(t) | HL(5)] d0(0)) + / it (st ]—zh% - 1O AD) +

ingy = HO[vo)) + [ a0 1B v(0)

+/d< O(t) |- S B (?) +/dt H(1)| 6A(1))

+/d< ()|—m—|x* +/dt(5}\* m—|w<>>

+ih (A(T)[0(T)) — i ((T)[OMT))
+ih (P(0)|0A(0)) — iR (A(0)[39(0)) (2.12)

dJ; A(t),v(t), onlarin karmasgik eslenikleri ve E(¢)’nin birinci degigimlerinin
dogrusal birlesimi olarak yazilabilmektedir. Dogrusal bagimsiz degisim katsayilar:
sifirlanarak, yalnizca ketlerle ilgili olanlar1 belirtilen bralarla ilgili olanlar1 da

kolayca buradan cikarilabilecek olan asagidaki denklemler elde edilmektedir.

o [9(0)) = [ Ho+ B(t] 16(0) (2.13)
[6(0)) = |in) (2.14)

UMDY = [Ho+ E@u] [N0) = Wy(0) ()]0 ())& v(e)) (2.15)
IAT)) = —10 [4(T)) (2.16)

E(1) = gy e (0) [l ¥(2) (2.17)

Burada Re gergel kesimi gostermektedir.
n buytkligii, ama¢ teriminden treyen ve erekten sapmayla ilgili olan
terimde amag isglecinin beklenen degerinin erekten sapmasini niteleme amagch

olarak tamimlanmaktadir.

(6(1)[0|w(1)) = O+ (2.18)
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BOLUM 3

SORUNUN ANALITIK COZUMU

3.1 Evrim i§lecinin Acik Yapisi

Bu béliimde amacimiz; dalga ve egdiizey islevlerinin dig alan genligi, F(t),
ve 7 tiiriinden ¢oziimlerin elde edilmesidir. Bu amacla, (2.13) and (2.14) esitlikleri
yeniden ele alindiginda ve U(t)'nin dizgenin Evrim Isleci oldugu gozoniinde

tutuldugunda, dalga islevinin ¢oziimii i¢in

[(t)) =U(t) [in) (3.1)
ongoriimi yapildiginda U(t) asagidaki esitligi saglamaktadir.
Ut
th =[Ho+ E(t)n]U(t) (3.2)

ot
Evrim iglecinin baglangi¢ kogulu, (2.14) ve (3.1) sirasayili egitlikler yardimiyla, Z
birim igleci gostermek iizere,
UuWo) =17 (3.3)
olarak yazilabilir.

Dalgaketinin Hermit tiirii eglenigi dalgabrasi oldugundan

(W(t)] = (| U®) (3.4)

yazilabilmekte ve (3.4) sirasayil esitlik
—mauT(f)T =U() [Hy + BE(t)u] (3.5)
U =1 (3.6)

denklem ve kogulunun yazilmasina olanak saglamaktadir.
(3.2), (3.3), (3.5), ve(3.6) sirasayih esitlikler,

UDUEL) =T (3.7)

oldugu anlamina gelmekte ve bu da U(t)'nin birimsel (unitary) igle¢ olmas
gerektigini anlatmaktdir. U(t), Hilbert uzaymda dizgeyle ilgili biiytikliiklerin
zamanla degisimini betimleyen bir askin dénmeli (hyperrotational) evrim

saglamaktadir.



3.1.1 Evrim i§lecinin Saptirim Acilimi1 Yardimiyla Belirlenmesi

Simdi (3.2) ve (3.3) swrasayih esitliklerin gercek saptirim agilimi yoluyla
¢ozillmesine cabalayabiliriz. Bu amacla, daha sonra 1 olarak alinacak yapay
saptirim  degistirgeni[5], v, devreye sokularak (3.2) ve (3.3) asagidaki sekilde

yazilabilir.
OU(t,v)

7
RAY

=[Ho+vEt)u|U(t,v) (3.8)
UO,v)=17 (3.9)

Burada incelemeleri kolaylagtirmak igin FE(t) verilen bir biiyiikliik olarak
digtiniilmekte olup amacimiz verilen E(t) degerlerine bagh U(t) yi elde etmek
olarak belirlenmektedir.

(3.8) swrasayili esitligin ¢oziimii i¢in bilinmeyen U(t, v) v'niin eksi olmayan

kuvvetleri tiiriinden McLaurin serisine agagidaki sekilde acgilabilmekte

= i VUL () (3.10)
k=0

ve acihmin bilinmeyen katsayilar1 asagidaki  Ozyineleme araciligiyla
belirlenebilmektedir.

AUy (1)

i
RAET

= Hidy(t) + EOplhyr(t),  k>1 (3.11)

Up(0) = 60T, k>0 (3.12)

Burada 0y Kroenecker’in delta simgesini gostermektedir. Son iki denklemin
¢ozumu
O, (t) = et e~ Ho (3.13)

olmak tizere agagidaki bi¢imde yazilabilmektedir.

Up(t) = ( ) /dtk/ dtp_y - /dtlx

x Bty E(t)O Out) k>0 (3.14)

Daha fazla ilerleyebilmek igin ikikutup islevi, p’niin tanimlanmasi
gerekmektedir. Burada p'niin dogrusal oldugu varsayilmakta ve yapisi asagida
verilmektedir.

= o + pyx (3.15)

Burada pg ve pp verilen degistirgenler olup, x konuma karsilik gelmektedir. Bu

tamimlama
O, (t) = enoge= w1l (3.16)
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olmak tizere O, () nin agagidaki bicimde yazilmasima olanak vermektedir.
Ou(t) = poZ + 11 O0,(t) (3.17)

O, (t) and O,(t) islegleri sirasiyla ikikutup islevi ve konumun zamanla yayilmasini
betimlendirmektedir. Bu nedenden dolay1 x4 ve x alt indisleri bu anlatimlarda
kullanilmaktadir.

Swrayla O,(t) ve O,(t) nin agk yapilarmi elde edebilmek i¢in
Hamiltonyen’in acgik yapisina gereksinim duyulmaktadir. Uyumlu salinicinin
kiitlesi m nin, kuvvet sabiti x nin pozitif oldugu varsayilmakta olup bir boyutlu
uyumlu salinicinin Hamiltonyeni asagidaki sekilde yazilabilmektedir.

2 42
Hy = —;—m% n ng (3.18)

(3.16) sirasayih esitligin her iki yaninin zamana gore tiirevi
O,(t) = en o {Hy x} e 10 = O,(t) (3.19)

olup, nokta simgesi zamana gore tiirevi gostermekte ve asagidaki sekilde

tanmimlanan Poisson Simgelemesi (Poisson Bracket) kullamlmaktadir.

(Hy 2} = % (Hox — xHy) (3.20)
Bu biiytiklik Hy'nin acik yapist ele alinirsa
o,

olarak yazilabilmektedir. (3.21) sirasayil esitlik (3.19)’da yerine yazilirsa O,(t)

esiti agagidaki sekilde yazilabilmektedir.

it h 8 it
=entlo | —j——)e 't 22
Op(t) =er < Zm@x)e h (3.22)
Bu biytikliigiin zamana gore tiirevi
. it h 8 _ it K
Op<t) = eﬁHO {Ho, _ZE%} e nHo — —onOﬁ) (323)

olacaktir. Buradan ikinci basamaktan sabit katsayili ve isle¢ degerli bilinmeyeni
olan tiirevli denklem elde edilmektedir.
d*O,(t)
dt?
Yukaridaki denkleme eslik eden sir kosullar , O,(0) ve O,(0) ’dan asagidaki
sekilde elde edilmektedir.

+ %Ox(t) —0 (3.24)

0.(0) = =, 0,(0) = —i—— (3.25)



Bu denklemlerin ¢oziimii, O, (t) nin agagidaki agik yapisini vermektedir.

0.1 =cos (E)rsin ({2 (5 =2) s

(3.17) sirasayih esitlikte O, (t) yerine agik yapisi yazildiginda, p

= —iha% (3.27)

olmak tizere, O,(t) acik yapisi

O, (t) = poT + 11 cos <\/gt) v+ \/’:_m sin Q/%t) P (3.28)

olarak elde edilir. Uy(t) isleglerinin agik yapisini elde etmek i¢in yukarida elde

edilen sonuclar kullanilmaktadir.
Up(t) = e 1D (3.29)

(3.14) sirasayili egitlik yardimiyla U (¢) nin esiti agagidaki sekilde yazlabilir.

Uy (1) = _%e%Ho / dt E(1)O, (1) (3.30)

0

(3.28) esitlikte verilen O, (1) agik yapisi yardimiyla

U (t) = —%e wH /tdtlE(tl){MOIJr,ulcos(\/gt)x+ \//”g_msin<\/%t)p]

:( ) “wHo Loy () + an(t)p + az(t)T ] (3.31)

yazilabilir. Yine (3.14) sirasayil esitlik yardimiyla Us(t)

t2

U(t) = (—%)Qe% /t dty / Aty E (1) (1) O, (1) O, (1)

0
2

t to
1 7 2 it d
T2 <_ﬁ) ehHO/dthtz /dtlE(tl)O“@l) (332
0 0

yazilabilir. Buradan, Us(t) islecinin acik yapisi agagidaki sekilde elde edilir.
-\ 2
2 it 1 1
()= (—3) e F | Jau(te? + Jaa(0y?+
1
+§a3(t)21 + 4y (t)as(t)zp + o (t)as(t)x+
t
+aQo (t)()é:g(t)p - ’lh/ dTéLQ (T)Oq(T)} (333)
0
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Uy (t) ve Us(t) nin agik yapisinda kullanilan aq (t), as(t) ve as(t)

ai(t) = /0 t drE(T) cos (&7) (3.34)

as(t) = j:_m OthE(T)sin (\/57) (3.35)
as(t) = 1o /0 CarE(r) (3.36)

ozdeslikleriyle tanimlanmaktadir. Vi(t) asagidaki esitlikte oldugu gibi

tanimlandiginda
efz%Hoefi%al(t)mefi%ag(t)pefi%ag() o e fo dos(t)ar ()T Zykvk (337>
Ui (t) = Vi(t), k=0,1,2 (3.38)
yazilabilir.

Simgesel programlama dili, Mupad[6], yardimiyla (3.38) nin gegerliligini
k = 10’a kadar degerleri i¢in gecerli oldugunu gostermek miimkiindiir. Kuskusuz,
bu tiim k degerleri i¢in gegerli olacagl demek degildir. Ama, (3.37)'nin sol
yanindaki anlatimin U (¢, ) nun sagladigi denklemin ¢éziimii oldugunu géstermek

hi¢ de zor degildir. Dolayisiyla,
U(t, V) — e—i%Hoe—i%oq(t)me—i%ag(t) —i7 a3(t)I X F f() dao (t)o (8)T (339)

yazmak mumkiindiir.

Saptirim  (Perturbation) acilmi  yardimiyla dizgenin evrim islecini
olugturmak mimkiindiir. Bir kesme yaklagtirimi yapilmayip tiim saptirim
acilimi kullanildigindan bu bir saptirim yaklagtirimi degildir. Elde edilen acilim
yakinsaksa kesin ¢oziimdiir. ¥ = 1 alinmasiyla dizgenin evrim isleci i¢in agagidaki

esitlik yazilabilmektedir.

U(t) = e-ikHog—FarBeg—FoaOpg—Fas®T of Jo das(t)ar ()T (3.40)

3.1.2 Evrim i§lecinin Carpanlara Ayrilmasi

Evrim islecinin ¢arpanlara ayrilma yontemiyle belirlenebilmesi i¢in oncelikle

yapilmasi gereken doniigiim
Ut) = e w014 (1) (3.41)

seklindedir. (3.41) sirasayil esitlik (3.2) esitliginde kullanihirsa U, (t) isleci igin
yeni bir denklem elde edilir.

Uy ()

h
o

B(t)e h0e 4 (1)
— B0, (LU (1) (3.42)
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U, (t) islecinin sagladigi denklemin ¢6ziimii i¢in O, (f) nin esiti yerine yazilirsa

maz/gt@) — E(®) [uOI+ 11y cos <\/§t) 4 \/l:—m sin <\/gt) p} U (1) (3.43)

elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii icin

Us(t) = e 11O ,(1), (3.44)

doniigiimii yapilarak, Us(t) isleci igin agagidaki denklem elde edilebilir.

maua#t(t) = <E(t)uo + E(t) \/‘:_msm (, /%t) e?m“)xpe‘;“l(”x) Up(t) (3.45)

e%al(t)mpef%al(t)x —p—o(t)T (3.46)

(3.46), (3.45) sirasayili esitlikte yerine yazildigi zaman

s (t)
ot

ih — (E(t)uoT + E(t)das(t)on ()T + E(t)das(t)p) Us(t) (3.47)

sonucuna varilir. Bu denklemin ¢oziimii i¢in

Us(t) = e~ 12O (1), (3.48)
dontisimi yapildiginda
L OUs(t

zh% = (E(t)mZ — E(t)das(t)aq (t)T) Us(t) (3.49)

denklemine ve buradan da

% ({t dr(E(T)poZ—E(T)dag (1)1 (1))T

(3.50)

¢oziimiine ulagilir. Evrim igleci, sonsuz boyutlu uzayda sonsuz sayida agisal
bilegeni olan bir donmeye karsilik gelir. Yapilan tiim donmeler bu tiir acilarla
kisiliklendirilmektedir. Amag¢, miimkiin oldugunca ilk asamada dénme iglemini
yapmak ve kapanmasi gereken acilar1 kapamaktir. Evrim islecinin carpanlara
ayrilmasinda kullanilan tim islecler birimsel isle¢ olacak sekilde secilmigtir.
Toplam dort evrim igleci donmeler i¢in kullanmig olup, yapilan tiim donmeler
sonucunda ag1 kapanmaktadir. U(t) evrim islecinin ilk garpam toplam enerjiyi,

ikinci carpani konumu, ti¢iincii carpant momentumu betimlemektedir.

Ut) = e—z%Hoe—%al(t)we—%ag(t)pe—%ag(t)Ie%fot daz (t)on ()T (3.51)
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3.2 Denetim ve Erigsim Denklemlerinin Elde Edilisi

Bu bélimde amacimiz; FE(t) ve n nin bilinmeyen olarak goziiktiigi
denklemlerin elde edilmesidir. Bu denklemlerinin elde edilebilmesi icin O ve O
isleclerinin acik yapilarina gereksinimimiz vardir. Islem kolaylig1 icin bu islegler,

konum ve momentum tiirtinden dogrusal alinmaktadir.
0= apZ + a1x + asp, 0 = boZ + bix + bap (3.52)

Ilerleyebilmek icin dalgabrasi ve dalgaketi boyunca O’ nin beklenen degerinin
hesaplanmas1 gerekmektedir. Bu, asagidaki igleclerin acik yapilarimin bulunmasi

ile ilintilidir.
Q.(t) = U(t) (1), Qu(t) = U(t) pU(t), (3.53)

Isleclerin degisim iligkileri tizerinde 6zenli bir inceleme,

k3

Q. (t) = oF2MpoFor(®)e it Ho po—if Hog— o1 (t)z o~ foa(t)p (3.54)
Q,(t) = e%az(t)Pe%Oﬂ(t)l‘ei%Hope—i%Hoe—%al(t)xe—%%(t)p (3.55)

oldugunu gozoniine sermektedir. Ote yandan,

7

pe—;m(t)x _ e%oq(t)m (_al(t)e—%oq(t)xz-+ e—%al(t)xp) _ p—ozl(t)l' (356)

e%al(t)x

e%ag(t)pl,e—%(m(t)p =z + ay (t)I (357)

esitlikleri (), (t) ve @,(t) acik yapisinin yazimi igin yardimer olacaktir. @, (¢) nin

belirlenmesi i¢in sirasiyla agagidaki belirlemeler gerceklestirilmektedir

; ; 1 K
(D) (4) — it Hopo—itHo — g i My 3.58
QY (t) =e xe cos - x + — sin - D ( )
Q(Q)(t) — e%m(t)ng)(t)e_%al(t)x
KR 1 K i i
— —t 3 —t gal(t)ar —ﬁal(t)a:
cos( m):p+ _Hmsm( m)e pe

K 1 K i i
— —t i —t ) p—enrWQW(t)e w1 Wq, ()T
cos( m)x+\/ﬁ_sm( m)p e Q. (t)e ay(t)
(3.59)

i i 1 K
L) = Faz(t)pH)(2) ¢ —za2(t)p _ K’t : ¢
Q.(t)=e Q.7 (t)e = coS p— x+\/%sm - P+

+ {aQ(t) cos( %t) - %Sm( %t) } 7
(3.60)
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(Q)p(t)'nin belirlenmesi igin benzer iglemler yapilirsa

Qp(t) = cos (\/%t) p — Vkmsin <\/§t) T
— {al(t) Cos (&t) + v/Kkmay(t) sin (\/%t) ] I (3.61)

elde edilmektedir.
Denetim denkleminin elde edilebilmesi i¢in egdiizeybrasinin acgik yapisina
gereksinim  vardir. Esdiizeybrasinin = belirlenebilmesi igin (2.15), (2.16)

denklemleri ele alinmakta ve agagidaki dontigiim yapilmaktadir.

[A(®) =U) [A(1)) (3.62)
Bu doniigim sonrast (2.15) ve (2.16) esitlikleri agagidaki gibi yazilabilmektedir.
X)) = Lw (in[U@'OU®)|in) Uy OUW) |in) (3.63)
ot I
T)) = —%nU(T)TﬁU(T) |in) (3.64)

[ ¢, T ]| arahginda integre edildiginde bu denklem

IX®) = [A(T)) - % /t TdTW,,(T) <in}U(T)T6'U(7)‘ in> U O'U(r) |in)
(3.65)

yapisina biirtinmektedir.  Bu denklemin evrim islecleri tiirtinden anlatimi

agagidaki sekilde yazilabilmektedir.

A1) = —U(OU(T) OU(T) |in)

?

T

— / drW, () <in )U(T)T O/U(T)‘ in> UOUE) QU i) (3.66)
t

Bu esitligin karmasik eslenigi denetim denkleminde yerine yazilirsa

2Re (MB) [ (8))) = n< {vrouvm),vwie |
+ /t TdTWp(T) <m >< { Y OU(r), U(t)T,uU(t)}

elde edilmekte ve dig alan genliginin agirlik iglevi ile carpiminin evrim islecleri

We()E() = n <m {U(T)@U(T),U(t)wf(t)} in>

+ /t : drW, (1) <in > X

X <m {U(T)Té'wr), U(t)T,uU(t)} m> (3.68)

in)
in)

(3.67)

U(r

tiuriinden esiti asagida verilmektedir.

Un)tO'U(r)|in
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0,0, ve y islecleri icin

U(TOU(T) = aoT + a1Qu(T) + a,Q,(T) (3.69)
U(r) O'U(7) = b + b,Qu(7) + b2Q,(7) (3.70)
U uU(t) = poZ + Q4 (t) (3.71)

yazabilmekteyiz. (3.69) ve (3.71)’in Poisson Simgelemesi agagidaki sekildedir.

{U@)OU), ) s} = au {QuT), Qu(t)} + aspin {Q(T), Qu(t)}

= j% sin <\/\/%(T — t)) T + asp; cos <\/—\/%(T - t)) 7 (3.72)

(3.70) ve (3.71) niin Poisson Simgelemesi egiti de agagida verilmektedir.

{U@OUE), U@ (1)} = by {Qu(7), Qu(®)} + bapin {Qy(7), Qu (1))

= \87/1:—7; sin <\/\/%(T - t)) T + bypiq cos <\/—\/%(T - t)) 7 (3.73)

Basglangic ket ve bra’sindaki simetriden dolayr konumun ve momentumun

beklenen degerlerinin etkilesimin baglangicindaki degerleri yokolmaktadir.
(in |z]in) = 0, (in|p|in) =0 (3.74)

Dolayisiyla @, (t) ve @Q,(t) igin agagidaki esitlikler yazilabilmektedir.

(in Q. ()| in) = asf(t) cos ( %t) - (\)?%sin <\/%t) , (3.75)

(in |Q,(t)|in) = —ay(t) cos (\/gt) — VEm as(t) sin <\/§t) (3.76)

o’ iglecinin beklenen degerinin belirlenmesi icin yukaridaki esitliklerden

yararlanilmakta ve

(i

U(r)io'U(r)

in ) = by + by (in|Qu ()] in) + b (in |Qy(1)] in)

B K biay(T) . K
= by + by (7) cos ( mT) ~ sin (

bl,ul K,
= by — d E( A/ — (17—
0 \/_ T1 7'1 sm( m T Tl)

—/,leQ/ dTlE 7'1 COS ( E 7' —’7'1>) (377)
0
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sonucuna varilmaktadir. Tleri ve geri evrimi birbirine baglayan esitligi yazabilmek

i¢in zamana bagh E(t) islevi

El(t) = /0 dnE(n) sin (\/%(t _ Tl)) | (3.78)

olarak tanimlanmaktadir. Yukarida yapilan bu tanmimlama ve hesaplamalar

yardimiyla (3.68) esitligi agik olarak

We(t)E(t) = 7731% sin <\/%(T . t)) + nasp cos (\/%(T . t)) +
+/tTdTWp(T) lbo— %ES(T) —bgul\/%E;(T)] X

b cos (\/% —0) + T i <\/%< -0)| )

seklinde elde edilmektedir. Buradan, daha sonra kullanilacak simir kosulu

agagidaki egitlikte oldugu gibi elde edilmektedir.
We(T)E(T) = nazju (3.80)

t = T anmdaki diger bir sinir kogulunun elde edilebilmesi i¢in (3.79) sirasayili

esitligin her iki yaninin ¢ ye gore tiirevi alinmakta ve

Wet)E(t) + Wg(t)E'(t) =

—nalmcos <, / E(T — t)) + nagpiry | L sin <~/ " (T —
m m m m
b m
-—bzulvvg(t)[zm-— ;;%%%zz( ) = bapir | = EL(®) }
T
by iy mo,
drW, (1) | by — —LL B, () — bojury | ~E
+ [ aro [ b= L) b [ )|

foFon (e -0) - (F )] sy

alm

Wy(T)E(T)+Wg(T)E(T)= —bob2M1W( )+

bl b2ﬂ% /
+¢%ﬂ%( b2 W’ T)E'( (3.82)

elde edilmektedir. Dig alan genligi £(¢) nin, bilinen bilegenler ve bilinmeyen n

ya baglh ¢oziimiiniin (3.79) integral denkleminden elde edilmesi gerekmektedir.
Bu ¢oziim 7 bilinmeyenini degistirgen olarak icermekte olup, ¢oziim igin basgka
bir bagimsiz denkleme gereksinim vardir. Bu denklem, (2.18) sirasayili esitlikten

yararlanarak agagidaki sekilde daha acik bir yapida yazilabilmektedir.

@@ww@wﬂnl

>:O+n (3.83)
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(3.69) sirasayili anlatimdan yararlanarak yukaridaki esitlik asagidaki sekilde
yazilabilmektedir.

(in]aoZ 4+ a1Q(T) + a2Q,(T)|in) = O + 1 (3.84)
Q(T) ve Q,(T) nin agik yapisindan ve (in |z|in) = 0 ve
<in
sonuclarindan yararlanarak erigim denklemi asagidaki sekilde yazilabilmektedir.
ap + <?/1TM—7711E8(T) — agul\/%E;(T)) cos <\/%T)
_ (al:l E\(T) + ag,ulEs(T)> sin (\/%T> =0 +7 (3.85)

Burada F4(T), (3.79) sirasayil egitlikten n ya bagh olarak hesaplanabildiginden

0 in>:0

ot

bilinen olarak diigiiniilmektedir.

(3.79) ve (3.85) denklemleri sirasiyla Denetim ve Erigim denklemleridir.
Denetim denklemi, F(t)’yi n’ya ve bilinen bilegenlere bagh olarak elde etmek igin
kullanilmaktadir. Elde edilen ¢6ztim, (3.85) denklemde yerine konuldugunda 7
bilinmeyeni hesaplanabilmektedir. Bu ¢oziim denetim altindaki dizgeye bagimlh
olarak egsiz ya da birden ¢ok sayida bagimsiz iglev olarak ortaya c¢ikabilir. Bir

sonraki boliimde denetim ve erigim denklemlerinin ¢oziimiiyle ilgilenilecektir.

3.3 Denetim Denkleminin Cozimii

(3.79) sirasayili egitligin her iki yammnin ¢ ye gore iki kez tiirevi alinirsa

C;'l—;(WE(t)E(t)) _ _nalmm"‘msm (\/%(T—t))

— na2u1£cos<\/E(T—t)>
m m
- bwldw(;i(t) [bo - \l?:—rlnEs(t) — bain %Eé(t)]
— bW, L 1) — g B0
+ %Wp@) {bo— 31:_;&@) bojin %E;(t)
+ /tTdTWp(T) lbo— 31:_;1&(7) — bopy %E;(T)} X

x [—bw%cos (&(T—o)—%m \/%T—t))}
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elde edilir. (3.79) esitligin her iki yanin 7 ile carpilir ve (3.86) esitliginin her iki

yani ile taraf tarafa toplanirsa ve wy (t), wo(t), ws(t) asagidaki sekilde tanimlanirsa

wn(t) = gy 20 \/E (3.87)

b3ud bipd bibayii dW,(t)
t) = Wy(t) — 3.8
welf) < i ) WO - (3:88)

de(t) bobl,ul
- L (1) (3.89)

ve buradan da asagidaki sekilde tiirevli denklem elde edilir.

W3 (t) = bobglul

(45 + 2 ) We0)B(0) — B, 0)500) +
+w (£)EL(t) + wa(t) Es(t) + ws(t) =0 (3.90)

(3.90) swrasayili esitlik E(t) nin tiirevlerini ve integrallerini igermektedir. Salt

tiirevli denklemler ile caligmak daha yeglenir bir durumdur. Dolayisiyla, F(t) nin

E(t) = \/% (E;'(t) + %Es(t)> (3.91)

ozdegligi kullanarak, (3.90) sirasayil esitligin asagidaki bigimde bir tirevli

yapisindan tiretilebilen,

denklem yapisina dontigtiiriillmesi mimkiindiir.

(5—; + “Z) WE@)\/j (5—; + “Z) E(t) —
S TRIAONE (45 + 27) B0 + 0B, + ws(OE0) + wa(t) =0
(3.92)

Bu, dordiincii basamaktan dogrusal, homojen olmayan siradan tiirevli bir
denklemdir. Bu denklemin ¢oziimii dort baglangic veya sinir kogulunu saglayacak
sekilde dort belirsiz degistirgen igerir. (3.78) sirasayili esitlik yardimiyla hem
islevin kendisinin hem de tiirevinin ¢ = 0 anindaki baglangic kosullarinin elde

edilisi oldukga kolay olup, asagidaki sekilde sonlandirilabilir.
Es(0) =0, EL(0)=0 (3.93)

(3.92) sirasayili esitlik dordiincii basamaktan oldugundan baglangig veya sinir
kosullarindan biri FE,(t) nin en ¢ok figlinci basamaktan tiirevini igermek
zorundadir.  Ozenli ve biraz da ayrmtih bir arastirma ¢ = 0 ani icin bagka
bir kogul bulunmasinin miimkiin olmadigin1 géstermektedir. Bu da, t = T son

andaki kontroliin yapilmasi gerektigini gostermektedir. (3.80) ve (3.82) sirasayili
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denklemler bu amagla kullamlabilmektedir. (3.91) ézdesliginden yararlanilmasi

durumunda,
VE

NG (3.94)

W) (E/T) + ZEAT)) = nas
WH(T) (EAC) + () + WaT)y [ (B2 + (1)) =

allul \/j — bobajig \/7W ble’ul Wy (T)E(T) + bp; Wy (T) E(T)
(3.95)

yazilabilmektedir.

(3.92), (3.94) ve (3.95) dordiincii basamaktan dogrusal bir sinir deger
sorunu tammlamaktadir. Zamana gore degisim gosteren Wg(t) ve W (t) nin
davranigina bagh olarak tiirevli denklemin analitik ¢oztimii bulunabilir ya da
salt sayisal ¢oziimle yetinilmek zorunda kaliabilir. Dogrusal siradan tiirevli
denklemler kuramina dayanarak, birbirinden dogrusal bagimsiz bu islevleri E;(¢),
(j = 1,2,3,4) ile gosterirsek (3.92) sirasayili denklemin genel ¢oziimii agagidaki
sekilde yazilabilir.

B,(t) = c1 Ey(t) + caBa(t) + c3Ba(t) + caBa(t) (3.96)

Elemanlar1 asagidaki sekilde acik yapida verilen dorde dortliik bir matris

Ay = E(0), 1<j<4
Ay = E0), 1<j<4
Ay = WD) (E;.'(T) + %EJ(T)> . 1<j<4
K K
Ay = WHT) (E)(T) + = By(T)) + Wi(T) (B} (T) + —E/(T))
bibapi?
— W) E(T) — W, (DET),  1<j<4  (3.97)
ve iki vektor
c! =[c1, e, 03,04 (3.98)
VE a1k VE
r'=|0,0, ﬁnag,ul,—n m/im —bobg,ulﬁWp(T) (3.99)

tanimlayarak, smir kosullar1 karsiligi olarak asagidaki cebirsel esitlik elde

edilebilmektedir.
Ac=r (3.100)
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p11’in, a; ve as den en az birinin sifira egit olmamasi durumunda sorunun
fiziksel anlami varolmaktadir. Dolayisiyla, r vektoriiniin sifira esit olmadig
varsayilmaktadir. Sonra, (3.100) sirasayili esitligin ¢oziimiiniin tiim 7" degerleri
icin var ve essiz oldugunu ileri siirebiliriz. e;'nin Euclid birim vektorii olmasi

durumunda yani j—-inci eleman1 1 diger elemanlar1 0 olarak tanimlansa
c;=e A7'r, 1<j<4 (3.101)

yazilabilmektedir.  (3.101) sirasayil esitlik denetim denkleminin ¢oziimiini
sonlandirmaktadir. A ve r’nin eklenmesi ile olusan genigletilmig katsayilar
matrisinin ranklarinin 7" degerleri icin farkli olmasi halinde ¢oztimiin var olmadigi
soylenebilir. Ranklarin esit olmasi halinde, rankin degerine bagh olarak belirsiz
degistirgen icermesine kargin, denklemin ¢oziimii vardir. Burada rank’in 4 olmasi
durumla ilgilenmekteyiz. Sonug olarak, (3.91) denklemden E(t) ve E(t) nin egsiz

olarak elde edebilecegimizi ileri siirebiliriz.

3.4 Erisim Denkleminin Coziimii

r vektorii n’li ve n’s1z terimi olarak iki parcaya ayrilabilir.

r=1r;+rp (3.102)
ry veryg
kK a K
7 = [o,o,azm\/\%,— 71:%} (3.103)
k

- [o,o,o,-zyobzm\/—\%wp@) (3.104)

oldugundan (3.101) sirasayili esitligi agagidaki gibi yeniden yazabiliriz.
cg=nd’ +cV, 1<j<4 (3.105)

w_ 1 7 .

c: e; A,ry; k=0,1; 1<5<4 (3.106)

77 detA
Burada A,, A matrisinin adjugate (isaretli minorler matrisinin devrigi)
matrisidir. £ (t) ve Eél)(t), n’dan bagimsiz olup, Fy(t) nin esiti bu terimler
turiinden agagidaki sekilde yazilabilmektedir.
E (t) =nEW () + EO(1) (3.107)

S

1 dan bagimsiz terimler daha acik olarak asagidaki sekilde yazilabilmektedir.

EP(t)

S e, k=01 (3.108)

J=1
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(3.85) sirasayili erigim denklemini agagidaki sekilde yeniden yazabiliriz.

ao (detA) + do(T) + 7(T)dy(T) = O (detA) + n(T) (detA) (3.109)

Yukaridaki egitlikte kullanmilan dj(T") asagidaki 6zdegliklerle tanimlanmaktadir.

4
di(T) =Y el AxDy(T); k=01 1<j<4 (3.110)
j=1

D,(T) = <31/_€“_;ZEJ»(T) - aQ;Ll\/gE;(T)) cos \/ET)

(
_ (WlEJ’.(T) + angj(T)) sin <
<

K
4 (3.111)

(3.109) sirasayili denklemden 7(T") gekilecek olursa

O (detA) — do(T) — ap (detA)
di(T) — (detA)

n(T) = (3.112)

elde edilir.

Bu esitligin sag yan1 T ye bagh iki islevin oram1 durumundadir. Payda
sifirdan farkh iken pay: sifirlayan T' degerleri (gergel olarak varsa) kesin erigimi
yani en iyi durumu verir. Diger yandan, pay sifirdan farkli iken payday1 yok eden
T degerleri de bulunabilir. Eger varsa, bu degerler erek degerinden sonsuz sapma

olarak ortaya ¢ikmakta ve en kotii duruma karsihik gelmektedirler.

3.5 Aciklayici Uygulama

Aciklayicr bir uygulama olmasi acisindan asagidaki en basit durum ele
alinabilir. :

= 0= O =—i— 3.113

=, , i (3.113)

Islecleri dogrusal olarak ifade ederken kullanilan tiim degismezlerin esitlikleri

asagida verilmektedir.

po =0, =1
ap=0,a, =1, as =0;
bp=0,b1=0,bp=1 (3.114)

Incelemeleri daha da kolaylagtirmak adina asagidaki tammlamalar da

yapilmaktadir.
k=1, m=1, Wgt)=1, W,(t)=1 (3.115)
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k ve m’nin 1 alinmas1 fiziksel boyutsuz koordinatlarin kullanilmakta oldugu

anlamina gelmektedir. Bitiin bu tanimlamalar;
wy(t) =0, wo(t) =1, ws(t) =0 (3.116)

ve turevli denklemin

d*Ey(t)  d*E(t)

o + 7 + Es(t) =0 (3.117)
eslik eden smir kogullarinin
E.(0) =0,
E(0) =0,
E{(T)+ E\(T) =0,
E/(T)=n (3.118)

yazilmasina olanak saglamaktadir.
(3.117) tiirevli denkleminin birbirinden bagimsiz ¢oziimleri karakteristik

denklemin kokleri yardimiyla asagidaki sekilde yazilabilmektedir.

¢ 3
Ey(t) = ez cos gt :
¢ 3
E5(t) = ez sin gt :
¢ 3
Es3(t) = e 2 cos gt ,
¢ 3
Eu(t) = e sin (§t> (3.119)
A matrisinin acik olarak yazilabilmesi icin
1 V3
Es(T) = §E1(T) — TEQ(T), (3.120)
V3 1
Es(T) = 7E1(T) — éEQ(T), (3.121)
1 V3
V3 1
Es(T) = 7E3(T) — S Ey(T) (3.123)

26



tamimlar1 da yapilarak

DO [

N [
[N}
S

>
Il

(3.124)
Es(T)  Es(T) E(T) Es(T)

~E(T) ~E(T) Ey(T) EiT)

ozdegligine ulagilabilir.

r sag yan vektoriiniin ry ve ry bilegenlerinin acik yapilar1 bu durum icin
ro =0, rl =10,0,0,1] (3.125)

olup, bu egitlikler dig alan genliginin agagidaki sekilde yazilmasina yardimci

olmaktadir. (. T)
t
E(t) =n(T)—2 2 3.126
(0 = 1) e (3120
Yukaridaki esitlikte yer alan F,.,,(t,T) ve Eg,(T) nin agk anlatimlar agagida
verilmektedir.
T+t T—1
Epum(t,T) = osh( ;L )cos <%>

- () oe (50)

— V/3cosh (%) sin <@>

2
T—t T —
— V/3cosh (T) sin (M) (3.127)
1 T
Euen(T) = 3 (e +e ™) — =cos <£> +2 (3.128)
4 2 2
Erigim denkleminin yazilabilmesi i¢in oncelikle
do(T) = 0 (3.129)
dy(T) = sin(T) - ;smh@) cos(T) +
3 1
+ (g — 5) sin((vV3 + 1)T) +
1
+ (? + 5) sin((v3 — 1)T) (3.130)
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acik anlatimlar1 ve sonunda da

OF 4en(T)
T) = 3.131
anlatimi elde edilmektedir.
Kolaylikla, T nin negatif olmayan degerleri i¢in
Eyen(T) =0 (3.132)

esitligin saglanmadigl gosterilebilir. Bu, hicbir etkilegim stiresi icin erek deger
(’j’ya erigim olmadig1 anlamina gelmektedir.
Diger yandan,
di(T) — Egen(T) =0 (3.133)

esitligi sonsuz sayida T' degerler kiimesi i¢in saglanmaktadir.
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BOLUM 4

COZUMUN KARARLILIK ve GURBUZLUGU’NUN
INCELENMESI

Bu bolimde amag; dalga ve esdiizey isglevlerinin dig alan genliginin
degisimine baghihigindan yararlanarak eniyileme ¢oziimlerinin kararlilik (stability)
ve glrbiizliiglinii (robustness) [7] incelemektir. Bu amacla dalga ve egdiizey
iglevlerinin dig alan genligine olan bagimliligi ilgili eniyileme denklemlerini
saglayacak bicimde ele alindiginda amag islevsisinin yapisi , ikinci basamak
degisim iceren terimlerinin yokolmasi nedeniyle, olabildigince yalinlagmaktadir.

Boylece elde edilen yap: agagida verilmektedir.

T = [ aweospy —2 [ ase (TR 1) + (o) | w530)
OO W00+ PO M) (@)

Amag iglevsisinin ikinci degisiminde kullamilan st ¢izgi, dalga ve esdiizey

iglevlerinin dinamik denklemleri kullanilarak bu iglevlerin degigimlerinin E(¢) nin

birinci degisimi tiiriinden yazildiginda elde edilen denklemdir. Diger bir deyisle,

ol = [ (20

50) = /OTdT'ngZ’E?)>5E(T); (4.3)

T SA(1)
i <5E<T>

OA(H) > SE(7) (4.5)

OE(T); (4.2)

—~
=g
>~

—~
~

S—
Il

OE(T); (4.4)

o)
p
—~
~+
N~—
N
Il

o\éo\é

tamimlamalar |




iglevsel tirevler tanimlamalar: yardimiyla yeniden yazilabilmektedir.

(0Y(t)| = /OT dr (Sy(t,7) | 6E(T), (4.10)
|oy(t)) = /OT dr | Sy(t, 7)) 6E(T); (4.11)
(OA(t)| = /OT dr (S\(t,7) | 0E(T), (4.12)
|0A(t)) = /OT dr | Sx(t, 7)) dE(T) (4.13)

Bu o6zdesliklerin - kullammiyla (4.1) sirasayilh  esitlik  asagidaki  sekilde
yazilabilmektedir.

02T = / TdtWE(t)éE(t)Q—
—2 [ ) [ ar(Suer) o 190) + 00) | 1l S\(8.7)
| 1l ot 7)) + (Sulto ) L DY OE(T)  (4.14)

S ve 7 sirasiyla kararhilik ve birim iglecleri simgelemek iizere acik olarak asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir.

TH(E) = /0 dro(t — o) () (4.15)

Sf(t)E/O drK(t,7)f(T) (4.16)

Burada f(t), [0,7] arahginda zamana gore karesi integre edilebilir iglevler
uzayinda tanmiml bir islevdir.

Sorunumuzun simetrik kararlilik isleci

(4.17)
olmak tizere (4.14) esitligi agagidaki esitlikle verilir duruma dontigtiiriilebilir.
= T 1 1
02T = / AtOE(t)Wg(t)2 [Z — S| Wg(1)20E(T) (4.18)
0

Boylece amacg islevsisinin  ikinci degigsiminin  eniyilemeyi saglayan

5E(t)WE(t)% islevleri icin degeri Z — § isglecinin beklenen degeri olarak ortaya
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gikar. Bu beklenen deger, ayn1 zamanda, ¢ekirdegi Z—S isleci olan bir kuvadratik
form olarak da yorumlanabilir.

S kararhilik iglecinin [8] 6zdegerleri ikinci degigimin alacagi degeri saptayan
en onemli bilegenler konumuna gelmektedir.

Burada ilk olarak daha acik bir gsekilde kararhilik iglecinin ¢ekirdeginin elde
edilisi tizerinde durulacaktir. Ikinci olarak kararhlik islecininin 6zdeger sorununun
dordiincii dereceden iglecin sinir deger sorununa doniistiiriilmesi incelenecektir.
Uciincii olarak; kararhhk isle¢ spekturum incelenecek ve giirbiizliik tanimi

verilecektir.

4.1 Kararlilik Cekirdeginin Agik Yapaisi

Dig alan genligi F(t) ve erisim degistirgeni n y1 igeren kararlilik islecinin
gekirdegi K(t,7) igin acik bir anlatim elde etmek olanakhdir. Bu amagla
dalgaketi, esdiizeyketi ve dizgenin evrim isleci asagidaki gekilde yeniden
yvazilmaktadir. Burada cizgi, eniyileme sonucu elde edilen ¢oziim oldugunu

gostermek icin kullanilmaktadir.

[e(@) =u(t) i) (4.19)
30 = — o (1)Q6(T) |in)
g Qs () [ ] Q) i o

Eniyilemeli denetim sonrasi yeni islecler asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

Qs(t) = (1) OU() (421)

Qo (1) = U OUH) (4.22)

Dizgenin evrim iglecinin,lf(¢), agik yapist bir 6nceki béliimde elde edilmistir.

() = /0 ' drE(r) cos <\/57) (4.23)

Y2(t) = \/l:—m OthE(T) sin <\/%7) (4.24)

Y3(t) = po /Ot dTE(T) (4.25)

olmak ftizere agagidaki sekilde yazilabilmektedir.

UH) = o4 Hog in g mOpg—inOToh fi dnwm 0T (4.26)
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E(t) ye bagh (4.26) sirasayil esitlikteki evrim iglecinin birinci degigimi agagidaki
sekilde yazilabilmektedir.

SU(t) = /0 dng((?)éE(T): /O dr Sy (t, T)B(7) (4.27)

Dalgaketi i¢in yazilan (4.19) esitliginden yararlanarak
| Sy(t, 7)) = Su(t,7) |in). (4.28)

yazilabilecegini gostermek olanaklidir.

Esdiizey iglevinin duyarlilk katsayi keti, (4.20) sirasayil esitligin her iki
yaninin birinci degisimi alinarak belirlenebilir. Bunun kolay hesaplanabilmesi
icin bagimsiz isleclerin birinci degisimi ile ilgilenmek gerekir. Oncelikle erigim

degistirgeninin birinci degigimi alinacak olursa

o = /0 dfééiz)wz(f)z /0 drS,(7)6E(r) (4.29)

elde edilir. Burada S,(7), n'nin duyarhilik katsayisina (sensitivity coefficient)

karsilik gelmektedir. Erigim denkleminin her iki yaninin birinci degisimi alinarak

bu terim belirlenebilir. Boylece

Sy(1) = (in] {Qu(7),Qs(T)} |in) (4.30)
sonucuna varilir. Burada kiime imleri Poisson Simgelemelerine karsilik
gelmektedir ve

Qu(t) =U®) () (4.31)

olarak tamimlanmaktadir.
Aymni islem (4.21), (4.22), ve (4.31) sirasayili esitliklere uygulandigi zaman,
agagidaki denklikler yazilabilir.

5Qu(t) = / dr Hy (t — 70 E() {Qu(r), Qu(0)} (4.32)
IQH(t) = /OTdTHU(t—T SE(T){Qu(7),Qs(t)} (4.33)
6Qa(t) = /O TdTHU(t—TéE ) {Qu(7), Q5 ()} (4.34)

Daha da ilerleyebilmek igin Sy (¢, 7) agik olarak elde edilmelidir. Bu amagla evrim
igleci igin gegerli olan (3.2) sirasayili denklemden yararlanmak olanaklidir.

(3.2) sirasayili esitligin her iki yaninin birinci degigimi alinir

. OU(D)

o, = [Ho + E(t)u] 0Ut) + OB (1) (2), (4.35)
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evrim iglecinin birinci degigimi yerine (4.27) sirasayil egitlikte verilen ifade yazilir

ih%/o drSy (t, 7)0E(T) :/0 dr [Ho+ E(t)p] Su(t, 7)0E(T)
+p /T dré(t — T)U()OE(T), (4.36)

ve egitligin her iki yaninda diizenleme yapilirsa

m@SU(t, T)

o, = [Ho+ Bt Su(t, ) + pd(t — (1) (4.37)

elde edilir.  Bu denkleme eglik eden baslangic kosulu asagida belirtildigi
bi¢imdedir.

Sy(0,7) =0 (4.38)

Degiskenin eksi oldugu yerde 0, arti oldugu yerde 1, sifir oldugu yerde % olan
Heaviside birim basamak islevi [9], Hy(t — 7), ile simgelenmek iizere ¢oziim

agagida verilmektedir.
7
Sy(t, ) = —ﬁHU(t — TU)Qu(T) (4.39)

Bitiin bu iglemlerden sonra egdiizey iglevinin duyarhlik katsayisini elde etmek
i¢in (4.20) esitliginin her iki yammnin birinci degisimi alindiginda agagidaki esitlik
elde edilmektedir.

| Sy(t, 7)) = —%Sn(T)U(t)Qé(T) |in) — %nSU(t,T)Q@(T) ™
_%nU(t)HU(T =) {Qu(r), Qe(T)} |im)

?

—5 | aW(t)Su(t.1IQe 1) [in) (in] Qo (1) Jin
_ﬁ/t dty W, (t)U ) Hy (ty — 7) {Qu(7), Qa (t1) } |in) (in| Qg (t1) |in)

- / At W, (L)U(D) Qg (1) |1n) (in| Hy(ty —7) { Qu(r), Qg (t1)} | in)
(4.40)

(4.30), (4.39) sirasayih denklikler yukarida yerine yazihirsa, Q,(t), Q5(t) ve Qg (t)
tiirtinden bir denklem elde edilmektedir. 7, [0, 7] araliginda tanimh oldugundan

ve bu aralik igin Hy (T —7) = 1 olacagindan egdiizey iglevinin duyarlilik katsayisi
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denkleminin son hali asagidaki bicimde yazilabilir.
[Sa(t,7)) = —%HU@ ~ TUDQu(T)Q6(T) |in)
5 (0] {Qu(), Qo()} |m)U)Qs(T) |in)
iU (1) {@u(7), Qa(T) } i)
1 T
—ﬁHU(t—T)/t dt, Wy (1)U Qu(T)Qa/ (1) [ ) (in| Qg (t) [in)
i

—5 | Wit ol = () {Qu(r), Qe ()} [im) in| Qo (1) [in

_%/t dt\ Wy (t1)Hy (ty — 7)U(t) Qg (t1) |in) (in | {Qu<7'>>@@/<t1)} |in)

(4.41)

Verilen ()1 ve ()2 gibi iki iglecin Poisson Simgelemesi

{Q1,Q2} = % (@Q1Q2 — Q2Q1) (4.42)

olduguna gore yukaridaki denklemde yer alan Poisson Simgelemelerinin her biri
belirlenebilecek demektir. Kararlilik cekirdeginin her bir bilegenin asagidaki

sekilde yazilabilecegini kanitlamak olanaklidir.

(Sp(t, 7)1 [AR)) = ;Hu(t—T) (in| Qu(T)Qu(t)Qop(T) |in)

+ %HU(t— T)/t dtyWy(th) (in| Qa(t1) |in) x
x (in] Qu(1)Qu()Qs (t1) |in) (4.43)

(00) | 1] S3(0,7) =~ {in | {Qulr), Qa(T)} [n) (in] Qu()Qa(T) |in)
—EHUu —7) {in] Qu()Qu(T)Qo(T) |in)

h2
1I1 | Qu {Qu 6(T)} | in)

_iHU(t_T)/t dt,Wy(t1) (in| Qa (1) [in) X

h2
x (in] Qu(t)Qu(T)Qs (t1) |in)
—%/t Aty W, (t) Hy (t; — 7) (in| Qg (t1) |in) x
x (in] Qu(t) {Qu(1), Qs (t1)} |in)
_% /t At W, (1) Hy (t, — 7) (in] Qu()Qg (1) |in) x
x (in] {Qu(7), Qg (t1)} |in)
(4.44)
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(Su(t.7) |1 [A@) + ((0) | 1] Sa(t7) =

—2 (in] {Qu(r). Qa(T)} |in) {in| Qu()Q6(T) |in)
+¢%HU<t - T> (in | {Qu(1), Qu(r)} Qo(T) | in)

2 {in] Qu(t) {Qu(r), Qo (1)} |in)

+%HU(t—7')/t 4t W, (1) {in| Qg (t1) | in) x
X (in| {Qu(t), Qu(T)} Qa (t1) |in)
—%/t dt,W,(t) Hy(t; — ) (in | Qg,(t1) |in) x
1Il| Qu {Qu Q@/(tl)} |in>
- /t W, (1) Hy (t — 7) (in] Qu()Qg, (1) |in) x
x (in] {Qu(7), Qg (t1)} |in)

(4.45)

Qu(t), Qs(t) ve Qp(t1) islecler Hermit tiirii isleclerdir. Ket’in Hermit tiirii
eslenigi brasidir.  Iki Hermit tiirii islecin Poisson Simgelemesi yine Hermit
turiidir.  Butin bunlar, asagidaki daha kapsamli egitlikleri yazabilmekte

oldugumuz anlamina gelmektedir.

K(t,7) = (Sy(t,7) |1 [A0) + (0 | o] Salt, 7))
+ (SN T) [ [9(8) + A@) [ 1] Su(t, 7)) (4.46)

K(t, T)—nHU(t—T 1n| {Q5(1),{Qu(7), Qu(t)}} |in)

~ {in] {Qu().Q6(D)} |n) (in] {Qu(1). Q(T)} |in)

=1 ln| {Qu®).{Qu(7), Q5(T)}} |in)

+Hy(t—7) /t dt,W,(t1) (in| Qg (t1) |in) x

(in] {Qa/(t1), {Qu(7), Qu(t)}} |in)

—/tT At W, (t) Ho (1 — ) (in| Qg (1) |in) x

x (in] {Qu(1), {Qu(7), Q5 (1)} } |in)

—/tTthp(tl)HU(tl —7){(in] {Qu(7),Qa (t1)} |in) x
x (in] {Qu(t),Qa(t1)} |in) (4.47)

Heaviside islecinin yapisindan dolay1 bu iki bilegenli iglevin parcali bir dogasi

vardir. Bundan dolay1 Heaviside'lm birim islevini igermeyecek sekilde parcali
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olarak ifade etmek daha uygundur. 0 < 7 < ¢t < T olmasi ile K(t,7) esiti
agagidaki sekildedir.

Rt T> —y m| {Q6(T).AQu(r), Qu()}} | im)

—{in| {Qu(r). Qs()} |in) {in| {Qu(1). Qs(T)} | in)
- m| {Qu(6), {Qu(r),Qo(T)}} | in)

+/ AW, (t:) (in| Q1) | in)

< (in | {Qa (1), {Qu(7), Qu()}} | im)

- / AL W,(1) (in| Qpi(tr) |in)

x (in | {Qu(t), {Qu(), Qg (t1)}} | in)
—/tTdtlw (t1) (in] {Qu(7),Qa (t1)} |in)

< (in | {Qu(t), Qar(t)} |in)

0<t<7<Tolmasiile K(t,7) esiti asagidaki sekildedir.
K(t,7) = —n{in| {Qut),{Qu(r), Q5(T)}} |in)
—(in] {Qu(t), Qa(T)} |in) (in] {Qu(r), Qa(T)} |in)
—/Tdtlwp(tl) (in| Qg () |in)
< in] {Qu(0).{Qu(r). Qo () }} 1)
—/TTdtlw (t1) (in] {Qu(7),Qa(t1)} |in)

x (in] {Qu(t), Qa(tr)} |in)
(4.48)

Burada Heaviside birim basamak islevinin acik yapisi kullanilmaktadir. ¢

yerine 7, T yerine ¢ yazilmasi ile (4.48) esitligin toplamindan kararlihk cekirdegi
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simetriklegtirilmektedir. Bu durum,

Ki(t,7) =

m| {Q6(1).{Qu(r). Qu()}} |in)

— (in] {Qu(r). Qo(T)} |in) ( ml{@ut AT}|1>
ml{Qu {Qu(r), Qa(T)}} |in)

+ / dt,W,(t,) (in | Q@,(tl) | in)

x (in | {Qa(11), {Qu(t), Qu()}} |in)

- / A8 W, (1) (in| Qo () |in)

x (in | {Qu(t). {Qu(r). Qo (1)} } |in)

= / dtWi(tr) (in| {Qu(r), Qo (1)} |in)
x (in| {Qu(t), Qo (1)} |in)

=1 (| {Qu(r), {Qu(t). Qa(T)}} |in)

N /t Tdtlwp(tl) (in| Qg (t1) |in)

x (in | {Qu {Qu QO, t1) }} | in)
(4.49)

olmak ftizere kararhilik ¢ekirdeginin asgagidaki sekilde ifade edilmesine izin

vermektedir.

(4.50)

Dizgeyi olusturan biiyiikliiklerin agik yapisi bilinmediginden @Q,(t), Q5(t) ve
Qa/(t) isleglerinin agik yapilarimi belirlemek olanaksizdir. Ikikutuplagma islevi
ile, amag¢ ve yaptirim iglecgleri, konum ve momentum islecleri tiiriinden dogrusal

olan bir uyumlu salinici ele alindiginda asagidaki tanimlamalar gegerli olacaktir.

h? 02 K
Hy=—— 2 4 %2 451
0 2m O0x? + 23j (4.51)
= oL + (4.52)
O = a +az+ asp (4.53)
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Burada x ve p konum ve momentum igleglerini betimleyen m, k, po, pt1, ag, a1, as,

bo, b1, by birer degismez olarak ele alinmaktadir. Bu tanimlamalar @, (t), Qa(1),

and Qa, (1) isleclerinin asagidaki acik yapilarina ulasmamizi saglamaktadir.

Qu(?)
Qa(t)
Qe (1)

foZ + (11 Qx(t) (4.55)
CLQI + ale(t) + ang(t) (456)
00T + b1Qs(t) + b2Qy (1) (4.57)

Yukaridaki esitliklerde yer alan Q,(t) ve Q,(t) nin esitleri

K 1

T+ \/% sin ( Et) p— mEs(t)I (4.58)

Q,(t) = cos <\/§t) p — Vkmsin (\/%t) T — ul\/%E;(t)I (4.59)

Eu(t) = /0 Cdt B (L) sin (\/% (t - tl)) (4.60)

(4.58) ve (4.59) esitliklerinden yararlanildiginda,

Bo(t)
Bi(t)

Ba(t)

mo(t) = po— \/’lf_mEs(t) (4.61)
my(t) = pqcos <\/§t) (4.62)
ma(t) = \/’”:_msin (\/%t) (4.63)
= ao_j%Es(t)—agm\/gE;(t) (4.64)

Il
Q
i
Q
o
»n

Il
Q
)

Q
O
®

Il
S
o

|

Il
(=
i
(@]
@]
9

\/gt) — apy/KEmsin (\/%t) (4.65)
)

+ \/‘:_m sin (\/gt) (4.66)

By(t) - bwl\/%E;@ (467)

|

olmak iizere, Q,(t), Qa(t) ve Qg (1) isleglerinin acik anlatimlar asagida

verilmektedir.

mo(t)Z + my(t)x + ma(t)p (4.70)
ap(t)Z + aq(t)z + as(t)p (4.71)
Bo()T + Bi(t)x + Bo(t)p (4.72)
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Bitiin bu bagintilar bize Poisson Simgelemelerinin agagidaki acik anlatimlarini

yazmamizda yardimci olmaktadir.

{Qu(), Qu(T)} = [ma(t)ma(T) — my(t)ma(r)|Z (4.73)
{Qu(1),Qa(T) } = [ma(r)ar(T) —ma(r)as(T)] T (4.74)
{Qu(7),Qa/(t1)} = [ma(7)Bi(tr) — ma(7)Ba(t1) | T (4.75)

Yukarida Poisson Simgelemelerinin esiti ve farklh degiskenler i¢in degerleri birim
iglecinin bir katidir. Birim iglecin bir bagka isle¢ ile Poisson Simgelemesi sifir
oldugu bilindigine gore (4.49) sirasayil egitlikte yer alan igige iki kathh Poisson
Simgelemelerin degeri i¢ kisimda yer alan Poisson Simgelemesinin degeri birim
iglecin bir kat1 olacagindan sifir1 verecektir. (4.49) sirasayili denklemde yer alan
tim bu terimler diigeceginden denklem, asagida yazildig1 gibi yalin bir duruma

gelmektedir.
Ki(t,7) = = [ma(t)au(tr) — mu()aa(ty) ]
X [ma(T)an(t1) — ma(T)az(t) ]
—Q/t dthp(tl) [mg(t)ﬁl(tl) (t)ﬁZ(tl)]
X [ma(7)B1(t1) (7)Ba(t1) ] (4.76)

Kararlilik ¢ekirdegini trigonometrik islevler tiiriinden yazabilmek icin

a; = pysin (¢q), (4.77)
asy/km = py cos (¢1), (4.78)
bl = P2 sin <¢2> s (479)
bo/KM = po cos (¢3) (4.80)

esitlikleriyle, yeni biiytikliikler, p1, ¢1, p2, ¢2, tanimlanirsa

ma(t)an (T) — my (t)as(T) = — 5% cos (\/% (T —t) - ¢1) . (4.81)

ma(t) By (t) — ma () Ba(ty) = — 5% cos <\/§(t1 ) - qsz) . (4.82)

olacagindan

Kyt 7) = —’fj cos <\/§(T —t) - ¢1) cos ( %(T —7) - ¢1)
_QZ_i{:% tT At W (1) cos (\/%(tl - @) cos <\/g(t1 - @) (4.83)
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elde edilebilmektedir.

Goriildiigii tizere kararlilk iglecinin cekirdegi dig alan genligi FE(t)’ye
bagli degildir. Bir kararlilik iglecinin 6zdeger sorunu doérdiincii basamaktan
dogrusal siradan tiirevli iglecin sinir deger sorununa donitistiiriilmesi ile bir sonraki

altboliimde ilgilenilmektedir.

4.2 Kararhhik i§lecinin ézdeger Sorunu’nun Tirevli Denklem
Yapisina Doniistiiriilmesi

Artik kararhlik iglecinin 6zdeger sorunu ile ilgilenebiliriz. WE(t)% islevi
cekilerek bilinmeyen bir 6zdeger iglevi Olceklenmektedir. S, s, ¢(t) sirasiyla
olceklenmig islece, 6zdeger ve oOzigleve karsilik gelmektedir. Bir 6zdeger sorunu

olarak

So(t) :/0 dr K (t, 7)e(T) +/t dr Ky (1, t)p(1) = sWg(t)e(t) (4.84)

denklemi yazilabilmektedir.  Bu esitlik integral denklem[10] yapisindadir.
Bir integral denklem tiirevli denkleme doniistiiriilebiliyorsa, cogu kez ¢oziime
ulagabilmek agisindan bu doniigtiiriim istenir. Bu amagla, (4.84) sirasayili

esitligin her iki yaninin ¢’ye gore tiirevi alinirsa agagidaki denklem elde edilir.

[ et + [ ar o) s Weet) (459

Us simge degiskenine gére tiirevi gostermektedir. Burada

3K18(;J) _ ﬁ:fll ~sin (\/%(T —1) — gbl) cos (\/%(T —-7)— ¢1)
2 o rtycos (11t 7))
SAE oo (E-1-o)omly o)

(4.86)
8K1(7' t) _ mpl " sin (\/%(T - ¢1) cos (\/%(T —7) — ¢1)

2“1/)2 \/7/ dt, W, (t1) sin (\/7(751 —t) - ¢2) cos (\/g(tl —7) - @)

(

4.87)

esitlikleri gegerlidir. (4.85) sirasayili denklemin her iki yaninin t’ye gore tiirevi
! 82K1(t77—) T 62K1(T, t)
/0 dTTtp(T) + /t dTT<P(7')

= S Wp(t)p(t))” — 222 cos (00)? W, (D (1)
(4.88)
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denklemini vermektedir. Diger yandan
? K
(@ﬁ‘ I) Kl(t,T) =

_ 2/;_3{;5 cos(ds) (Wp(t) cos <\/§(t —7) — ¢2)>/

268 % ooy cos ([0 -7 - ) (489
ve <§—:2 . I) Ky(rt) = 0 (4.90)

denklemleri (4.84) sirasayili esitligin agagidaki sekilde yazilmasini saglamaktadir.

2.2

(;d—; + EI) (We(t)e(t) = % cos(2)* W, (1) (1) +

Qf: ;ff cos(¢s) (Wp(ﬂ /0 "dr cos (\/g@f—ﬂ —¢z) <P<T>)/
% — sin(¢2)W, ()/Otdrcos (\/%(t—r)—@)p(r)- (4.91)

Yeni bir iglev tanimlayarak, yani

B(t) = /0 g sin (\/g(t _ T>) o) (4.92)

yvazarak agagidaki esitlikler elde edilebilmektedir.

(C?_; + HI) (t) = \/gw(t) (4.93)
/Ot dr cos (\/g(t —7)— ¢2) @(7) = sin(¢p2) () + \/%COS(gbg)q),(t) (4.94)
/Ot dr sin <\/g(t —T)— ¢2) (1) = cos(g)P(t) — \/gsin(qﬁz)@’(t) (4.95)

Biitiin bu bagintilar

211103

or(padn) = T2 cos(ag,)
oiprndn) = P8P () con()
2 2
O3l n) = 2 cos(g) (4.96)
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olmak iizere (4.91) sirasayil esitligin agagidaki sekilde yazilmasim saglamaktadir.

(%+ “z) Wi(t) <52+ I) O(t) =
= 01(p2, G2)Wp(t)D(t) + 02(p2, p2) W, (1) D(t)
+03(pa, p2) W, (1) D' (1) + 203(pa, ¢2) W (1) D" (1) (4.97)

(4.97) dérdiincii basamaktan dogrusal siradan tiirevli bir denklemdir. s’in
yani 6zdegerin birim olmayan bir iglecin oniinde goriinmesinden dolay1 6zdeger
sorunu iglecle agirliklandirilmig bir 6zdeger sorunudur. Analitik ¢oztimiin olup
olmamas1 Wg(t), W,(t) agirlik islevlerinin yapisina baghdir. Tiirevli bir iglecin
ozdeger sorunu s6z konusu oldugunda simir kogullarina gereksinim vardir. ®(¢) nin

integral tanimindan kolayhkla t = 0 aninda iglevin kendisi ve tiirevi i¢in

\f / dr cos (\f (t—T)) (1) (4.98)

i¢in 6zdesgliginden yararlanarak agagidaki kosullar1 elde etmek olanaklidir.
®(0) =0, ®'(0) = 0. (4.99)

(4.84) swrasayili denklemde t yerine T yazarak ve (4.83) sirasayill denklem

kullanilarak agagidaki sinir kogulu elde edilmektedir.

_[f:j cos (¢1) /OT dr cos (\/%(T —7)— ¢1> o(1) = sWg(T)p(T)
(4.100)

(4.100) swrasayili denklemin ®(¢)'nin kendisi, birinci tirevi ve ikinci tiirevi

tiriinden egiti (4.94) swrasayil denklemde ¢y yerine ¢; yazilmasi ile elde

edilmektedir.

—% (02(p1, 1) O(T) + 73(p1, 61)¥'(T)) = sWi(T) (®'(T) + —&(T))  (4.101)

t = T amndaki diger bir kogulun bulunabilmesi i¢in (4.85) swrasayili denklemde
de t yerine T yazilmaktadir. Bu ve (4.86) nin ¢ = T anindaki degeri asagidaki

esitligin yazilmasini saglamaktadir.

et [ snion) | "t cos (V2@ -n-6)em
+2Z—i’:3 cos (¢9) W, (T) /OT dr cos <\/§<T —7)— @) o (7)

= s (Wg(T)e(T) + We(T)¢'(T))  (4.102)

Gerekli diizenlemeler yapildiginda

2[01(01,0) —o1(p1,01) ] O(T) + M "T)

( @'
+0a(p2, p2)Wp(T)2(T) + 03(p2, $2)W, ( )®(T)
— sWL(T) <<I>”(T) + %(I)(T)) 4 sWi(T) ("(T) + E (T)) (4.103)
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yazilabilmektedir.

Iki nokta smir deger sorununa eglik eden dort smir kosulundan ikisi
etkilesim baginda verilirken diger ikisi son anda tanimlanmaktadir. Sinir kosullar:
olagandisi olarak ozdeger degistirgenini icermektedir. Bu gibi durumlarda sorun
bilinen olaganlara gore farklilagmaktadir.

Bu 6zdeger sorununun ¢oziimii i¢in once ozdegere bagimlh olan ve iginde
bagka belirsiz degistirgen icermeyen dort tane dogrusal bagimsiz ¢oziim iiretmek
gerekir.  Sonra bu ¢oziimlerden dort belirsiz katsay1 tlizerinden bir dogrusal
birlesim olusturup, siir kosullarimi saglatacak bigimde 4 cebirsel denklem elde
edilmeli ve ¢oziilerek belirsiz katsayilar belirlenmelidir.

Bu boliimde, bir onceki bolimde oldugu gibi denklemin ¢oziimi ile ilgili
incelemelere deginilmemektedir. Kararhlik iglecinin spektrumunun alt ve tist

sinirlama yapisinin elde edilmesi ile ilgilenilmektedir.

4.3 Kararlilik ve Giurbiizliik

Kararlilik cekirdeginin simetrik olmasindan dolay1r kararlilik islecinin
spekturumu, 6zdeger karmasgik uzayimin gercel ekseni iizerinde bulunmaktadir.
Diger yandan goz Oniintine alinan dizge iizerinde kararlilik iglecinin cekirdegi
tistten ve/veya alttan sonlu simirlandirilabilir ya da smirlandirilamayabilir.
Ust ve alt sirlamalarm sonlu degerli olmasi durumunda kararhilik islecinin
spektrumu sonlu bir aralikta bulunmak zorundadir. Sinirlama incelemesi bir
iglecin tiim spektrumunun belirlenmesinden daha kolaydir. Parcali spektrum
belirlenmesi gerekmedikge simirlama incelemesi yeglenmektedir. Burada,
kararhlik iglecinin spektrumunun st ve alt siirlamalarinin yorumlanmasi
iizerinde de durulmaktadir. Buradan yola ¢ikarak; Cauchy—Schwartz esitsizligi

ve kotiimserce integral araligl biiyiitme yoluyla

—my (t)m (1) < /t Tdt1Wp<t1> cos (\/%tl —t) - ¢2)

X s ( Bt — 1) - qsz) < m(t)m(r) (4.104)
m
esitsizlikleri elde edilebilmektedir. ~ Burada 7;(f) nin agk yapisi asagida
verilmektedir.
T - 2 %
7T1<t) = (/ dt1Wp<t1) COS ( E(tl — t) — (bg) ) (4105)
0 V
mo(t) ise

() = cos <\/§(T - ¢1) (4.106)
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olarak tanimlandiginda (4.83) ve (4.50) denklemleri ile kararhilik ¢ekirdegi i¢in

Ki(t,r) = _{QZ;f?ﬁl(t)m(TH’%IWQ(t)@(T>] (4.107)
Ku(t,r) = [2%%1(75)@(7)—*:f;@(tm(r)} (4.108)

olmak tizere agagidaki egitsizlik elde edilmektedir.
Ki(t,7) < We(t)2We(r)2 K (t,7) < Ky(t, 7) (4.109)

Bu sonuclar uyumlu salinici i¢in kararlilik cekirdeginin sonlu aralik ile
sinirlandigini  gostermektedir. Bu smirlama uyumlu saliniciya ozgii degildir.
Zamanda salinan herhangi bir kuvantum dizge i¢in bu sonug c¢ikartilabilir.

Kararhlik islecinin oOzdeger bolgesi ile cekirdek simirlamalari arasinda
baglant1 kurabilmek i¢in

Jo AW ()2 F()SWi(t)2 £(1)

O = s 0y A0

seklinde bir iglevsi tanimlanabilir. Burada f(t), zamana gore karesi integre

edilebilir iglevler uzayinda tanimli herhangi bir iglevdir. Bu iglevsi, Rayleigh
orani olarak bilinmektedir. f(¢) nin kararhlik islecinin bir 6ziglevi ile eglesmesi
durumunda R(f(t)) bu islevsiye karsiik gelen 6zdegeri verecektir. Bu deger
kararhilik islecinin Ozdegerlerinden birine karsilik gelmekte olup o6zdegerler
araligindan digar1 asla c¢ikamayacaktir. Bu nedenden, bu islevin iist ve alt
sinirlamalarini belirlemeye calismanin bir anlami vardir.  Boylece kararhilik
iglecinin spektrumunun simirlamalar gizilmektedir. sy (tist) ve sy, (alt) kararhilik

isle¢ spektrumunun sinirlamalar1 olmak tizere
s(T') < R(f(t)) < su(T) (4.111)

varsayimi yapilabilmektedir.
Eger (4.104)’daki integral ve islegli yap1 cekirdekler tiiriinden agik olarak
yazilip Cauchy—-Schwartz esitsizligi gerektigi kadar kullanilir ve sonucta c¢ekirdek

tizerindeki sinirlamalardan yararlanilirsa

_ ( / ' dthu)FL(t)?)% (4.112)

si(T) =
su(T) = ( /OTdtWE(t)FU(t)Q)% (4.113)
Fu(T) = 22@_%;%@”%@(0 (4.114)
Fy(T) = 2g§53ﬁ1(t)—’ffw2<t) (4.115)

44



yazilabilir. Buradan dizgenin kararlili olabilmesi i¢in

su(T) < 1 (4.116)

olmas1 gerekmektigi yargisina varilir.

Siirlama gizerken bazi geniglemelerden dolay1 yukaridaki kosul oldukca
kottimser bir koguldur. Bu kosul kararhilik igin yeterli bir koguldur. Yukaridaki
esitlik aynm1 zamanda T ye baglh oldugundan, dizge tiim etkilesim zamani degerleri
icin kararli olmayabilecektir. sy nun taniminda kullanilan integraller eliptik
integraller olmadig1 siirece agik olarak hesaplamak miimkiin degildir. (4.116)

sirasay1lli kogulu daha esnek yapida ifade edbilmek icin asagidaki esitsizlik

kullanilabilir.
T 3 2 9 2 9
22
< / dtWE(t)FU(t)2> < PPz 1y 4+ B% )
0 Km Km

(4.117)

7;(T)'nin acik yapisi agagida verilmektedir.
1

(T) = < /0 TdtWE(t)Wj(t)2)2 i=1,2 (4.118)
Boylece,

2 2 2 2 2
PPz (1) + B1P%,(1) < 1 (4.119)
KM KM

seklinde hem daha esnek hem de daha kolya kullanilabilen bir kogul elde
edilmektedir.  (4.118) sirasayili esitlikte yer alan iki 7" bagiml iglevin agik
anlatimlart Wg(t) acikga belirtilmedigi siirece elde edilememektedir.  Wg(t)
acik olarak verilse de bu iglevlerin acik yapilari kolayca elde edilemeyebilir.
Bu nedenden, Wg(t) nin W ile betimlenen bir degismez oldugu ele alinarak
agagidaki egitlikler yazilabilmektedir.

2

T 1m
T (T)2 = TWEWP + Z;WEWP COS (2(]52)

1 /
—_TWEWP cos (2¢2 -2T i)
8 K m

1
W W cos (ngg + T, /ﬁ) (4.120)
8 K m

1 [m . 1
7o(T)? = Z,/;IA/Esm(ngl)+§TWE

_ i\/%WE sin <2¢1 _ QT\/§> (4.121)
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Bu durumda asagidaki yorumlamalar yapilabilir. Bu islevlerin salinan
davraniglar1 etkilesim siiresine bagl olarak, 7 anmmda (4.119) kosulunu
olusturmaktadir.  Ilk olarak, (4.119) sirasayili esitligin tiim 7' anlar1 igin
saglandigr diigiiniiliirse zamanda evrensel kararliliktan soz edebiliriz.  Ikinci
olarak; kosul baz1 T" degerleri i¢cin kismen saglanmaktaysa bu diger T degerleri
icin kararlihk konusunda kestirimde bulunamayacagimiz anlamina gelmektedir.
Uciincii olarak; kogulun hicbir 7' degeri icin saglanmamasi durumunda dizgenin
kararhigi hakkinda hicbir sey soyleyemeyecek olmamiz s6z konusudur. Kogulun
tekrar yapilandirilmasit ile kesin incelemelerle ikinci ve f{i¢linci durumlar
daha bilgilendirici durumlara dontistiiriilebilir.  Ancak, burada bu ayrintiya
girmeyecegiz.

Giirbtizltigiin o6lgiilebilmesi ic¢in kararlhilik iglecinin spekturumunun iist ve
alt smurlamalar | sy (7) ve sp(7) kullamlabilir. r5(7T) ve rw/(T), giirbiizlik

degistirgenleri olarak asagidaki gibi tanimlanabilir.

rp(T) =1 - su(T), (4.122)
rw(T) =1—s.(T), (4.123)

Etkilegim siiresine bagl rg(T') ve ry (T) sirasiyla en iyi ve en kotii giirbiizlitk
degerlerine kargilik gelmektedir. Giirbiizligii aragtirmak igin zamana gore karesi
integre edilebilir iglevlerin tiim uzay1 goz oniinde bulundurulmaktadir. Daha agik
olmak i¢in, spekturumda iist ve alt sinirlamalar yerine kararhilik islecinin enbiiyiik
ve enkii¢iik 6zdegerlerini alabiliriz. Diger yandan, giirbiizliigii daha kisith olarak
ele alabilmek i¢in Rayleigh oranlarinda yer alan iglevlerin uzayimi daraltabiliriz.
E(t) nin degigiminin ilgili uzayin bir altuzayindan segilmesi kisitlamasi giirbiizlitk

alt ve tist sinirini birbirine yaklastirabilecektir.
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BOLUM 5

ETKILESIM SURESINE GORE ACILIM

Bu boliimde, eniyileme denetimli kuvantum dizgelerin  devinim
denklemlerinden elde edilen denetim ve erigsim denklemlerinin ¢oziimii icin
yeni bir yaklagtirim verilmektedir. Bol-yonet turtinde bu yaklagtirimi temelinde
sonlu zaman araligini olgeklemek yatmaktadir.  Tium dizge buytklik ve
degistirgenleri 7' ye gore olceklendirilmektedir. Tiim bilinen ve bilinmeyen
bilegsenler, etkilesim siiresi tiirtinden kuvvet serisine acilmaktadir. Olasi
tekillikler gozontinde tutularak gerektiginde etkilesim siiresinin baz1 eksi
kuvvetleri de devreye almmaktadir.  Acilimlar biiytikliiklerce saglanilmasi
gereken denklemlerde ilgili buyiikliikklerin yerlerine yerlestirilmekte, ortaya ¢ikan
serisel yapida terimler artan kuvvetler bi¢iminde, ve sifira esitlik yapisinda,
yeniden diizenlenmekte, ve bagimsiz kuvvetlerden her birinin katsayisi , ayri
ayr1 olarak, sifira esitlenmektedir. Boylece 6zyineli yapida denklemler elde
edilmektedir. Bu 6zyineli denklemlerden istenilen sonlu sayida acilim katsayisi
elde etmek ilke olarak olanaklidir. Bu amacla, simgesel ya da sayisal tabanh
tiirlit yazihmlar kullanilabilir. Oncelikli amacimiz yontemi kurmak oldugu icin
bu dogrultuda bir ¢aba gosterilmemektedir. Etkilegsim stiresine gore acilimin
verimini gostermek icin basit bir uygulama da bu boliimde verilmektedir.

Bu boéliimde sirasiyla zaman araliginin ve ilgili bilegenlerin 6lgeklenmesine,
etkilesim  stire degistirgenine gore acilimin  katsayilarinin  yinelemeli
denklemlerinin elde ediligine ve acilimin ne kadar iyi sonug verdigini gosteren bir

uygulamaya yer verilmektedir.

5.1 Zamana Gore f)lgekleme

Kuvantum eniyilemeli denetim sorununun c¢oziimiindeki zaman aralik
uzunlugu dizgenin dig alanla etkilesmesinde 6nemli bir etken konumundadir.
Bu etkinin daha gozlenebilir olabilmesi i¢in, zaman aralik uzunlugunu etkilesim
zaman degistirgeni olarak nitelendirmek ve zamanla bu degiskeni ayirdedecek yapi
kurmak gerekmektedir. Bu zaman degiskeninde, degisim araligimi [ 0,7 |’den

[ 0,1 ]'e degistirecek bigimde Olgekleme yaparak saglanabilir. Bu 6lgekleme



Schrodinger denklemini ve ona eglik eden simmir kosulunu agagidaki sekilde

degistirmektedir.
O [0(t 7)) = [THy + TE( D] |6, T)),  te(01] ()

|9(0,T)) = |in) (5.2)

Burada, etkilegim siiresi 7”ye bagimlilik ikinci argiiman olarak gosterilmektedir.
Esdiizeyket denkleminin ve ona eslik eden siir kosulunun, 6lgekleme sonrasi

yapilari ise agagida verilmektedir.
0
I\ T)) = [T Hy + TE( Thi) | M1, T))

—TW,(t,T) <1p(t,T) ]6' Wit T)> O |¢(t,T)), tel0,1] (5.3)

A1 T)) = —20(T)0 (1, 7)) (54)

Denetim ve erigim denklemleri, zamana gore olgekleme sonrasinda agagidaki

bi¢imde yazilabilmektedir.
Wat, T)E(T) = 2Re (A&, T) [l ot T)),  te[0,1]  (5.5)

(W1, T)O(1,T)) = O +n(T) (5.6)

Daha da ilerleyebilmek i¢in denetim denklemlerinde goriinen birkag biytikligin

de T’ye gore davraniglarini belirginlegtirmemiz gerekmektedir.

1

T N 2
g =5 [ 1) (1) |0 vl D)
0
W,(t,T) >0, te[0,1] (5.7)
1
T = g/dtWE(t,T)E(t,T)Q; We(t,T)>0, tel0,1]  (5.8)
0

(5.1) swrasayili denklem FE(¢,7)nin hi¢bir uyumsuzluk yaratmadan sinirsiz
artimina olanak saglayabilmektedir. Bundan dolayr 7' — 0 limit noktasinda
TE(t,T) sifir olmayan iglevsel bir deger tiretebilir. Bu durum ve (5.8) sirasayili
denklem T sifira giderken Wg(t, T) nin kii¢iliip sifira gidecegi anlamina gelir.
Ote yandan (5.7)’deki beklenen degerin sonlu olmasmin gerekliligi jp(l) katkisinin
T — 0 i¢in kiiciiliip sifira gitmesini engellemek igin W, (¢,7)'nin 7" = 0’da, en
azindan basit kutup yapisinda, bir tekilliginin olmasini1 gerektirmektedir. Biitiin
bu bulgular ve sonuglar etkilesim siiresine gore acilim i¢in bir sonraki altboliimde

kullanilacaktur.
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5.2 Etkilesim Siiresine Gore Kuvvet Serisi

Denetim ve erigsim denklemlerinden dalga ve esdiizey islevlerinin yok

edilebilmesi i¢in dizgenin evrim iglecini kullanmak yerinde olur. Dolayisiyla,
| (&, T)) =U(t,T) |in), t€0,1] (5.9)

yazilabilmekte ve dizgenin evrim igleci olan U(t,T) asagidaki esitligi
saglamaktadir.

OU(t,T)

L QUL T)
o

=[THy+TE@)pU(t,T), uo,1n7)=1 (5.10)
Esdiizey iglevini evrim isleci tiirtinden belirleyebilmek de olanaklhdir.

O [N(LT)) = [THy + TE(t T)u] |\ T)) -

TWp(t,T) (w(t,T) |0’ (6, T) ) O (1)) (5.11)
esitliginde
A6, T)) = U, T) [ AET)), (5.12)
yazilirsa
% |A(t,T)) = %TWp(t,T) <in’U(t,T)T5’U(t,T) in> U(t, T)'O'U(t,T) |in)
(5.13)
ve siir kogulu olarak da
IA1,T)) = —%n(T)U(l,T)TﬁU(l,T) |in) (5.14)

elde edilir. (5.13) sirasayill denklem [ ¢, 1] arahiginda integre edildiginde
At T)) = [MLT)) —
: 1
—%T / drW,(r, T) <in}U(7, ' OU(r, T)}in> U(r, T)'OU(r) |in) (5.15)
¢

AL T)) = —%n(T)Z/{(t,T)Z/{(l,T)T@Z/{(l,T) /in)
iT ! ) >><

— [ dTW,(1,T) <in U(r, T OU(t, TYU(T,T)
xU(r, T)O'U(r,T) |in) (5.16)

hJe

sonucuna ulagilabilir. Burada daha 6nceden oldugu gibi kama(dagger) simgesi

es(adjoint) anlamina gelmektedir. (5.16) ve (5.9) esitlikleri yardimiyla denetim

49



denklemi i¢in agagidaki esitlik yazilabilmektedir.
Wa(t, T)E(t, T) = 3(T) <in Hua, T)Téuu,T),U(t,T)TMU(t,T)H in>
+T /t 1 drW,(r, T) <in )U(T, T OU(r, T)) in> X
X <in in> (5.17)

(2.18) sirasayili egitlik etkilesim stiresine gore Olgeklendigi ve evrim isleci

{U(T, TV OU(r, T, U, T) ud (¢, T)}

kullanildig1 zaman erigim denklemi agagidaki bigimde yazilabilmektedir.

<in ‘u(1, T OuU(1,T)

m> =0 +(T) (5.18)

Etkilesim zaman degistirgeni icinde acilimlarin yapisim kurabiliriz.  Dalga
islevinin sonlulukla smirlandirilmigs olmasi evrim iglecinin de sonlulukla
sinirlandirilmig olmasi demektir. Bu durum evrim isleci agihminda 7" nin eksi

olmayan kuvvetlerini kullanmaya zorlar.

[e.e]

U,T) =Y TUL1) (5.19)

k=0

Dig alan genliginin davraniglar ile ilgili sonuclar ve amag iglevselindeki yaptirim

terimlerinin 7" nin sifirdaki degerleri gergevesinde agirliklar dig alan genliginin
E(t,T) =Y T 'Et) (5.20)
k=0

olarak yazilmasina izin vermektedir. Zamansal katsay1 iglevleri Ey(t), denetim
ve erigsim denklemlerinden hesaplanabilmektedir.  Agirlik iglevlerinin serisel

acilimlar1 daha onceki yorumlarinin 1g1ginda

We(t,T) = i 7w P (1) (5.21)
k=0
W, (t,T) = i T=wP (1) (5.22)

olarak yazilabilmektedir.  Agirlik islevleri verilen biyiikliikler oldugundan
buradaki W,gE)(t) ve Wk(p )(t) biiytikliikkleri belirlenebilmektedir.  7(7") erigim
degistirgeninin tanimindan dolay1 T = 0 yakinlarinda tekilligi yoktur. Serisel

acilimi agagidaki gekilde verilmektedir.

n(T)=> T (5.23)

50



(5.19) sirasayili denklemdeki agilimin sag yani , (5.10) sirasayili denklemde
verilen evrim iglecinin tiirevli denkleminde ve baglangi¢ kosulunda kullanilir ve T°

nin artan kuvvetleri turinden diizenlenirse

ZTkau’“ = ZT’“HOLIk . ——ZTkZEkl ) ldy g, (2) (5.24)

k1=0

elde edilir. Bu egitligin her iki yaninda bulunan 7"nin ayni kuvvetlerinin

katsayilar1 esit olmak zorunda oldugundan

.k
ay,
L) 4 L gty (1) 5 22 [0t B O 1)
0<k<o0 (5.25)
yazilabilmektedir. Yukaridaki egitlige eslik eden smir kosullar1 asagida
verilmektedir.

I/{k(O) = 5kOI 0<k<o (526)

Bu islecin ¢oziimii i¢in benzer sekilde
Up(t) = e T B OITf, (1) 0 <k < 00 (5.27)
dontisimii yapilmakta ve agagidaki ¢oziime ulagilmaktadir.

Up(t) = Srge™ 7 Jo I B0
k

i ! —L ¢ T T
—ﬁ/ e I TN 5 Ho + By, (1) 0] Usi, (1),
0 k=1

0<k<oo (5.28)

Denetim denkleminin etkilegsim siiresine bagli en genel serisel acilimin
elde edebilmek igin serisel toplamlarin ¢arpimlar: yeni ara bilinmeyenler olarak
nitelendirilip ele alinmigtir. Dig alan genliginin, agirhik islevlerinin, evrim
iglecinin, erisim degistirgeninin serisel agilim denklemleri denetim denkleminde
vazildiginda ve toplamlar tizerinde 7" nin artan kuvvetleri iizerinde diizenleme

yapildiginda asagidaki denklem elde edilmektedir.

k=j g1 k—j—n

i 1j Z Z Z <1n‘{ Ou]l ]2( ) Z/{Js(t)Tﬂuk‘*j*jl*js(t)} '
in> X

in> (5.20)

k k—j j1 k—j—j1 jo k—j—ji—j2

5303 35 30 S S IETF s

j=0 j1=0%1=0 j2=0 j3=0  js=0

x (in | { U (7)1 OUsy (), Ui (O s -sa-30(1)}

in Uy, (1) OUj, i, (1)
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Eger

PW (&, Ty = U, T) uld(t,T) (5.30)
PO Ty =u(t, T)IOUE,T) (5.31)
POV T) =Ut, T) OUt,T) (5.32)

ozdeglikleriyle ii¢ yeni igle¢ tanimlanir ve her birinin etkilesim siire degistirgeni

T’ye serisel acilimi yapilirsa

PW (t,T) ZT’“Pk ), (5.33)
= Z TP (1), (5.34)
k=0
PO, T) =3 TP (1), (5.35)
k=0

yazilabilir.  Acilhim katsayilari evrim islecinin acilim katsayilari ile agsagidaki
sekilde iligkilendirilmektedir.

k
P =3 U0 ith— (1), 0 <k < oo; (5.36)
=0
k o~
PO = U0 0U—(1), 0 <k < oo (5.37)
=0
’) k ~
P =Y U0 OU(t),  0<k< oo (5.38)
j=0

Ozyineli denklemleri

BY#,T) = <in (5.39)

)
> (5.40)

J
{U(T,T)Té'wr, T),Z/{(t,T)TuZ/{(t,T)} B

{u<1, Y OUL, T),U(t, T) pd (¢, T)

B3(t,7,T) = <in

B®(t,7,T) = <in Ut, T OuUt,T)

m> BO#,7,T)  (541)

tanimlamalariyla daha kolay islenebilir duruma getirmek olanakhidir. Bu
tanimlarin etkilesim siire degistirgenin kuvvetleri tiirtinden acilimi ve bu ac¢ilimin

katsayilar1 asagidaki sekildedir.

BW(t,T) ZT’“B“ (5.42)
BA(t,7,T) ZTk (5.43)
B®(t,7,7) ZT’“B(?’ t,7) (5.44)
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in> , 0<k<oo (5.45)

in> , 0<k<oo (5.46)

in> B(Q) (7)), 0<k<oo (5.47)

Diger yandan, (5.19) swrasayili esitlikten (5.23) sirasayil esitlige kadar verilen
serisel agihmlar (5.3) de yerine yazilir, 7' nin artan kuvvetleri tiiriinden
diizenlemeler yapilarak ve esitligin her iki yaninda 7"nin aym kuvvet katsayilari

esitlenerek agagidaki 6zyinemeli iligki elde edilmektedir.

k
ZW](E )Ep Z’b +Z/ drw P (r)BY (¢, 7),

7=0
0<k<oo (548)

Benzer sekilde erigim denklemi i¢in de agagidaki 6zyineli esitlik elde edilmektedir.

N = <in

Yukarida yapilan tanimlamalar1 kullanarak erigim denklemi asagidaki sekilde

k

Y U1 Oy (1)) i

J=0

1’l> — 5k007 0<k<o (549)

yeniden yazilabilmektedir.

o = <in ’P,EO) 1) m> ~ 500, 0<k<oo (5.50)

Elde edilen 6zyineli denetim ve erigim denklemlerinin ¢6ziimii ve £;(t) ile n; (j =
0,1,2,...) bilegenleri igin genel bir yapi kurulmasi konusunda burada herhangi
bir caligma yapilmamigtir. Dogrusal ikikutuplagma igleci ve dogrusal denetim
iglecleri altinda tek boyutlu uyumlu salinic1 agiklayici olmasi agisindan bir sonraki

boliimde ele alinmaktadar.

5.3 Tek Boyutlu Kuvantum Uyumlu Salinici’ya Uygulama

Zayif bir alan ile denetlenen ve ikikutuplagmasi verilen tek boyutlu bir
kuvantum uyumlu salinici ele alalim. Dizgenin denetim islecleri agagidaki sekilde

verilmektedir.

=z, O =z, O=p= (—zhaax) (5.51)

Bu kuvantum  dizgenin eniyilemeli  denetimi  analitik  olarak

¢oziimlenebildiginden bu dizge iizerinde odaklanilmaktadir. Analitik ¢Oziim,
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etkilesim stiresi aciliminda kesme yaparak olugturulan yaklagtirimin ne kadar
bagarili olabildigi dogrultusunda fikir vermektedir. Burada oncelikle bu 6rnek
sorunun ¢oziimi irdelenmektedir. Asagida konum iglecinin yayilimim betimleyen

igleci tanimlayarak ige baglanabilir.
Qt,T) =U(t, T) aU(t,T). (5.52)

Bu egitligin ¢ ye gore tiirevi alimir ve (5.10) sirasayil esitlik ve bu egitlikte yer

alan ifadenin esiti kullanilirsa agagidaki esitlik yazilabilir.
Qu(t, T) = TU(L, T {Ho + B(t, )i, 2} UL, T) (5.53)

Burada ¢ altindisi t’ye gore birinci dereceden goretiirevi (kismi tiirevi) ifade
etmektedir. Tek boyutlu kuvantum uyumlu salinicinin yalitilmig durumdaki

Hamiltonyeni agsagida verilmektedir.

h2 82
2By (5.54)

Hy= =
0 2m o0x? = 2

Art1 degismezler olan k ve m sirasiyla esnek kuvvet sabitine ve salinicinin

kiitlesine kargilik gelmektedir. p momentum isleci olmak tizere
T f
Qu(t,T) = —U(t, T)'pU(t,T) (5.55)
m

yazilabilecegi kolayca gosterilebilir. (5.55) sirasayili esitligin her iki yanmin ¢’ye

gore tiirevi alinirsa Poisson Simgelemeleri tiirtinden

2

Qult.T) = %u@, TV {Hy + B(t, T\, pyU(L, T) (5.56)

elde edilir. Burada ¢t altindisi t'ye gore ikinci tiirev anlamina gelmektedir. Bu

esitligin Poisson Simgelemeleri yeniden yazilacak olursa:
K
{Ho + E(t, ), p} = 5 {a*,p} + E(t, T) {z,p} = —sx = E(t, T)T  (5.57)

Poisson Simgelemesinin egiti yerine yazilir ve bazi diizenlemeler yapilirsa

agagidaki ikinci basamaktan dogrusal goretiirevli denkleme ulagilabilir.

? K T?
(ﬁ N ETQI) Q(t,T) = —— B, 1)1 (5.58)

Goretiirevli denkleme eslik edecek sinir kogullari kolayca goriilecegi 1iizere

asagidaki sekildedir.

Q(0,T) =, Q.(0,T) = %p (5.59)
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(5.58) ve (5.59) sirasayili egitlikler ¢Oziim igin agagidaki varsayimin

yapilabilmesine olanak saglamaktadir.

Q(ta T) = @I(tv T>I + @x<t7 T):C + @p<t7 T)p (560)

Q;(t,T), Q,(t,T), ve @p(t, T) bu an i¢in bilinmeyen iglevlerdir. Bu varsayimin
(5.58) ve (5.59) esitliklerinde yazilmasiyla her bir iglevin goretiirevli denklemi ve

eslik eden kosullar: elde edilebilir. Boylece

(8_2 4 ETQI) Qi(t,T) = —%E(t,T),

otz m
Qr(0,T) =0, (%) =0 (5.61)
t=0
O Erer) o) =0 5.62
Q.(0,T) =1, (%) =0 (5.63)
t=0
P K, B
(ﬁ + T I) Q,(t, T) =0 (5.64)
@p(0,T) =0, <%) = % (5.65)
t=0

yazilabilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla agagida verilmektedir.

Qu(t,T) = cos (@n) |
Q(1.T) = ——sin <\/%Tt> |

Q)1 T) = _\/i;m /Ot dr sin <\/§T (- T>) B(rT) (5.66)

Yukaridaki egitliklerden yararlanarak konum iglecinin yayilimini betimleyen

iglecin trigonometrik igle¢ tiirtinden esiti agagida verilmektedir.

Q(t,T) = cos (\/th) vt sin <\/§Tt) y

[ (\[Er-n) B 5.67)

Denetim ve erigim denklemlerinin agik yapisini kurmadan 6nce agirlik iglevlerini

tanimlamamiz gerekmektedir. Kolaylik olmasi acisindan Wy ve Wp t'den
bagimsiz secilmekte ve agirlik islevlerinin etkilesim siiresine gore acilimlarinin

yalnizca ilk terimlerden olustugu varsayilmaktadir.

Wg(t,T)=TWg, W,(t,T) =

Wy
5.6
T (5.68)
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Tanmmlanan dizge igin (5.17) sirasayili denetim denklemi Poisson Simgelemeleri

turiinden agagidaki sekilde yazilabilmektedir.

Wy [ 4 (0|0, (r, T in) Gin [{Q (7, T), Q(t, T in) (5.69)

+

Denetim denkleminde yer alan Poisson Simgelemeleri

Q1)1 =~ (| Er(-0) 2. (5.70)
{Q-(7, 1), Q. T)} = L cos <\/gT (t— T)) 7 (5.71)

m

olarak belirlenmektedirler. Konum islecinin yayilimim betimleyen Q. (7,7T)
iglecinin beklenen degeri

<in|QT(T,T)|in>:—T—2 Cdmeos (\JET =) B, T) (5.72)
[ inens ([ m)

m

olarak elde edilmektedir. (5.69) sirasayili denetim denkleminde hesaplanan
konum ve momentum igleclerinin beklenen degerleri yok olacagindan (5.69)
sirasayili denklemin egiti yeniden yazilacak olursa asagidaki ifade elde
edilmektedir.

TWEgE(t,T) = 3% sin <\/§T (1-— t))

—TWp /t1 dr cos Q/%T (t— T)) /0 dry cos (\/%T (r — 71)) E(r,T)(5.73)

Bu integral denklemin ¢oziimiinden FE(t,T) dig alan genligi erisim degistirgeni
n(T) turiinden elde edilebilir. Daha sonra, bu elde edilen anlatim erigim
denklemine yerlestirilerek erigim degistirgenini igeren cebirsel bir denklem
tiretilebilir ve ¢oziilerek n(7T') saptanabilir.  Saptanan bu deger FE(t,T) nin
n(T) tiirtinden anlatiminda kullanilarak E(¢,T") belirlenebilir. Yukarida iiretilen
integral denklem yerine tiirevli denklemle ¢aligmak istenirse gerekli dontigtiirme
isleminin varolmas: gerekir. Burada salt integral denklemin yapisindan dolay1 bu
dontistiirmenin gerceklestirilebilmesi miimkiindiir. Tiirevli denklemlere gecis i¢in

oncelikle asagidaki tanimlamanin yapilmasinda yarar bulunmaktadir.

Et,T) = /Ot dr sin <\/%T (t — 7')) E(r,T) (5.74)

Bu tanim (5.73) sirasayili esitlikte kullanildiginda

TWgE(,T) = i'/(% sin <\/5T (1— t))

—WP\/%/; dr cos <\/§T (t — r)> E.(r,T) (5.75)
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elde edilir. 7 altindisi 7’a gore tiirevi simgelenmektedir. E(¢,7)nn 7'ya gore

turevi

Ett(t,T)E\/;TEtT m/ dr sin <\/7 (t—r)) E(r.T) (5.76)

ile (5.74) sirasayih egitlik ele alindiginda agagidaki esitlik yazilabilmektedir.

(g—; + T2 ) Et,T) = \/gTE(t,T) (5.77)

(5.75) sirasayili egitlik (5.77) esitlik yardimiyla yeniden yazilacak olursa tiimlev

islecinin yokolmadig1 yeni bir denklem iiretilebilir.

(5; - TQ%) Et,T)= TZ%)E sin (\/%T (1— t))
g; / dr cos <\/5T (t— 7)) E.(7,T) (5.78)

Buradan, birtakim tiirev iglemleri sonrasinda dordiincii basamaktan dogrusal ve

degismez katsayili agagida verilen tiirevli denklem elde edilebilir.

o? W
<@+T2m) (t,T) ,/ 8t2 (5.79)

Bu tirevli denklemin ¢oziimii i¢in basglangic ve siir kogullarina gereksinim
bulunmaktadir. Wpg degismezi sifira gitmedikge (5.78) sirasayill denklemden
yararlanarak sinir kogullarindan biri agagidaki sekilde iiretilebilir.

Bu(1,T)+T*2EQ1,T) =0 (5.80)

m

Burada tt¢ altindisi ¢ ye gore ikinci basamaktan tiireve kargilik gelmektedir. (5.78)
sirasayili esitligin her iki yanmimin ¢ ye gore tiirevi alinir ve ¢ = 1 yerlestirilirse

agagidaki kosgul elde edilir.

Ett(l,THT?%Et(LT) _Tven(T) | ”Et(l T) (5.81)

m2WE E

Burada ttt altindisi t’ye gore iigiincii basamaktan tiirevi simgelemektedir.
(5.78) sirasayili denklemin her iki yanmin ¢’ye gore daha yiiksek basamaktan
tiirevlerinin almmas1 E(#,T) nin iiciincii basamaktan daha yiiksek tiirev
degerlerine gotiirmektedir. Sinir kogullarinda goziiken tiirevlerin basamaklar:
tirevli denklemin basamagindan kiigiik olmalidir. Dolayisiyla bu esitlikten bagka
kogul iiretilmez. Diger iki kogul ¢ = 0 anindan elde edilmelidir. (5.74) sirasayili

esitligin ve t’ye gore birinci basamaktan tiirevinden agagidaki kogullar tiretilebilir.
E(0,T) =0, E(0,T)=0 (5.82)
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(5.79), (5.80), (5.81) ve (5.82) denklemleri bir iki noktali smir deger sorunu

tanimlamaktadir. Dordiincii basamaktan tiirevli denklemin genel ¢oziimii icin

- 3[(5)e () o] e

AW
) |14 (=111 - “ET2),
me
1<j<4 (5.83)
olmak tizere )
E(t,T) = a;(T)e" ™" (5.84)
j=1
ongorim yapilabilir.
a;(T) katsayillart , E(t,T) smir kosullarim saglayacak —sekilde

belirlenmelidir. Bu amacla agagidaki tanimlamalardan yararlanilabilir.

E,(T) = (z/j(T)2 +T2ﬁ) @M 1<j<4
m

W
B u(T) = <yj(T)2 T CR _—p) v(T)e ™M 1<j<4  (5.85)
m W g
[ 1 1 1 1 1
1%} 1] V3 Vy
A(T) = (5.86)

E\(T) Es(T) Bs(T) E4(T)

Es(T) Es(T) E7(T) Es(T) |

a(T)T = [a1 (T), as (T), a,g(T), CL4(T) ] (587)
r’ =10,0,0,1] (5.88)
Matris cebiri kullanimiyla agagidaki denklemler yazilabilir.
Tk
A(T)a(T) = — 3\/__ n(T)r (5.89)
m2Wg
T
a(T) = — 3\5 n(T)A(T) 'r (5.90)
m2Wg

(5.90) esitligi, e; j'inci kartezyen yoneyi simgelemek iizere, E(t,T) nin, erigim

degistirgenine bagl anlatimi i¢in agagidaki sonuca gotiiriir.

Et,T)=— Z‘/_E (1) el A(T) 'r e (5.91)



Simdi erigim denklemini ele alabiliriz. Amag isleci, (5, dogrusal konum igleci
olarak almmasiyla (5.18) sirasayili esitlikte verilen beklenen deger hesabindan
ve yukarida verilen matris ve yoney tanmimlamalarindan yararlanarak erigim

degistirgeni i¢in asagidaki sekilde yazilabilir.

4
T ~

T)=—=n(T)Y e'A(T)'re’™® -0 5.92

D) = oD A (5:92)

(5.92) swrasayilh denklemden erigsim degistirgeni c¢ekilerek agagidaki sonuca

varilabilir.

T2 & -

T)=-|1-——Y A ren® ] O 5.93

e ( T, L AD) (5:93)

m2Wg

-1
— T ~ T2 4
E(tJ T) = 3@ O <1 — — ZerA(T)ilr er(T)) X
Wg
x Y el A(T) v et (5.94)

ve sonucta

T 72 & !
Et,T) = — 0(1— — S el A(T) eujm) x
j,

xS e'A(T) 'r (z/j(T)2 + %TQ) M (5.95)

J=1

acik anlatim elde edilir. Boylece sorun, yani verilen dizge icin FE(t,T) ve n(T)
anlatimlarinin belirlenme iglemi, analitik bir anlatimla sonlandirilmig, diger bir

deyigle, kesin ¢oziim elde edilmis bulunmaktadir.
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Sekil 5.1: Etkilegim Siiresine Gore Agilimda Esas Cozlimii

Dig alan genligi E(t, T')'nin, (5.95) sirasayilh denklemden elde edilen esas
¢oziimii kullamlarak cizilen grafik. Burada ¢ ve T sirasiyla [0,1], [0,0.6 |
araliklarinda degisim gostermektedir.
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Sekil 5.2: Etkilegsim Siiresine Gore Agilimda Yaklagtirimi

Dig alan genligi E(¢,T) nin, (5.95) sirasayili denklemden elde edilen
¢oziimiinden yalnizca ilk iki terimi ele alinarak cizilen grafik. Burada t ve T'
sirastyla [ 0,1 ], [0,0.6 | araliklarinda degisim gostermektedir.

61



BOLUM 6

SONUCLAR,

Bu calismada bir boyutlu kuvantum uyumlu salinicinin  dogrusal
ikikutuplagma iglevi altinda eniyilemeli denetimiyle ilgilenilmigtir. O ve O
konum ve momentum igle¢lerinin dogrusal oldugu islecler olarak ele alinmistir. Bu
islecler eniyilemeli denetimde amag ve yaptirim terimlerinde tanimlanmaktadir.
Bu dizge i¢in olugturulan amag islevsisinin birinci degisimini sifirlayarak elde
edilen denklemler, her ne kadar, dalga islevi ile esdiizey islevini igeriyorsa
da, salt konum ve momentum isleclerinin beklenen degerleriyle ilgilenerek ve
esdiizey islevi ile dalga iglevi arasinda bir anlamda gegis saglayan zamana
bagimli bilinmeyenler tamimlayarak koklegik (klasik) bir eniyileme sorunuyla
ilintilendirilebilir. Ancak boyle bir durumda dalga iglevini belirlemek icin ayrica
ve kapsamli iglemler yapmak gerekir. Burada boyle bir eyleme gecilmemistir.
Bunun yerine bilinmeyenler iizerinde acik iglemler yeglenmistir. Burada yapmis
oldugumuz incelemeler, denetim denkleminin zamanla degigen alan genligi F(t)
integral denklemlere dontistiigiinii gostermektedir. Ayrica, bu integral denklemin
dordiincii basamaktan dogrusal ve siradan tiirevli bir denklemin simir deger
sorununa doniigtiiriilebildigi gosterilmistir.  Sinir deger sorununun baslangic
ve son ana ait iki kosulu olmasi, ¢oziim icin gerekli olan toplam dort kosul
gereksinimini gidermektedir. Dizgenin var olan degerlerine bagh olarak bu
denklemin ¢oziimiiniin analitik olarak belirlenip belirlenemeyecegi caligmada
irdelenmis ve dogrusal siradan tiirevli denklem katsayilarinin zamana bagh
olmamasi durumunda analitik sonug iiretilebilecegi gosterilmistir. Zamana bagh
katsayilar durumu burada incelenmemekle birlikte, ¢oztimiin yapisim etkileyip
baz1 tekil davraniglar yaratabilecek izlenimi vermekte oldugu saptanmigtir. Wg(t)
ve W,(t) agirlik iglevlerinin degismez alimmasi ile denklem degismez katsayil
tirevli denklem olmaktadir. Yapilan ¢aligmalarin daha agiklayici olmasi acisindan
yukarida belirtildigi gibi tiirevli denklemin analitik ¢oziimii elde edilebilmigtir.

Serisel acilimlardan yararlanarak smir deger sorununun c¢ozimi
irdelendiginde yeni bulgular elde edilmigtir.

Ama¢ ve yaptirim igleclerinin yapisinda degisiklik yapildiginda yani



dogrusal olmayan gekilde alindiginda indirgenen denklemde dogrusalligin
bozuldugu gozlenmistir. Bu durumda sorunun varolandan daha karmasik bir
hal aldig1 goriilmektedir.

Diger bir énemli konu elde edilen ¢oziimlerin kararlihigi ve giirbiizliigliniin
incelenmesi ile ilgilidir. Tek boyutlu uyumlu salinicinin denetimi sonrasi kararlilik
ve giirbiizliik incelemelerinde ilgi ¢ekici bulgular elde edilmistir. Yapilan caligma
ile ilgili sonuglar asagida siralanmaktadir.

Ilk olarak, Poisson Simgelemeleri yardimmyla kararhhk cekirdeginin
olabildigince yalin agik yapisi elde edilmistir. Kurulan bu yapi olabildigince genel
tutularak elde edildiginden kurulan yapinin yalmizca uyumlu saliniciya 6zgii bir
yapl olmadigin vurgulamak gerekir.

Tek boyutlu uyumlu salinic1 ele alindiginda amag ve yaptirim igleglerinin
yapilar1 kararlilik cekirdeginin bir¢ok teriminin yok olmasina neden olmaktadir.
Poisson Simgelemesinin indirgeyici dogasindan dolay1r kararhlik ¢ekirdeginde
bircok terim diigmekte ve ¢ekirdek daha yalin olarak yazilabilmektedir.

Kararlilik iglecinin 6zdeger sorunu, dogrusal, dordiincii basamaktan tiirevli
iglecin sinir deger sorununa doniigtiiriilmiigtiir. Tirevli iglecin basamagi , bu
islecin yapis1 ve eslik eden siir kogullart uyumlu saliniciya 6zgii olmasina kargin
bu donitistiirme igleminin genellestirilebilecegi acikca goriilmektedir.

Amacimiz yukarida soz edilen tirevli denklemin ¢oziimiini  bulmak
olmadigi i¢in denklemin ¢oziimii ile ilgilenilmemistir. Bu ¢aligmada asil yapilmak
istenen niteleyici durumlar1 ortaya cikarmaktir. Tirevli igleclerin sinir deger
sorunu kurami geregi denklemin yapisi oldukga ilgingtir. Ciinkii sinir kosullar
ozdeger degistirgenini bilinmeyen olarak biinyesinde barindirmaktadir.

Kararhlik c¢ekirdegi ve kararlilik spektrumu icin smirlamalar cizilmistir.
Cikan simirlamalar kotiimser olmasina kargin daha ayrintili ve incelikle uygulama
ile daha tikiz sinirlamalar elde edilecegi anlagilmaktadir.

Sinirlamalara dayanaraktan giirbiizliigiin tanimi verilmistir. Daha akla
yatkin ve belki de daha kullanigh tanimlamalar elde etmek miimkiin goziikmekte

olmakla birlikte bu kadarlik eylemle yetinilmigtir.
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EKLER A

Denetim Denkleminin Coziimii i¢in Simgesel Mupad Programi
Etkilesim Siiresine Gore Acilimda Esas Coziimii

Bu program Linux ortaminda MuPAD Simgesel Programla
dili ile yazilmigtir.

assume (WP, Type: :Positive):

assume (WE, Type: :Positive):

El := t -> E"(t/2)*cos(sqrt(3)*t/2)
E2 := t -> E"(t/2)*sin(sqrt(3)*t/2)
E3 := t -> E"(-t/2)*cos(sqrt(3)*t/2)
E4 := t -> E"(-t/2)*sin(sqrt(3)*t/2)

etl := matrix(1,4,[1,0,0,0])
et2 := matrix(1,4,[0,1,0,0])
et3 := matrix(1,4,[0,0,1,0])
et4d := matrix(1,4,[0,0,0,1])

rl :

matrix(4,1,[0,0,0,1])

simplify(subs(diff(E1(t), t $ 1),t=0))

A:=matrix (4,4,

[

[
simplify(subs(E1(t),t=0)),
simplify (subs(E2(t),t=0)),
simplify (subs(E3(t),t=0)),
simplify(subs(E4(t),t=0))

1,

[
simplify(subs(diff(E1(t), t $§ 1),t=0)),
simplify(subs(diff(E2(t), t $ 1),t=0)),
simplify(subs(diff(E3(t), t $§ 1),t=0)),
simplify (subs(diff(E4(t), t § 1),t=0))

1,



C

simplify(subs(diff(E1(t), t $ 2)+E1(t),t=T)),
simplify(subs(diff(E2(t), t $ 2)+E2(t),t=T)),
simplify(subs(diff(E3(t), t $ 2)+E3(t),t=T)),
simplify(subs(diff(E4(t), t $ 2)+E4(t),t=T))
1,
[
simplify(subs(diff (E1(t), t $ 3),t=T)),
simplify(subs(diff (E2(t), t $ 3),t=T)),
simplify(subs(diff(E3(t), t $ 3),t=T)),
simplify(subs(diff(E4(t), t $ 3),t=T))
]
]

)

d:=expand(simplify(linalg::det(A)))
clnum:=expand (simplify (op(d*et1*A~(-1)*r1,1)))
c2num:=expand (simplify (op(d*et2*A~(-1)*r1,1)))
c3num:=expand (simplify (op(d*et3*A~(-1)*r1,1)))
c4num:=expand (simplify (op(d*etd*A~(-1)*r1,1)))
Esnum := t -> clnum*E1(t)+c2num*E2(t)+c3num*E3(t) +c4num*E4 (t)
simplify(Esnum(t))

Enum := t -> diff(Esnum(t), t $ 2)+Esnum(t)

simplify (Enum(t))

D1:=E1(T)*cos(T)-subs(diff(E1(t), t $ 1),t=T)*sin(T)
D2:=E2(T)*cos(T)-subs(diff (E2(t), t $ 1),t=T)*sin(T)
D3:=E3(T)*cos(T)-subs(diff(E3(t), t $ 1),t=T)*sin(T)
D4:=E4(T)*cos(T)-subs(diff(E4(t), t $ 1),t=T)*sin(T)
d1l:=simplify(clnum*D1+c2num*D2+c3num*D3+c4num*D4)

quit;
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EKLER B

Denetim Denkleminin Coziimii i¢in Simgesel Mupad Programi
Etkilesim Siiresine Gore Acilimda Yaklastirimi

Bu program Linux ortaminda Mupad Simgesel Programla dili
ile yazilmigtir.

reset():

assume (WP, Type::Positive):
assume (WE, Type::Positive):
k:=m:=WP:=WE:=1:

v1:=(=(1/2))*(((1+I)/2)*I"1+((1-1) /2) *(-I) " 1) * (WP/WE) * (1+(-1) "~ (1-1)
* (1- ((4*k*WE) / (m*WP) ) *T~2) ) :

v2:=(=(1/2))*(((1+I)/2)*I"2+((1-I) /2) *(-I) "2) * (WP/WE) * (1+(-1) " (2-1)
* (1- ((4*k*WE) / (m*WP) ) *T~2) ) :

v3:=(=(1/2))*(((1+I)/2)*I"3+((1-I) /2) *(-I) "3)* (WP/WE) * (1+(-1) " (3-1)
* (1- ((4*k*WE) / (m*WP) ) *T~2) ) :

v4:=(-(1/2))* (((1+I)/2)*I"4+((1-I)/2) *(-I) "4) * (WP/WE) * (1+(-1) " (4-1)
* (1= ((4*k*WE) / (m*WP) ) *T"2) ) :

El :=proc(t,T) begin E~(vl*t) end_proc:
E2 :=proc(t,T) begin E~(v2*t) end_proc:
E3 :=proc(t,T) begin E~(v3*t) end_proc:
E4 :=proc(t,T) begin E~(v4*t) end_proc:

etl := matrix(1,4,[1,0,0,0]):
et2 := matrix(1,4,[0,1,0,0]):
et3 := matrix(1,4,[0,0,1,0]):
etd4 := matrix(1,4,[0,0,0,1]):

rl := matrix(4,1,[0,0,0,1]):

simplify(subs(diff (E1(t,T), t $ 1),t=0)):



A:= proc(T)
begin
matrix (4,4,
L
L
simplify(subs(E1(t,T),t=0)),
simplify(subs(E2(t,T),t=0)),
simplify(subs(E3(t,T),t=0)),
simplify(subs(E4(t,T),t=0))

1,

[

simplify(subs(diff(E1(t,T), t $ 1),t=0)),
simplify(subs(diff(E2(t,T), t $ 1),t=0)),
simplify(subs(diff(E3(t,T), t $ 1),t=0)),
simplify(subs(diff(E4(t,T), t $ 1),t=0))

1,

[

simplify(subs(diff(E1(t,T), t $ 2)+T 2% (k/m)*E1(t,T),t=1)),
simplify(subs(diff(E2(t,T), t $ 2)+T 2% (k/m)*E2(t,T),t=1)),
simplify(subs(diff(E3(t,T), t $ 2)+T 2% (k/m)*E3(t,T),t=1)),
simplify(subs(diff(E4(t,T), t $ 2)+T 2% (k/m)*E4(t,T),t=1))
1,
[

simplify (subs(diff(E1(t,T), t $ 3)+(T"2*(k/m)-(WP/WE))
*diff (E1(t,T), t $ 1),t=1)),
simplify(subs(diff(E2(t,T), t $ 3)+(T"2x(k/m)-(WP/WE))
*diff (E2(t,T), t $ 1),t=1)),
simplify(subs(diff(E3(t,T), t $ 3)+(T"2x(k/m)-(WP/WE))
*diff (E3(t,T), t $ 1),t=1)),
simplify(subs(diff(E4(t,T), t $ 3)+(T"2x(k/m)-(WP/WE))
*diff (E4(t,T), t $ 1),t=1))
]
]
)

end_proc:

Ad:=expand(simplify(linalg::adjoint (A(T))))

d:= expand(simplify(linalg::det(A(T)))):

alnum:= expand(simplify(op(T~2*d*et1*A(T) " (-1)*r1,1))):
a2num:= expand(simplify(op(T~2*d*et2*A(T) " (-1)*r1,1))):

a3num:= expand(simplify(op(T~2*d*et3*A(T) " (-1)*r1,1))):
adnum:= expand(simplify(op(T~2*d*etd*A(T) " (-1)*r1,1))):
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barEnum := proc(t,T)
begin
(- (T*sqrt (k) *eta) /(m~ (3/2)*WE) ) * ((alnum*E1 (t,T)+a2num*E2(t,T)
+a3num*E3(t,T)+adnum*E4(t,T))/T"2)

end_proc:

eta:=-tilde0/(1-(T/sqrt (k*m))* (barEnum(1,T)/eta)):

Enum := proc(t,T)

begin

simplify ((sqrt(m/k)*(1/T))*(diff (barEnum(t,T), t $ 2)
+(k/m) *(T"2) *barEnum(t,T)))

end_proc:

seri:=series(series(Enum(t,T),T),t):
seriEl:=coeff (seri,0);
seriE2:=coeff (seri,1);
seriE3:=coeff (seri,2);
seriE4:=coeff (seri,3);
seriEb:=coeff (seri,4);

appr:=seriEl+seriE2*T+seriE3*T " 2+seriE4*T " 3+seriE5*T 4;
assume(T, Type::Positive):
enum:=simplify(Enum(t,T) "2):
I1:=eval(subs(int (enum,t),t=0));
I2:=eval(subs(int (enum,t),t=1));
payda:=I2-I1;

appr2:=simplify ((Enum-appr) "2) :
I3:=eval(subs(int (appr2,t),t=0));
I4:=eval (subs(int (appr2,t),t=1));
pay:=I14-1I3;

sigma:=proc(T)

begin

simplify(pay/payda);

end_proc:

sigma(T);

quit:
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