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ABSTRACT

Nonlinear self modulation of shear horizontal (SH) waves in an elastic half space covered by
two layers of uniform thickness is considered. Half space and the layers are assumed to be
homogeneous, isotropic, elastic and having different mechanical properties. In the analysis it is
assumed that between the linear shear velocities of the top layer ¢4, the bottom layer, c,, and
the half space, c3, the inequality c; < c¢; < c¢3 is valid. If the phase velocity ¢ of the wave
satisfies either the condition ¢c; < c¢; < c < czortheone ¢, < c <cq < c3, asurface SH
wave exists. In this study, the problem is examined under these two conditions. By employing
a perturbation method, it is shown that nonlinear modulation of SH waves is governed
asymptotically by a nonlinear Schrédinger equation. It is remarked that the existence of the
envelope solitary waves depends on the nonlinear constitution of the low velocity internal layer
as well as the thickness ratio of two layers.

OZET

Bu ¢alismada diizgiin kalinlikl1 iki tabakayla kapli elastik bir yarim uzayda, dogrusal olmayan
yiizey SH dalgalarinin yayilmasi incelenmistir. Yarim uzay ve tabakalarin, homojen, izotrop,
stkismaz elastik ve birbirinden farkli malzemelerden olustugu kabul edilmistir. Sirasiyla st
tabaka, ara tabaka ve yar1 sonsuz uzaya ait dogrusal kayma hizlar1 ¢4, ¢, c3 olmak iizere, bu
hizlarin ¢, < c¢; < ¢3 esitsizligini sagladigl kabul edilerek analiz gergeklestirilmistir. Faz hizi
c olmak tlizere, ¢, < ¢y <c<cz3yada c; < c<cq< cz olmasi halinde SH tipi ylizey
dalgalar1 yayilabilmektedir. Problem, bu iki kosul altinda incelenmis ve bir pertiirbasyon
acilimi kullanilarak dogrusal olmayan dalga modiilasyonunun asimptotik olarak dogrusal
olmayan Schrodinger denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterilmistir. Zarf soliton tipi
dalgalarin varliginin, dogrusal kayma hizi daha yavas olan ara tabakanin dogrusal olmayan
malzeme ozelliklerine ve tabakalarin kalinliklari oranina bagli oldugu gosterilmistir.
GIRIS

Elastik dalga yayilimi, sismoloji, malzemelerin tahribatsiz muayenesi, elektronik sinyal isleme
cihazlar teknolojisi gibi alanlardaki 6nemli uygulamalar1 nedeniyle bir¢ok arastirmanin
konusunu olusturmaktadir. Ozel bir dalga tiirii olan enine polarize olmus dalgalar, literatiirde
kisaca SH (Love) ile gosterilir. Jeffreys [1]’deki ¢alismasinda, ilk olarak yer kabugunun kitasal
kisimlarinin kalinligin1 hesaplamak amaci ile kayadan olusan bir yarim uzay iizerinde bir granit
tabakanin bulundugu varsayimi ile bu granit tabakanin kalinligin1 hesaplamistir. Stoneley ve
Tillotson, [2]’deki ¢alismalarinda bu sonucu, hesaplamalarda granit tabakanin altinda bir bazalt
tabakanin oldugunun dikkate alinmamasindan dolay1 yetersiz bulmus ve en {ist tabakanin
granit, ara tabakanin bazalt ve yar1 sonsuz uzayin da tabakalardan daha yogun kaya oldugunu
kabul ederek iki tabakali bir model gelistirmislerdir. Aynmi1 ¢alismada Love (SH) tipi yiizey
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dalgalarinin, bu dalgalarin faz hizinin, ¢; <c¢; < c<czyada ¢; < c<c, < c3 kosullarindan
birini saglamasi halinde var olacaklarmi gostermislerdir. Var, [3]’teki c¢alismasinda bu
esitsizliklerin saglandigi iki tabakali bir yarim uzayda lineer olmayan dalga yayilimi problemini
incelemistir. Stoneley [4], yine jeofizik tabanli bir problemle ilgili olarak, ara tabakanin hizinin
iist tabakaninkinden daha diisiik olmasi1 durumunda yani, ¢, < ¢; < ¢3 i¢in, faz hizinin ¢, <
c; <c<czyadac, <c<c < c3 kosullarindan birini saglamas1 halinde SH tipi yiizey
dalgalarinin yayilacaklarin1 ortaya cikarmistir. Bahsedilen ¢alismalardan farkli olarak bu
calismada, faz hizinin ¢; < ¢ <c<czVve ¢; < €< ¢q < ¢3 esitsizliklerini sagladigt
varsayimi ile dogrusal kayma hizi1 daha yavas olan ara tabakayr meydana getiren malzemelerin
lineer olmayan oOzelliklerinin SH (Love) dalgalarinin yayilma karakteristikleri tizerindeki
etkileri incelenmistir.

ALAN DENKLEMLERI ve FORMULASYON

Ucg boyutlu uzayda bir noktanin ayni dik kartezyen eksen takimina gore maddesel ve uzaysal
koordinatlar1 sirasiyla (X4, X2, X3) ve (xq,X2,x3) olsun. Baslangi¢c konumunda hq, hy, >
0 olmak tizere,

P1:{(Xl,Xz,X3)|O<XZ<h1,_OO<X1<00,—00<X3<00} (1)

ve

Py ={(X1,X3,X3)|—hy; < X; <0,—00 < X; <00,—00 < X3 <00} (2)
bolgelerini dolduran homojen iki tabakanin,

P3 ={(X1,X;,X3)|—00 <Xy < —hy,—0 <Xy <00,—0< X3<0} (3)
bolgesini dolduran ve tabakalardan farkli bir elastik malzemeden olugan yarim uzayin kapladigi
ortam ele alinacaktir. X, = 0 ve X, = —h; ara yiizeyleri boyunca yer degistirmelerin ve
gerilmelerin siirekli oldugu, X, = h4 serbest yiizeyi iizerinde gerilmelerin sifir oldugu ve X, —

—oo i¢in yer degistirmenin sifira gittigi kabul edilecektir. Iki tabakali yarim uzayda X, ekseni
boyunca yayilan SH dalgalar1 asagidaki denklemlerle tanimlanmaktadir:

X1 =X1, X2 =X2, X3 =X3+u(r)(X,Y,t) r=12,3 (4)
Burada, u®,u®,u® sirasiyla, P;, P, tabakalarindaki ve Pz yarim uzaymdaki
noktalarin X3 yoniindeki yer degistirme fonksiyonlaridir. Bir alan biiyiikliigii tizerindeki
parantez igindeki indis, biylikligiin hangi bolgeye ait oldugunu temsil etmektedir. Harekete

etki eden kiitle kuvvetlerinin bulunmadigi varsayimi ile referans konumundaki hareket
denklemleri asagidaki gibidir:

Tk =0, B =12 T =p®a®, r=123 (5)

Burada Tg(rl) birinci tiir Piola-Kirchoff gerilme tansoriinii, virgiilden sonraki alt indis kars
geldigi maddesel veya uzaysal koordinata gore kismi tiirevi ve biiyiikliigiin tizerindeki bir nokta
zamana gore kismi tiirevi gostermektedir. detxy g = 1 oldugundan, (4) ile tanimlanan sekil
degistirme izokoriktir ve yogunluklar p™ ,r = 1,2,3, hareket boyunca sabit kalir.
Tabakalarin ve yarim uzaymn dogrusal olmayan, homojen, izotrop, sikismaz hiperelastik
malzemelerden olustugu ve gerilme potansiyeli fonksiyonunun Green sekil degistirme tansorii
Ck1L = Xy Xy, nin sadece birinci invaryantinin bir fonksiyonu, yani 2= 3@ ®) oldugu
kabul edilecektir. Bunlar neo-Heoken malzemeler olarak adlandirilmaktadir. Bu tiir malzemeler
icin [5]’te verilen gerilme biinye bagintilari iizerindeki benzer kisitlamalar altinda (5)’ deki ilk
iki denklem 6zdes olarak saglanir ve (4) ile tanimlanan dalga hareketi, harekete etkiyen siirekli
kiitle kuvvetlerine ihtiya¢c duymadan yaratilabilir.

Bu calismada kiigiik ama sonlu genlikli dalga yayilmasi problemi incelenecegi i¢in, gerilme
potansiyeli fonksiyonu [5]’teki gibi Taylor serisine agilir ve ligiincli mertebeden daha yiiksek
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dogrusal olmayan terimler ihmal edilip (X1, X2, X3) ve (x4, X2, x3) yerine sirasiyla (X, Y, Z)
ve (x,y, z) yazilirsa, hareket denklemlerinin ve sinir kosullarinin yaklasik formlar1 agagidaki
sekilde elde edilir:

a%u™ a%u™ +62u(r) _ o [ou® L9 au .
e~ \axr "oy ) =™ ax| ax ay ©
(€Y)
Y = h;de OZY =0 (7)
—0da u® =@ ye 2O _, ou®? ou® o (2) 0“” @
v=0da u®=u® ve — —y;—— =y —— Ku®) - g1 —— Ku®) (8)
@ au® @) au®
Y = —hyde u® =u® ye & —Vz;—y—]’z 3 gy K(u®) - 8= — K@®) (9
Y - —o0 i¢in u® -0 (10)
ou™\®  fgu™\?
() <ax>+<ay> e

Burada parantez igindeki iist indisler, biiyiikliigiin hangi bolgeye ait oldugunu gostermektedir.
c2 =nuM/p™ ,r =1,2,3 icin sirasiyla iist tabaka, ara tabaka ve yarim uzaya ait dogrusal
kayma hizlarini, £ =2d2®(3)/dl kayma modiilinii, n, = (2/ p)d*=(3)/dI* dogrusal
olmayan malzeme parametrelerini temsil etmektedir. y; = u® /u® 1y, = u®/u@ ve g, =

n,./c? dir. Eger n, > 0 ise ilgili malzeme kaymada sertlesen, aksi halde kaymada yumusayan
davranis gosterir.

SH DALGALARININ LINEER OLMAYAN SELF MODULASYONU

Lineer olmayan kiiciik ama sonlu genlikli SH tipi ylizey dalgalarinin self modiilasyonu, ¢oklu
olcekler metodu kullanilarak incelenecektir. Bunun i¢in problemin bagimsiz degiskenleri
asagida tanimlanan ¢oklu dlgeklerin bir kiimesine genisletilir:

x; =X, t;=¢t, y=Y, i=012 (11)
Burada & nonlineerligin mertebesini belirten kiigiik pozitif bir parametre, {x, x,, t;, t,} yayilma
olayinda yavas degisimi karakterize eden degiskenler,{X,,t,, y} yayilma olayinda hizl degisimi
karakterize eden hizli degiskenlerdir. u® r =123 yer degistirme fonksiyonlarmin, yeni

tanimlanan bagimsiz degiskenlerin birer fonksiyonu oldugu kabul edilerek asagidaki diizgiin
gecerli asimptotik agilima sahip olduklar1 varsayilir

u(T) = Z gnuglr) (xo, to, xl, Xz, tl, tz) r= 1;2;3 (12)
n=1

(11) ve (12) smir deger probleminde kullanilarak u,(f) (X0, to, X1, X3, t1, t,) fonksiyonlarinin
ardisik olarak hesaplanabilecekleri bir problemler hiyerarsisi elde edilir. Bu pertiirbasyon
problemlerinin ilk ti¢li asagida verilmistir:

0(e): Lu")D ——

82 (I’) ) aZu]FI’) . aZufl’)
8t2 ox; oy?

. au(l)
y=h serbest ylizeyinde 8;/ =0

j:O r=12,3
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@ (2)
y=0 arayizeyinde u® =ul® ve ai_},l ouy -0
oy oy
(2 (3)
y— - icin u® -0
230 g2y
06 L) =2 Tl TU | 113
OX,0%, atat
. o @
y=h,serbest ylizeyinde —2-=0
oy
@ (2)
y=0 arayizeyinde ul’=ul? ve %_ylauz ~0
oy oy
©) &)
Y=ty de P =uf v Ty

y— —oo igin u >0

4 dtul) j+ o2 [azu{” .5 o’uf” j_ o 5 o’u”
OX, 0%, Otyot, ox; XX, | ot ott,

o (ou” . | o0 faou” . B
+nr[axo(a K (U )j+a( N (Th )]] r=1,2,3

: oud
y=h  serbest ylizeyinde 8)3/ =0

0(&3): L(u") = Z[Cf

L oul 6u(2) ou? oul
y=0 arayizeyinde u{’=u® ve a; “h =15, Ko( u?) - g —= Ko( u?)
L oul? oul® oul 8u(2)
y= _hz ara yuzeymde u§2) = u§3) ve —— oy Voo oy zﬂs K;)( 3)) - 182 Ko( 2))

y—-oo igin u -0

Herbir mertebe problemi lineerdir ve birinci mertebe problem ilk defa [4]’de incelenen klasik
lineer dalga problemidir. [4]’deki c¢aligmasinda Stoneley, ara tabakanin hizinin st
tabakaninkinden daha diisiik olmasi durumunda yani, ¢, < ¢; < ¢3 i¢in, faz hizinin ¢, <
c;<c<cgyada ¢c; <c<c < c3 kosullarindan birini saglamasi halinde SH tipi yiizey
dalgalarinin yayilacaklarini ortaya ¢ikarmistir. Bu calismada ilk olarak, faz hizinin birinci
esitsizligi sagladigi kabul edilerek analiz yiiriitiilecektir.

Degiskenlerin ayrilmasi yontemi kullanilarak, birinci mertebe problemin ¢oziimleri asagidaki
sekilde elde edilir:

u® = Z{Al(')(xl, X,,1,1,)e7™ Y + BY (x, %,,1,t,)e" }e”g +ke.

1=1
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u? = Z{Cf” (X, %y, t,1,)e"™* + DV (x,, xz,tl,tz)e’"kpzy}e”g +ke.
1=1

o0

ul® =>EP (%, %, 1, 1,)e" e +kee.

1=1
Burada k dalga sayisl, 1) acisal frekans, c=wlkfaz hiz1 ve
O=kx, —aty , v, =(1-c*/cH)"*, p,=(c*/c? )" , v, =(1-c®/c)"?olarak tanimlanmustir,
k.e. sembolii kompleks eslenigi gostermektedir.
Birinci mertebe ¢oziimlerde goriillen A", B",C" D" E" fonksiyonlari, birinci mertebe

yavas degisen dalga genligi fonksiyonlaridir ve problemin smir kosullarindan elde edilir.
Birinci mertebe ¢oziimler sinir kosullarinda yerine yazilirsa,

Ud =AY, BY,c, DY, EM)" olmak iizere U vektorleri igin WU =0 homojen cebirsel

denklem sistemleri elde edilir. Bu homojen denklem sistemlerinin sifirdan farkli ¢oztimleri
ancak detW, =0 olmasi durumunda mevcuttur. detW, =0kosulu asagidaki dispersiyon

bagintisini verir:
—V, p, tanhV, — y,v,v, tanhV, tan B, — 7, p,V, + 7, p5 tan P, =0

burada V; = k v, hq, P, = kp,h, olarak tanimlanmistir. Bu ¢alismada bir k dalga sayis1
civarinda merkezlenmis bir dalga katarinin dogrusal olmayan self modiilasyonu incelenecegi
icin yayilan dalgalarin dalga sayilarinin harmonik rezonans kosulunu saglamadiklari kabul
edilecektir, yani

| >2 igin detW, #0.
Bu kosul altnda W, U =0 ¢éziimleri, R
WR =0
cebirsel denklem sistemini saglayan bir siitun vektér olmak ftzere, |=1 igin
U® = A (x,%,t,L)R ve 1>2 igin UY =0olarak elde edilir. Burada 4, (x,, X,,t,,t,) dalga

modiilasyonunun birinci mertebe yavas degisen kompleks genlik fonksiyonudur. U birinci
mertebe ¢oziimlerde yerine yazilirsa bu ¢oziimler:

u® = A (Re™ +R“)e" +ke.
U? = A (Re"™ +R,e")e” +ke.
u® = ARE"Ye" +ke.

olarak elde edilir. Birinci mertebe ¢oziimiin tamamen belirlenebilmesi i¢in, .4, fonksiyonunun

hesaplanmasi1 gerekmektedir. Bunun i¢in daha yiiksek mertebe pertiirbasyon problemleri
incelenmelidir.

Yukarida verilen birinci mertebe ¢oziimler, ikinci mertebe pertiirbasyon probleminde yerine
konulursa, bu denklemler asagidaki sekilde yazilir:

L) =2iIMP(Re™ +R,e"Y)e"” +ke.
Lu?) =2IM@ (Re"? +R,e™)e" +ke.
L) =2iIMPRe"e" +ke.
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Burada M :a)%+kc§%, a=12,3.
A X

ui”, r=12,3 coziimlerini u{” =0" +0" seklinde iki parcaya ayiralim; oyle ki ;"

r=1,2,3 igin sirastyla homojen olmayan diferansiyel denklemlerin 6zel ¢oziimleridir ve

belirsiz katsayilar metoduyla bulunurlar, 0G{”’ler ise L(G")=0 r=12,3, homojen

denklemlerinin ¢oziimleri olsunlar. Ikinci mertebe homojen ¢oziimler, degiskenlere ayirma
yontemi kullanilarak birinci mertebe ¢éziimler gibi yazildiginda ikinci mertebe yavas degisen

kompleks genlik fonksiyonu UY =(A",B",C{",D{’,E")igin homojen olmayan simir
kosullar1 kullanilarak asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir:
W Uy =by

Buradal =1igin b}’ =0 ve detW, #0oldugundan U’ =0 dir. Fakat | =ligin detW, =0 ve
b$” #0 oldugundan W, U(Zl) = b(zl) denklem sisteminin ¢dziimiiniin olabilmesi i¢in L, LW, =0
ile tanimlanan bir satir vektorii olmak iizere, Lb{’ =0uygunluk kosulu saglanmalidir. Bu
uygunluk kosulu A, fonksiyonu i¢in asagidaki denklemi verir:

%+V o4 =0,V = do
o,  °ox ¢ dk
Bu denklemden A, ‘in, V; grup hiz1 ile ilerleyen bir referans ¢ergevesinde sabit kaldig1 sonucu
elde edilir yani A = A (x, -V, t,,X,,t,) yapisindadir.

Buradan | =1i¢in W, UY =bY denklem sisteminin ¢éziimii

AR ARy

ox \ ok °ow

olarak bulunur, burada A, =A4,(x,X,,t,,t,) dalga modiilasyonunun yavas degisen ikinci
mertebe genligini temsil etmektedir ve 4, 'nin X, ve t, terimlerine baglihig1 A, 'inki gibi kabul
edilecektir, yani A, = A, (X -V t,,%,,t,) yapisinda olacaktir.

Yukarida tiiretilen birinci ve ikinci mertebe ¢Oziimler, igiincii mertebe probleme ait

denklemlerde kullanirsa elde edilen homojen olmayan diferansiyel denklem sisteminin
¢cOzlimleri

WO =00 +00, r=12,3
seklinde iki pargaya ayrilabilir. Burada T.", r=1,2,3, sirasiyla figiincii mertebe problemin
ozel ¢oziimleridir ve belirsiz katsayilar yontemiyle bulunur. G{”, r=1,2,3, homojen
¢ozlimleri, bir dnceki pertiirbasyon problemindeki yol izlenerek yazilirsa ve {igiincli mertebe
dalga genligi fonksiyonlar1 U{’ = (A", B{",C{", D", E{") i¢in iiglincii mertebe pertiirbasyon

probleminin homojen olmayan sinir kosullar1 kullanilirsa asagidaki homojen olmayan cebirsel
denklem sistemi elde edilir:

WU by
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Burada | #1,3icin b{’ =0 ve detW, # 0 oldugundan U{’ =0 elde edilir. Fakat det W, =0 ve
by #0 oldugundan W, U’ =b{’ denklem sisteminin U{’ i¢in ¢6ziimiiniin olmasi igin
asagidaki uygunluk kosulu saglanmalidir:

Lby’ =0

Bu uygunluk kosulundan asagidaki dogrusal olmayan Schrodinger denklemi elde edilir:

2
i%H“a “42l+AI,4I2 A=0 .
ot o0&
Denklemdeki boyutsuz degiskenler asagidaki sekilde tanimlanmaistir:
_ kZ dzw
r=at, , E=ke (X, -V t,)=k(x -Vt) , A=kA T'= o i

A katsayist dogrusal olmayan malzeme parametrelerini igermektedir.

Boylece elde edilen Schrodinger denkleminin, A(&,0) = .A4,(&) formunda verilen bir baslangig

kosulu i¢in ¢éziimii bulunduktan sonra u{”, r=1,2,3, birinci mertebe ¢oziimleri elde edilmis

olur.
Benzer analiz ¢, <c, <c <c, durumu i¢in de yiritildiiginde asagidaki dispersiyon bagintisi
elde edilir:

PP, tan P +y,pVv; tan B tan P, _7/172p2V3+71p22 tanP, =0

Burada P, =kp,h olarak tanimlanmistir. Bu durum i¢in birinci mertebe lineer olmayan
modiilasyon bir dncekinden farkli T"ve Akatsayilarina sahip bir NLS denklemi ile karakterize
edilir.

Yapilan hesaplamalar sonucunda, her iki durumda da dogrusal olmayan dalga

modiilasyonunun, asimptotik olarak dogrusal olmayan bir Schrodinger denklemi ile karakterize
edildigi gosterilmistir.

SONUCLAR

Bilindigi gibi lineer olmayan Schrédinger denkleminin ¢oziimlerinin kararliligi, lineer terim
katsayis1 I' ve lineer olmayan terim katsayisi 4 ‘nin g¢arpiminin isaretine baglidir. Lineer
olmayan malzeme parametrelerinin I'A ¢carpiminin isaretine etkilerini gorebilmek i¢in niimerik
hesaplamalarda malzemelerin dogrusal 6zellikleri p, =p, =p,=1ve g =4, w, =1 1, =9
secilerek sabit tutulmus ve dogrusal olmayan parametreler degistirilerek I'A ‘nin K = k(h, +
h,) boyutsuz dalga sayisina gore degisimi, tabakalarin kalinliklari orant h, /h =1secilerek
dispersiyon bagintisinin ilk dali i¢in incelenmistir.

Sekil 1 ve Sekil 2'de NLS ile karakterize edilen asimptotik dalga alanmin ¢odziimlerinin
davraniglarini belirleyebilmek amaciyla T'A 'nin K 'ya gore degisimi gosterilmistir. . Sekil 1°de
tst tabakanin her zaman sertlegen, yarim uzayin her zaman yumusayan, ara tabakanin ise bazen
sertlesen bazen yumusayan malzemelerden olustugu durumlar incelenmistir. Ust tabakanin ve
yarim uzaym dogrusal olmayan malzeme parametreleri sirasiyla f, =2, f, =—2 segilerek

sabitlenmis ara tabakaya ait dogrusal olmayan malzeme parametreleri {1, 2, -1, -2} secimleriyle

degistirilmistir. Ara tabaka yumusayan malzemeden meydana geldiginde grafik ekseni ii¢
noktada keserken, sertlesen malzemeden meydana geldiginde grafik ekseni iki noktada
kesmekte ve T'A'min isereti degismektedir. Bunlardan sonuncusu I''min sifirndir. TA>0
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oldugu aralikta diizlem dalgalar1 kararsiz ve zarf soliton tipi ¢dziimler mevcuttur, I'A <0 i¢in
diizlem dalgalar1 kararli olacaktir ve sadece dark soliton tipi ¢6ziimler mevcut olacaktir [6].
Sekil 2'de ise malzeme 6zellikleri bunun tam tersidir ve Sekil 1 ile Sekil 2'nin yatay eksene gore
simetrik olduklar1 goriilmektedir. Dolayisiyla ¢oziimlerin davranisi bir 6nceki modele gore tam
tersi Ozellik gosterir. Yapilan hesaplamalarda ara tabakanin dogrusal olmayan malzeme
ozelliklerinin zarf soliton tipi dalgalarin varligin1 kuvvetli bir sekilde etkiledigi goriilmektedir.
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Sekil 1. Ust tabaka sertlesen, yarim uzay yumusayan malzeme, ara tabaka bazen yumusayan
bazen sertlesen malzemeden olusurken TI'A 'nin K'ya gére degisimi
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Sekil 2. Ust tabaka yumusayan, yarim uzay sertlesen malzeme, ara tabaka bazen yumusayan
bazen sertlesen malzemeden olusurken TI'A 'nin K'ya gére degisimi
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