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YERCQEKIMI AKIMLARININ LIE GRUP ANALIZI
KULLANILARAK INCELENMESI

OZET

Yogunluklar1 birbirinden farkli iki akigkandan birinin digerinin ic¢ine dogru
yer¢ekiminin etkisiyle akmasi ile olusan ve bazen yogunluk akimlar1 olarak
adlandirilan yercekimi akimlari, bir ¢ok dogal ve insan yapimi durumda ortaya
gkmaktadir. Yercekimi akimlarindaki yogunluk farki, 1s1l etkiler ya da maddenin
erimesi nedeniyle olusabilir. Bu calismada, icerisinde parcacik bulunmayan
yercekimi akimlar1 incelenmistir ve benzerlik ¢oziimlerinin elde edilmesinde
Lie grup teorisinden yararlanilmigtir. Lie grup teorisi, bu caligma igerisinde
Boyut Analizinin bir genellegtirilmesi olarak baglica temel yontem olarak ele
alinmigtir. Bu caligmada mevcut tanimi ve kapsami verilen problem Lie grup
analizi kapsaminda literatiirde ilk defa incelenmistir. Lie gruplar1 teorisi son
otuz yil icerisinde gerek matematiksel fizikte, gerekse miihendislikteki pek
cok probleme bagari ile uygulanmistir. Lie grup teorisi, lineer olmayan bir
kismi tiirevli diferansiyel denklem veya denklem sisteminin analitik ¢oziimlerinin
elde edilmesinde literatiirdeki en 6nemli ¢oziim yontemidir. Bununla birlikte,
literatiirde boyut analizi, sig su denklemlerinin benzerlik analizinde kulllanilan
tek yontemdir ve boyut analizi sadece tek bir benzerlik degiskenin elde edilmesini
miimkiin kilmaktadir. .
Boyut analizi altinda yapilan tiim caligmalarda benzerlik degiskeni ¢ = o
formunda ele alinmigtir. Burada 0 sayisal bir sabittir. Benzerlik degiskeninin
bu formu boyut analizi yaklagimindan gelmektedir ve bize orjinal diferansiyel
denklem sisteminin sadece tek bir Ozel formda olan indirgenmis yapisini elde
etmemize imkan vermektedir. Bu caligmayla mevcut ve benzeri problemlerin
incelenmesinde boyut analizine alternatif olarak, Lie gruplari teorisinin ¢ok
daha genel ve trivial olmayan benzerlik yapilar1 ve benzerlik ¢oziimlerinin
elde edilebilmesinde kullanilabilecegi gosterilmisgtir. Bu tezde degisken akimh
yergekimi akimlarinin benzerlik ¢oziimleri Lie grup analizi altinda incelenerek
boyut analizi altinda elde edilen benzerlik degiskeninden farkli benzerlik
degigskenleri ve buna bagh olarak grup parametrelerinin bazi 6zel degerleri icin
farkli benzerlik ¢oztimleri elde edilebilecegi gosterilmigtir.
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THE INVESTIGATION OF GRAVITY CURRENTS
BY USING LIE GROUP ANALYSIS

SUMMARY

Gravity currents, (sometimes called density currents or buoyancy currents), which
consist of fluid of one density flowing under the influence of gravity into fluid of
another density, occur in many natural and man-made situations. The density
difference in gravity currents can be caused by thermal effects or as the result
of dissolved material. In this thesis, gravity currents without particles were
investigated and Lie group theory was utilized to obtain the similarity solutions of
these gravity currents. Lie group theory will be used as a fundamental approach
for the solution of the problem, which is the generalization of the dimensional
analysis. The problem described above will be investigated for the first time
in the literature based on the Lie group analysis. In the last 30 years, the Lie
group analysis is successfully applied to the many problems in both mathematical
physics and engineering. In fact, symmetry analysis based on Lie group theory is
the most important method for solving nonlinear problems. All of the studies in
the current literature are related to the self-similarity analysis of the shallow-water
related problems based on the dimensional analysis. In fact, the dimensional
analysis enables to find only one particular type of similarity variable. The
similarity variable in all related studies is usually considered in the form of

x
(= v where 0 is a numerical constant. This form of the similarity variable

is resulting from the dimensional analysis method and it enables to obtain only
one specific type of reduced form of the original governing equation. In this
thesis, the similarity solutions of gravity currents with variable inflows were
investigated by using the Lie group analysis, different similarity variables and also
different similarity solutions were obtained for the special values of the group’s
parameters. The Lie group analysis was presented as an alternative approach to
the dimensional analysis for investigating similar problems in fluid mechanics and
this approach presented the opportunity to obtain more general and nontrivial
similarity forms and similarity solutions for the problem.
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1. GIRIS

Yogunluklar1 birbirinden farkli iki akiskandan birinin digerinin igine dogru
yercekiminin etkisiyle akmasi ile olusan ve bazen yogunluk akimlar1 diye de
adlandirilan yercekimi akimlari, bir ¢cok dogal ve insan yapimi durumda ortaya
gikmaktadir.  Yogunluk farki, 1sil etkiler ya da maddenin erimesi nedeniyle
olugabilir. Firtinalar yogun soguk havanin atmosferde olusturdugu yergekimi
akimlaridir ve okyanuslardaki tuzlu suyun yogunlugu diger suyun yogunluguna
gore daha biiylik oldugundan okyanus tlizerindeki akigkanin hareketi bir yercekimi
akimi olugturur. Sivilar tizerindeki yercekimi etkisiyle olugan akim hareketi
incelenmek istenirse barajlar ve su bendleri deneysel olarak yeterli gozlem olanagi
saglamaktadir.

Bircok deneysel ve teorik caligmada sabit hacimli bir sivi tarafindan iiretilen
yer¢ekimi akimlarimin davranglari incelenmektedir.Yercekimi akimlariyla ilgili
en genig kapsamli gozlemleri Simpson [1] elde etmistir.Yer¢ekimi akimlarinin
hareketini analiz etmek igin s1g su teorisi kullanilir ve bu nedenle sig su
denklemlerinden yararlanilir. Si1g su denklemleri hiperbolik tipte diferansiyel
denklemlerdir.Baglangi¢ kosulu diizgiin bile olsa hiperbolik tipte diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde belli bir ¢ zamanindan sonra stireksizlikler olusabilir.
S1g su denklemlerinde stireksizligin soz konusu oldugu durumlarda ¢oziime
ulagmak i¢in sayisal ¢coziim yonteminin bu siireksizligi ortadan kaldiracak gekilde
uygulanmasi gerekir. S1g su denklemlerinin ¢oziimleri elde edilirken sonlu farklar
yontemi, sonlu elemanlar yontemi, spektral metodlar [2] gibi bir¢ok sayisal
¢Ozlim yontemi kullamlmaktadir. Ayrica McCormack'n [3] ve [4] Godunov'un
metodlar1 standart olarak kullanilan sayisal metodlardir. Korunum yasalar:
seklinde ifade edilen denklem sistemlerinin ¢oziimiinii elde etmek icin Jin ve
Xin [5] tarafindan kullanilan sonlu farklar yontemi olan rélaksasyon yontemi
kullanilan yéntemlerden birisidir. Bunun yani sira Montogomery ve Modie [6]

uzaysal koordinatlar: iceren aki fonksiyonlari ile iki tabakali yer¢ekimi akimlarinin



uz + uy = S(z) seklinde ifade edilen denklem sistemleri igin rolaksasyon yontemini
kullanmiglardir.  D’Alessio et al [7], belli miktarda bir agirhga sahip siviyi
dikdortgen bir kanalda yatay bir sekilde serbest birakarak olusan yercekimi akimi
problemini McCormak yontemi kullanilarak incelemislerdir ve hiperbolik sistemi
sayisal olarak integre ederek ¢oziimiin deneysel sonuclarla iyi sonuglar verdigini
gozlemlemiglerdir.

Bu calismada, Lie simetri grup ozellikleri ve sig su teorisi kullanilarak
tek tabakada olusan yercekimi akimlarinin benzerlik c¢oziimleri aragtirilmigtir.
S1g su denklemlerinin sahip oldugu Lie simetri grubunun ozellikleri esas
alinarak bu denklemlerin matematiksel ve fiziksel yapisi anlagilabilmektedir.
Lie grup teorisi, Sophus Lie'nin 1871 de bagladigi caligmalarin sonucunda
ortaya c¢ikmigtir.  1871-1890 arasindaki Lie ve Engel'in caligmalariyla Lie
grup teorisi modern matematikte oldukca Onemli bir yer edinmistir. Ayrica
Lie'nin onerdigi Lie simetrileri yardimiyla, bir ¢ok fiziksel problemin sonucu
olan diferansiyel denklemler igin yeni ¢oziimler bulunmusgtur.  Literatiirde
aragtirillacak olursa; Ovsiannikov [8], Olver [9], Ibragimov [10], Bluman ve
Kumei’ in [11] Lie gruplarmin diferansiyel denklemlere uygulanmasiyla ilgili
onemli caligmalar yapmig olduklari gorilmektedir.  Kovalev, Krivenko ve
Pustovalov [12] birlikte yaptiklar1i ¢ahigmada Vlasov kinetic denklemleri igin
Lie grup analizi kullanmiglardir. Roberts [13] bir boyutlu Vlasov-Maxwell
denklemlerinin Lie grup analizi kullanarak benzerlik ¢oziimlerinin elde edildigini
gostermistir. Kupershmidt, Manin [14] Lie grup teorisinden yararlanarak uzun
dalga denklemlerinin ¢oztimleriyle ilgili aragtirmalar yapmglardir. Meleshko [15]
vizkoelastik ortamin hareket denklemleri ile ilgili yaptigi ¢calismada denklemlerin
sahip oldugu grup ozelliklerini aragtirmigtir. Ozer [16,17] bir ve iki boyutlu
elastodinamik problemlerin simetri gruplarmin smmiflandirmistir.  Ayrica yerel
olmayan elastisite denklemlerinin simetri grup ozelliklerini aragtirmigtir[18].
Navier denklemlerinin ¢oztimii ve Boussinesq probleminin ¢oztimiiyle ilgili yaptig
caligmalarinda Lie simetri gruplarim kullanmigtir [19,20]. Tiim bu ¢ahigmalardan
Lie gruplarinin modern matematigin bir ¢ok alaninda uygulanabildigi goriiliir.
Rottman ve Simpson [21,22] tabanda olugan sabit hacimli yercekimi akimini

incelemisler ve caligmalarinda benzerlik teorisinden elde edilen tahminlerdeki gibi



akimin uzunlugunun t5 oraninda arttigini gostermiglerdir, bu deger benzerlik
teorisinde elde edilmistir. Grundy ve Rottman [23] hem diizlemsel hem de
eksenel durumda ele alinan bir problemde sabit hacimli yercekimi akimlarinin
hareketini temsil eden si1g su denklemlerinin benzerlik ¢oziimleri [24,25] tizerinde
caligmiglardir. Bu ¢oziimlerin simetrik pertiirbasyonlara karsilik lineer olarak
kararl kaldiklarini gostermislerdir. Sabit hacimli bir akigkanin serbest birakilmasi
durumuna karsihik gelen sig su denklemlerinin baglangic deger problemi
¢oziimlerinde ele alinan zaman kosullarini olugturmuslardir.  Sabit hacime
sahip yercekimi akimlarimin davranigi bir ¢ok aragtirmaci tarafindan incelenmis
olmasina ragmen hacmi zamana bagh olarak artan yergekimi akimlarinin zaman
icerisindeki yayilma orani daha az arastirmaci tarafindan caligilmigtir. Ayrica
Grundy ve Rottman [24], t zaman ve a > 0 olmak {izere t* geklinde bir kaynaga
sahip akigkanin hareketi baglatildiginda olugan yergekimi akimlarini temsil eden
sig su denklemlerinin ¢éziimlerinin varligini incelemislerdir. Ayrica ¢alismalarinda
zaman orijindeki akiga bagli olmak tizere dig kaynakli bir akimin hem diizlemsel
hem de eksenel yondeki bir problem i¢in benzerlik ¢oziimlerini bulmak amaciyla
faz-diizlemi yaklagimini kullanmiglardir.

Gratton ve Vigo [25] belli bir yogunluga sahip bir sivi igerisine, baglangig
konumunda, daha yogun bir siv1 giriginin yapilmasi sonucunda olugsan degisken
akimli yer¢gekimi akimlarimi diizlemsel olarak aragtirmiglar ve caligmalarinda giren
sivi hacminin zamana bagh olarak degistigini gostermiglerdir.

Degisken akimli yercekimi akimlarini karsilik gelen sig su denklemlerinin benzerlik
¢ozuimleri ve bu ¢oziimlerinin varhigi, s6z konusu akimlarin ¢t* oraninda bir hacme
sahip oldugunu gostermektedir. Elde edilen benzerlik ¢oziimleri adi diferansiyel
denklem sistemlerinin ¢oztimleri seklindedir. Dolayisiyla benzerlik ¢oziimleri
sayesinde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden olugsan bir c¢ok problemle
ugragmak zorunda kalinmamigtir.

Tim bu bahsedilen caligmalar icerisinde sig su denklemlerinin benzerlik
¢oztimleri elde edilirken Lie simetri gruplar kullamlmamigtir.  Glaister [26]
Rankine-Hugoniot gok bagimntilarim1 kullanarak silindirik simetriye sahip iki
tabakali sig su denklemleri {izerinde galigmigtir. Velan ve Lakshmanna [27]

Lie simetrileri kullanarak tek bir denklem formunda bulunan dispersif sig



su denkleminin degigmez c¢ozlimlerini ve indirgenmis benzerlik doniigtimlerini
bulmuslardir. Ozer [28] Benney sisteminin simetri grup ozelliklerini aragtirarak
Benney sistemi ile Sig su denklemlerinin benzerlik ¢oziimleri arasindaki
iligkiyi gostermistir. Tek tabakali klasik tipteki sig su denklemlerinin
benzerlik ¢oziimlerini kullanarak integro-diferansiyel Benney sisteminin benzerlik
¢oztimlerinin elde edilebilecegini gostermistir [29].  Ayrica Ozer ve Antar
[30] iki tabakali sig su denklemlerinin, Lie grup analizi kullamlarak benzerlik
¢oziimlerinin elde edilebilecegini gostermisglerdir.

Literatiirde, sig su denklemlerinin indirgenmis formlarini ve benzerlik degiskenini
elde etmede kullanilan en genel teknik boyut analizidir. Fakat boyut analizi
yardimiyla sadece tek tipte bir benzerlik degiskeni ve indirgenmis form

bulunabilmektedir. Bu nedenle boyut analizi kullanilan bu tiir caligmalarda
x

bté
alinmaktadir. Bu yaklagim sadece belirli bir formda benzerlik ¢6ziimiiniin

[ 31,32] benzerlik degiskeni ¢ bir sayisal sabit olmak f{izere, ( = seklinde
bulunmasina imkan vermektedir. So6z konusu yaklagimda probleme ait yonetici
denklem c¢ogunlukla lineer olmayan kismi tiirevli denklem veya denklem
sistemlerinden olugmaktadir.

Benzerlik analizindeki temel yaklagim, orjinal denklem veya denklem sistemini
adi tiirevli bir denklem veya denklem sistemine indirgenmesini saglayacak
olan benzerlik degigkeninin elde edilmesidir. Benzerlik degiskeni orjinal
denklemin bagimsiz degiskenlerini igceren belirli bir fonksiyon yapisindadir.
Boyut analizi yardimi ile bu fonksiyonun agik formu elde edilebilmekte ve
bu fonksiyon yardimi ile orjinal denkleme ait diger bagimli degiskenlerin
benzerlik formlar: bulunabilmekte ve elde edilen bagimsiz ve bagh degiskenlere
ait benzerlik yapilarindan hareketle orjinal denklem’in basamagi bir mertebe
diigtiriilebilmektedir. Probleme ait yeni sinir kosullar1 yeni benzerlik dontisiimleri
altinda elde edilmekte ve problem artik yonetici denkleminin basamagi bir
mertebe diigiiriilmiig yeni yonetici denklem takimindan hareketle incelenmektedir.
Literatiirde yapilan oOnceki caligmalarda, degisken akimli ve tabakali sig su
problemlerinde, baglangictaki akigskanin akis fonksiyonu yine boyut analizine
gore belirlenmektedir.  Orjinal denklemin benzerlik analizinin yapilabilmesi

icin bu akigkanin formunun hangi yapida olmasi gerektigi sorusu literatiirdeki



caligmalarda tek bir yaklagim ile incelenmigtir. Bu analiz gostermektedir ki;
gerek degisken akimin akig fonksiyonu gerekse elde edilen indirgenmis denklemler
sadece tek bir ozel yapida elde edilebilmektedir. Bununla birlikte, literatiirde
Lie simetri analizi lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin mertebe
indirgemelerinde kullanilan en onemli metoddur. Lie simetri grup analizi
yaklagimi ile elde edilen simetri gruplari denklemlerin en genel indirgenmis
yapilarinin elde edilmesini miimkiin kilmaktadir.  Lie gruplari ve onlarin
sonsuz kiiciik iireteclerinin, bagimsiz degiskenler, bagiml degiskenler ve bagimh
degiskenlerin herhangi bir sonsuz mertebeye kadar tiirevlerini igeren bir uzayda
etkiyecek sekilde uzanimlari elde edilebilir.

Bir kismi tiirevli denklem eger bir parametreli Lie nokta dontigiim gruplar: altinda
degismez ise, o zaman sistem tarafindan kabul edilen tiim gruplarin bazi alt
gruplar altinda da degismez kalan ve benzerlik ¢oztimleri olarak isimlendirilen
ozel baz1 c¢oziimlerin elde edilmesi miimkiin olmaktadir. Bu ¢oziimler daha az
degigken iceren indirgenmis adi tiirevli denklemin ¢oziimiinden elde edilir.
Benzerlik ¢oziimleri bazi 6zel sinir deger problemleri i¢in de elde edilebilir. Bu
durumda denklemler iizerinde konulmug olan siir egrileri ve smir kosullarimi
degigsmez birakan tiim simetri gruplarimin bir alt grubu arastirilmahdir. Kismi
tirevli diferansiyel denklemlerin en genel yapidaki indirgenmis yapilarinin elde
edilmesine ek olarak , lineer olmayan diferansiyel denklemlerin lineerlegtirilmesi,
diferansiyel denklemlere ait korunum yasalarinin elde edilmesi, Lie gruplarinin
diferansiyel denklemler iizerindeki diger bazi onemli uygulama alanlarindandair.
Bu calisma igerisinde Lie simetri gruplari, lineer olmayan kismi tiirevli
denklem sistemi yapisinda olan degisken akimli, tabakali sig su denklemlerinin
benzerlik ¢oziimlerinin incelenmesi i¢in yeni bir metod olarak ele alinmigtir.
Bu amacla literatiirde ilk defa bu caligma kapsaminda Lie simetri gruplari,
probleme ait yonetici denklemlerin en genel indirgenmig formlarinin bulunmasi,
benzerlik doniigtimleri ve benzerlik ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilmigtir.
Dolayisiyla bu tezde ikinci boliimde degisken akimli yercekimi akimlarinin
yonetici denklemlerine karsilik gelen tek tabakali sig su denklemleri ele alinmigtir.
Uciincii boliimde bahsedilen sig su denklemleri boyut analizi altinda incelenmistir.

Dordiincii boliimde Lie donitigiim gruplarinin temel o6zelliklerinden bahsedilerek



beginci bolimde tek tabakali sig su denklemleri Lie grup analizi altinda
incelenmistir. Ayrica besinci boliimde Lie grup analizi kullanilarak denklemlerin
indirgenmis formlar1 bulunmug ve benzerlik doniigiimleri yardimiyla benzerlik

¢ozuimleri sayisal ve analitik olarak elde edilmistir.



2. DEGISKEN AKIMLI YERCEKIMI AKIMLARI
2.1 Tek Tabakali Sig Su Denklemlerinin Elde Edilmesi

Akigkanlar mekaniginin en genel denklemleri kiitle , momentum ve enerji korunum
yasalarimi temsil eden denklemlerdir [36]. x konum vektorii ve ¢ zaman olmak
lizere herhangi bir noktadaki akigkanin hiz1 u(x,t) fonksiyonu ile ifade edilir.
Akigkanin yogunlugu (birim hacim bagma diigen kiitlesi) p(z,t) olmak tizere
akigkanin herhangi noktadaki basic1 P(z,t) ile gosterilir. u(z,t), p(z,t), P(x,t)
fonksiyonlar1 stirekli ve diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. Ayrica akigkanin
birim kiitlesine etki eden kuvvet F'(x,t) olmak {izere F' korunumlu bir kuvvet ise

F = Vo olacak sekilde bir ¢ potansiyel fonksiyonu vardir.

Kiitle korunum yasalarini temsil eden stireklilik denklemleri

Dp
— Vu= 2.1
Dt+qu 0 (2.1)

ve momentum korunum yasalarini temsil eden denklemler

D
pF‘t‘ — VP + p.Vy + F(u) (2.2)
seklinde ifade edilmektedir.  (2.2)’de ifade edilen F(u) akigkana etkiyen

D
korunumsuz bir kuvveti temsil etmektedir. Burada Di maddesel tiirev olup

agsagidaki sekilde tanimlanmigtir

D 0

—_— == V 2.3
Dt ot " (2:3)
Bu galigma icerisinde, sabit hacimli p; yogunluklu bir akigkanin igerisine p; < ps

olacak sekilde ps yogunluklu bir akigskan girisi yapildigi ve akigkanlarin birbirine

karigmadigr varsayilmigtir.
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Sekil 1:Tek Tabakali Yer¢ekimi Akimi

H* toplam derinligi, h* tabandaki akigkanmin derinligi, P* toplam basing (Py
yiizeydeki basing ve Py akigkanlar arasindaki basing), u* = (u*, w*) olmak tizere
u* yatay eksen boyuncaki akigskanin hizi, w* eksenel yondeki akigkanin hizim
gostermektedir. ¢* > 0 ve * = 0 konumunda bir kaynak tarafindan akimin
siirekliliginin saglandig varsayilirsa, ¢o akigkanin baglangictaki hacmi olmak tizere
olugan yercekimi akiminin toplam hacmi ¢(t*) = qo f(t*) [23] seklinde gosterilsin.

Akimin son konumu x4(t*) ile gosterildigi takdirde

z#(t*)
/0 T Ve = qof () (2.4)

olur. t* > 0 ve * = 0 konumunda degisken akiml bir kaynagin olmadigi durum
digiintildigi takdirde ¢(t*) = o olacaktir. Yukarida Sekil 1’de ele aldigimiz
model icin yiizeyde heryerde basing ayni ve sabit oldugundan akigkanin yiizeyi
denge konumundadir. Yercekimi akimlarinda akigkanin birim kiitlesine etki eden
kuvvet yercekimi oldugundan; F' = (0,0, —g) seklindedir. Yogunluk farklar1 Ap
ile gosterilmek tizere % g ifadesine indirgenmis yercekimi denir ve g ile gosterilir.
Ayrica ele aldigimiz model i¢in akigkanlar sikigtirilamaz oldugundan akigkanin

yogunlugu heryerde sabittir ve dolayisiyla zamana karsi bir degisim gostermez.

Yercekimi  akimlar1  iizerinde yapilan arastirmalarda  hiperbolik  sig
su denklemlerinden yararlanilmaktadir. Sig su teorisinde; akiskanin derinliginin

akigkanin yatay olarak kapladigi geniglikten oldukca kiigiik olmasi yaklagimi
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gecerlidir ve hy akigkanin derinligi, L akigkanin yatay olarak uzunlugu olmak
lizere § = %, d << 1 [37] kabulu gecerlidir. § parametresi sig su parametresi
olarak isimlendirlir. Yergekimi akimi modellendiginde ortaya cikan denklemler
hiperbolik sig su denklemleridir. Bu caligmada degisken akimli yercekimi akimlar
tek tabakali sig su denklemleri ele alinarak incelenmistir. Bu caligma igerisinde
i¢in viskosite ve yiizeydeki gerilmeler ihmal edilmistir. Bu durumda soz konusu

yergekimi akiminin kiitle korunumu denkleminde

Dp
Nau* =0 2.5
akigkanin sikigtirilamaz oldugu kabulu kullanilirsa % = 0ve V.u* = 0 elde edilir.
Buradan
ou*  ow*
=0 2.6
ox* + 0z* (2:6)

bulunur ve (2.6) denklemi z*’a gore integre edilecek olursa

aZ* (o, 1) (2.7)

w*(x*,z*,t*) = ¥

elde edilir.
Ayrica akigkanin z* = h*" daki kinematik kogulu
Dh*

w*(z*, 2", ") = D (2.8)

ve z* = (’daki kinematik kogulu

w*(x*,t*) =0 (2.9)

seklindedir. Buradan (2.8-9) denklemleri (2.7)’de yerine koyuldugu takdirde
ou*  oh*
or* Ot

*

+u* . Vh' (2.10)

olmak tlizere
oh* L ou’ Lohr
o +h gy +u T 0 (2.11)

denklemi elde edilir.
Momentum korunum denklemleri ise u* = (u*, w*) olmak tizere

Du*
P D

=—-VP*" —pg (2.12)

1
+u* + w” =——VP' —yg (2.13)
p



seklindedir.
Yercekimi akimlarinda akigkanlarin yogunluk farklarimin kiiciik varsayildigi
Bousinesq yaklagimina gore, yogunluk farkini gosteren Ap terimi ihmal
edilebilirken bu terimin yergekimi g ile garpimiyla elde edilen (Ap)g teriminin
dikkate alinmas1 gerekmektedir.
Sekil 1 ile gosterilen yercekimi akimi igin ylizeydeki basing heryerde aynidir.
Ayrica ele alinan modelde akigkanlar arasinda olusan tabakadaki basinci
Py (z*, 2%, t*) olarak alirsak,

P} (x*, 25 1) = —pagz”* + Py(x*, 1) (2.14)

seklindedir. Burada /F\’;(x*,t*) dinamik basmci gostermektedir. z* = h* igin,

basincin hidrostatik olmasi nedeniyle dinamik kosul Py = P} seklinde olacagindan

olmak iizere P(z*,t*) dinamik basmc

—pagh” + Py(a",t*) = —pigh” (2.16)
Py(x*,t") = (p2 — p1)gh” (2.17)
seklinde ifade edilir.
Burada (ps — p1)g ifadesi yerine (2= p1) gpo yazildigr takdirde
p

Py (*,t") = pagh’ (2.18)

olur. Ayrica basmcin hidrostatik olmasindan dolay1r akigkanin yatay eksen
boyuncaki hiz1 v*, z*’dan bagimsiz olup u* = u*(z*,t*) seklindedir. Bu durumda

Momentum denklemi (2.13) ifadesi kullanilarak

S 1 0P;
* = - 2.1
ot o ox* po Ox (2.19)

seklinde yazilabilir ve (2.15) ifadesi kullanilarak (2.19) denkleminden
ou* ou* oh*

ot* tu ozx* +gax* -

0 (2.20)
elde edilir.

Dolaywsiyla (2.11) ve (2.20) denklemlerinden olusan bir lineer olmayan kismi
tirevli diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen bu denklem sistemi

tek tabakali sig su denklemleri olarak isimlendirilir.
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Bu caligmada, sabit hacimli ve degigsken akimli olmak ftizere iki farkli model
tizerinde gahgilmigtir. Ele alman her iki model igin (2.11) ve (2.20)
denklemlerinden olugan sig su denklemleri kullanilmigtir.

Degisken bir akimin oldugu durumda: x* = 0’da , degigken bir akimh bir kaynak
tarafindan iiretilen yercekimi akimi problemi ele alinmigtir. Bu durumda sinir

kosullar1 asagidaki sekilde yazilabilir.
t* > 0,u(0,t*) = R(t"), h(0,t") = S(t¥) (2.21)

Degisken bir akimin olmadigi durumda: Sabit hacimli p, yogunluklu bir akigkanin
daha az yogun olan p; yogunluklu bir akigkan icerisine yercekimi etkisiyle akmasi
sonucunda meydana gelen akim problemi incelenmigtir. Bu durumda

sinir kogulu

oh*

U(O,t*) == O, %

0 =0 (2.22)

seklinde alinmigtar.

2.1.1 Boyutsuzlagtirma

Akigkanlar mekaniginde elde edilen modellerin fizik ve miihendislik gibi
bir¢cok alanda kullanilabilmesi i¢cin modelin sahip oldugu yonetici denklemlerin
birimlerinin genel bir yapiya sahip olmasi gerekir. Kullanilan birim sistemlerinin
gesitliliginden kaynaklanan karigikligin giderilebilmesi i¢in bazi genel parametreler
kullanmilmaktadir. Bu parametreler sayesinde ele alinan yonetici denklemler
tim birim sistemleri icin rahatlikla uygulanabilir hale gelir. Kullanilan bu
parametrelere boyutsuz degiskenler adi verilir. Ornegin zaman, uzunluk gibi
birimler yeni bir olgeklendirme yardimiyla boyutsuz hale getirilebilir. Yapilan
bu isleme boyutsuzlastirma denir. Dolayisiyla yonetici denklemlerdeki tiim
degiskenler icin yeni notasyonlar tamimlanarak tiim degiskenler boyutsuz hale

getirilebilir.

Tek tabakali sig su denklemlerinin terimleri boyutsuzlagtirilmak istenirse
oncelikle modelin yonetici denklemlerinde kullanilan degiskenlerin yeni boyutsuz
degiskenler cinsinden yazilmas1 gerekir. Dolayisiyla yeni bir notasyonun

kullanilmasi gerekir [26].
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Bu boyutsuz buytikliikler

u* = Uu, x* = Lz, 2" = hyz, h* = hoh

—~ ~ Uh
= —t Pr=U*p;P;, w"= T"w, U? = ghg (2.23)

seklinde tanimlansim. (2.23) ile gosterilen boyutsuz biiyiikliikler cinsinden
yazilarak tek tabakali sig su denklemleri boyutsuzlagtirilabilir.

(2.11) ve (2.20) denklemlerinin boyutsuzlastirilmasi sonucunda

oh ou oh

o Thotus-=0 (2.24)
ou ou Oh

denklemleri elde edilir.

Bu ¢aligma igerisinde (2.24), (2.25) denklem sistemi i¢gin

Degigken bir akimin oldugu durumda:
t > 0,u(0,t) = R(t),h(0,t) = S(t) (2.26)

seklindeki sinir kosulu,

Degisken bir akimin olmadigi durumda:

oh
=0, —|._g= 2.2
w(0,) =0, 5" 1o =0 (2.27)

seklinde gosterilen (2.27) simir kosulu ele alinmgtar.
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3. DEGISKEN AKIMLI YERCEKIMI AKIMLARININ BOYUT
ANALIZI KULLANILARAK INCELENMESI

Bu bolimde x = 0’da degigsken akimli bir kaynak tarafindan tiretilen yercekimi
akiminin benzerlik ¢oziimleri boyut analizi kullanilarak elde edilmeye ¢alisilmigtir.
Boyut analizi altinda yapilan tiim caligmalarda benzerlik degiskeni ( = o
formunda ele alinmigtir. § sayisal bir sabit olmak iizere benzerlik degigkeninin
bu formu boyut analizi yaklagimindan gelmektedir ve bize orjinal diferansiyel
denklem sisteminin sadece tek bir 6zel formda olan indirgenmis yapisini elde
etmemize imkan vermektedir. Boyut analizi deneysel oOlctimlerde bagimh ve
bagimsiz degigskenler arasindaki karmagik ifadeleri belirlemekte kullanilan bir
yontemdir. Olciilen fiziksel bityiikliikler bir boyut ve bu boyutun standart birimi
cinsinden ifade edilen bir giddete sahiptirler. Eger bir olay n adet boyutlu
degiskene dayaniyorsa boyut analizi bu olay1 £ < n olmak tizere k£ adet boyutsuz
degigskene indirgeyecektir. Boyut analizi teknigi boyutsal homojenlik kanununa
dayanir. Boyutsal homojenlik kanununa gore bir fiziksel islemde bir esitlik,
degiskenler arasinda uygun bir baginti ifade ediyorsa boyutsal olarak homojen

olacaktir.

Akigkanlar mekaniginde sonsuz sayida boyutsuz degisken tiretilebilir. En c¢ok
kullanilanlar asagida belirtilmistir:

Reynolds sayisi: 1880’lerde Ingiliz miihendis Osborne Reynolds tarafindan
bulunmustur. Reynolds sayisi, eylemsizlik kuvvetlerinin vizkosite kuvvetlerine
orant seklindedir. U akiskanin karakteristik hizi, L uzunluk, v akigkanin

kinematik hizini gostermek tlizere Reynolds sayisi

Re = — (3.1)

seklinde ifade edilir.
Froude sayisi: Ingiliz deniz subay William Froude ve oglu Robert Edmund

Froudeun birlikte kesfettikleri Froude sayis1 eylemsizlik kuvvetlerinin yercekimi
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kuvvetlerine orani seklinde ifade edilir.
U akiskanin karaketristik hizi, g yercekimi ivmesi, H akigkanin karakteristik
derinligini gostermek tizere

U

seklinde tanimlanmig olup akimlarda serbest yiizey etkileri i¢in ¢ok onemlidir.
Weber sayisi: (We), Eylemsizlik kuvvetlerinin yiizey gerilim kuvvetlerine
oranidir.

Bu boyutsuz sayilar sistemlerin benzerligi icin kullamilir. Ornegin, siirtiinme
kuvvetlerinin 6nemli oldugu yerlerde Reynolds sayisi, yercekimi kuvvetlerinin
onemli oldugu yerlerde ise Froude sayisi kulanilir. Bu caligmada yercekimi
akimlarindan bahsedildiginden dolay1 Froude sayis1 kullanilmigtir. Boyut analizi
teknigiyle ele alinan sistemin benzerlik dontisiimleri elde edilir ve daha sonra bu

benzerlik doniigimleri kullanilarak benzerlik ¢oziimleri aragtirilir.

Bu boltimde benzerlik degiskeni, § bir sabit say1 olmak tizere ( = formunda

v
Kt1/p
ele alinarak tek tabakali sig su denklemlerinin benzerlik ¢oziimleri boyut analizi
kullanilarak incelenmistir. Boyut analizi teknigiyle degisken dontstiiriilmesi
yapilarak tek tabakali sig su denklemlerinin degismez denklemleri elde edilmistir.
(2.24) ve (2.25) denklemleri i¢in 0 < A < oo ve «a,f,y boyutsuz sayilar olmak
iizere U(C) = Mu(z,t), h(C) = h(z,t), t =Nt 2’ =\ seklinde degisken
dontigtiirmesi yapilsin. Yeni degiskenler cinsinden denklemler yazildigi takdirde
(2.24) ’den,

P 8};@) + /\_7_0‘“6(()8%(0 + )\_W_C“H?L(C)aa(o =0 (3.3)

o 0x Oa’

ot ox'
esitligi elde edilir. (3.3) esitliginin saglanabilmesi A’larin herbirinin kuvveti

birbirine egit olmalidir. Dolayisiyla «, 3,y sabitleri arasinda agagidaki bagitilar

elde edilir.

—a+fp = —y—a+l (3.4)
v+B8 =1 (3.5)
Aymi gekilde (2.25)ten,
o0 08Q) iz DU a1 OB(Q)
'Y+ﬁ Y 'Y+1 a+1 =
A 50 T A u(() o T A 5 =~ 0 (3.6)
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esitligi elde edilir ve buradan

—N+B=-2y+1=—-a+1 (3.7)

a+f—-v=1 (3.8)
elde edilir. (3.5) ifadesi (3.8)’de yerine konuldugunda ise
a =2y (3.9)

elde edilir.

Uygulanan benzerlik dontigtimleri yardimiyla boyut analizinde alinan benzerlik

degiskenlerinin genel formuna ulagilabilmektedir. Benzerlik degiskeni ¢ = —Kfl 73

alinsin. Bu durumda @(¢) = Nu(z,t), h(¢) = A*h(z,t) ifadelerinden u(z,t),

h(z,t) fonksiyonlar1 yeni degigskenler cinsinden yazildig takdirde;

T

Ktl/ﬁ)

u(z,t) = 9% ), h(z,t) =t/°n( (3.10)

Kt1/5
elde edilir.
Degisken bir akimin olmadigi durumda: Sabit hacimli yergekimi akimi problemi

incelendiginde, = 0’da degigsken bir akim kaynaginin olmadigi varsayilarak

oh -
u(0,t) = 0, 8—|$:0 = 0 almabilir. Buradan A™7u(0) = 0 alinabilir. a = 1 igin
T

1
(3.8) ve (3.9) esitliklerinden § = —;, T=35 olarak bulunur ve (3.10)’dan
_4-1/3~ _ 27 L _ 7
u(z,t) =1t /u(Ktz/g), h(z,t) =t /h(Kt2/3)’ ¢ = o (3.11)
elde edilir. u(x,t) ve h(z,t)'nin x ve t'ye gore tiirevleri
ou(z,t) 1, ae 22 g5
5 —35t a(c) - 37! 5% (¢) (3.12)
ou(x,t =t
éx ) = fu’((’) (3.13)
8h([L‘,t) 2 e~ 20 e~
o = gt O = St (3.14)
Oh(z,t) 73~
0 _ ) (3.15)



seklindedir. (3.12-15) denklemleri kullanilarak (2.24) denkleminden

L= 2R(C) — St () + BT Q) + O Q)]
=0 (3.16)
2d  ~ 1d, .  ~
_§d_C(Ch(O)+?d_C(u<Oh(O) =0 (3.17)

elde edilir ve (3.16) denklemi, (2.27) siir kosulu altinda incelendigi takdirde
~ 2
u(Q) = gKC (3.18)

bulunur.

(3.12-15) ve (3.17) denklemlerinden yararlanilarak (2.25) denklemi

1_ 2 ~ 1. ~ 1 T
t_4/3[—§U(C) - g%t_mu (€) + 7 ulQE'(S) + =1 (Q)]
=0 (3.19)
seklinde bulunur ve (2.27) smur kosulu altinda
2 4 4 L~
—gKC—gKC‘i‘gKC‘FEh(C)—O (3.20)
2 1~,
~SKC= W) (3.21)
Q) = K%+ D (3.22)

9

elde edilir. Béylece (2.24), (2.25) denklemlerinden olusan denklem sisteminin
(2.27) siur kogulunu saglayan (3.18) ve (3.22) seklinde benzerlik ¢oziimleri elde
edilmig olur. Genel olarak literatiirde boyut analizi yaklagimi kullanilarak elde

edilen benzerlik ¢oztimleri A, B, C, D birer sayisal sabit olmak tizere
W) =AC+ B, h(¢)=CC+ D (3.23)

formundadir. (3.18) ve (3.22) ifadeleri de bu genel forma uygundur.

Degisken bir akimim oldugu durumda: (2.26) smur kosulu igin u(0,t) = wuy ve
h(0,t) = hg oldugu varsayilsimn. o =0 ve K = 1 i¢in (3.8) ve (3.9) egitliklerinden
B =1,~v =0 elde edilir ve (3.10) ile gosterilen degiskenler

M%ﬂzﬂ%%ﬂ%ﬂzﬁéhczi (3.24)
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olarak bulunur. Buradan u(z,t) ve h(x,t)'nin x ve t’ye gore tiirevleri

ou(z,t) 1,

(9 (3.25)

— () (3.26)

seklinde elde edilir, buradan (2.24) ve (2.25)’dan olugan lineer olmayan bir kismi

tirevli diferansiyel denklem sisteminin boyut analizi yaklagimi kullanilarak
h(C)T () + [a(¢) = ¢ (¢) = 0 (3.27)
[a(¢) — ¢Ja'(¢) + H'(¢) =0 (3.28)

seklinde bir adi diferansiyel denklem sistemine indirgendigi goriiliir. u(() ve E(C ),
boyut analizi yaklagiminda kullamlan (3.23)’te gosterilen genel formlar gézoéniine

alinarak Ay, Ay, By, By, Bo’ler birer sayisal sabit olmak tizere
U(¢) = Ao + AiC, h(C) = By + BiC + By(? (3.29)
seklinde alimsin. (3.27) ve (3.28)’de yerine konuldugu takdirde

(—2By + 3A,B5)(? + (2B, A; — By + 2By Ay)¢ + By A,
+AoB; =0  (3.30)
(—A; + A7+ 2B2)¢ + AgA1 + By =0 (3.31)

olur. Bu esitliklerin gerceklesebilmesi ¢ kuvvetlerinin katsayilarnin sifira egit

olmasiyla miimkiindiir. Buradan

ByA, + AgB; =0 (3.32)
AgA; + By =0 (3.33)
2B1A; — By 4 2By Ay = 0 (3.34)
—A;+ A3 +2By =0 (3.35)
—2By + 34,8, =0 (3.36)

elde edilir. Ay = ug ve By = hy olmas1 durumunda (3.32) ve (3.33)’den A; # 1
icin
ho = ud (3.37)
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elde edilir. Ayrica (3.34),(3.36) esitliklerinden

A — A2
B, = )
1= o, (3.38)
ve (3.35)ten
By(—2+3A4;) =0 (3.39)
- .. 2 2 .
elde edilir. By # 0 i¢in A; = 3 olur. Buradan By = —guo, By, = 9 olmak tizere
~ 2 ~ 1., 2
Q) = 3¢ +uo, M(Q) = ¢ = Juo+ho (3.40)

bulunur. By = 0 i¢in (3.34-35) ile gosterilen egitlikler ele alindiginda sirasiyla
Bi(2A; —1)=0,A41(A;—1) = 0 (3.41)

bulunur. A; = 1 i¢gin By = 0 bulunur. (3.32), (3.33)’ten By = 0 ve Ay = 0 olur
fakat bu kogullar vy = 0 ve hy = 0 olmasi durumunda (3.27) ve (3.28) denklemleri
i¢in bir ¢oztiim olugturmaktadir.

By =0 igin A; = 0 alindiginda (3.33) ve (3.34)’den B; = 0 bulunur, buradan

u(¢) = uo, h(¢) = ho (3.42)

elde edilir.

Degigken bir akimin oldugu durumda: Degisken akima sahip bir kaynak oldugu
diigiiniilstin, bu durumda o > 0 bir sayisal sabit olmak iizere zaman igerisinde
giren akigkanin hacim degisimi ¢t seklinde ifade edilebilir. Boyut analizinde sinir

kosullarina baglh olarak Froude sayisi;

8o = lim § = lim[u/+/gh] (3.43)

seklinde alimir. x = 0 konumunda degigsken akimli kaynak tarafindan akiskan
girisi yapildigi takdirde yergekimi akiminin toplam hacmi ¢,t seklinde ifade
edilebilir.  Boyut analizi kullanilarak yapilan daha onceki ¢ahigmalarda [30]

benzerlik degigkeni tek bir formda ¢ = % olarak alinmigtir. Buna bagh olarak
u(z, t) = btd16¢Cu(C), h(x,t) = bt*26¢h(C) (3.44)

seklinde bulunmusgtur.
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Benzerlik ¢oztimlerinin stirekliligini ve hidrolik sicramalarin varligi incelenirken

Froude sayisinin sinir kosullarina gore aldigr degerler dikkate alinmaktadir.

Yergekimi akimlarinda Froude sayisinin biiytikliigiine gore altkritik ve stiperkritik
durumlarin varhgindan soz edilir. Eger akig hizi olusan dalga hizindan daha
biiylikse yani §, > 1 ise yercekimi diginda akima etkiyen kuvettlerin daha
baskin oldugu anlagilir ve bu duruma siiperkritik durum denir. Eger §, < 1
ise yergekimi kuveti akim tizerindeki en baskin kuvvet demektir ve bu duruma ise
altkritik durum denmektedir. Gratton ve Vigo [30] caligmalarinda tek tabakal
sig su denklemleri i¢in benzerlik ¢oziimlerini sayisal integrasyon kullanarak elde
etmiglerdir. §, =sabit ve x = 0 konumunda degisken akimli yer¢cekimi akimlarinin
benzerlik c¢oziimlerini stiperkritik ve altkritik durumlar altinda incelemisgler ve

1
p= g(a — 1) = — 1 olmak tizere

w(z = 0,t) = t"u(¢), h(z =0,t) = *h(C) (3.45)
: .. : - o ..
seklinde alinmigtir, o = 5 ve o= igin t? seklindeki bir degigken akim icin

varolan benzerlik ¢oztimleri iizerinde ¢aligmiglardir.
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4. LIE DONUSUM GRUPLARI
4.1 Lie Gruplarinin Temel Ozellikleri

Grup, elemanlar1 arasinda dort aksiyom gergekleyen bir iglemin tanimlandigi bir
kiimedir. Bu iglem, grubun siralanmig iki elemani ile bagka bir elemani eslestirir.
Sembolik olarak iglem ¢ ile gosterilecek olursa a ve b bir grubun herhangi
iki eleman olmak iizere ¢(a,b) iglemin bu ikiliyle eglestirdigi yeni elemani
gosterir. Uzerinde herhangi bir iglem tanimlanmig kiime grup olusturmaz. Ciinkii
bir kiimenin bir iglem ile bir grup olusturmasi icin islemin bazi 6zelliklerinin
bulunmasi gerekir. Bu ozelliklerden biri kapalilik 6zelligidir, G herhangi bir grup
olsun. Her a,b € G i¢in ¢(a, b) € G ise bu iglemin kapalilik 6zelligi vardir denir. Bir
gruba ait islemin saglamasi gereken ikinci 6zelligi birlesme 6zelligidir. Sembolik
olarak birlegsme 6zelligi a,b ve ¢ herhangi elemanlar olmak tizere ¢(a, p(b,c)) =
o(p(a,b), c) seklinde ifade edilebilir. Diger saglamasi gereken 6zelliklerden biri de
grubun birim elemaninin mevcut olmasidir, G'nin e gibi bir birim eleman1 vardir
oyleki her a € G igin p(a,e) = ¢(e,a) = e olmahdir. Grup igleminin saglamasi
gereken son oOzellik ise her elemanin bir tersinin bulunmasi zorunlulugudur. Bir
a elemaninin tersi a! ile gosterilecek olursa iglem ¢(a,a™t) = p(a™t,a) = ¢

bagintisini gergekler.

Cebirin ¢ok kullanilan bir kavrami olan grup kavrami geometrik bir yapiyla

birlestirilerek tanimlanmak istenirse dontisiim grubu kavramiyla karsilasilir.

D, n boyutlu Oklid nokta uzaymnda bir manifold, x = (1,29, x3,...,x,) bu
bolgede taniml bir nokta olsun. Eger D’de tanimli her x igin, S C R kiimesine
ait bir e parametresine bagh ve S’deki ¢, parametreleri arasinda ¢(e, 6) iglemli

x* = X(x;¢) doniiglimler kiimesi

(i) S’deki her £ parametresi i¢in déniigiimler birebir ve iizerine ve 2* D {izerinde,

(ii) (S, ) bir grup olmak iizere,
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(ili) e = e ise x* = x. Yani X(x,¢e) = x,

(iv) x* = X(x,¢e),x™ = X (x*,0) ise bu durumda x** = X (x, ¢(¢,0))

kosullarimi saglarsa D iizerinde bir doniigimler grubu olusturur demektir. Eger

bir doniigiim grubu asagidaki ii¢ ek kosulu da saglarsa bir Lie doniigim grubu

tanimlar.

(v) € stirekli bir parametredir, S kiimesi reel eksende bir araliktir.

(vi) X, D’de sonsuz diferansiyellenebilirdir ve S’de ise enun analitik bir

fonksiyonudur.

(vii) €,60 € S olmak tizere (e, ), € ve 'nin analitik bir fonksiyonudur.

Birim elemani e = 0, ¢ iglemiyle tanimh

seklinde bir Lie doniigtim grubunu ele alahm. (4.1)’i € = 0 civarinda

. 0X e? 9’°X
X = X+ E(g(x, E)) ‘8:0 +E(W(X’€)> ‘E:O +...
0X

= x+e(5-(x59) [, +O(E)

serisine acildiginda

600 = 2 (x;)

(4.1)

(4.2)

(4.3)

olsun. x + &£(x) doniigimiine (4.1) Lie doniigiim grubunun sonsuz kiigiik

doniigiimii, £(x)’in bilegenlerine de x* = X (x;¢) Lie doniigiim grubunun sonsuz

kiictikleri denir. Diger taraftan,

- 0
X = ;&(X)a%

operatoriine Lie grubunun sonsuz kiicilik iireteci denir.

Yardimci teorem 4.1.1:

X(x;e+ D) = X(X(x;¢);0(e7 e + Ac))
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Teorem 4.1.2 (Lie’nin birinci temel teoremi):[11] x* = X(x;¢) Lie

dontisiim grubunun

= ¢{(x7) (4.6)
['=0,x"=x (4.7)

seklinde tanmimlanan bir baglangic deger problemine denk oldugu bir T'(e)

parametrelemesi vardir. Ozel olarak

a§0<a7 b) |
ob (a,b)=(c~1,e)

T(e) = (4.8)

ve ['(0) = 1 olmak iizere
['(e) = / I'(e")de’ (4.9)
0
dir.
Ispat 4.1.2: Once (4.5)te bahsedilen X (x;e + Ae) ve @(e7!, e + Ae) ifadeleri
Ae = 0 civarinda seriye acildiginda
., 0X 9
X(x;e+Ae) = x"+ g(x e)Ae + O((Ae)?)
0
ple e+ Ae) = (e he)+ MA + O((Ag)?))

Oe
= TI'(g)de + O((Ae)?)) (4.10)

bulunur. (4.5)’in sag tarafi da Ae = 0 civarinda seriye agldiginda

X(x;e+As) = X(x;0(et e+ Ag))

o(
(e)Ae + O((Ae)?))

)+ —(x 0) ‘9:0 ['(e)Ac + O((Ag)?)
(

= X"+ D(e)E(x") A + O((Ac)?) (4.11)

= X(xT

= X(x;0

elde edilir. (4.10) ve (4.11) ifadeleri esitlendiginde x* = X (x;¢) doniigimiiniin

T (4.12)
x"=x,e=0 (4.13)

seklinde verilen bir baslangl(; deger problemini sagladigi goriilir. (4.2)’den
I'(0) = 1 gikar ve I'(e) = [, I'(¢')de’ parametrelemesi (4.6) ve (4.7) ifadelerini

verir.
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23
al’i

deger probleminin varlik ve teklik teoreminden (4.6), (4.7) ve (4.12) nin ¢oztimleri

(x), (i = 1,2,...,n), sirekli oldugundan dolay1 birinci mertebeden baglangig

vardir ve tektir. Bu ¢oziimde (4.1) olmalidir. Lie’nin birinci temel teoremi
gosteriyorki; bir parametreli Lie dontigim grubu sonsuz kiigiiklerine gore
belirlenir.

Verilen bir grup I'y ve 'y parametreleri ile bir ¢ iglemi ¢(T'y,Ty) = 'y + Iy
olacak gekilde yeniden parametrelendirilebilir. Lie’nin birinci temel teoremi
gostermektedir ki; (4.1) Lie doniigiimler grubu (4.6), (4.7) ile tanimlanan sabit
bir akig tanmimlar, tstelik herhangi (4.6), (4.7) sabit akig bir-parametreli Lie
dontisimler grubu tamimlar. Ayrica bir diferansiyel denklemin ¢oziimlerini, aym
denklemin ¢oziimlerine gotiiren Lie doniigiim gruplarina o diferansiyel denklemin

simetri gruplart denmektedir.

Tanmim 4.1.1: x* = X(x,¢) bir-parametreli Lie dontigiimler grubunun sonsuz

kiigiik tireteci
0

o (4.14)

X =X(x)=(xV=> &x

seklinde bir operatordiir. Burada V gradyent operatorii; F'(x) = F(xy, za, ..., p)

diferansiyellenebilen fonksiyonu i¢in Xx = £(x) olmak tizere

XF(x) = F() = Y00 2 (4.15)

1=1

dir.

4.2 Degismez (Invariant) Fonksiyonlar

Tanim 4.2.1: Sonsuz diferansiyellenebilen bir F(x) fonksiyonunun herhangi
bir (4.1) Lie doéniigiim grubunun degigsmez bir fonksiyonu olmasi igin gerek ve
yeter gsart F(x*) = F(x) olmasidir. Dolayisiyla F/(x)’e bu doniigiimiin degismez
fonksiyonudur denir. Ayrica F'(x) sonsuz diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise
(4.4) iiretegli x* = X (x;¢) Lie doniigiim grubu i¢in F(x*) = F(e#%x) = =X F'(x)
dir.

Teorem 4.2.1: Lie doniigiim grubu altinda F'(x), X F'(x) = 0 olmasi1 durumunda
degismezdir.

Tanmim 4.2.2: Bir D bolgesinin x4, zs, ..., z, koordinatlar1 tizerinde uygun bir
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degisken doniigtimii yardimi ile bir-parametreli dontigiim grubunun tanimladig:

dontigiim her zaman,

vyl = y,i=1,..,n—1 (4.16)

yr = yite (4.17)

bi¢imine dontigtiirilebilir. 1, ys, ..., y, koordinatlarina Lie grubu ile ilgili kanonik

koordinatlar denir. y = vy, ys, ..., ¥, olmak tlizere

Y = nly) aayi (4.18)

sekline doniigiir. (4.19), y koordinatlarina gore sonsuz kiigiik tireteg olmak tizere

ny) = m), ), ...my) =Yy (4.19)

dir. Ayni grup etkisini elde etmesi i¢cin ¥ = X olmasi gerekir. Buradan

n(y) = Xy elde edilir.

4.3 Degismez Yiuzeyler, Degismez Egriler, Degismez Noktalar

Tanim 4.3.1:Bir F(x) = 0 yiizeyi ancak ve ancak, F(x) = 0 iken F(x*) =0
oluyorsa bir-parametreli Lie doniigiim grubu altinda bir degismez yiizeydir.
Tanim 4.3.2: Bir F(z,y) = 0 egrisi ancak ve ancak, F(z,y) = 0 iken
F(z*,y*) = 0 oluyorsa X = {(z, y)g +n(z, y)g tiretegli

ox oy
¢ = X(nyse) = o+ e y) + OE) (4.20)
vt = Y(z,y;¢) =y +en(z,y) + O() (4.21)

Lie dontisiim grubu i¢in degismez bir egridir.

Tanim 4.3.3: Bir x noktasi ancak ve ancak (4.1) Lie déntigiim grubu altinda
Xx* = x oluyorsa doniigim grubu icin bir degismez noktadir. Bir x noktasi
x* = X (x;¢) Lie déniigiim grubu i¢in ancak ve ancak £(x) = 0 oluyorsa degigmez
noktadir.

Geometrik olarak bir adi diferansiyel denklemin ¢oztimii egri ailesiyle, bir kismi
diferansiyel denklemin genel ¢oziimii ise bir yiizey ailesiyle ifade edilir. Bir
doniigiim grubu bir diferansiyel denklemin ¢oziim egrisini bagka bir ¢6ziim egrisine

doniistiiriiyorsa bu denklem tarafindan kabul ediliyor denir. Ozel olarak bir
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diferansiyel denklem tarafindan kabul edilen doniigiim grubu, ¢oziim egrilerini
degismez birakmak zorundadir.

Tanim 4.3.4: w(x) = sabit = c ylizey ailesiyle ancak ve ancak w(x) = ¢ iken
w(x*) = ¢* = sabit oldugunda degismez bir yiizey ailesidir.

Tanim 4.3.5: w(x,y) = sabit = ¢ egri ailesiyle ancak ve ancak w(z,y) = ¢ iken

w(x*, y*) = ¢* oluyorsa

v* = X(x,y;¢) =z +e&(x,y) + O(?) (4.22)

y* = Y(z,y;e) =y +enz,y) + O() (4.23)

dontisiim grubu icin degismez bir egri ailesidir. Bu tanimlardan, £ parametresi
ve ¢ nin C' gibi bir fonksiyonu igin ¢* = C(c, ) bulunur. Genelligi bozmayacak

sekilde ¢* # ¢ kabul edilir aksi takdirde her ytizeyin kendisi bir degismez ytizeydir.

4.4 Uzanimlar

Bir Lie grubunu verilen bir diferansiyel denklem sisteminin kabul etmesi
durumunda Lie grubunun her ¢ degisken iizerinde etkisinin bilinmesi gerekir.
Diger taraftan tcilincii tip degiskenler, ikinci tip degiskenlerin birinci tip
degigkenlere gore tiirevi olmasi bakimindan gercekte bagimsiz biiytiklikler olarak
diigtiniilmemelidir. Bu bakimdan Lie gurubunun sadece ilk iki tip iizerinde
tanimlanmig olmasi gerekli ve yeterlidir. Lie grubunun tgilinci tip degiskenler
iizerinde etkisini belirleyen uzanmimlar1 ilk iki tip degisken tzerinde etkisini
belirleyen ifadesinden elde edilebilir. Lie grubunun bagimsiz degiskenleri x ve

bagimh degiskenleri u ile gosterilecek olursa bu grubun sonsuz kiigiik tireteci,

X = Zfi(x, u)% + Z n*(x, u)% (4.24)
olarak wverilirse, tiirevler {iizerinde etkisini belirleyen uzanimlari bu sonsuz
kiigiik tiretecinden dogrudan elde edilebilir. u bagiml degiskeninin x bagimsiz
degiskenine gore her gesit kismi tiirevi u' ile gosterilecek olursa F(x,u,u') gibi

bir fonksiyona uygulanmasi gereken sonsuz kiiciik tireteg,

n m N n N ] a
priX =X 4> ) (Din* = > utDig) o (4.25)
i=1 a=1 j=1 i
yapisindadir. Burada
ou® 0 0
Y= __—— D= — o 4.26
4 du;’ ox; + Z Ui e (4.26)
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olur ve

priXx—Xx=>3" Zn;“(l)% (4.27)

tanimi yapilabilir. herhangi bir n. uzanimi igin;

0

prt X —pr" X = Z Zna(” itiin Gra (4.28)

A ue;

11,89,..in=1 a=1 1,82,

elde edilir. Burada
ou®
Ui gy = (4.29)
8x1 ,x2 - 7x%"11,12,

na(n)ihiz,...’in = D'Ln,r]a(n 117127 - Zu 11,82, 0p — 15 74n§j (430)

olacaktir. Lie doniigiim gruplari ¢ok parametreli de olabilir. Cok parametreli
bir Lie dontigiim grubunun da yaptigi déntigim yine x* = X(x;¢e) seklinde
gosterilebilir.  Burada tek fark e parametresi r bilegeni olan vektorel bir
biytkliktir. Boyle bir durumda parametre sayisina egit sayida sonsuz kiigiik

iiretec ortaya ¢ikar. Bu sonsuz kiigiik tiretegler
X, Zga] a=1,2,. (4.31)

seklinde gosterilir. Ayni1 manifolda ait gegitli parametrelere iligkin sonsuz kiiciik
iretecler Lie parantezine gore aralarinda kapali bir Lie cebiri kurarlar. Burada
Lie parantezi

[Xo, Xp) = Xo X — XX, (4.32)

dir.  Lie gruplarinin diferansiyel denklemlerin mertebelerinin indirgenerek
¢oziilmesinde bagarili bir sekilde kullanilabilmesi i¢in bu gruplarla ilgili Lie

cebirlerinin 6zel yapida olmalar: gerekir.

4.5 Lie Cebirleri
x = (x1, 23, ..., T,) ve parametreler ¢ = (g1, 9, ...,&,) olmak lizere r-parametreli

x* = X (x;¢)bir dontigiim grubu olmak iizere parametrelerin ¢ iglemi

90<€>9> = (901<5>9>7§02(€78)7 i) 90r(87‘9>>79 = (‘917927 [EE) 97") (433>

ile gosterilsin. (e, 0) islemi ¢ = 0 i¢in &1 = 3 = ... = &, = 0 birim elemanina

kargilik gelen grup aksiyomlarimi saglar. ¢(e,6), tamim bolgesinde analitiktir.
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r-parametreli x* = X (x;¢) Lie dontigiim grubunun hem &, parametresine kargilik

gelen X, sonsuz kiiciik iireteci (4.31)’deki gibidir.

Tanim 4.5.1: (4.31) ifadesiyle tanmmlanmiy {X,}, « = 1,2,...,r {iretegli,
r-parametreli x* = X(x;¢), Lie doniisim grubu olsun. {X,} ve {Xj3}

operatorlerinin komutatorii

Xo X = XX = XX, 3650 65005

,7=1

— (505 Ym0 (430

seklinde birinci mertebeden bir operatordiir. Burada 7;(x)

00 = Dl (00 B2 — g0 22 (4.35)

=1

dir ve [X,, Xg] = —[ X3, X,] oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 4.5.1 (Lie’nin Ikinci Temel Teoremi):[11] Bir r-parametreli
Lie doniigiim grubunun herhangi iki sonsuz kiiciik iiretecinin Lie parantezi
(komiitatorii), yine sonsuz kiigiik bir operatordiir. [Xo, Xg] = CJ3X, o, 8,7 =
1,2,...,r; burada Cgﬁ katsayilarina yap1 sabitleri denir. Herhangi X,, Xg, X,

sonsuz kiigiik tiretegleri igin
[XCY[X57X’YH + [XB[X% on“ + [X"/[Xa’XﬁH =0 (4-36>
Jacobi ozdesligi gegerlidir.

Teorem 4.5.2 (Lie'nin Ugiincii Temel Teoremi):[11] [X,, X = CapXy

bagintilariyla tanimlanan yapi sabitleri,

CLCo + C4Co+C2Co5 =0 (4.38)

denklemlerini saglar.

Tanim 4.5.2 : Bir L Lie cebiri, Bir F cismi fizerinde [Xo, Xg] = C5X, ve
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Jacobi 6zdesligini saglayan toplamaya gore kapali olan bir vektor uzayidir. Ozel
olarak, r-parametreli Lie doniigim grubunun {X,}, a = 1,2, ..., sonsuz kiiciik
uretecleri X,, X3, X, € L,, a,b € R icin asagidaki kosular1 sagliyorsa R cismi

iizerinde bir r-boyutlu L, Lie cebiri olusturur.

(i) aXy +0X5 € Ly;

(ii) Xa + Xﬁ = X@ + Xa;

(iii) X, + (Xﬁ + X,y) = (Xa + Xg) + X’Y;

(iv) [Xa, X35] € Ly,

(V) [Xa,Xg] = _[X@Xa];

(vii) [Xa[Xg, X, ] + [Xg[Xy, Xa]] + [X5[Xa, Xp]] = 0

(vill) [(aXa +0Xp), X,| = a[Xa, X5] + [ X35, X,]
4.5.3 Coziilebilir Lie Cebirleri
Coziilebilir Lie cebirlerini tanimlayabilmek icin bazi ara kavramlarin bilinmesi
gerekir. Bunlardan ilki alt cebir kavramidir; herhagi X,, Xg € [ i¢in [X,, Xj] €
I oluyorsa I C L alt uzayma L Lie cebirinin alt cebiri denir. Yani Lie cebirinin
bir alt kiimesinin Lie parantezine gore kapali olmasi durumudur. Ikinci kavram
ise normal alt cebir kavramidir; eger bir alt cebirin herhangi bir elemani ile Lie
cebirin herhangi bir elemaninin Lie parantezi yine ayni alt cebir i¢cinde kaliyorsa
boyle bir alt cebire normal alt cebir denir. Eger ¢- parametreli bir Lie cebirinin
(¢ — 1) parametreli bir normal alt cebiri varsa ve bu sekilde alt cebirler dizisi bir

parametreye kadar indirgenebiliyorsa boyle bir cebire ¢oziilebilir Lie cebiri denir.

L,, r-boyutlu bir Lie cebiri olmak tizere L(_1y, 7 = 1,2, ..q icin L,’ nin bir ideali,
Li CLyCL3C..C Ly C L (4.39)

seklinde alt cebirler zinciri varsa, L, g-boyutlu ¢oziilebilir bir Lie cebiridir.

4.6 Diferansiyel Denklemlerin Kabul Ettigi Lie Gruplar:

Bir diferansiyel denklem sisteminin degiskenleri; bagimsiz degiskenler, bagimli

28



degiskenler ve bagimli degigkenlerin bagimsiz degigkenlere gore tiirevleridir.
Biitiin bu biiyiiklitkler bir Oklid uzaymda birbirinden bagimsiz koordinatlar
olarak goz Oniine alinacak olursa bir diferansiyel denklem sistemi boyle bir uzayda
bir manifold tanimlar.

Diferansiyel denklem sisteminin bir Lie grubunu kabul etmesi demek Lie
grubunun sonsuz kii¢lik tiretecinin soz konusu manifolda uygulanmasi sonucu
sifir elde edilmesi demektir. n. basamaktan bir diferansiyel denklemin bir Lie
grubunu kabul etmesinden anlagilan, bu Lie grubuna ait sonsuz kiiciik iiretecinin
n. uzanmimi diferansiyel denkleme uygulandigi zaman diferansiyel denklemin
tanimlandigi manifold tizerinde sonucunun sifir ¢gikmasi gerekir. Formiil ile ifade
edilecek olursa, eger elimizde F'(z,y1,¥2,...,yn) = 0 bir diferansiyel denklem
varsa bu denklemin bir Lie grubu kabul etmesi Lie grubunun n. uzaniminin F’ye
uygulanmasi sonucu sifir bulunmasi demektir. Fakat burada F' = 0 denkleminin

saglandiginin goz oniine alinmasi gerekir.

pr”XF(‘r?yl;yQu 7y’n) |F:0: 0 (440)

Bu tamim esdeger olarak su sekilde de yapilabilir. Bir diferansiyel
denklemin bir diferansiyel denklemin ¢oziimlerini diferansiyel denklemin bagka
¢oziimlerine doniigtliirmesi veya degistirmeden birakmasi demektir. Verilen bir
diferansiyel denklemin kabul ettigi Lie gruplarinin bulunmasi, eger diferansiyel
denklemin mertebesi birden biiyiikse ¢ok belirli bir kismi tiirevli diferansiyel
denklem takimina ulagtirir. Bu takim diferansiyel denklemin kabul ettigi
Lie gruplarinin tamamini verir. Elde edilen kismi tiirevli denklemlere
belirleyici denklemler denir. Bunun i¢in yapilmasi gereken pr"F |._ = 0
ifadesinin Lie gruplarinin sonsuz kiigiiklerine bagl olarak yazilmasindan ibarettir.
Eger bir adi diferansiyel denklemin r- parametreli bir Lie grubu varsa ve
eslegen r-parametreli Lie cebiri ¢oziilebilir ise diferansiyel denklem (n — 7)’ninci
mertebeden bir diferansiyel denkleme indirgenebilir. Kismi tiirevli bir diferansiyel
denklemin kabul ettigi Lie gruplarinin bulunmasinda egdeger yontemler kullanilir.
Bir Lie grubunun bir kismi tiirevli diferansiyel denklem tarafindan kabul edilmesi
demek, Lie grubunun kismi tiirevli diferansiyel denklemin c¢oziimlerini yine

kismi tirevli diferansiyel denklemin ¢oziimlerine doniistiirmesi demektir. Bir
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parametreli bir Lie grubunun sonsuz kiiciik iiretecinin k’'nincit uzanimi

0
e u) 5+l (xu )

-+

prEX = €i(x, 1) 2.

afL’Z‘

0

auilig...ik

(k)

n; (x,u,ut,u? ..., u") (4.41)

ise bu Lie grubunun F(x,u,u!,u?, ..., u*) = 0 kismi tiirevli diferansiyel denklemi

tarafindan kabul edilmesi
pr*XF(x,u',v® . u*) |, _ =0 (4.42)

olmasima esdegerdir. Burada u,u',u?,...,u”* biiyiikliikleri sirasiyla u bagimh
degisken vektoriiniin bagimsiz degiskenlere gore birinci, ikinci,..., k'ninci
turevlerini bir biitiin olarak gostermektedir. Eger bir kismi tiirevli denklemin bir
¢ozuimi Lie grubun etkisi altinda degismiyorsa bu ¢oziime kismi tiirevli denklemin
degismez ¢oziimii denir. Adi diferansiyel denklemlerde oldugu gibi kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin de kabul ettigi Lie gruplarimin bulunmasi igin belirleyici
denklemler kullanilir. Bu belirleyici denklemlerin bulunmasi i¢in Lie grubunun
k’'ninct uzaniminin kismi tiirevli denkleme uygulanmasi sonucu kismi tiirevli
denklemin sagladigi manifold tizerinde sonucunun sifir ¢gitkmasi gerekir. Uzanimlar
& ve n degerlerine bagh oldugundan belirleyici denklemler de £ ve n cinsinden
kismi tiirevli denklemlerdir.

Adi diferansiyel denklemlerdekinin aksine bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin
Lie gruplarimi kabul etmesi mertebesinin diigiiriilmesi olanagini saglamaz.
Fakat Lie gruplari sayesinde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin bagimsiz
degisken sayisini azaltan benzerlik degigskenleri tanimlanabilir. Boylece bir kismi
tiirevli diferansiyel denklem benzerlik degiskenleri cinsinden adi bir diferansiyel
denkleme indirgenebilir. Bu adi diferansiyel denklem ¢oziilebiliyorsa kismi tiirevli

diferansiyel denklemin benzerlik ¢oztimleri adini alan ¢oziimleri elde edilir.
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5. DEGISKEN AKIMLI YERCEKIMI AKIMLARININ LIE GRUBU
ANALIZI KULLANILARAK INCELENMESI

5.1 Tek Tabakali Sig Su Denklemlerinin Kabul Ettigi Lie Simetri
Grubunun Bulunmasi

Bu boliimde tek tabakali sig su denklemlerini degismez birakan en genel Lie
doniigim grubu verilmistir, (2.24) ve (2.25) denklemlerinden olugan denklem

sistemi i¢in € bir grup parametresi olmak tizere

T = z(z,t,u,h;e)
t = t(z,t,u, he)
u = u(x,t,u,h;e)

h = h(z,t,u,h;e) (5.1)

seklinde z,t bagimsiz degiskenleri ve u, h bagimli degiskenlerini iceren bir Lie
doniisiim grubu ele almmaktadir. €%, &4 n", n" grup degiskenlerinin sonsuz
kiigiikleri olmak tizere ele alinan tek tabakali sig su denklemlerinin sonsuz kiiciik

ureteci

7ma t8 u
V—f@ﬁ-ga‘i‘ﬁ

0 0

—_— h_
50 +n o (5.2)

seklindedir.  Dolayisiyla diizlem akim icin elde edilen tek tabakli sig su

denklemlerine kargilik gelen tek parametreli Lie dontigiim grubu

T = eN(v) =1 +e&(x,t,u,h) + O(?)

t = X(t)=t+et'(a,t,u,h) + O(?)

u = eX(u) =u+en"(v,t,u,h) + O(?)

b= eX(h) = h+en(z,t,u,h) +O() (5.3)

seklinde alinir. Bu diferansiyel denklem sisteminin verilen Lie doniisim grubunu
kabul etmesi icin bu Lie grubuna ait sonsuz kiiciik iiretecinin birinci uzanimi

diferansiyel denkleme uygulandigi zaman diferansiyel denklemin tanimlandig
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manifold tizerinde sonucun sifir ¢ikmasi gerekir.

= 4 naur + nphe — ug (6 + Eug + ) — Ut(ff + fZUt + fiht)
Tth = 77? + UZUt + nth — ho (& + Equy + Ephy) — ht(&f + fiut + Siht)

Ty =1y + 0yte + nyhe — ha(65 + Eus + Eihe) — (€5 + e + & ha)

(5.4)
olmak tizere denklem sisteminin birinci uzanimi [8-11];
0 0 0 0
W=vV4+r u__ 4 rh h 5.5
pr + 7, 9u + 7, o + 7, o + 7 o (5.5)
seklindedir ve (2.24), (2.25) denklemlerine uygulandiginda sirasiyla;
(2.24) denklemi igin
Oh oh ou
lv - - h— — .
br (315 +u8x * 3$> ‘htzfuhthuz 0 (5.6)
(2.25) denklemi igin
ou ou  Oh
pr ((915 + u@l’ + 8x> ‘ut:—uuz—hz ( )
olur. Buradan
" nthy +urh 4+ u, + ATt =0 (5.8)
T+ 0 Uy +utt + T =0 (5.9)

elde edilir ve (5.4)’te ifade edildigi sekilde 77, 7/*, 7% 7/ degerleri
(5.8) denkleminde yerine koyuldugu takdirde
[0+ e + mhe = ha (& + Eue + Eihe) — ha(&f + Euue + Euhe)] + 17" De
Fuln 4 e + Mhhe — he(€5 + Gt + Ehha) — hi(EL + Equa + §ha)] +
1"t + h[ns + 1yue + Nihe — e (65 + Efua + & he) — uy(E) + e + & ha)] = 0
(5.10)

(' + wiy + hagy) + wp[—uny — hagy, + h&f + 0" 4 unyy + uh&l + by — heS
FuhE] + o=y — wny — & + u&f + 0" + uny, — u€y + uEL + hay — he]
b Ul + hEE — (u? + h)EL — 2uhgl — uEt + uAEL + uh€, — hef + uhg,
+hEL] + ug*[—uhg, — B*E, 4+ uhg), — uh& — uh&l) + h,* [ + uéj; — g,
€] — ugf + e + hel] = 0 (5.11)
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elde edilir. Belirleyici denklemlerin elde edilebilmesi igin (5.11) denklemindeki

tim katsayilarin sifira egit olmasi gerekir. Dolayisiyla (5.11) denklemindeki

tiim katsayilarin sifira esitlenmesiyle elde eldilen belirleyici denklemler agagidaki

sekildedir,

n+un) + hnt =0

h 77h
= & & 2u
—nl + b+t =& — gy +ull — (W4 h)EL

—hg), — & + ug&, =0

(5.9) denklemi igin de ayni iglemler uygulandiginda

—~ —~ —~ —~
—_ —_
H~ w

~— ~— ~— ~

[+ miug + nphe — ug (&8 + Eoue + &) — we(& + Eur + & he)] + 1 uy

0"+ g + nlthe — ha (€5 4+ E%uy + E0hy) — hy(€8 + Eug + ELRy)] =0

(i + gy + 1) + o [=mih + ) + Eu 4 ntu+ & (h +u?) — Eu +
& — & +ull] + hal—nl + 15 — & + & + +2ull] + ugha[€] + uéj,

—2u€l — (u® + h) — u€f +ugl +uPel — €8+ ugt + hel) + u,2[~uhg)

(5.16)

+hE — uPE, + uPE, + hE, + hE — u€y + ukl] + ha?[—ugf, + u, + u,

&+l =0

(5.17)

seklinde bulunur. Burada tiim katsayilarin sifira esitlenmesi sonucunda elde

edilen belirleyici denklemler

0+ un 41 =0

—nu 4y =& — & — 2ug,

& —u&, + &, =0

My — hiy 40" = &§ — u&f +uéy — (u® + h)E,
o —u&y, +he, =0

seklindedir.

ot
—
Ne)

—~ —~ —~ —~ —~
[\] DO
— o

~ ~— ~— ~— ~

(5.8) ve (5.9) denklemlerinden elde ettigimiz tiim belirleyici denklemler bir

denklem sistemi olugturur.  Bu belirleyici denklemlerden olugan denklem
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sisteminin ¢oziimi, (2.24),(2.25) denklemleri ile ifade edilen lineer olmayan kismi
tiirevli diferansiyel denklem sistemini, degismez birakacak Lie doniigim grubunu
verir.

Bu denklem sisteminin ¢oziimii i¢in uygulanacak yontemlerden biri seri ¢oziim
yontemidir [37]. Bu yontemde; sonsuz kiiciikler £%, &8, n", n* bagimh ve bagimsiz
degiskenlerinin kuvvetleri seklinde yazilarak onceden elde edilmis olan belirleyici
denklemlerde yerine koyulur ve bu sekilde bir ¢oziim aranir.

Dolayisiyla tek tabakali sig su denklemlerinin kabul ettigi Lie gruplarinin elde
edilebilmesi i¢in (5.12-5.15) ve (5.18-5.22)belirleyici denklemleri kullanilarak seri
¢oziim yontemi uygulandigi takdirde asagidaki sekilde sonuclar elde edilir.

Ilk olarak ele alman tek tabakali s1¢ su denklemlerinin kabul ettigi Lie doniigiim
grubunun sonsuz kiic¢iiklerinin, bagimli ve bagimsiz degiskenlerinin birinci

dereceden kuvvetleri gseklinde yazildigi diigtiniilstin.

§" = ap + a1z + ant + arpu + aizh (5.23)
£ = bo + bio + bt + biyu + bish (5.24)
" = o+ crox + ent + crou + czh (5.25)

n" = do + dix + dut + digu + dish (5.26)

(5.23-26) ifadeleri (5.12) belirleyici denkleminde yerine koyuldugunda
C11 + CoU + dloh =0 (527)

seklinde bulunur, (5.27) esitliginin her u, h degeri i¢in gergeklenebilmesi i¢in tiim
katsayilarinin sifira egit olmasi gerekir, dolayisiyla ¢;; = 0,¢19 = 0,dyg = 0 elde

edilir. (5.13) belirleyici denkleminden,
di1 =0 (5.28)

bulunur. (5.14) denkleminden,

C Cc10T cq1t C1oU
_Cl3+d12+zo+ 1]2 + lhl + I;L +013:a10—b11—2b10u (529)

elde edilir
(5.15) denkleminden,

dlgh + do + d12u + dlgh = —bnu + bnu + d12u + a (530)
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esitligi elde edilir ve bulunan bu egitliklerin her u, h degeri i¢in saglanabilmesi i¢in
katsayilarinin sifira egit olmasi gerekir, buradan d;3 = 0, dy = ay; olarak bulunur.

(5.18) denkleminden
ayq + dygu = —byu + bjyu + digu + aqy (5.31)
esitligi ve (5.19) denkleminden elde edilen
—diz + c13 =bir +di2 — by (5.32)

esitligi kullamilarak ci3 = 2d;5 olarak bulunur

(5.20) denkleminden,
—b13h — aoU + blgu =0 (533)

olmak tizere b;3 = 0, b15 = a2 bulunur.

(5.21) denkleminden elde edilen

aig — b13u -+ b12 =0 (534)
esitligi kullanilarak ai3 = —byo bulunur.
(5.22) denkleminden ise,
b12 - b12u =0 (535)
olmak tizere a3 = 0,b12 = a;2 = 0 bulunur. by; + dips = 204 — a3 ,a11 =

Q9,bp = a1 — ag,ag = ay,bi; = as seklinde ifade edilmek iizere sonsuz kiigiiklerin
1. dereceden kuvvetleri cinsinden seriye agilmasi sonucunda agagidaki gibi bir

5-parametreli Lie doniigim grubu elde edilir.

é;:v = (20[1 — Oég).'E + Oégt + Qy
gt = (Oél — Oég)t -+ (673
0" = 20, h

n" = aiu + o (5.36)

Burada elde edilen simetri gruplari, literatiirde tek tabakali sig su denklemleri ile
ilgili yapilan Lie simetrisi analizi ¢aligmalarinda elde edilen simetri gruplaridir
[28,30]. Simdi sonsuz kiigiiklerin bagimli ve bagimsiz degiskenlere gore 2.

dereceden kuvvetleri cinsinden seriye acilarak, belirleyici denklemler ¢oziilmeye
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caligilirsa

gx = ag+ a1pT + ant + ajpu + (113h + a14xt + ajsur + (llGhQT + CL17$2 + algut

+a19ht -+ a20t2 + (lgluh + a22u2 + a23h2 (537)

ft = bo + a10T + bllt + blgu + blgh + b14l‘t + 515U£L‘ + blGhiL‘ + 6171'2 + blgut

+b19ht + bgot2 -+ b21uh + b22U2 + b23h2 (538)
T}h = g+ Cciox + Cllt + c19u + C13h + Cl4$t + cisuxr + Clﬁhllf + C171’2 + Clgut
+Clght + 620t2 + 021uh + CQQU2 + 023h2 (539)

T]u = do + d10$ + dllt + d12U + d13h + d14(L't + d15U,[L‘ + dlﬁhl’ + dl?fEQ + dlgut

+d19ht + d20t2 + dgluh + d22U2 + d23h2 (540)

(5.12) belirleyici denkleminden

C11 + Cc1ux + C18U -+ 019h + 2020t -+ CioU + cl4ut -+ 015U2 -+ ClGUh + 2017U$

+d10h + d14ht + d15Uh -+ d16h2 —+ 2d17h$ =0 (541)

esitligi elde edilir ve bu egitligin her w,h degeri i¢in saglanabilmesi icin tiim

katsayilar sifir olacagindan

Cl11 =Clqy = C15 = C17 = €0 = 0,dyy = dyg = d17 = 0

C1s = —C10, C19 = —dig, C16 = —d15 (5.42)
seklinde elde edilir. (5.13) belirleyici denkleminden,
di1 + digu + digh + 2daot + dyou + disu® — c15 + dish = 0 (5.43)
olmak tizere
dig = —dip, d15 = dag = drg = 0,dy1 = ci3 (5.44)
seklinde elde edilir. (5.14) belirleyici denkleminden,

Co C18T C12U Clgut
dio — 2co3h — diot + do1h + 2d — —
12 C23 10t + dorh + 2da22u + 3 3 n n

2

Cooll
+ 22 + cozh = a9 + aist + arisu + aigh + 2a172 — by — biar — bigu — bigh
—ngot — 2b10U — 2b14ut — 2b15lb2 — 2()16Uh — 2b17U£IZ’ (545)
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esitligi elde edilir. Buradan

a5 = 2dag + big + 2b1g, co = c12 = c18 = 2 = 0
bia = b5 = big = b1y = 0, a14 = —2dy9

arg = bi1 + diz, a16 = da1 — Ca3 (5.46)
bulunur. (5.15) belirleyici denkleminden,

do — 021h + dlgh + d13h + dlol’ + d12U - dlgut — 2d21Uh + d22u2 + 3d23h2
= Q11 — bloh -+ (Zlgh — 2&20t — 2d10:c + a1su + dlgu — 2b10u — blgut — 2b20ut

+2a17ux + (d21 — 023)uh + (2d22 + big + blo)u2 (547)
olmak tizere

—Co1 + 2d13 = a9 — bio, dig = dog = a17 = az =0
dp = ay1,a18 = b11,doe = —big — big = —2bay — by

19 = —C21 + 2d15 + blO, Co3 — blg — 3d21 (548)
bulunur. (5.18) belirleyici denkleminden,

do — 621h + 2d13h + dlol‘ + dlgu — dlout — 2d21Uh + d22U2 + 3d23h2
= Q11 — blgh + Cllgh - 2(1,20t — 2d10$ + ai18u + d12u - 2b10U - blgut — 2b20ut

—|—2a17ux + (dgl — CQg)'LLh + (2d22 + b18 —+ blo)u2 (549)
elde edilir ve buradan

—Co1 + 2d13 = a9 — bio, d1g = dog = a17 = az =0
dp = a11,a18 = b11,dee = —b1g — big = —2bay — by

a19 = —Co1 + 2d13 + big, ca3 = big — 3da (5.50)
elde edilir. (5.19) belirleyici denkleminden,

do — Cglh + dlzu — dgghz — (szo + b10)U2 = d() + (2d13 — Cgl)h

—I—bHu + d12U + (bIO — d22)u2 — b10U2 — dgluh - 2b20ut (551)
olmak iizere

—Co1 = di3,do1 = dag = 0,ba9 = 0, d2z = 2b1g (552)
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bulunur. (5.20) belirleyici denkleminden,
—bish + byt — ayou + bioux + asguh + 2bsgu® — 2bysh? = 0 (5.53)
seklindeki eigtik kullanilarak
bio = b1z = bag = baz = 0,a12 = a1 =0 (5.54)
bulunur. (5.21) belirleyici denkleminden,
a3 — by = 0 (5.55)

elde edilir ve buradan

a13 = b12 (556)

olur. (5.22) belirleyici denkleminden ise
—2@22 + blgu =0 (557)

olmak tlizere

blg = 2&22 (558)

esitligi elde edilir. by + dis = 201 — a3, dy = asg,a90 = ay,by; = a3 — az ,bg =
as,2a99 = ag olmak tizere sonsuz kiigiiklerin bagimli ve bagimsiz degigkenlerin
2.dereceden kuvvetleri cinsinden seri agilimi sonucunda 6-parametreli bir Lie
doniigiim grubu elde edilir, sonug olarak daha 6nce bulunan (5.36) ile gosterilen

Lie dontisiim grubuna yeni bir parametre eklenmis olur.

2
u
£ = (201 — ag)r + ot + ay — agh + ag—

2
gt = (Oél — Oég)t + a5 + agU
77h = 2041h
n" = oqu + g (5.59)

Seri acilimda parametreler oy, as, a3, ay, a5 olmak iizere sonsuz kiigiiklerin
kuvvetleri 1. dereceden alindigi takdirde 5- parametreli bir Lie dontigim
grubu [28,30], parametreler oy, as, as, g, as, ag olmak {izere sonsuz kiigiiklerin
kuvvetleri 2. dereceden alindiginda ise 6- parametreli bir Lie dontigim grubu
elde edilir. Ayni gekilde sonsuz kiigiiklerin kuvvetleri 3. dereceden alinarak seriye

acilmasi sonucunda ise a7 geklinde yeni bir parametre bulunur ve derecenin her
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artimina karsilik daha once bulunan Lie doniigiim grubuna yeni bir parametre
eklenir.

Sonsuzkiigiiklerin kuvvetleri 3.dereceden olan bir seri agilim igin,

. u? u? u?t
f = (20&1 — 063)1’ + ot + g — Oé@h + OJGE — Oé(;h + 066? — Oé7ht + 0677

' x
&= (g — az)t + as + agu + ayut — arg

h
nh =2a1h — 2047%
h 2

N =ou+ o - 2047§ - 047% (5.60)

seklinde 7-parametreli bir Lie dontigiim grubu elde edilir.
Sonsuzkiigiiklerin kuvvetleri 4.dereceden olan bir seri acilim i¢in ise asagidaki gibi

8-parametreli bir Lie doniigim grubu elde edilir.

u? u? h? u?
& = (201 — az)x + ast + g — agh + 5 — azht + aro- —aso + 2QSZ
3
& = (aq — a3)t + as + agu + agut — CY7§O£8Uh + agg
h
h—92a1h — 2a7u—
3
w2
n' = aiu+ ag — 2a7§ — a7g (5.61)

Sonug 5.1. Burada yapilan tiim islemlerden, s6z konusu kismi tiirevli diferansiyel
denklem sistemi i¢in sonsuz kiiciikler bagimhi ve bagimsiz degiskenlerin
kuvvetleri seklinde yazilarak seri ¢oziim uygulandig1 takdirde, sonsuz kiigiiklerin
degigkenlerinin kuvvetlerinin arttirilmasiyla elde edilen herbir agilimdan bu
denklem sistemi i¢in yeni bir parametre ve dolayisiyla yeni bir Lie dontigim
grubu bulunabilecegi goriilmektedir ve dolayisiyla tek tabakali sig su denklemleri
icin bulunabilecek simetri sayisinin sonsuz olabilecegi anlagilmaktadir. Ayrica
sonsuz kiciiklerin bagimli bagimsiz degigkenlerinin kuvvetleri cinsinden 2., 3.
ve 4. dereceden seriye acilmasi sonucunda elde edilen herbir simetri grubunun
literatiirde tek tabakali sig su denklemleri i¢in kullanilan simetri gruplarindan
farkli oldugu anlagilmigtir, dolayisiyla bu caligma igerisinde tek tabakali sig su

denklemlerini degismez birakacak yeni simetri gruplar: elde edilmistir.

5.2 Simetri indirgenmesi

Diizlem akimda tek tabakali sig su denklemlerinin indirgenmesi igleminde, 6nerme
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5.1'de (5.36) ile gosterilen 5- parametreli Lie simetri grubu kullanilsin. Dolayisiyla

bu simetri grubuna karsilik gelen sonsuz kiiciik iiretecler

0 0 0 0

0
2=y
0 0
— =+ =
Vs 63:+8u
0 0
o= 2 (5.62)
> T or ’

olur. Bu simetri grubuna sahip Lie cebiri Lj coziilebilir ise ele alinan tek tabakali
sig su denklemleri indirgenebilir demektir. Bunun i¢in tireteglerin Lie parantezleri
alinarak komutator tablosu olusturulur ve Lie cebirinin ¢oziilebilir olma sartini

saglayip saglamadigina bakilir.

Tablo 5.1: Simetri iireteclerinin Lie Parantezi tablosu

[%,%] | v V2 U3 V4 Vs
U1 0| —vg | —v3 0| —2v5
Vg | V9 0 Vs | —Us 0
V3 | v3 | —Us 0 0 0
Uy 0 (5 0 0] —ws
Vs | 205 0 0] —uvs 0

Tablodan da anlagildigr gibi Lie cebirinin herhangi bir alt kiimesi Lie parantezine

gore kapalidir ve ayn1 zamanda bir alt cebirdir. Yani Lj Lie cebiri ¢oziilebilirdir.

Bu durumda ele alinan simetri grubu igin iki sekilde indirgeme yapilabilir.
Bunlardan birincisi parametreler arasindaki iligkilerinin incelenmesi [31], ikincisi
ise bu simetri grubuna sahip L; cebirinin optimal sisteminin elde edilmesidir [9]

ve bu ¢aligma igerisinde iki indirgeme yontemi de kullanilmigtir.

40



Parametreler Arasmdaki iligkilerin incelenmesi 29,30]

1.kosul:

(7] # O, 2061 §£ (6% 7£ O, aq # (0% (563)

Bu kosul altinda ele alinan simetri grubunun karakteristik denklemi

dx dt du dh

= 5.64
Oégt + (2@1 — 04317) + Qy (Oél — ag)t + a5 au + o 2a1h ( )

seklindedir.

d dt
- = (5.65)
Oégt + (20&1 - OCgZL’) + Qy (Oél — Oé3)t + a5

denklemi ¢oziilerek benzerlik degiskeni

2022 — 0y (200t — a3z + ay) + aa(as — ast)][(ar — as)t 4 ap)@s— 200 @—as)™!

¢= a1 (201 — a3)
(5.66)
seklinde bulunur.
dt d
- (5.67)
(Oél — C(g)t + a5 o1u + o
ve buradan
ulw, ) = [(on = ag)t + ag =9 i(() — 2 (5.68)
1
olarak bulunur,
dt dh
= 5.6
(Oél — Oég)t + a5 2061]1 ( 9)
denkleminden ise
Wz, t) = [(o1 — as)t + as)?1 @179 ](() (5.70)

bulunur. Buradan (5.66), (5.68) ve (5.70) ifadeleri kullamlarak (2.24),(2.25)
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denklem sistemine karsilik gelen indirgenmis denklemler elde edilir.

0 1
% = [(as — 201)x — g — aot][(ay — ag)t + ag)es—3en)(@—aa)™!
Oh(w,t az(ar—az) ™17
B0~ gt R
8h($,t) _ [(051 _ 043)75 + a5](a1+a3)(a17a3)—1%/<g)
ot
Ou(x,t e
00— g - ag)t+ 0] ()
ou(w,t I -
ugxt, ) = [(oq —ag)t + 045]%(0”76“3) [1u(€) + (a3 — 2a1)x — ay — agt)U'(C)

(g —ag)t + a5)(a3_2a1)(a1_a3)71] (5.71)

olmak iizere denklem sistemine kargilik gelen indirgenmis denklemleri sirasiyla,

RO (C) + [(az — 201)C + TR () + 2a1h(C) = 0
[(a — 200)¢ + WO () + () + ari(¢) = 0 (5.72)

seklinde bulunur.

2. kosul:
] = 0, Oy = 0, a3 7é 0 (573)

Aymni gekilde, bu kogul altinda elde edilecek olan karakteristik denklem ise
dz dt du  dh

= = — 5.74
—a3r +a4 —ast+ aj 0 0 ( )
seklindedir.
d dt
SR (5.75)
—a3x 4+ Qy —ast + as
denkleminden benzerlik degiskeni
a
¢ = (a5 —az) e = =] (5.76)
a3



olarak bulunur.

dt du
= 5.77
—Oé3t + a5 0 ( )
olmak tzere
u(z,t) = u((Q) (5.78)
seklinde bulunur ve
dt dh
_ = — 5.79
—agt + ap 0 ( )
denkleminden
h(z,t) = h(C) (5.80)

elde edilir. Bulunan bu yeni degismezlerin = ve ¢t ye gore tiirevleri agagidaki

sekildedir,

% = (—ast+as)™!
% = [ogz — aq)(—ast + a5) 7
8hg;7 Y - (—ast +a5) R (C)
ah(@? g s — au](—ast + a5) ()
a“é? Y - (—ast + as) 7 U(Q)
au(af; D fagr — adl(—ast + a5) 2T (Q) (5:81)

Dolayisiyla elde edilen bu yeni degismezlere karsilik gelen indirgenmis denklemler,

BT (C) + as¢ + @R () =0
[asC + T(Q]T(C) + () =0 (5.82)

seklindedir.
3. kosul:

1] = 3,5 = O7 (0%} # 0 (583)
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seklinde alindig1 takdirde

d dt d dh
’ S - (5.84)
Oézt + o+ ay 0 au + Qo 20élh,
(5.84) karakteristik denkleminden
d dt
° _— (5.85)
OéQt + o+ oy 0
alimirsa buradan
¢=t (5.86)
bulunur. Ayrica
d d
’ - (5.87)
ot + o x + oy a1+ Qo
icin
u(z,t) = (aot + aqz + ay)u(C) — % (5.88)
1
ve
d dh
’ - (5.89)
aot + o +ay  20qh
icin
h(z,t) = (agt + arz + aq)?h(C) (5.90)

olarak bulunur. Burada elde edilen yeni degismezlerin x,t’ye tiirevlerine

bakildiginda

ac

5. =0

%o

ahe()? 2 20 (2 + ast + aa)h(C)

8h(@? ) 2as(ar + ast + ag)h(C) + (anz + ast + au) ()

auémx, D _ i)

8ug, 28 () + (en + ast + aq)u'(() (5.91)
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seklinde oldugu goriiliir. Bulunan bu yeni degigmezlere kargilik gelen denklemler,

(C) + 3oni(¢)A(C) = 0

() + an@*(¢) + 201 h(¢) = 0

seklindedir.
4. kosul:

az = 201,00 # 0

Bu durumda karakteristik denklemi,

dx dt du

dh

ast +ay  as— gt - a1+ Qg - 2001 h

olur. Buradan

ve
oot oo a0 + aso
C=x+—2—|— 225+(41252
elde edilir.
dt du

as — aqt U+ O

denkleminden

)In(as — aqt)

u(z,t) = [aot + u()] (s — ayt) ™

bulunur ve

dt  dh
a5 — Oélt N 20&1}7,

denkleminden ise

h(z,t) = (a5 — art) 2h(C)
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(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)



bulunur. Bu durumda yeni degismezlerin x,t’ye gore tiirevleri

9K _
5 = 1
¢ gt +ay
ot al—as
ahé? g (a5 — ) 2R (C)
6h(;t’ t) ~ (a5 alt)_?’[?alﬁ(o — (aot + a4)ﬁ’(()]
a“é? g (a5 — ant) 1T (C)
8“(;157 o _ (a5 — ant) anii(€) = (gt + aa)@(C) + azag]  (5.101)

seklinde bulunur. Buradan yeni degigsmezlere karsilik gelen denklemler,

R(OT(C) + [(¢) — aul W' (¢) + 201 h(¢) = 0
[@(¢) — au@(C) + 1 (C) + eni(¢) = 0 (5.102)

olur.

5. kosul:
a1 = (3 7£ 0, (673 7é 0 (5103)

ve bu kogul altinda ele alinan simetri grubunun karakteristik denkleminden elde

edilen yeni degismezler agagidaki gibidir.

dx B dt B du dh

= = = 5.104
at+ar+as a5 autoay 2a1h ( )
d dt
’ _— (5.105)
ast + axr + ay Qs
ve
_oqt t
(=e o [z + 0;—2 + (apas — agan)ai’?] (5.106)
1
olmak tizere
dt d
a9 (5.107)

as a1u + Qo
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icin

u(z,t) = e s a(¢) — & (5.108)
(€3]
olarak bulunur.
dt dh
= 5.109
(071 20&1}1 ( )
i¢cinse
h(z,t) = e o5 h(C) (5.110)
olarak bulunur ve Bu yeni degismezlerin x, t’ye gore tiirevleri
or
0 _aat
a—g = —e @ azl (T + ast + ay)
IGUB
h(z,t ot oyt~ ~
Oh@.0) W R(0) = (ne + ast + an)as W(Q)]
ot (673
ou(x,t)
t ot ~
8ugi, ) - a5 fane 5 (C) — (on + ot + aa)T(C) (5.111)
olarak bulunur. Buradan elde edilen indirgenmis denklemler
ash(Q)i(¢) + [as — ar(JH'(C) +201A(¢) = 0
s — a1 CJ (¢) + a5k (¢) + eni(¢) = 0 (5.112)

seklindedir.

5.2.1 Simetrilere Kargilik Gelen Optimal Sistemin Bulunmasi [9]

Bir diferansiyel denklemin, r > 1 boyutlu L, Lie cebirini kabul etmesi durumunda,
bu Lie cebirinin bir, iki, iig,... boyutlu alt cebirine karsilik gelen degismez
¢ozuimlerin bulunmas: gerekmektedir. Fakat boyle bir Lie cebirinin sonsuz sayida

alt cebiri bulunmaktadir. Bu cebirlerin belli denklik siniflar1 bulunarak herbir
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denklik sinifinin bir tiyesine karsilik gelen degismez ¢oziimlerin bulunmasi ile olasi
tim degismez ¢oziimlerin verilmesi miimkiin olur. L, cebirinin iki alt cebirine
kargt gelen degismez ¢oziimler, birbirlerine L, cebirine ait bir dontigiim grubu
yardimiyla dontigtiiriilebiliyorsa, bu iki alt cebir tarafindan yapilan indirgemeler
birbirine denktir denir. Bu sekilde tanimlanan bir denklik bagintisiyla denklik
siniflar1 bulunduktan sonra, bu simiflarin herbirinden bir temsilci alinarak, bu
temsilciye kargilik gelen degismez ¢oziimlerin bulunmasi yeterli olur. Bu denklik
siniflarindan birer temsilci alinarak yazilan listeye L, cebirinin optimal sistemi

denir. Optimal sistemin bulunmasi i¢in agagidaki teorem kullanilir.

Teorem 5.2.1.[9] L, cebirinin Ly ;= {v; } ve Ly = {vy} bir boyutlu alt cebirlerine

karsilik gelen indirgenmis ¢oztimlerin birbirine denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ad(exp(ev))vy = vy (5.113)

esitligini sagalayacak sekilde v € L, bulunmasidir. Burada, Ad(exp(ev))w
agsagidaki sekilde tanimlanan adjoint temsildir:

52

Ad(exp(ev))w = w — gfv,w] + E[U’ [v,w]] — ... (5.114)
Ayrica exp(ev) ise v simetri {iretecine (sonsuz kiiglik iiretece) kargiik gelen

dontigiim grubudur.

Ls; Cebirinin Optimal Sisteminin Elde Edilmesi [9]

Oncelikle bu Lie cebirine ait simetri tiretecleri su sekildedir:

0 0 0 0

_ 9
R
vy = tﬁ—l—ﬁ
7 "9r T ou

_ .9 .9
T T T e

0

= — A1

Vs am (5 5)
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Tablo 5.2: Tek tabakali sig su denklemlerinin simetri iireteclerinin adjoint temsil

tablosu
Ad(exp(ex)x* vy Vg Vg Uy Vs
o o € €5 vy | e¥us
U V1 — EVy Vg | V3 — EV5 | Uy + EVy Vs
U3 V1 — EV3 | Vg + €V5 Vs Uy Vs
Uy U1 e vy Vs V4 | € U5
Vs | U1 — 281)5 V9 V3 | Vg + EVs Vs

Ele alinan denklem sisteminin, optimal sisteminin bulunmasinda gerekli olan

Lie parantezi ve adjoint temsil tablolari, sirasiyla Tablo (5.2.1) ve (5.2.2)'de

verilmistir. Bu denklem sisteminin kabul ettigi simetri iireteclerinin en genel

hali

seklindedir.

v = B1v1 + Bovg + B3vs + Bava + P55

(5.116)

Optimal sistemin elde edilmesi icin (1, B2, 03, B4, O5 parametreleri bulunduklar:

kogullar altinda incelenir.

1. kosul: 5 # 0 hali i¢in B5 = 1 alinabilir.

v = B +e(Be — Bi)ve + Bsus + Bava + (1 — fse)vs

v = Ad(exp(eva)v) = v — efvg, v + o

v = 11+ Bavg + Bavs + Bavs + vs
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2!

v = U—€(51U2+ﬁ305—ﬁ4’l)2)+....

[vg, [v2,v]] + ...

(5.117)

esitliginde 3, = 1 ve € = B35 ' seklinde alinirsa v = Byv; + Bsvs + B4vy elde

edilir. Buradan

(Y
v

v

bulunur.

"

"

2

= Ad(exp(ev)v') = v —elvy, V] + =
= v —e(—F3v3) + ...

= [ivr + Bsefvs + Bavy

82

2!

[v1, [v1, V] + ...

(5.118)

e = In|fs| segildiginde (5 # 0 kogulunu saglayan tiim vektor alanlari ve
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v vektor alami kullanilarak yapilan indirgemelerin, (3¢ = k € {—1,0,1}
alinmas1 durumunda elde edilen v” = (iv1 + Kvs + B4v4 vektor alam

kullanilarak yapilan indirgemelere denk olacag: gortliir.
. kosul: B3 =0,y # 0 hali icin f5 = 1 alinabilir.

v o= (v 4 v2 + Bavs + B5Us
2

w = Ad(exp(ev)v) = v — elva, v] + %[Uz, [vg, v]] + ...

w = v—e(fivy — Pyva) + ...

w = ﬁ1U1 + (1 — (ﬁ4 — ﬁl)E)Ug + 551)5 (5.119)

esitliginde € = (B4 — B1) 7Y, B4 # By secilerek

2

W= Ad(exp(evs)w) = v — s, w]| + %[05, [vs, w]] + ...
W o= w— 6(2ﬁ1?}5 — 541)5)
W= [ror+ Bavs +e(Ba — 261 + B5)vs (5.120)

egitligi icin By = 20; — (5 alinmasi durumunda B3 = 0,83y # 0, 04 #
f1 kosulunu saglayan tiim vektor alanlart ve v vektor alani kullamlarak
yapilan indirgemelerin o’ = [iv; + [4v4 vektor alam kullamlarak yapilan

indirgemelere denk olacag1 goriiliir.

. kosul: By = B3 =0, 64 # 0 hali icin 4 = 1 alinabilir.

v o= (v + Bavy + Bsus
X = Ad(exp(evy)v) =v —elvg,v] + 2—2'[1)1, [v1,0]] + ...
X = v—¢e(—2Bs5v5) + ...
X = By + Bavg + Bse*us (5.121)

olmak {izere aym sekilde ¢ = %ln 35| seciminden f5¢* = k € {—1,0,1}

durumunda X = (v + (4vs + Kvs seklini alir.

Dolayisiyla v = [ivy + (svs + Bsvs ve v vektor alanlart kullamilarak
yapilan indirgemeler X vektor alani kullanilarak yapilan indirgemelere denk

bulunur.
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4. kogul:03 = B4 = 085 = 0, 81 # 0 hali i¢in $; = 1 alimabilir. Bu durumda

v = v+ Pavn

v = Ad(exp(evy)v) = v — efvy,v] + 2—2'[1)1, [v1,0]] + ...

T = v—e(fava) + ...

T = v+ (a2e0y (5.122)

esitliginden € = In 3, igin fee® = k € {—1,0,1} durumunda 7 = vy + Ky
seklinde bulunur. Buradan v = vy + fBavy ve v vektor alanlar: kullanilarak
yapilan indirgemelerin, v vektor alani kullanilarak yapilan indirgemelere

denk olacagi goriiliir.
5. kosul: By = B4 = 0,3 # 0 hali i¢in 3 = 1 alinabilir.

v = [ivr +vs+ Bsus

¥ = Ad(exp(evs)v) = v — elvs, v] + 2—2'[05, [vs,V]] + ....
¥ = v—e(20105) |
v

= [+ (B5 — 2e61) + v (5.123)

esitliginde ise € = b5 durumunda ¥ = $yv; + vs olur.

2/
2
¥ = Ad(exp(evs)d) =9 — elvg, 9] + %[03, [vs,J]] + ....
Vo= 99— 8(61?}3)
19/ = 511}1 + (1 — 651) + v3 (5124)

esitliginde ise ¢ = By ' almarak ¢ = (v, elde edilir.
Boylece v = (1v1 + v3 + Bsvs ve v vektor alanlart kullanilarak yapilan
indirgemelerin, 1" vektor alani kullamlarak yapilan indirgemelere denk

oldugu gortiliir.

Sonug olarak optimal sistem,

L(11,1 = b, Liz = fiv1 + Kug, L(ig = [1v1 + Bavs

LY, = Bivr + Bavg + kvs, LY 5 = Brvr + Kvs + By (5.125)

seklindeki beg tane cebirden olusacak gekilde bulunur.
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Optimal Sisteme Gére Indirgeme

1. Ly, Cebiri igin 1ndirgeme; LY, = pivr igin elde edilen karakteristik

denklem;

dx dt du dh

260z Git Piu 201k ( )
seklindedir. Buradan
dx dt
= 5.127
200 [t ( )
denklemi coziilerek benzerlik degiskeni
x
(= o (5.128)
seklinde bulunur.
dt dh
R 5.129
Bt 2610 ( )
karakteristik denkleminden
h(z,t) = t>h(C) (5.130)
bulunur.
dt du
—_— = 5.131
pit fru ( )
denkleminden ise
u(z,t) = tu(() (5.132)
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elde edilir. Bu yeni degigmezlerin z,t’ gore tiirevlerinden

9¢

L
o 2z
ot B
Oh(z,t)
L
oh(x,t) |~ 2x~,
Ou(x,t) i
("
0 2
Ml e - 2 (5.133)

elde edilir. Buradan yeni degismezlere karsilik gelen denklemler,

R(C)(C) + [a(¢) — 2¢]R'(C) + 2h(¢) = 0
[@(¢) — 2¢W(¢) + W(¢) + w(¢) =0 (5.134)

dir.

. L, Cebiri i(;in indirgeme; LY, = Biv1 + Kkvg igin elde edilen karakteristik

denklem,
d dt d dh
= == (5.135)
25137 ﬁlt + K 61’& Qﬁlh
seklindedir. Buradan
dz dt
= 5.136
251(13 ﬁlt + K ( )
denklemi coziilerek benzerlik degiskeni
x
= 5.137
= Gty (437
seklinde bulunur.
dt dh
= (5.138)
6175 + K 261}1
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denklemi ele alindiginda

h(z,t) = (Bit + k)*h (5.139)
bulunur.
dt du
Git+r B (5.140)
buradan ise
u(z,t) = (Bit + k)u(Q) (5.141)
olur.
% = (ﬁlt + 5)72
8C —Qﬁlfﬂ

ot (Bit + 1)

8h((9xx,t) _ o
8hg§’t) - (5_13%1)%/(0+251(51t+ﬁ)ﬁ(c>

auéi’t) = (Bt + )T

aug?t) = 5@(0—(5;2%2)25’(0 (5.142)

olmak iizere elde edilen yeni denklemler agagidaki gibidir,

RO (C) + [@(C) = 26: IR (C) + 26:h(¢) = 0
[@(¢) — 26T (€) + I (C) + Au(¢) =0 (5.143)

. L{ 3 Cebiri Icin Indirgeme; L 3 = Brv1 + Byvy icin elde edilen karakteristik

denklem
dx dt du dh
= = = 5.144
@5 —Bx (B — Bt B 26ih (5.144)
dir. Buradan
d dt
T = (5.145)

(261 = Ba)r (B — Ba)t
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denklemi ¢oziilerek benzerlik degiskeni

¢ = pt(Ba=281)(Br—Pa) ! (5.146)
seklindedir.
dt dh
- 5.147
(B1 =Bt 261k ( )
karakteristik denkleminden
h(z,t) = 2O =007 () (5.148)
bulunur.
dt du
- 5.149
(B — Bt Pru ( )
denkleminden ise
u(z,t) = =0T () (5.150)
olur.
% —  $(B1=281)(B1—Ba)
ox
% — —54 — 261:“5(254—351)(51—54)71
ot B — Ba
6h(m t) _ —17
’ —  Pa(Bi=Pa) " s
2 (©
Oh(z,1) T . T
) _ $BaB)Br=Pa) "y () — 22 2L 4(284=P1)(B1—Ba) " g/
ot 5 ) ©
au(*T?t) 1~
=t
< 7(0)
ou(z,t) B1 BB~ Ba—201 , o
L= L B0 T ) — ot~ 5.151
5 R (©) T (€) ( )

olmak iizere yeni degismezlere karsilik gelen denklemler,

G- 28

260~

h(Q)'(¢) + [u(C) 55 CJK(C) + @ _ﬁ4h(§) =0
[a(¢) - %1:2£1<]ﬂ’(() +1(C) + ﬂlﬁ_&ﬂ(() =0  (5.152)

seklindedir.
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4. L7, Cebiri Icin Indirgeme; LY, = [iv1 + Pavg + kus icin elde edilen

karakteristik denklem

dx dt du dh
= = = 5.153
@5 Brtn (Bt B 2Bk (5.153)
dir.Buradan
dx dt
— 5.154
(261 =Bz +rK (B — Ba)t ( )
denklemi ¢oziilerek benzerlik degiskeni
(= ((251 _ 64)1- + R)t(54—261)(:@1—ﬂ4)71 (5'155)
bulunur.
dt dh
= 5.156
Gh— Bt 20hh (5.156)
karakteristik denkleminden
h(z,t) = 2 =807 () (5.157)
olur.
dt du
= 5.158
(61— Bt fiu ( )
denkleminden ise
w(z, t) = O g (¢) (5.159)
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olur.

0 1

ai — (251 _ 54)15(@1—251)(51—54)

0 -2 1
8—5 = %1 — 5541 ((2@1 _ 64)$ + H)t(254*3»5'1)(51*ﬂ4)

Oh(z,t)  _ ssi-s)17
20— iy

Oh(x,t) Ba = 201 08— (8- 15
at - ((Qﬁl 54)1‘ + ’K”') ﬁl ﬁ4 h (C)
201 (gt B (51601
A He)
ou(x,t)
Ou(x,t) _ 6 Ba(B1—Ba) Y B 54 51
(5.160)
olmak ftizere, yeni degismezlere karsilik gelen denklemler,
7 ~ . ~ ﬁ 251 / Qﬁl 7 .
BQIT(Q) + (21 = BC) ~ H—"EW(O) + 55 H(O) =0
_ ~ 64 - 251 T ﬁ
(261 — Ba)u(C) — R CJu'(€) + (261 — B () + ) u(¢) =0
(5.161)
olur.
L Cebiri igin indirgeme; LYs = Bivy + kvs + B4y icin elde edilen
karakteristik denklem ise
dx dt du dh
(261 — o)z + Kt (B — Bt Piu+k 26k (5.162)
olur. Buradan
dz B dt (5.163)
(261 — Ba)z +wt (61— Ba)t .
denklemi ¢oziilerek benzerlik degiskeni
= (x+ it)t(ﬂr?ﬁl)(ﬁrﬁz;)_l (5.164)
B
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bulunur.

dt dh
— 5.165
(B1— Bt 261k ( )
karakteristik denkleminden ise
h(z, t) = 2007 () (5.166)
elde edilir.
dt du
— 5.167
(B — Bt Biu ( )
denkleminden
ula,0) = GO - o (5.168)
1
bulunur.
% — $(Ba=2B1)(B1—Pa) "
ox
¢ _ Ba=201 ea-ss@i-pnt _ K (ai-28)(i-) !
ot B — Ba B1 — Ba
6h(37 t) 8 _ —17
) — BBy
- ©
ah(a: t) 251 ~ 54 — 261 _ _3,)-17
’ _ h + t(Ba=261)(B1—=La)" "/
ot {51 — B4 (©) B — Ba (©)
K —17 -1
_ t—ﬂl (B1—PB4) h' t(ﬁ1+ﬂ4)(,31—ﬂ4)
) ()}
ou(w,t) 1,
au(x t) 1 _ 1. 54 — 261 _ K 1~
’ = PaBr=BO)" 3¢y — i EA— e y
ot B — Ba (©) B — Ba Br(B1 — 1) ©)
(5.169)

Buradan elde edilecek olan denklemler ise

(Bs— 204) 267 ~+

g ~ ~ 61 T —
h(¢)u'(¢) + [u(¢) + 3 7, ¢JR'(€) + 3 _ﬁ4h(<) 0
ia ﬁl(ﬂﬁl - 2/31) a{ 7 1 a o
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seklindedir.

Sonug olarak simetri indirgenmesi esnasinda uygulanan iki yontem karsilastirilacak
olursa, optimal sistemden elde edilen her bir denklem sistemi icin kullanilan
parametreler, birinci yéntemde yer alan birinci kogul altinda elde edilen (5.71)
denklem sisteminde kullanilan parametreler cinsinden yazildigi takdirde, (5.71)
denklem sistemi ile Lj cebirinin optimal sisteminden elde edilen denklem sistem-
lerinin birbirine benzer olacag1 gortlir. Her iki yontem ile elde edilen indirgenmis
denklemler karsgilagtirilacak olursa parametreler arasi iligkilerin incelenmesi sonu-

cunda daha genel indirgenmis denklemlerin bulunabildigi gortliir.

5.3 Benzerlik Cozumleri

Bu boliimde elde edilen (5.72), (5.82), (5.102), (5.112) denklem sistemlerinin ben-
zerlik ¢oztimleri grup parametrelerine birtakim degerler verilerek arastirilmigtir.
Burada Lie grup analizinin boyut analizinin bir genellestirilmesi oldugunu gostermek
amaciyla grup parametrelerine verilen degerler, tek tabakali sig su denklemlerinin
boyut analizi kullanilarak elde edilen daha onceki ¢alismalardaki benzerlik form-
larina uygun sekilde alinmistir ve bu formlar icin elde edilen benzerlik ¢oziimleri
literatiirde varolan c¢oziimlerle karsilagtirilmigtir.

Oncelikle (5.72) denklem sistemini gozoniine alalim

1.kosul: a1 = —1, as,ay, a5 =0, az = —4 seklinde alindig1 takdirde

T

u(,t) = 7 B(C) b, t) = £2PR(C). ¢ = g

(5.171)

olarak bulunur. Buradaki degerlerin boyut analizi kullamlarak bulunan (3.10)
ifadesindeki degerlerle ayni oldugu goriiliir. (5.72) denklem sisteminde yukaridaki

parametreler kullanmilacak olursa

d%[?z(oa(c) —2Gh(C)] =0
[@(¢) — 2¢J7(¢) — () + H'(¢) =0 (5.172)

elde edilir.

Degisken bir akimin olmadigi durumda: Béliim 2’de bahsedilen (2.31) simir kogulu
alinmigtir. Bu kogullar altinda (5.172) denklem sistemi E(C)ﬁ(g‘) — 2(71(() =0
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icin E(C ) # 0 olmasi kosulu altinda (’ya gore integre edildiginde
U(¢) = 2¢,h(¢) = ¢ + hy (5.173)

seklinde benzerlik ¢oziimleri bulunur. Buradan verilen sinir kosullar1 altinda

olugsan yergekimi akimlarinin grafikleri

4.00 8.00

3.00 —H 6.00 —

2.00 —H 4.00 —

1.00 — 2.00 —

0.00 T I T I T I T I T 0.00 r

0.00 0.40 0.80 Z 1.20 1.60 2.00 0.00 0.40 0.80 Z 1.20 1.60 2.00

Sekil 2: Degisken Bir Akimin Olmadigi Durum

seklinde gosterilir. Burada @(¢), h(¢) ifadeleri sekil iizerinde U ve H olarak
gosterilmigtir ve gekil 2’den akimin hizinin ('min aldig1 degerlere gore lineer
olarak arttigi goriiliir ve akimin derinliginin de ('nin aldigi degerlere gore arttig
anlagilmaktadir. Burada elde edilen benzerlik ¢oziimleri, tek tabakali sig su
denklemlerine t'nin biiyiik degerleri i¢in uygulanan rélaksasyon yontemi ile elde
edilen ¢oziimleriyle aynidir.

2.kosul :a; =1, as,a4,a5 =0, az = —1 seklinde alindig1 takdirde

u(z,t) = t2U(C), h(x, t) = th(C), ¢ = KZ; B (5.174)

olarak bulunur.
Degisken bir akimin oldugu durumda: u(0,t) = t*/2ug, h(0,t) = thy seklinde smir

kogullar1 alinsin. Bu durumda (5.72) denklem sistemi belirtilen kogul altinda
RO (€) + [a(¢) = 3¢IH'(¢) + 2h(¢) = 0
(@) = 3Q(Q) = w() + W'(Q) = 0 (5.175)
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seklinde bulunur. Elde edilen denklem sistemi lineer olmayan bir adi diferansiyel
denklem sistemidir. Bu durumda bir benzerlik ¢oziimiine ulagabilmek igin bir
sayisal ¢oziim yonteminin uygulanmasi gerekir.

Bu calismada, elde edilen diferansiyel denklemlerin ¢oztimiinde 4. dereceden
klasik Runge-Kutta yontemi kullanmilmigtir [38-40]. Sayisal analizde Runge-Kutta
yontemleri, adi diferansiyel denklemlerin ¢oziim yaklasimlar: icin kullanilan
yontemlerden biridir. Bu yontem 1900°li yllarda C. Runge ve M.W. Kutta adl
matematikciler tarafindan geligtirilmistir. RK4 veya Runge-Kutta yontemi olarak
adlandirilan Runge-Kutta yontemler ailesinin bu iiyesi sikca kullanilir.

Agagidaki gibi tanimlanan bir basglangic deger problemini ele alalim.
v =fty), ylte) =yo, a <to <D (5.176)
ve bu problem icin RK4 yontemi asagidaki denklemlerle verilir.
h
Yntl = Yn + g(lﬁ + 2k + 2k3 + ky) (5.177)

Burada h problemin ¢oziimiinde kullanilacak olan adim sayisidir ve h = (b — a)/n
'dir.  k; arahgin baglangicindaki egimi gosterir ve k1 = f(t,,y,) dir. ko
araligin orta noktasindaki egimidir, ko = f(¢t, + h/2,y, + k1/2) seklindedir.
ks yine orta noktadaki egimdir ve ks = f(t, + h/2,y, + ko/2) seklindedir. k4
araligin sonundaki egimi gosterir, y degeri ve ks egimi kullamlarak bulunur,
ky = f(t, + h,y, + ks3)'dir. Boylece bir sonraki y,,1 degeri o anki y, degerine

h araliginin biiyiikliigiiyle tahmini egimin carpiminin eklenmesiyle elde edilir.
ki + 2ky + 2ks 4 ky

6
ifade edilir. Yukarida ifade edilen RK4 yoéntemi (5.175) denklem sisteminin

Bu egim, egimlerin agirlikli ortalamasidir ve m = olarak
¢oziimiuni elde etmek icin kullanilmak istendigi takdirde gerekli hesaplamalarin
yapilabilmesi icin bilgisayar programina ihtiya¢ duyulur. Bu calismada RK4
yontemi ve Fortran dili kullanilarak sayisal ¢oziimler elde edilmistir [40]. (5.175)

denklem sistemi

[1 — 2(Ja(¢) — 2h(¢)
h(¢) = [a(¢) — 3¢J?

o - _[(¢) = 6¢JA(¢) (5.178)

h(¢) — [u(¢) — 3¢]
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haline getirebilir. Bu denklem sisteminin 1 < §, < 2 durumu igin elde edilen

sayisal ¢oztimleri Qekil 3’te gosterilmistir,

4.00 4.00
2.00 —§ 0.00 —|
0.00 — -4.00 —|
200 = \ N
-4.00 : I : I : -12.00 : I : I :
0.00 1.00 4 2.00 3.00 0.00 100 2.00 3.00

Sekil 3: Degisken Bir Akimin Oldugu Altkritik Durumda

sekil 3’ten verilen sinir kogullar: altinda akimin hizinin ve derinliginin {'nin aldig
degerlere gore azaldigi goriiliir.

§o > 2 superkritik durumu igin elde edilen sayisal ¢oziimlere bakilirsa

4.00 2.00

N :

1.00 —

0.00 —

U 0.00 —|

-4.00 —

-1.00 —

7 \

-8.00 :

T Z T T T I T I T -2.00 T T T T T
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00 0.00 1.00 Z 2.00 3.00

Sekil 4:Degisken Bir Akimin Oldugu Stiperkritik Durumda

seklinde oldugu goriiliir ve elde edilen grafiklerden, verilen sinir kogullar1 altinda

akimin hizininn ve derinliginin ('nin aldigi degerlere gore azaldigi anlagilmaktadir
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3. kosul oy = —1, ag = =5, as, ay, a5 = 0 alindig1 takdirde

T

w(z, t) = t7V4G(C), h(x, t) = t7Y2h((), ¢ = b7

(5.179)

seklinde bulunur. Burada b sabit bir sayidir.
Degisken bir akimmn oldugu durumda: u(0,t) = t~Y%ug, h(0,t) = t~1/2h,
seklinde sinir kogullarimin oldugu varsayilsin. Bu durumda (5.72) denklem sistemi

belirtilen kosul altinda;

(O (¢) + [(¢) = 3¢IA'(¢) = 2h(¢) = 0

[@(¢) = 3¢J@(¢) —u(¢) + '(¢) =0 (5.180)
seklinde bulunur. Buradan (5.180) denklem sistemi

@ (¢) — 2h(¢) — 3¢a(¢)
h(¢) = [a(¢) = 3¢

e — 0 =6 (5.181)

h(¢) — [u(¢) — 3¢]?

haline getirilir.

Buradan bu denklem sisteminin 1 < §, < 2 durumunda

2.40 1.60

2.00 —H
1.20 —

1.60 —

H
U B 0.80 —

1.20 —H

0.40 —

0.40 T I T I T 0.00 T I T I T
0.00 100 2.00 3.00 0.00 100 ( 2.00 3.00

Sekil 5:Degisken Bir Akimin Oldugu Altkritik Durumda

sekil H'te gosterildigi gibi sayisal ¢oziimler elde edilir. Buradan akimin hizi ve

derinliginin verilen siir kogullar1 altinda ¢'nin aldig1 degerlere once azalip daha
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sonra arttigr goriliir.

Degisken bir akim girigi oldugu varsayildigi takdirde alinan sinir kogullar1 altinda
$o > 2 durumunda Sekil 6 ile gosterilen sayisal ¢oziimler elde edilir. Sekil 6’dan
altkiritik durumda oldugu gibi akimin hizinin ve derinliginin ¢ < 0.5’ degerlerine

kadar azalip daha sonra arttigi anlagilmaktadir.

4.00 3.00

3.00 —H 2.00 —

2.00 —H 1.00 —H

1.00 —H 0.00 —

0.00 T T T T T -1.00 T T T T T

0.00 1.00 Z 2.00 3.00 0.00 1.00 Z 2.00 3.00

Sekil 6:Degisken Bir Akimin Oldugu Stiperkritik Durumda

(5.82) denklem sistemi i¢in, ag = —1, «a,a9,4,a5 = 0 seklinde alindig
takdirde E(C),%(C),C degiskenleri, ii¢linci boliimde boyut analizi yaklagimiyla
elde edilen (3.10),(3.18),(3.22) ifadeleriyle ayn1 hale gelir. (5.82) denklem sistemi,
(3.27), (3.28) ile gosterilen denklem sistemine doniigiir.

Sabit bir akimin oldugu durumda: u(0,t) = ug, h(0,t) = ho sinir kogullar: alinirsa
tiglincii boliimde (3.40) ve (3.42) ile gosterilen ¢oztimlerinin elde edilecegi goriiliir
ve (3.42) ile gosterilen benzerlik ¢oziimlerine sahip yergekimi akimlar1 agagidaki

grafiklerde gosterilmistir.

1 < 3§, < 2 durumunda
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2.40 1.80

1.70 —
2.20 —H

1.60 —

2.00 —H E

1.50 —

1.80 —

1.40 —

1.60 T I T I T I T I T 1.30 T I T I T I T I T
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 0.00 2.00 4 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil 7: Sabit Bir Akimin Oldugu Altkritik Durumda

To > 2 durumunda

3.60 2.00
3.20 -
1.60 -
2.80 — H |
1.20 —|
2.40
2.00 T I T I T 0.80 T I T I T
0.00 1.00 14 2.00 3.00 0.00 1.00 4 2.00 3.00

Sekil 8: Sabit Bir Akimin Oldugu Siiperkritik Durumda

Sekil 7 ve sekil 8'de, verilen sinir kogullari altinda akimin hizinin degismedigi
gosterilmigtir.  Ayrica tgiincii bolimde (3.27), (3.28) ile gosterilen denklem
sistemi i¢in degisken bir akim girigi oldugu varsayilarak elde edilen (3.40) ile
gosterilen benzerlik c¢oziimlerinin grafikleri ise asagidaki sekilde gosterilmistir.

1 < 3§, < 2 durumunda
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5.00 80.00

4.00 — 60.00 —
U H
3.00 — 40.00 —

2.00 —H 20.00 —

1.00 T T T T T T T 0.00 T T T T T T T T T

o

0.00 1.00 Z 2.00 3.00 4.00 0.00 2.00 4.00 Z 6.00 8.00 10.00

Sekil 9: Degisken Bir Akimin Oldugu Altkritik Durumda

To > 2 durumunda

7.00 8.00
6.00 — 6.00 —
5.00 — 4.00 —
4.00 — 2.00 —
3.00 —H 0.00 —
2.00 T T T I T T T -2.00 T T T I T T T
0.00 1.00 Z 2.00 3.00 4.00 0.00 1.00 Z 2.00 3.00 4.00

Sekil 10: Degisken Bir Akimin Oldugu Siiperkritik Durumda

elde edilir. Sekil 9 ve sekil 10’dan belirtilen smir kosullar1 i¢in ('min aldig
degerlere gore akimin hizinin lineer olarak arttigi ve buna bagh olarak akimin
derinliginin de arttigi goriiliir.

(5.100) denklem sistemi igin, a1 = —1, ao, oy, 5 = 0 seklinde alindigr takdirde

w(z,t) =t U(C), h(z,t) =t 2h((), ¢ == (5.182)
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olarak bulunur.

Degisken bir akim oldugu durumda: u(0,t) = tug, h(0,t) = t*hg seklinde simir

kogullarmin oldugu varsayilsin. Bu durumda (5.100) denklem sistemi belirtilen

kosgul altinda

seklinde bulunur ve (5.185) denklem sisteminden

S~ T(0) = 2h(Q)
= o

=, W(Oh(Q)

h = — —
© w(¢) = h(C)

bulunur. Buradan 1 < §, < 2 durumunda

5.00

4.00 —

3.00 —

2.00 —

R(OW(C) + TR (C) — 2h(¢) =0
WUOT () —u(C) +H(C) =0

(5.183)

(5.184)

1.00

0.80 —

0.60 —

0.40 —

0.20 —

Sekil 11: Degisken Bir Akimin Oldugu Altkritik Durumda

To > 2 durumunda
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8.00 2.00

1.60 —

6.00 —

1.20 H

4.00 — —

0.80 —f

2.00 —H
0.40 —

Sekil 12: Degigken Bir Akimin Oldugu Siiperkritik Durumda

seklinde sayisal ¢oziimler elde edilir. Sekil 11 ve gekil 12 incelenicek olursa
verilen sinir kosullar1 altinda (’'nin aldig1 degerlere gore akimin hizinin lineer
olarak arttigi, derinliginin ise azaldigi goriiliir. Buradan (5.72), (5.82), (5.102)
denklemleri i¢in yukarida bahsedilen benzerlik ¢oziimlerinin literatiirde varolan
boyut analizi kullanilarak elde edilen benzerlik ¢oziimleriyle ayni oldugu goriiliir
[24,25,26].

(5.112) denklem sistemi i¢in, oy = ag, a5 = 1 g, g = 0 geklinde alindigy takdirde
u(@, t) = €u(C), Mz, t) = e*h((), ¢ = e 'z (5.185)

olarak bulunur. Burada elde edilen benzerlik formlar: boyut analizi yaklagimiyla
elde edilen benzerlik formlarindan farkli yapidadir ve dolayisiyla degigsken bir
akim girigi oldugu varsayilarak incelendigi takdirde agagidaki gibi yeni benzerlik
coziimlerinin elde edilebilecegi goriiliir.

Degisken bir akim oldugu durumda: u(0,t) = e'ug, h(0,t) = e*hq seklinde siir

kosullar1 oldugu varsayildiginda (5.112) denklem sistemi,

R (C) + [(¢) — CI'(C) + 2h(¢) = 0
[@(¢) — ¢l (¢) +u(¢) + H(¢) =0 (5.186)
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seklinde bulunur ve (5.186) denklem sisteminden

@ (¢) = Ca(¢) — 2h(¢)
h(¢) = (a(¢) = ¢

u(¢) =

O - a(Q)h(¢) — 2¢h(Q) (5.187)

h(¢) — (u(¢) = ¢)?

yazildig1 takdirde sayisal ¢oziimler,

1 < §s < 2 durumunda

3.00 2.00

2.00 —H

1.00 —H

1.00 —

0.00 —

0.00 —

-1.00 —H

5

-2.00 T T T T T T T T T -1.00 T T T T T T T T T
0.

o

0 0.40 0.80 1.20 1.60 2.

o

0 0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00

Sekil 13: Degisken Bir Akimin Oldugu Altkritik Durumda

To > 2 durumunda

4.00 2.00

2.00 — 1.00 —

0.00 — 0.00 —

s

-2.00 —H -1.00 —H

-4.00 T T T T T T T T T -2.00 T T T T T T T T T
0.

=3

0 0.40 0.80 1.20 1.60 2.

=3

0 0.00 0.40 0.80 Z 1.20 1.60 2.00

Sekil 14: Degisken Bir Akimin Oldugu Siiperkritik Durumda
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seklinde bulunur. Burada gosterilen Sekil 13 ve Sekil 14 incelendiginde verilen
sinir kogullar1 altinda, ('nin aldigir degerlere gére akimin hizinin ve derinliginin

giderek azaldig1 goriiliir.
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. SONUC VE TARTISMALAR

e Lie grup teorisi, bu ¢aligma igerisinde Boyut Analizinin bir genellegtirilmesi
olarak ele alinmigtir ve bu caligmada mevcut tanimi ve kapsami verilen

problem Lie grup analizi kapsaminda literatiirde ilk defa incelenmistir.

e Bu caligma icerisinde tek tabakali sig su denklemleri i¢in yeni Lie simetri
gruplart bulunmustur ve elde edilen yeni simetri gruplarindan yola cikarak
tek tabakali sig su denklemlerinin Lie simetri sayisinin sonsuz olabilecegi

goriigline varilmigtir.

e Simetri indirgemesi i¢in kullanilan yontemlerden; optimal sistem ile yapilan
indirgeme iglemlerine gore parametreler arasindaki iligkiler bulunarak
yapilan indirgeme islemleriyle daha genel formda indirgenmis denklemlerin

elde edilebilecegi anlagilmigtir.

e Bu tezde degisken akiml yercekimi akimlarinin benzerlik ¢oztimleri Lie
grup analizi altinda incelenerek boyut analizi altinda elde edilen benzerlik
degiskeninden farkli benzerlik degiskenleri ve buna bagh olarak grup
parametrelerinin bazi1 6zel degerleri icin farkli benzerlik ¢oztimlerinin elde

edilebilecegi gosterilmigtir.
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EK A
5. boliimde bahsedilen indirgenmis denklemlerin ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in

yazilan Fortran programi asagida gosterilmistir.

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
f1(x1,yy1,yy2)=((1-2%x1) *yy1l-2%yy2/ (yy2- (yy1l-3*x1) ¥*2)
£2(x1,yy1,yy2)=((yyl-6%x1) *yy2) / (yy2- (yy1-3*x1) **2)

OPEN(61,FILE=’ss01.DAT’)
y1=2.3456d0
y2=1.659d0
h=0.0002
DO 10 J=1,10000
AJ=J
x1=h*AJ
akl1=h*f1(x1,y1,y2)
ak12=h*f2(x1,y1,y2)
ak21=h*f1(x1+h/2.,yl1+ak11/2.D0,y2+ak12/2.D0)
ak22=h*f2(x1+h/2.,yl+ak11/2.D0,y2+ak12/2.D0)
ak31=h*f1(x1+h/2.,y1+ak21/2.D0,y2+ak22/2.D0)
ak32=h*f2(x1+h/2.,y1+ak21/2.D0,y2+ak22/2.D0)
ak41=h*f1(x1+h,yl+ak31,y2+ak32) ak42=h*f2(x1+h,yl+ak31,y2+ak32)
y1=y1+(ak11+2.D0%ak21+2.D0*ak31+ak41)/6.D0
y2=y2+(ak12+2.D0%*ak22+2.D0*ak32+ak42) /6.D0
WRITE(61,11)x1,y1,y2
FORMAT (f12.5,F12.8,F12.8,F12.8,F12.8)
STOP
END

Burada bahsedilen Fortran programi, (5.178) denklem sisteminin 1 < §, < 2
durumda c¢oziimlerini elde edebilmek icin yazilmigtir. y1,y2, 21 degiskenleri

sirastyla u(¢ ),ﬁ(( ), ¢ degiskenlerine kargilik gelmektedir.
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