20. ULUSAL MEKANIK KONGRESI
l 05 - 09 Eylol 2017, Uludag Universitesi, Bursa

NLS VE NLSM YONETICI DENKLEMLERININ SOLIiTON
COZUMLERININ KARSILASTIRILMASI

Mahmut Bagc1! ve Nalan Antar?
Y[stanbul Bilgi Universitesi, Bilgisayar Teknolojileri Béliimii, Istanbul
2ITU Matematik Miihendisligi Béliimii, Istanbul

GIRIS
Dogrusal olmayan dalgalar, fizik ve matematigin alt disiplinlerinde 6nemli yer tutan bir
konudur. Dogrusal olmayan dalga denklemlerinin ¢oztimleri kararli lokalize dalga (soliton)

olabilecegi gibi sinirli zamanda (veya mesafede) patlayan (blow-up) veya c¢oken (collapse)
soniimlii dalga olabilir.

Fiziksel yapist (goriinimii ve formu) bozulmadan sabit bir hizla yayilip kendi kendini
besleyen tekil dalgalara soliton denir. Solitonlar, fiizksel etkilesimler (¢arpisma) sonucunda
faz kaymasi disinda herhangi bir degisime ugramadan harcketlerine devam ederler.
Literatiirde birgok dalga denkleminin lokalize dalga ¢oziimlerinin (soliton) oldugu
kanitlanmistir. Bu dalga denklemlerine 6rnek olarak Korteweg-de Vries (KdV) denklemi,
dogrusal olmayan Schrédinger (NLS) veya siniis- Gordon denklemi gosterilebilir [1-3].

MODEL

NLS denklemine ikinci dereceden (kuadratik) katkilar dahil edildiginde NLSM sistemi elde
edilmektedir. NLSM Sistemi bir potansiyelin varliginda asagidaki sekilde tanimlanir [4].
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burada u(X,y,z) birinci harmonigi, ®(X,y) kuadratik etkileri gostermektedir. p ile v
kullanilan malzemenin (ortamin) fiziksel 6zelliklerine gore degismektedir. o <0 durumunda
su dalgalart, p>0 durumunda elektromanyetik dalga c¢oziimleri elde edilir (p=0
durumunda NLS denklemi elde edilir). V(x,y) dis potansiyeli gostermektedir. Bu ¢alismada
diizenli, periyodik bir potansiyel kullanilmistir [5].

Son zamanlarda diizenli ve diizensiz potansiyellerin varliginda NLS denkleminin soltion
coziimleriyle ilgili ¢ok sayida caligma yaymlanmistir [1-3]. Fakat NLSM sisteminin bir dis
potansiyelin varligindaki ¢o6ziimleri ile ilgili sinirli sayida ¢alisma bulunmaktadir. NLS
denklemi ve NLSM sistemlerinin yoneticiliginde elde edilen ¢oziimlerin dalga dinamiklerinin
karsilastirildig1 herhangi bir calisma bulunmamaktadir.
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Bu c¢alismada, NLS denklemi ve NLSM sisteminde bir potansiyelin varliginda soliton
¢ozlimler incelenip karsilastirilmigtir. (1) denklemindeki periyodik V(x,y) potansiyel

asagidaki matematiksel formda tanimlanmaktadir [5].

fei(kxx+kyy)

n=0

2

V
V(xy)=1z

burada V, potansiyel derinligini (genligini) belirleyen katsayidir. Potansiyel frekans1 kx = ky =

2r olarak belirlenmistir. N=2,3,4,6 durumlarinda diizenli periyodik potansiyeller, N=>5,7
durumlarinda yar1 kristal potansiyeller elde edilmektedir. Bu c¢alismada N=4 durumuna
karsilik gelen periyodik potansiyel incelenecektir. Bu potansiyele ait {istten goriliniis ve
diyagonal kesit Sekil 1°de gosterilmistir.
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Sekil 1. Periyodik potansiyelin (N=4 i¢in) (a) listten goriiniisii; (b) diyagonal kesiti.

SAYISAL YONTEM

Potansiyel eklenen NLS ve NLSM denklemlerinin kesin analitik ¢oziimleri 6zel durumlar
disinda elde edilememektedir. Bu nedenle ele alinan problemin sayisal yontemlerle ¢oziilmesi
gerekmektedir. Bu denklem sistemlerini ¢dzmek igin literatiirde Spektral Renormalizasyon
(SR) metodu olarak bilinen Fourier transformu iizerine kurulu yéntem kullanilacaktir [5].

Coziim elde etmek i¢in NLSM sistemi Fourier uzayinda ele almip, u= f (x,y)e™ ¢dziim

onerisi ile dogrusal olmayan terime gore bir yakinsama faktorii belirlenir. Belirlenen bu
yakinsaklik smirina ulasana kadar dongii yinelenir, bu calismada yakinsama kosulu 107
olarak belirlenmistir.

Sayisal ¢6zlim i¢in kullanilan Gaussian baslangi¢ kosulu asagidaki sekildedir.

ML x+xn2+ +n2
WO(X,y,O):Ze A[( ) +(y Y)} (2)

n=0

Burada x,,y, solitonlarin potansiyel lizerindeki yerini, M soliton sayisini belirlemek igin
kullanilir. A degeri, solitonu potansiyel iizerinde belirlenen yere odaklamak icin kullanilir.

Calismada, aksi belirtilmedik¢e v =1, #=-1, A=1ve (potansiyelin oldugu durumlar i¢in)
V, =12.5 olarak kullanilmustir.
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KARARLILIK ANALIZi

SR yontemiyle temel solitonlar sayisal olarak elde edildikten sonra bu solitonlarin dogrusal
olmayan kararliliklar1 incelenmistir. Soliton giicii, kararliligin belirlenmesinde énemli bir yol
gostericidir, bu nedenle kararlilik analizinin ilk asamasinda soliton giicleri belirlenmistir.
Vakhitov-Kolokolov (VK) kararlilik kriterlerine gére NLS denklemi solitonlarinin kararl
olabilmesi i¢in soliton giiciiniin (P), 6zdeger (u) arttikca azalmasi (egim kosulu) ve soliton
glictiniin kritik deger (Pc) olan 5.85’ten kii¢iik olmasi gerekir [7].

Gii¢ analizi sonrasinda NLSM denklemindeki ikinci derece tiirevler (uxx Ve Uyy) sonlu farklar
yontemiyle dogrudan ¢oziiliip solitonlar dordiinci dereceden Runge-Kutta yontemiyle
ilerletilerek soliton kararliliginin sayisal analizi yapilmistir [2,3].

Potansiyelin oldugu durumlarda bagslangi¢c kosulu merkeze en yakin minimuma odaklanarak
elde edilmistir. Bunun igin baslangig¢ kosulunda (2) X, = 7, Y, =Oolarak segilmistir. Onceki

calismalar maksimuma odaklanan solitonlarin giic kosullarini saglamadigini ve kararsiz
oldugunu gostermektedir [1,3].

SOLITONLARIN VARLIGI

Bu boliimde, NLS ve NLSM yonetici denklemlerinin bir potansiyelin oldugu ve olmadig
durumlarda soliton ¢oziimlerinin var oldugu gosterilmis ve ¢Oziim araliklarinin belirlendigi
bant yapisi (band-gap) ortaya konmustur.

NLS denklemi (o =0) ve NLSM sistemleri (p =0.5 ve p =1) igin birinci dogrusal olmayan
bant yapisi Sekil 2°de gosterilmistir. Burada, SR yonteminde potansiyel derinligi V, sabit bir
deger olarak secilip yayilma sabiti u arttirllmaktadir. Yakinsakligin saglanamayip soliton

gorilintiisiin bozulmaya bagladig1 yer band ve gap arasinda sinir olarak belirlenmistir. Gap
kismi1 yakinsak ¢oziim elde edilen aralig1 gostermektedir.
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Sekil 2. NLS denklemi ve NLSM sistemi i¢in bant yapilari.
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Sekil 2’den goriilebilecegi gibi NLS denkemi ve NLSM sistemi i¢in birinci dogrusal olmayan
bant yapisi ¢ok benzer 6zellikler tasimaktadir.

SR yontemi kullanilarak, o =0 ve p =1li¢in potansiyelin minimumuna odaklanan baglangi¢
kosuluyla elde edilen solitonlar sirasiyla Sekil 3 ve Sekil 4’te gdsterilmistir.
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Sekil 3. NLS denkleminde ( p = 0) periyodik potansiyelin minimumuna odaklanan temel
solitonun (a) 3 boyutlu goriiniisii; (b) Ustten goriiniisii.
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Sekil 4. NLSM sisteminde ( p =1) periyodik potansiyelin minimumuna odaklanan temel
solitonun (a) 3 boyutlu gériiniisii; (b) Ustten goriiniisii.

Sekil 3 ve Sekil 4 karsilastirildiginda benzer yapiya sahip iki temel solitonun elde edildigi
goriilmektedir. Burada goze carpan onemli fark solitonlarin genlikleriyle ilgilidir, NLSM
sistemi i¢in elde edilen temel solitonun genligi, NLS denklemi i¢in elde edilen solitonun

genliginden daha biiyiiktiir.

Benzer sekilde p=0.5 degeri ve potansiyelin olmadigi (V,=0) durumlar i¢in temel

solitonlar elde edilmistir.
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KARARLILIK ANALIZI

Bu boliimde, NLS denklemi ve NLSM sistemi i¢in elde edilen soltionlarin dogrusal olmayan
kararlilik analizi yapilmistir. Solitonlarin ilerlemeye bagl kararliliklart incelenmeden 6nce
soliton giicli analizi yapilmistir (Bkz. Sekil 5).
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Sekil 5’teki gii¢ analizi incelendiginde, soliton giiciiniin her durum igin 6zdegere bagl olarak
azaldigi (egim kosulunun saglandigi) ve NLSM sistemleri i¢in soliton giicliniin NLS
denklemine gore daha biiyiik oldugu goriilmektedir.

Dogrusal olmayan kararlilik analizini gergeklestirmek i¢in temel solitonun sekli, potansiyel
iizerindeki yeri ve en biiyiik genlik degeri ilerlemeye bagli olarak gdzlenmistir. Sekil 3 ve
Sekil 4’te elde edilen temel solitonlarin dogrusal olmayan kararliliklar1 sirastyla Sekil 6 ve
Sekil 7°de gosterilmistir.
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Sekil 6: NLS denklemi (p =0) icin elde edilen temel solitonun ilerleyisi sirasinda (a) Ustten
goriiniisii; (b) En biiyiik genlik degeri.
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Sekil 7: NLS sistemi ( p =1) i¢in elde edilen temel solitonun ilerleyisi sirasinda (a) Ustten
goriiniisii; (b) En biiyiik genlik degeri.

XX. Ulusal Mekanik Kongresi 895



Bagci! ve Antar?

Sekil 6 ve Sekil7’de goriildiigii gibi, her iki durum icin temel solitonun ilerleyisi sirasinda
potansiyel iizerindeki yeri ve fiziksel yapist degismemis, en bliylik genlik degeri ¢ok kiiclik
salimimlar yapmistir. Bu durum, NLS denklemi ve NLSM sistemi i¢in periyodik potansiyelin
varliginda temel solitonun dogrusal olmayan kararliligin1 gostermektedir.

Benzer sekilde NLSM sisteminde p=0.5 degeri icin de solitonun dogrusal olmayan
kararliliga sahip oldugu goriilmiistiir.

NLS denklemi ve NLSM sisteminde kararsiz yapilari inceleyip karsilastirmak igin
potansiyelin olmadigt (V, =0) durumlar incelenmistir. Sekil 8’de p=0,p=0.5ve p=1i¢in
potansiyelin olmadig1 durumda dogrusal olmayan kararlilik analizi yapilmastir.
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Sekil 8: NLS denklemi (p =0) ve NLSM sistemleri (o =0.5, p =1) i¢in elde edilen temel
solitonun ilerleyisi sirasinda en biiyiik genlik degeri.

Sekil 8’de goriildiigii gibi potansiyelin yoklugunda ele alinan her durumda solitonlar
kararsizdir. Solitonlarin ilerleme mesafeleri géz Oniline alindiginda NLSM sistemleri i¢in
soliton genliginin daha ge¢ patladigi (blow-up) ve p degeri arttikga bu mesafenin uzadigi

anlagilmaktadir.
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SONUCLAR

Bu caligmada NLS denklemi ve NLSM sistemleri i¢in bir potansiyelin var oldugu ve olmadigi
durumlar igin temel solitonlar elde edilip kararlilik analizleri yapilmistir. Elde edilen
solitonlarin  6zellikleri karsilastirlarak ikinci derece optik etkilerin soliton kararlilig
tizerindeki etkileri ortaya konmustur.

NLS denkemi ve NLSM sistemi i¢in birinci dogrusal olmayan bant yapisi ¢ok benzer
olmasma ragmen soliton giigleri arasinda 6nemli fark oldugu (NLSM solitonlarinin daha
biiyiik giic degerlerine sahip oldugu) goriilmiistiir.

Potansiyelin var oldugu durumda NLS denklemi ve NLSM sistemi solitonlarin dogrusal
olmayan kararliliga sahip olduklar1 goriilmiistiir. Potansiyelin olmadigr durumda NLS ve
NLSM modellerinden elde edilen solitonlar benzer 6zelliklere sahip olsa da ayn1 degiskenlerle
elde edilen kararsiz soltionlar i¢in NLSM sistemi solitonlarinin daha uzun ilerleme mesafesine
sahip oldugu gorilmiistiir.
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